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“20. Importa: a) levar o aluno a formar as nogées e descobrir por
si mesmo as relacdes e as propriedades matemdticas, em vez de
Ihe ser imposto um pensamento adulto jd acabado; b) assegurar
a aquisicdo das nogdes e dos processos operatorios antes de
introduzir o formalismo; c) sé confiar ao automatismo as
operagdes assimiladas.

21. E indispensdvel: a) fazer com que o aluno inicialmente
adquira a experiéncia dos seres e das relagdes matemdticas, e
inicia-lo, em seguida, no raciocinio dedutivo; b) estender
progressivamente a construgio dedutiva das matemdticas; c)
aprender a formular os problemas, a pesquisar dados e a
explorar e apreciar os resultados; d) dedicar-se de preferéncia a
investigacdo heuristica dos problemas do que a exposicio
doutrinaria dos teoremas;...

22. E preciso: a) estudar os erros dos alunos e ver neles um meio
de conhecer seu pensamento matemdtico; b) treinar na pritica
do controle pessoal e da autocorregdo; c) dar o sentido da
aproximagdo ... ; e) dar prioridade a reflexio e ao raciocinio ...
etc.”

Jean Piaget (Pagina 49) no livro Psicologia e Pedagogia.
Recomendagdo n® 43 ("O ensino das matematicas nas escolas
secundarias”) Conferéncia Internacional da Instrugdo Publica
(Bureau Internacional de Educagao e Unesco) - 1956



Apresentacao

Esta obra foi organizada a partir dos trabalhos apresentados na Sessao
PROFMAT durante o IV Coléquio de Matematica da Regiao Nordeste, sediado
na Universidade Federal do Maranhao, na Cidade Universitaria, Campus Dom
Delgado no periodo de 19 a 23 de novembro de 2018. Essa sessao contou com
alunos e docentes de diversas partes do Brasil, o que permitiu trocas de
experiéncias significativas, discussoes sobre o andamento do Mestrado em
Matematica em Rede Nacional - PROFMAT e perspectivas futuras. As realidades
particulares de cada regido em relacdo as tematicas Ensino e Matematica também
viraram pauta, demonstrando que as percepgoes relativas ao tema Ensino sao tao
abrangentes quanto o proprio PROFMAT. Esse espaco de ideias permitiu que a
Comissao Cientifica pudesse selecionar 13 dos 32 trabalhos apresentados, que
foram reescritos para compor este volume. Os trabalhos selecionados sao
produtos das pesquisas em andamento, pesquisas concluidas, experiéncias
profissionais, estudos teoricos, e propostas didaticas; na grande maioria, fruto
das acoes do PROFMAT no ambito nacional.

Agradecemos a comissao organizadora do IV Coloquio de Matematica da
Regiao Nordeste pela oportunidade dada para organizar uma sessao sobre
Ensino de Matematica.

Desejamos a todas e todos os interessados uma excelente leitura. E caso
queiram comunicar-se com 0s autores e autoras, tomamos o cuidado de deixar
os enderecos eletronicos disponiveis em cada capitulo para aproximar leitores de
autores, muitos deles recém iniciados no universo da pesquisa no Ensino de
Matematica.

Boa leitura!

Comissao Cientifica da Sessao PROFMAT
IV Coléquio de Matematica da Regidao Nordeste
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SOBRE A REDUCAO DE CONICAS AOS SEUS EIXOS PRINCIPAIS

Marcos A. F Araﬁj(ﬂ

1 INTRODUCAO

Nestes quase 40 anos lecionando matematica, parte no ensino bésico e o restante
no ensino superior, tenho tido a oportunidade de travar longas discussdes com colegas
sobre o que deveria ser um curriculo minimo para um curso de graduagao nessa area.
Obviamente, o tema é apaixonante e as discussdes infinddveis. Muitas vezes recebi
criticas dos colegas, mas, creio que na maioria das vezes consegui convencé-los da
importancia de um olhar diferenciado para o curso de licenciatura em matematica. Nos
ultimos anos tenho visto com satisfagdo a entrada da Sociedade Brasileira de Matemaética
- SBM nessa discussdo com propostas muito semelhantes aquelas em que eu vinha ha
anos tentando convencer meus pares. Hoje o Mestrado Profissional em Matemética, da
SBM, também conhecido como PROFMAT, é uma realidade e tem um olhar bastante
diferente dos mestrados académicos, até porque possuem objetivos diferentes.

Dentro dessa perspectiva aproveitamos a oportunidade para discutir um assunto
que bem que poderia ser discutido no ensino médio, j& que ndo envolve nivel elevado
de sofisticagdo matematica. Esse assunto diz respeito a redugdo de uma conica aos
seus eixos principais, que numa linguagem mais simples significa reescrever a equagdo
de certas quddricas de modo que se possa identificar imediatamente a curva que tal
equagdo representa. A ferramenta utilizada: translagdo e rotacdo de eixos. O tema néo é
novidade, e acredito que ja fez parte dos curriculos de matematica no ensino bésico.

Hoje, no entanto, é assunto do passado.

2 A TRANSLACAO DE EIXOS

Consideremos dois sistemas de eixos ortogonais: XOY e X’O"Y’, o primeiro com
centro na origem O = (0,0) e o segundo com centro no ponto de coordenadas O’ = (I, k),
conforme a figura (1| abaixo. Consideremos também um ponto P, cujas coordenadas no
sistema XOY sdo (x,y) e no sistema X’O’Y” sdo (x,y’). Desejamos saber que relacao
guardam essas coordenadas.

! UFMA, marcos.araujo@ufma.br



Figura 1 — Translacdo de eixos
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Analisado a figurall} verificamos que

x=MP=MM'+MP=h+x,
y=NP=NN'+N'P=k+vy'.

Assim, tem-se as seguintes relagdes: |[x =x"+h|e|y =y +k|

Dentro do espirito do que entendemos sobre redug¢do de uma conica aos eixos
principais, vamos aplicar essas ideias na solugdo do seguinte problema: reduzir aos

eixos principais, a cOnica cuja equacgao é
3x% — 4y* + 6x + 24y = 135.

Solugdo: Fazendo-se a mudanga de varidvel x =x"+h e y =" +k, onde h e k serdo

convenientemente escolhidos, obtemos
3(x +h)2 —4(y +k)? +6(x" +h)+24(y +k) = 135,

e, dai
3x'% — 4y + (6h + 6)x” — (8k —24)y’ + 3h? — 4k + 6h + 24k = 135. (1)

Fazendo-se 6h+6 =0 e 8k—24 =0, obtemos h = —1 e k = 3. Substituindo esses valores de
h e k em (I)), obtemos a equacdo

3x'% —4y"? =102

que pode ser facilmente identificada como a equacdo de uma hipérbole, centrada nos
eixos principaisx =1e y = 3.
Outra solugdo pode ser obtida por meio de completamento de quadrados, da seguinte

maneira.
3x% —4y? +6x+24y =135 =

3x% +6x—4y? +24y =135 =
3(x% +2x+1) —4(y? — 6y +9) = 102

.| 8 L]



3(x+1)? —4(y—3)> = 102.

Substituindo-se x +1 por x” e y—3 por y’, tem-se

3x2 —4y’? =102.

3 ROTACAO DE EIXOS

Suponhamos que um sistema de eixos ortogonais XOY sofre uma rotagdo, em
torno da origem O, de um angulo 0, tornando-se um novo sistema de eixos ortogonais

X’'0Y’, conforme a figura abaixo.

Figura 2 — Rotacgao de eixos

Y

Y/

Sejam (x,y) e (x,y’) as coordenadas de um ponto P, respectivamente, no sistema
ortogonal XOY e X’OY’, conforme a figura 2| Tem-se, entao:

x=0OM =0ON-MN =x'cos 0—y’sen 0,
y=MP=MM"+M'P=NN"+M'P =x"sen 6 +y’cos 0.

Assim, as férmulas de rotagdo de eixos sdo dadas por

x=x"cos 0—1y’sen 0,
y=x"sen 0 +y’cos 0.

Usando as ideias acima, é possivel resolver o seguinte problema classico: Por
meio de uma rotagio, reduzir a cénica de equagido 7x> — 6 V3xy + 13y? = 16 aos seus
eixos principais.

Solugdo: Fagamos a mudanca de varidvel x = x’cos 0 —y’sen 0 e y = x"sen 0 + y’cos 0.

Isto feito, obtemos
7(x’cos B—1y'sen 6)? —6 V3(x'sen B+1/cos B)(x'cos 6—y'sen 6)+13(x"sen 6+ cos ) =16,

e, dai, desenvolvendo e reduzindo os termos semelhantes, segue que

9 L]




(7cos? 6 —6 V3 sen 0 cos 6+ 13sen?6)x’2 +[12 sen 6 cos 6 — 6 V3(cos?6 — sen®0)]x'y/
+(7sen?0 + 6 V3 sen 6 cos O + 13cos?0)y’%> = 16. (2)

A equagdo acima ficard mais simples se escolhermos o valor de 0 de tal modo

que o termo em x’y’ "desaparega". Para isso fazemos
12 sen 6 cos 6 -6 \/§(c0829 —sen’0) =0,
Dai,
6 sen 20 —6 V3 cos 20 =0,
ou, ainda, tg 20 = V3. Assim, 26 = 60, ou seja, 0 = 30°. Substituindo essa valor de 0 na
equagao (2), obtemos a equagao mais simples

X2 +4y? =4,

que representa uma elipse.

A'ideia desenvolvida acima pode ser facilmente generalizada, conforme o teorema

abaixo.

Teorema 1. A equagio do segundo grau da forma
Ax*+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0, 3)

pode ser reduzida em seu termo Bxy fazendo-se uma mudanga de varidveis do tipo x =
x'cos O —y'sen 0, y = x"sen 0+ y’cos 0, bastando para isso tomar O de tal forma que
B
tg 20 = 1-c

Demonstracdo: A demonstragdo do teorema é, realmente muito simples, bastando fazer
a mudanca de varidveis indicada e, como no exemplo acima, escolher 6 de modo que o
coeficiente do termo em x’y’ se anule. [ ]

O préximo problema envolve as duas mudangas de coordenadas: a translagédo e
a rotacao.

Consideremos o seguinte problema: reduzir a conica 5x2 + 6xy +5y> —4x+4y—4=0
aos seus eixos principais. Aqui, faremos inicialmente uma translacdo por meio da

mudangca de varidveis x =x"+h e y = y’ + k. Com isso obtém-se
5(x +h)? +6(x" +h)(y +k)+5(y +k)> -4’ +h)+4(y’ +k) -4 =0.
Desenvolvendo-se essa expressdo e reduzindo os termos semelhantes, obtém-se

5x"2 + 6x"y + 5y + (101 + 6k — 4)x” + (10k + 61 + 4)y/ + 5h> + 6hk + 5k*> —4h + 4k —4 = 0,

| 10




cujos termos do primeiro grau podem ser eliminados fazendo-se

10h+6k—4 =0,
6h+10k+4 =0.

Resolvendo o sistema obtemos & =1 e k = —1. Dai obtemos a equagdo mais simples
5x% +6x'y +5y"% = 8. (4)

Agora efetuamos a rotagdo por meio do angulo 0, onde

B 6 6
B0 a1 ¢ 550"

Assim, 20 = 90°, ou seja 0 = 45°. Usando as equagdes da rotagdo, obtemos

Substituindo em (), segue-se que

X’ = y// 2 X’ - yu X’ + yu X’ + y// 2
5 +6 +5 =8,
) e e e

o que nos leva a

4_(x//)2 + (y//)Z — 4’

que é a equagdo de uma elipse.

4 CONCLUSAO

Na discussdo acima ndo usamos nenhum conhecimento que néo seja pertinente
ao curriculo do ensino médio. Esperamos que o material aqui sob apreciagdo seja
interessante para que o leitor possa desenvolver outros contetidos possiveis de serrem

desenvolvidos em nivel elementar.

REFERENCIA BIBLIOGRAFICA

KINDLE, Joseph H. Geometria analitica: plana e espacial. Cole¢do Schaum, Editora
MacGraw Hill, New York, 1971.
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PROBLEMAS DE MAXIMO E MINIMOS SOLUCIONADOS POR
DESIGUALDADES

Francisco de Paula S. de Araujo ]unio
Arnaldo Silva Brito?

Resumo: O presente trabalho tem a finalidade de apresentar problemas de geometria plana
e espacial que envolva méximos ou minimos, e solucionar estes sem a utilizacdo de Célculo
diferencial, sendo adotado de solugdes por contetidos que podem ser trabalhados com alunos do
ensino médio, como problemas que envolvem desigualdades. Dentre estas pode ser destacado a
desigualdade de Cauchy - Schwarz, ou os Principio da soma minima com produto constante,
Principio do produto maximo com soma constante e Principio da proporgdo de expoente
com soma constante que tem uma relacdo direta com desigualdade das médias, aritmética e
geométrica. Com o intuito que este seja visto como uma possibilidade de se trabalhar com outros
assuntos matemdticos que ndo sdo préprios da educagdo bésica, ou seja a tentativa de abordar
outros contetidos ditos de ensino superior ja no ensino médio. Analisando a problematica
da possivel colaboragdo no processo de ensino e aprendizagem tanto para professores como
para alunos com relacdo ao estudo deste tépico de geometria, podendo também ser visto
como a de reflexdo sobre, quando cada assunto deve ser ensinado com relagdo a matematica
e a oportunidade de colaboragdo nas aulas voltadas para OBMEP ou outras olimpiadas de
matematica.

Palavras-chave: Geometria, Maximos, Minimos e Desigualdades.

1 INTRODUCAO

Uma mudanga ou acrescentar na educagdo basica em especial no ensino médio,
com competéncias que ja sejam proprias desta etapa escolar, podem vir a contribuir no
aprendizado do aluno e na préatica docente, esta sendo esta uma oportunidade para
uma breve reflexdo do como se ensina e o que se deve ser ensinado, a utilizacdo de
aplicacdes diversas para solugdes de problemas deixa claro para o aluno que o assunto
estudado tem importancia direta na solucdo destes e pode servir de oportunidade de
apresentacgdo de problemas praticos.

H4 mais de um século, a partir dos anos 1910, surgiam na Bulgaria e na
Russia os "Circulos de Matemdtica", uma forma diferente de aprender
matemadtica. Eram grupos de alunos liderados por matematicos que
discutiam solugdes de problemas (em contraste com o formato expositivo
e menos ativo das aulas tradicionais). Nos anos que se seguiram, os
Circulos tornaram-se parte importante da academia matematica da
Europa Oriental, uma forma dos matematicos passarem sua cultura para
as novas geragdes de alunos. (roda de matematical, 2018)

UESPI], pjhatata@hotmail.com
2 UESPIbsarnaldo@gmail.com



A motivagdo é tratar de um contetido matemaético que pode ser considerado
complexo, porem com um linguagem que torne este apresentavel para alunos do ensino
médio, e que este possa despertar a curiosidade discente em relagcdo ao tépico de
méaximos e minimos e nos docente sobre uma possivel forma de ver a alternativa de
acrescentar este ou outros assuntos que ate entdo sdo vistos como sendo exclusivos
do ensino superior, mas que na verdade depende da forma como é tratado, e talvez
despertando e fazer que esta pratica seja levada para outros conteidos matematicos.

Ao uma analisar o seguinte trecho “A resolucdo de problemas é uma habilitagdo
prética como, digamos, o é a natacdo. Adquirimos qualquer habilidade por imitacdo e
pratica” p. 3), ou seja vendo problemas matematicos como uma forma
de fazer “exercicios fisicos” a solu¢do de problemas com contetidos mais elaborados
tem a prerrogativa que seria de realizar atividades fisicas mais intensas, esperando que
seja agente direto no processo de ensino e aprendizagem dos alunos, e acredita-se que
nao deve existir contetidos que ndo deve ou ndo podem ser apresentado para alunos do
ensino médio, na verdade depende de intimeros fatores ndo s6 o de divisdo do curriculo,
que como professores podemos trazer para linguagem dos mesmos e por este motivo,
questiona-se: Quais as possiveis contribuicdes para o processo de ensino e aprendizagem dos
alunos e prdtica docente pode ser obtida ao analisar a implementagdo do conteiido de, Geometria
envolvendo mdximos e minimos, nas aulas do ensino médio?

2 DESENVOLVIMENTO

A escolha por solugbes para os problemas por uma alternativa sem o uso
de Calculo, tema a finalidade de solucionar a problemaética levantada, para tornar
apresentavel estes problemas no ensino médio, com o aumento de participacdo de
alunos em olimpiadas de matemaética analisando o caso aqui da OBMEP que em 2018
teve mais de 18 milhdes de alunos participando, tanto este dado como aumento de
participantes pode ser visto em (OBMEP) 2018),sendo assim faz-se necessario a inclusdo
de problemas diversificados para os mesmo.

Posteriormente seguem as desigualdades e relagdes matemaéticas que vao ser
utilizadas nas solugdes posteriores dos problemas elencados, e como o préprio trabalho
tem a prerrogativa de apresentar estes problemas no ensino médio, as demonstracdes
que venham a seguir também tem que ser tratadas desta forma, ou seja sendo feitas

somente com contetidos que sdo comuns para os alunos neste nivel.

2.1 DEFINICOES E TEOREMAS REFERENTES A DESIGUALDADES DAS MEDIAS

Segundo (CARVALHO; MORGADQO, 2015) segue a seguinte defini¢ao:

Definic¢do 2.1 Dados dois niimeros reais positivos x e y definimos média aritmética destes

. . X+ 27 2y . .
dois miimeros como sendo 5% e a média geométrica /Xy e usemos a seguinte nomenclatura
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respectivamente para estas, M4 e M.

Teorema 2.1 Para quaisquer dois reais positivos x e y é vdlido que M > Mg e a igualdade
acontece se x = V.

Demonstracao:
Sejam x e y ntimeros reais tais que x >0 e y > 0, temos entdo que Vx>0e >0,
dai segue que (Vx — 1/%)* > 0 daf desenvolvendo temos:

(Vx— Vy)?=x-2Vx\y+y=0
x+y=2Vxy

X+y

5 A
Mp > Mg
onde se x = iy temos
X+x
T: Vx.x = My = Mg

Sabendo da relacdo destas médias podemos provar os principios que vao ser
enunciados e demonstrados, sendo estes utilizados para solu¢do de problemas que
podem ser apresentados para alunos do ensino médio.

2.2 PRINCIPIO DA SOMA MINIMA, COM PRODUTO CONSTANTE.

Teorema 2.2 Seja P um niimero real positivo, entdo dentre todos os pares possiveis de niimeros
positivos x e y tais que x.y = P, a soma x + y é minima quando x = y = VP.

Demonstracao:
Seja S=x+y e P = x.y. Pela desigualdade das médias, obtemos x e y € Ry,
My > Mg onde My = Mg se, somente se x = y, dai segue:

X+y

2 =V
52 iy

onde S = 4/xy se, somente se x = y. Assim se x = y temos que:

P=x’*=x= \/ﬁzy



2.3 PRINCIPIO DO PRODUTO MAXIMO COM SOMA CONSTANTE.

Teorema 2.3 Dado o niimero positivo S, prove que entre todos os pares possiveis de niimeros
positivos x e y tais que x +y = S, 0 produto xy é mdximo quando x =y = %S.

Demonstracao:
Seja S =x+y e P =x.y. Pela desigualdade das médias, obtemos x e y € Ry,
My > Mg onde My = Mg se, somente se x = y, dai segue:

X+

> VA
Xty
2

X+1y)\2
() =r

2
onde P = (HTy) se, somente se x = y. Assim se x = y temos que:

S

v

S=x+y=>S:x+x=>S:2x:>§:x:y

2.4 PRINCIPIO DA PROPORCAO DE EXPOENTE COM SOMA CONSTANTE.

Teorema 2.4 Se a soma de fatores positivos é constante e o produto destes fatores envolve
expoentes naturais, este produto serd mdximo quando estes fatores forem proporcionais aos seus
respectivos expoentes.

Demonstracao:
Seja x + y = ¢ (constante) pretende-se demonstrar que o valor maximo do produto

P =x".y" é atingido quando
X n

y m
onde m e n sdo numeros naturais ambos diferentes de zero. Sendo P = x".y" ou
seja P = x.x.x.---x.y.y.y---y onde este produto, tem a soma de seus termos sendo,
x+x+...+y+y+...+y=nx+my, temos que pelo Teorema ?? esse produto é méximo

quando suas soma tem parcelas iguais, sendo assim P é méximo quando

X Yy x
nx=my&e —==& —
m n oy

n
m



2.5 DESIGUALDADE DE CAUCHY - SCHWARZ

Teorema 2.5 Seaqy,ap,---,a,,b1,by,- -+, by, sdo niimeros reais, entdo:
(@3 +a5+-+a)(BF+ 03+ +b3) > (a1by +azby + -+ + anby)?

com a iqualdade ocorre se, somente se, & =2 = ... =% onde b; #0
by — by by,

Demonstracao:
Para a demonstracdo dessa desigualdade vamos considerar a seguinte fungao,
f:R— R, onde g; e b; sdo nameros reais

f() = (@1 = b1 + (@ = box) -+ (an = by)*
Com relacdo a fungdo f, podemos fazer algumas observacdes:

(i) Paratodox € R, f >0, visto que as n parcelas de f sdo todas maiores ou igual a
zero, ja que sdo quadrados de ntimeros reais;

(ii) Cada parcela de f é um produto notavel;

(iii) f é uma fun¢do quadrética, j& que é uma soma de n parcelas de quadrados.

Desenvolvendo esses produtos notaveis temos:
flx)= a% —2mbyx + b%x2 + a% —2aobrx + b%x2 +-0 a% —2a,b, + b%x2
Colocando x? e x em evidéncia temos
fx) = @+ +02)a% = 2(arby + -+ + anbp)x + (@3 + - +0a3)

Logo
f(x) =ax’ +bx+c

onde,
a= (b% +---+bﬁ);b ==2(a1by +---+ayby,);c = (a%+---+a721).

Pela Equagdo (4) uma fungdo quadratica é maior ou igual a zero somente se A <0,
onde :

b2—4ﬂC<0:>4(“1171+---+anbn)2_4(b%+---+b%)(a%+---+afl)<0
24(a1b1+-.-+gnbn)2 <4(b%+...+b%)(g%+...+a%)

= (alb1+"'+anbn)2 < (b%++bﬁ)(a%++a%)



Agora vamos analisar o caso onde A =0, que equivale dizer que f tem apenas
um zero, ou seja, existe tinico x tal que f(xp) =0, sendo assim:

(a1 —b1xo)* + (a2 — baxg)? + -+ + (an — byx)* = 0

Onde por (i), cada parcela destas é maior ou igual a zero e para esta soma ser

zero, temos que ter cada parcela destas igual a zero, sendo assim:

(a1 = b1x0)* = 0; (a2 — baxo)* = 0; -+ (an — buxo)* =0

O que é equivalente em cada linha termos:

i a2 an
X0=7—,X0=7,"",X0=7—.
by’ by’ by
Dai, podemos concluir que a igualdade estrita acontece em caso de:
ap _ax an
by by by



3 PROBLEMAS APLICADOS

Segue uma lista de problemas que podem ser apresentados aos alunos no ensino
médio e posteriormente solucionados com matematica adequada para estes discentes,
os seguintes problemas foram retirados dos livros: (PROMONET; AGUIAR)[1912a) e
(PROMONET; AGUIAR, [1912b). Em cada um dos casos se necessario fazendo pequenas
adaptacoes.

Problema 3.1 Entre todos os retingulos de mesma drea, determinar aquele que tem o perimetro
minimo.

Problema 3.2 Num quadrado ABCD, inscrever um retdngulo EFGH, de drea mdxima onde,
Ee€AB,FeBC,GeCDeHeDA

IN©

Figura 1 — Retangulo EFGH inscrito no quadrado ABCD.

Problema 3.3 Determinar a drea mdxima do tridngulo isésceles que se pode inscrever em uma
circunferéncia em fungdo do raio R do circulo.

Problema 3.4 Dado um paralelepipedo reto retdngulo de dimensdes a,b e c,como o da Figura[2]
determinar sua diagonal minima em que caso isso acontece.

b

Figura 2 — Paralelepipedo de dimensdes, a,b e c.



Problema 3.5 Determine o valor da superficie total de um paralelepipedo reto retingulo de
dimensoes a, b e ¢, como o da Figura IZl

Problema 3.6 Determine o volume mdximo de um paralelepipedo reto retdngulo, de dimensoes

abec.

4 RESULTADOS

Nesta secdo serd apresentado uma possivel solucdo para cada um dos problemas
enunciados anteriormente, a op¢do de ndo deixar cada uma das respostas com suas
devidas questdes foi pelo fato de o leitor poder ver os problemas na integra e caso deseje
tente responder antes de ter contato com estas.

Onde todas as respostas a seguir fazem uso apenas dos teoremas e principios
enunciados e demonstrados neste trabalho, ou seja com o recurso matemadtico de
desigualdades.

Solugio: Do problema

Seja ABCD um retangulo conforme representado na Figura 3| onde x e z sdo

dimensdes do retangulo, e o perimetro é dado por y, como na figura abaixo:

B

Figura 3 — Retangulo de dimensdes x e z.

y=2x+2z=2(x+2z)

Segue do Teorema [2.2|que se o produto xz é constante entdo a soma x +z é minima

quando x = z, o que implica que o retdngulo ABCD ¢, em particular, um quadrado.

Solugdo: do problema

O retangulo pedido é o da Figura[I| EFGH. Os triangulos retangulos BEF e DGH
tém hipotenusas iguais e os dngulos agudos E e G iguais por terem lados paralelos e
sentidos opostos. Ora, os angulos /DGH e /BFE sdo também iguais, logo /BFE = /BEF,
e os 2 tridngulos BEF e DGH sdo congruentes e isosceles.
Temos pois,
EB =BF =DG =DH



Dai, segue um meio simples de inscrever um retdngulo num quadrado. Se

tivermos AB = a e EB = x teremos também

EF? =242
EF=xV2
EF? =2(a—x)?

A area do retangulo vy, sera
y=xV2.(a—x) V2 = 2x(a—x)

O maximo de y corresponde ao do produto x(a —x).
Como estes fatores tém soma constante, o produto é maximo quando

O retangulo de drea méxima tem os vértices no ponto médio dos lados do qua-

drado ABCD, logo é um quadrado EFGH inscrito em ABCD e de drea igual a sua metade.
Solugio: do problema

Se designarmos por y a superficie do tridngulo de drea maxima, teremos de
acordo com a Figura [}

Figura 4 — Tridngulo ABC is6sceles inscrito em circunferéncia.

y=x(R+1) 1)



2 =R2_12
x2 = (R+h)(R-h) )
Elevando ao quadrado os dois membros da Equacao (]1[), temos
> = (R+h)’ (3)
Em (8), substituindo o valor de x?, tirado de (7), temos
¥ =(R+h)>*R-h)

Como (R +h) e (R —h) tem uma soma constante, y> serd maximo quando esses
fatores forem proporcionais aos respectivos expoentes. Utilizando o resultado do
Teorema 2.4

Logo, y? serd méaximo para

R+h _3
R-h 1
1
h_ER

A altura H do tridangulo ABC é % e de x? = R? — h? obtemos que x = RT‘B logo a
base do triangulo ABC que é o segmento BC = R V3, sendo assim podemos determinar
a area deste tridngulo.

b
2

3R1
RV3=—/—Z
ngz
3/3R2
4

A =

Sendo este o valor da area desejada.
Solugio: do problema

Temos que a diagonal deste paralelepipedo em questdo em termos dea,bec é
d = Va? +b% + 2, para tal basta aplicar o Teorema de Pitagoras duas vezes. Sendo assim
vamos analisar as seguintes sequéncias de nimeros reais positivos, (a,b,c) e (1,1,1),
visto que todo paralelepipedo é multiplo de algum deste da segunda lista. Aplicando a

Desigualdade de Cauchy - Schwarz, para estas duas lista de nimeros temos:
@+ +c)(1%+1°+1%) > (a1 +b.1+c.1)?

Onde do lado esquerdo temos o quadrado da diagonal multiplicado por 3, e do

lado direito um quadrado, como segue

22 L]




235 @b+t mds e

Sendo assim devemos usar a razdo da desigualdade para verificar se d, chega a
este valor, em outras palavras analisar se é védlido a igualdade, onde isso deve acontecer
pela sequéncias de ntiimeros dados se:

Ou seja,

d= k+k+k:>d:3—k:>d:k\/§
VB VB
Que é o valor da diagonal de um cubo de lado k, sendo assim esta é minima
quando o paralelepipedo for um cubo.

Solugdo: do problema

Temos que o valor da superficie total desta que vamos chamar de S; é S; =
2(ab+ac + bc). Fagamos a escolha das seguintes sequéncias de ntimeros reais positivos
(a,b,c) e (b,c,a), aplicando a Desigualdade (Cauchy - Schwarz), para estas sequéncias de
numeros temos,

(@ + b + ) (V* + 2 +a?) = (ab+ bc + ca)?

Analisando esta desigualdade do lado esquerdo temos o produto dos quadrados
das diagonais e do lado direito temos metade da superficie total ao quadrado, sendo

assim

242 > (&

2
2) SAdt> 2 =2P >,

Temos entdo que a superficie total ndo supera o de 242, ainda temos de verificar

se atinge este valor, e pela desigualdade em questdo, a igualdade vale apenas se,

Chamando as fra¢des de k e multiplicando elas temos:

@:k3:>1:k3:>k:1
bca

Portanto temos que



Vamos atribuir este valor k, igual para todas as dimensdes do s6lido, desta forma

voltando ao valor de S;, temos
d=VR+iR+kR=>d=kV3
Dai,
St = 2d2 = St = Z(k\/g)z = St = 6k2

Sendo assim a drea S; maxima tem este valor, que acontece quando o sélido tem

todas as arestas de mesmo tamanho, ou seja é um cubo.

Solugdo: do problema 3.6
Novamente fazendo uso da Figura 2], sabendo que o volume deste sélido é v = abc
, vamos analisar as seguintes lista de ntimeros reais, (a,b,c) e (bc,ac,ab), aplicando a
Desigualdade (Cauchy - Schwarz) temos,

(@ +b? + ) (V2P + a*c® +a®b?) > (abe + bac + cab)?

Onde a expressdo da diagonal aparece, basta ver o problema 3.4, desta forma

podemos afirmar que,
d?(V*c? + a*® +a®b?) > (3abc)?

Temos que todos estes valores sdo maiores que zero logo, podemos retirar a raiz

quadrada de todos estes, assim ficamos com a seguinte expressao,

d /(D22 +a2c2 +a2b?)
3

Sendo assim v ndo supera este valor, porém ainda resta analisar o caso da

=

igualdade estrita, ou seja, para os valores:
a b ¢
bc ac ab

Onde relacionando estas fra¢des chegaremos em,

k

a=b=c=k
Desta forma substituindo 4, b e c por k o volume fica sendo,

d V3K4 dk? 3
U=T2>Z)= 3

4)

Analisando o valor de d, como a = b = ¢ = k = d = k V3, substituindo este valor

em (11) obtemos,

2
v:k\/g.k;/g:v:k?’

Sendo este o volume de um cubo de aresta k.




5 CONSIDERACOES FINAIS

Acredita-se que o trabalho cumpre com os objetivos propostos inicialmente,
que é de: chamar a atengdo docente para a possibilidade de abordar contetidos que
parecem ser somente de ensino superior, como exemplo aqui o de maximos e minimos
em problemas de geometria plana e espacial, listar problemas deste tipo que podem
ser apresentados no ensino médio e por fim solucionar estes somente com matematica
comum deste curriculo, e mesmo nos assuntos que teoricamente ndo seriam é feito com
assuntos que estdo no curriculo deste nivel de ensino, como a desigualdade de Cauchy -
Schwarz que tem um tratamento de sua demonstracdo somente com func¢do polinomial
do segundo grau, ou seja com algo comum ao aluno e professor da educacéo basica de
series finais.

Espera-se que ao ter contato com o mesmo,que professores vejam como motivagao
para fazer o mesmo com outros assuntos ou melhoria deste que aqui esta apresentado,
que para os alunos seja uma possibilidade de ver que ndo existe uma tinica forma de
resolver problemas matemaéticos.

E como propostas futuras ficam as possibilidades de melhoria da analise sobre o
contetido de maximos e minimos por facilitagdo das solu¢des apresentadas, acrescento
de novas ou a possibilidade de fazer o mesmo com outros tépicos de matemadtica que
sdo tidos como aplicaveis somente no ensino superior.

O trabalho pode ser visto na integra em (ARAUJO JUNIOR, EPS,2018), inclusive

com solugdes para estes problemas com o uso do software livre Geogebra.
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A UTILIZACAO DO APLICATIVO GEOGEBRA PARA SMARTPHONE COMO
RECURSO DIDATICO NAS AULAS DE MATEMATICA DO ENSINO
FUNDAMENTAL

Elanny Roma Pereira da SilvaE|
Arlane Manoel Silva Vieira P

Resumo: Diante de uma sociedade que estd em constantes mudangas devido aos avangos
tecnoldgicos, é importante investigar, discutir ideias e estabelecer estratégias que reflitam em
melhorias futuras na educacdo com o intuito de utiliz4-los como recurso didatico, principalmente
com relacdo as midias digitais méveis que ja ocupam os espacos escolares. A principio é realizado
um levantamento histérico do desenvolvimento de algumas tecnologias e suas influéncias no
meio social, e de como essas tecnologias evoluiram dentro das escolas ptublicas. Em seguida
desenvolve-se um aprofundamento no conceito de M-learning, que refere-se ao uso de dispositivos
moveis para a aprendizagem, e um breve tutorial do aplicativo Geogebra Graphing Calculator com
versdo para smartphones. Por fim, é detalhado a metodologia do trabalho e os resultados obtidos
através de uma pesquisa realizada com dois focos: averiguar o perfil dos professores quanto
ao uso do computador e de smartphones; a perspectiva dos alunos de uma escola publica que
realizaram atividades com o app Geogebra. Os resultados mostram que os aparelhos smartphones
tém conquistado espago dentro das escolas e que podem ser utizados como recurso para
aprendizagem, desde que acompanhado pelo docente baseado em um planejamento estratégico.

Palavras-chave: Aplicativos Matematicos, M-learning, Geogebra Graphing Calculator, Tecnologias

Educacionais.

1 INTRODUCAO

Em um mundo tdo complexo, é preciso que se recorra a fontes de informagéao e
conhecimento sempre mais abundantes, diversas e especializadas. E nesse cendrio em
constante transformagdo, eis que se tem uma sociedade cada vez mais consubstanciada
em aspectos voltados ao uso das tecnologias, ao processo de globaliza¢gdo, bem como,
aos novos hdébitos trazidos por esses fatores. Nesta acepcdo, é necessdrio que se faca
uma analise no que tange a abordar as mudangas no ambito social e estudantil geradas
por tais recursos, para que desta forma, se perceba o grau de evolugao tecnolégica da
escola, além de perceber também, como os professores tém se adaptado a tais mudancgas
que os afetam diretamente, visto que eles sdo uma peca fundamental no processo de
ensino-aprendizagem. Nestas circunstancias, investigar esse historico, discutir ideias e
estabelecer estratégias é um passo fundamental dado no presente, por meio do qual se
poderd refletir sobre as melhorias futuras para a educagao.

Para tanto, o que se pretende mostrar é que a motivacao inicial para a realizacdo

desta pesquisa surgiu das observagdes feitas no decorrer dos anos, no que tange ao

UFMA, nanny_rominha@hotmail.com
2 UFMA, arlane@ufma.br



desenvolvimento rdpido da tecnologia, aumento do acesso das pessoas a computadores,
tablets, celulares, smartphones e internet.

Com a pesquisa, objetiva-se fazer um levantamento do perfil do professor de
matemadtica quanto a utilizacdo das midias digitais moéveis, comparando-a com o uso
dos computadores. Visa-se ainda, analisar o perfil dos alunos quanto a utilizagdo dos
smartphones como ferramenta de estudos e recurso didatico em sala de aula, analisando a
eficiéncia do aprendizado. E posteriormente, apresentar os resultados para os professores
participantes da pesquisa em forma de palestra.

A pesquisa tem grande relevancia social, visto que o aluno atual é digital em
muitos aspectos de sua vida pessoal, como redes sociais, jogos. No entanto, muitos
ndo sabem utilizar esse recurso para estudar e aprender. A pesquisa também tem
significativa relevancia profissional, pois o perfil do professor que a sociedade atual
procura é aquele que é flexivel as mudangas, sejam elas tecnolégicas, culturais; que seja

criativo, tendo uma visao critica e profissional.

2 DESENVOLVIMENTO

Para o referencial tedrico, buscou-se autores que explanavam sobre principais
tecnologias desenvolvidas como: luz elétrica, fotografia, filme, celular, televisao, compu-
tador e a internet e que convergem em um pequeno aparelho chamado smartphone.

Também foi realizado o desenvolvimento histérico da tecnologia dentro da escola
baseado em varios autores e documentos oficiais como [Unesco| (2014), Nascimento|

(2007), Oliveira (2006) e Brasil (2008).
Segundo Associagdo Brasileira de Tecnologia, a (1982 apud OLIVEIRA

2006, p. 9), temos que a tecnologia educacional passou por dois momentos diferentes.

O primeiro momento foi acreditar que os equipamentos tecnolégicos eram suficientes
para promover melhorias na educacao, acreditando que essa revolugdo seria a solugdo
para os problemas educacionais. Sobre essas conclusdes Mazzi (1981 apud (OLIVEIRA)
p- 10) enfatiza que "A ilusdo estaria no acreditar que, mudando equipamentos e

métodos, todo o resto poderia ficar como estad". J4 o segundo momento, focam esforgos
em planejamento de atividades, métodos e principios para facilitar a instrugéo.
Uma das competéncias especificas de Matematica que o aluno deve desenvolver

z.n

no ensino Fundamental, segundo o documento oficial (BNCC), é:

5. Utilizar processos e ferramentas matemadticas, inclusive tecnologias
digitais disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos,
sociais e de outras dreas de conhecimento, validando estratégias e

resultados."(BRASIL} [2018|, p. 267)

Vé-se, pois, que ja ha documentos oficiais que dispdem que o aluno precisa estd
inteirado das tecnologias, para desenvolver habilidades, resolver problemas, e utiliza-las
no seu dia-a-dia.



O Plano Nacional da Educagado (PNE), que tem como objetivo reger o Sistema
Educacional Nacional, estabelece algumas metas e estratégias para serem implementadas
de 2014 a 2024, que incluem as tecnologias na Educacdo Bésica nos niveis de ensino.
Essas metas visam reformas nos curriculos de formacdo de professores para que as
criangas sejam alfabetizadas com o uso das tecnologias digitais. Visam ainda ampliar o
conhecimento por meio de plataformas eletronicas que oferecam cursos e material de

apoio para as aulas em formatos digitas (BRASIL, 2014).
No referencial tedrico dedica-se alguns pardgrafos para uma breve descri¢ao do
dispositivo mével smartphone baseada em (2007), que o conceitua como:

O que chamamos de telefone celular é um Dispositivo (um artefato, uma
tecnologia de comunicagédo); Hibrido, ja que congrega fungdes de telefone,
computador, mdquina fotografica, cimera de video, processador de texto,
GPS, entre outras; Mével, isto é, portétil e conectado em mobilidade
funcionando por redes sem fio digitais, ou seja, de Conexao; e Multirredes,
j& que pode empregar diversas redes, como: Bluetooth e infravermelho,
para conexdes de curto alcance entre outros dispositivos; celular, para
as diversas possibilidades de troca de informacdes; internet (Wi-Fi ou
Wi-Max) e redes de satélites para uso como dispositivo GPS.

2007, p.2)

O referencial teérico, também fudamentado em [Saccol, Schlemmer e Barbosal

p- 2), continua explanando como os recursos do dispositivo mével podem ser
utilizado na educagédo, processo denominado M-learning. O autor enfatiza que had uma
fragilidade a ser contornada nesse meio de ensino que é a questdo didatico-pedagobgica,
visto que o essencial ndo é somente o acesso a tecnologia, mas saber usa-la em paralelo

aos contetidos de forma a promover a aprendizagem.

De acordo com [Tarouco et al.[(2004), algumas metas precisam ser estabelecidas

e, ao usar qualquer tecnologia, o docente deve estar preparado para atender a essas
metas. Uma delas é a efetividade que remete a melhor forma de aprendizagem, em que
o aluno internalize e generalize seus conhecimentos em outros contextos. Outra meta
é a eficiéncia que diz respeito ao mais rapido tempo em que esses conhecimentos sdo
absorvidos. E outra meta é a atratividade que refere-se ao periodo e a atengdo devotada
pelo discente pela atividade.

Segundo a (2014), alguns beneficios podem ser alcancados com o uso da

aprendizagem movel, dentre eles:
e Expandir o alcance e a equidade da educacao;
e Facilitar a aprendizagem individualizada;
e Oferecer retorno e avaliacao imediatos;

e Permitir a aprendizagem a qualquer hora e em qualquer lugar;



e Assegurar o uso produtivo do tempo em sala de aula;

e Apoiar a aprendizagem fora da sala de aula;
e Criar uma ponte entre a aprendizagem formal e a ndo formal.

Dedicou-se uma secdo para um tutorial do aplicativo Geogebra em versdo para
smartphone (Figura I), identificando seus campos de entrada, algébrico e geométrico e a

utilizagdo dos principais recursos para a realizagdo da atividade proposta pela pesquisa.

Figura 1 — Tela Inicial

Il
5
&

Fonte: Acervo pessoal.

Para encerrar, Resende| (2002), |Almeidal (2007) e outros sao citados para mostrar

a relacdo do professor de Matemaética com a tecnologia, seus desafios e as mudangas de

préticas de ensino tradicionais para préticas construtivistas.

Segundo Gaudio| (2016, p. 7):

"aos docentes cabe uma tarefa drdua mais[sic] necessaria: sair da “zona
de conforto” e adentrar no mundo escolar experimental. O professor
ndo sabe “tudo” e precisa confrontar-se com o novo. A tecnologia deve

ser incorporada no ambiente escolar com naturalidade"(GAUDIO, 2016
p-7).

Para alcangar esse objetivo é necessario que o professor se utilize de outros
recursos, além da aula explanativa e dialogada, dentre os quais destacamos os aplicativos
para smartphones especificos para o ensino da matemaética que possuem este potencial,
gerando gréficos, figuras geométricas e férmulas que possibilitem a visualizagdo de
ideias abstratas para os alunos, além de possuirem multiplas formas de serem explorados
a favor do ensino, tais recursos possibilitam o desenvolvimento de novas solug¢des para

um mesmo problema.



A corrente de ensino construtivista, defendida por Piaget, Ausubel e outros, estd
centrada no aluno, focando na descoberta de contetidos, resolu¢do de problemas, de
forma que a aprendizagem seja significativa para ele. Essa perspectiva de aprendizagem
é basilar na utilizagdo das novas tecnologias, visto que nela o professor ndo é a tinica fonte
de informacgdo, pois existem programas educativos, internet com acesso a pesquisas,
redes sociais para comunicacdo mais rdpida, entre outras vantagens. De acordo com
Resende| (2002] p. 73), essas mudangas fazem com que o professor mude de postura

como Unico possuidor do conhecimento no contexto escolar, facilitando assim uma
relagdo mais equilibrada e harmoniosa com o aluno.
Em nossa realidade, se ndo houver mudangas nas préticas pedagodgicas seria,

como expressa Resende| (2002, pag. 71), apenas como vestir o velho com roupas novas,
P pag P P

préticas essas que ndo incorporam nada de novo no que se refere a concepgdo do
processo de ensino aprendizagem construtivista.

Portanto, o uso das novas tecnologias como ferramenta pedagoégica no processo
de ensino e aprendizagem ndo resultard uma aula interessante sem que o professor
possua novas préticas pedagoégicas em que inclua a constru¢do do conhecimento pelo
proprio aluno. Isso significa dizer que o professor deve ter uma visdo construtivista do

processo de ensino e aprendizagem.

2.1 METODO

A pesquisa pode ser classificada quanto a sua abordagem como quali-quantitativa,
pois mesclando as duas formas de levantamento de dados pode gerar informagdes
mais completas e concisas. Também pode ser classificada quando aos objetivos como
descritiva, onde é possivel ter uma visdo bem ampla do perfil dos professores de
matemadtica, percebendo assim, informag¢des que vao desde sua formagdo académica,
a descricdo de suas praticas pedagoégicas, além da visao que expressam em relacdo a
utilizagdo dos recursos tecnolégicos.

O procedimento foi realizado em duas etapas para levantamento de dados por
meio de questiondrio em que os sujeitos da pesquisa eram alunos do 9° ano da Escola

Municipal em Sdo José de Ribamar e também professores da rede publica de ensino.

2.1.1 Alunos

Inicialmente enviou-se aos pais um termo de consentimento, através do qual
solicitou-se a permissdo deles para colher informagdes relacionadas aos alunos, visto
que todos sdo menores de idade. Em seguida, realizou-se um questiondrio com 13 alunos
para identificar o perfil deles quanto ao uso das tecnologias em seu dia-a-dia. Aos 5
alunos que tinham o aparelho smartphone foi requisidado que instalassem o aplicativo

Geogebra previamente.



A atividade foi realizada em trés encontros, onde no primeiro dia foi apresentado
o aplicativo, as ferramentas e algumas simulagdes com exemplos de pontos, fungdes,
figuras geométricas, como manipular as propriedades dos objetos na tela de visualizacao,
para que pudessem se familiarizar com o recurso. No segundo encontro foram executadas
duas atividades em que os alunos deveriam aplicar os passos orientados para gerar
gréficos e por meio do recurso controle deslizante observar, compreender e redigir suas
conclusdes quanto as fungdes polinomiais do 1° grauﬂ edo2° grauﬂ seus gréficos e
seus coeficientes. Neste encontro, apenas 5 alunos estavam de posse do dispositivo,
sendo que foram formadas as equipes e o trabalho pode ser acompanhado por todos
por meio do note-book e data-show. E por fim, no terceiro encontro foram generalizados
os conceitos sobre fung¢des do 1° e 2° graus, traduzindo os para linguagem matematica.

Para concluir foi realizado outro questionario em que os alunos expressaram

suas conclusdes e impressdes sobre o uso do aplicativo.

2.2 PROFESSORES

Para os professores foi realizado um questionario online editado nos Formularios
do Google, que segundo o préprio site permite "criar testes e pesquisas on-line e envia-los
para outras pessoas”. O questiondrio foi enviado para 60 professores de matematica da

rede publica de ensino, onde 35 se voluntariaram a contribuir com a pesquisa.

2.3 ATIVIDADES PROPOSTAS COM A UTILIZACAO DO APLICATIVO

A atividade sobre func¢ao polinomial do 1° grau tinha como objetivo:

Observar o comportamento do grafico de uma fung¢do do 1° grau quando alterados

0s seus coeficientes;

Construir o gréfico de uma fungéo do 1° grau.

Os conhecimentos que podem ser explorados com a atividade:

Construgdo de gréficos;

Inclinagédo da reta;

Translagdo da reta;

Classificagdo da funcgao crescente e decrescente.

A atividade sobre fun¢ido polinomial do 2° grau tinha como objetivo:

Funcdo 1° Grau - Uma fungdo f : R — R chama-se fungdo afim quando existem dois nimeros reais a e

b tal que f(x) = ax+b, para todo x € R (DANTE, 2010, p. 112).

Funcdo 2° Grau - Uma funcio f : R — R chama-se fungio quadrdtica quando existem niimeros reais a,
b, ¢, com a # 0, tal que f(x)= ax? + bx + ¢ para todo x € R (DANTE, 2010, p. 150).
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e Observar o comportamento do grafico de uma fung¢do do 2° grau quando alterados

0s seus coeficientes;
e Construir o grafico de uma fungdo do 2° grau.
Os conhecimentos que podem ser explorados com a atividade:
e Construcdo de gréficos;
e Estudo do comportamento do vértice de uma pardbola;
e Concavidade da parébola;
e Estudo de discriminante da parédbola.

Durante a realizac¢do da atividade o aluno deveria construir graficos da funcao
do 1° e do 2° graus utilizando controles deslizantes sobre os coeficientes de a, b e c.

Entdo descrever o comportamento da pardbola em cada questdo.

3 RESULTADOS

3.1 QUESTIONARIO SOBRE O PERFIL DOS ALUNOS

A pesquisa foi realizada com 13 alunos, na faixa etdria de 13 a 17 anos de idade,
onde 5 deles possuem celular smartphone. Para o tamanho da turma, essa quantidade de
aparelhos é suficiente para realizar exercicios em equipes pequenas. Segundo a pesquisa,
o aplicativo mais utilizado pelos 5 participantes é o Whatsapp, seguido do Facebook citado
por 3 discentes, e mais o Google e o YouTube citado por 2 alunos. Mesmo poucos alunos
possuindo o dispositivo, ja estdo conectados com a rede mundial de computadores e,
em vez de estarem utilizando apenas para entretenimento, poderiam utiliza-lo como

um instrumento de aprendizagem.

Figura 2 — Grafico relacionando a utilidade do smartphone por parte dos alunos

Utiliza para estudar

Ouvir musicas e videos

Utiliza para jogos

Ver/fazer fotos

Porgue acessa a internet e redes sociais

Porque precisa se comunicar com os
amigos/familiares

o 1 2 3 4 5

Fonte: Acervo pessoal.



Quando perguntados para quais fins utilizam os smartphones, os dados foram
tabulados na Figura 2l Na questao poderiam escolher mais de uma opgao.

De acordo com o gréfico, apenas 1 discente utiliza o smartphone com o propésito
de estudar. E que a principal fun¢do do dispositivo é entretenimento e comunicar com

familiares.

3.2 QUESTIONARIO POS REALIZACAO DA ATIVIDADE PROPOSTA FUNCAO
POLINOMIAL DO 2° GRAU

A compreensdo do assunto foi percebida nos relatérios de 90% dos alunos que
participaram, mesmo expressando seu aprendizado com palavras diferentes e simples,
que foram reconstruidas na linguagem matematica sem muitas dificuldades, visto que
o aluno j& compreendera o comportamento de cada coeficiente da funcéo.

Iniciou-se realizando uma revisdo das fung¢des do 1° e 2° graus e construgdo de
alguns gréficos manualmente. Em seguida, ap6s as construgdes dos alunos, solicitou-se
que eles gerassem no aplicativo um controle deslizante nomeado como a, criassem uma
fungdo y = a.x +2 e descrevessem o que observaram no comportamento da fungéo.

Em seguida, com a utiliza¢do do aplicativo, solicitou-se a criagdo de um controle
deslizante sobre b, e inserirem a fun¢do y=2.x+b. Com o controle deslizante variando
entre valores de -5 a 5, lentamente, tanto pelos celulares quanto pelo data-show e entdo
extraissem suas conclusdes sobre o comportamento do grafico.

Por fim, foi gerado um gréafico com 2 controles deslizantes sobre a e b, para que
obtivessem suas conclusdes do grafico dinamicamente. As conclusdes foram sintetizadas

por uma aluna na figura

Figura 3 — Resposta extraida do questiondrio de um aluno sobre os coeficientes da
fungdo do 1° grau utilizando o aplicativo

3- Considere a f: Rem R, f{x) = a.x+b
mstrua o grifico da fungdo com controles deslizantes sobre A e B.

a) Quais as conclusdes que voce tirou a manipular cada uma das varidveis?

p- A ch‘jb c‘h\'rq scb¥e o por\fd b.
B: rf.'[‘, se yroeve o eixe &CY’ a Yr\(itl.\da ﬂ\.\.b "\\‘-‘\d.a o U&\Dl' &‘L ¥

Fonte: Acervo pessoal.

Atividade semelhante foi realizada com a fungdo do 2° grau, em que foram criados
controles deslizantes sobre os coeficientes a, b e ¢ para dinamizar o comportamento do
gréfico, e as conclusdes extraidas por um aluno sdo demostrados na figura 4

No terceiro encontro, o tema fung¢do do 1° e 2° graus foi dialogado com os alunos,

baseado no livro de (2010).
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Figura 4 — Resposta extraida do questiondrio de um aluno sobre os coeficientes da
funcdo do 2° grau

4- Considere a f: Rem R, f(x) = a.x’+b.x+c
Construa o grafico da fungao com controles deslizantes sobre A, Be C

a) Quais as conclusdes que vocé tirou a manipular cada uma das varidveis?

ﬂzg\a Qca MacS estreita @ ™MAS brga

N\

Bi’é\& S movae de owm \a&o pafa oLTIYO
obs QBirerda < q,sc[uc;réa\ Sewn sair do Pon to

c:B\2a s2 wmove no aixo dx Y

Y

Fonte: Acervo pessoal.

Na funcdo do 1° Grau, o coeficiente a estd ligado a inclinagdo da reta. Quanto mais
proximo de 0, o grafico se torna mais horizontal, quanto mais se distancia de 0, tanto
para valores positivos ou negativos, o grafico se torna mais vertical. Segundo o autor, o
coeficiente a é chamado taxa de crescimento, se "f é crescente a taxa de crescimento é
positiva, e decrescente se a taxa de crescimento é negativa"(DANTE, 2010, p. 121).

p. 170) descreve em seu livro que o coefiente a na fungdo do 2° grau
é responséavel pela abertura e concavidade da pardbola, "Quanto maior o valor absoluto

de a, menor serd a abertura da pardbola (pardbola mais fechada’)". J4 o pardmento b
segundo o mesmo autor, "Indica se a pardbola intersecta o eixo y no ramo crescente ou
decrescente da pardbola". E o parametro ¢ "indica o ponto onde a parédbola intersecta o
eixoy".

Ap6s a realizacdo da atividade, 11 alunos responderam um questiondrio expondo
suas conclusdes sobre a utilizacdo do aplicativo. Todos os participantes foram unanimes
em responder que gostaram da atividade realizada, e citaram vdrias justificativas como
entender mais rdpido como as fun¢des variam, toda a turma participou, o recurso é
moderno, muito eficiente e ajudou a despertar a curiosidade, como mostra a figura @

A interacdo entre os alunos, interesse em responder, foram motivados pelo
recurso utilizado, e a facilidade em visualizar e compreender o contetido.

De todos os participantes, apenas 1 ja havia utilizado o celular para estudar

Matemadtica, os demais justificaram que ndo sabiam e nunca tinham sido orientados para

utilizar aplicativos educativos, outros devido ao fato de ndo terem o dispositivo mével.

Percebe-se que, com a orienta¢do necessdria e planejamento estratégico, é possivel obter




Figura 5 — Resposta de um aluno sobre a atividade realizada com o smartphone

2) Vocé gostou de como a atividade foi realizada? lustifique?

S\ . Porqua ¢ bem -mats 'W\Ocle.ﬁna [ mgq{}o Q.P-C.‘\Q.I\’}Q.

Fonte: Acervo pessoal.

resultados positivos em um tempo bem menor se esses instrumentos forem utilizados em
muitos outros contetidos abstratos como geometria espacial, ntimeros inteiros, fra¢des,
entre outros.

Ficam evidentes varios pontos importantes:

e A capacidade do dispositivo de atrair a atengdo do aluno, pois a turma estava

envolvida, se esforcando para responder o questiondrio.

e A rapidez com que esse assunto foi tratado, pois se ndo tivesse algum recurso
tecnolégico para explicar posi¢gdes do grafico de qualquer fungao, abertura, con-
cavidade, crescimento, decrescimento, seria necessario desenhar varios gréficos,

implicando em desgaste de tempo e dos alunos.

e A absorcdo do assunto ministrado, pois percebeu-se que, mesmo os alunos com

mais dificuldades, conseguiram atingir os objetivos.

Dai, despreende-se que tal experiéncia foi muito proveitosa tanto para o aluno

quanto para o professor.

3.3 PERFIL DO PROFESSOR DE MATEMATICA

A primeira segdo de perguntas sdo relacionadas ao M-learning, que é a utilizacdo
de dispositivos méveis como tablets ou smartphones. Constatou-se que todos professores
entrevistados possuem dispositivos moéveis e que tém acesso a internet. Somente 2,9%
informou usar internet de 3 a 4 vezes por semana, os demais acessam todos os dias.
Esses dados comprovam o quao difundido estd o uso dos dispositivos moéveis entre
os professores e a facilidade para o acesso a internet, tornando essas ferramentas uma
aliada a ser usada pelos professores para preparar suas aulas, buscar novas ideias e
estratégias de ensino para a disciplina.

Na pergunta 2 foi questionado se o professor utiliza recursos do dispositivo
movel para preparar suas aulas de matemadtica, constatou-se que 14,3% nao utilizam,
34,3% utilizam as vezes, 48,6% utilizam e somente 2,9% utilizam com frequéncia, de
forma que a soma dos professores que utilizam e os que utilizam com frequéncia somam
51,5%. Portanto, percebe-se que o dispositivo ja é um objeto presente no cotidiano dos
professores, e que o percentual de utilidade para fins de planejamento educativo ja é



acentuado. Isso é motivado por ser uma modalidade nova na realidade escolar, mas
muitos professores ja recorrem ao dispositivo mével em pesquisas, diavida ou busca de
estratégia para suprir suas necessidades.

Dentre todos os recursos citados, fica evidente o uso da calculadora, onde 10
utilizam e outros 10 ndo utilizam. Este fato pode ser explicado por ser uma tecnologia
antiga, utilizada na formagdo de muitos professores, que sentem mais seguranca em
utilizé-la; mas ainda tem aqueles professores que ndo permitem nem o uso da calculadora.
Em seguida, vem a utilizacdo dos aplicativos mateméticos onde 8 professores utilizam
com frequéncia, sendo justificados na questdo 5 como aplicativos de jogos, de estudos, de
térmulas, quebra-cabeca, dependendo do assunto que esteja sendo trabalhado. Nenhum
dos pesquisados utiliza dudios, mas 3 deles deram preferéncia a videos, visto que
é possivel abstrair mais conhecimentos enquanto o aluno ouve e visualiza graficos,
formas em 2D ou 3D, diagramas, entre outros. As pesquisas em sites foram pouco
escolhidas pelos professores, este baixo ntiimero se explica pelo fato de muitos alunos
ndo possuirem acesso a internet em casa ou na escola. E apenas 3 professores utilizam
as redes sociais como recurso em suas aulas, como uma forma de comunica¢do com
seus alunos, extensdo da sala de aula, tirar davidas. No grupo de questdes outros, 1
professor acrescentou utilizar o datashow em sala de aula. Dentre os professores que ndo
utilizam nenhum recurso tecnolégico, 6 deles expuseram suas justificativas para tal na
questdo 4.2, como: ndo ter muito preparo, nem todos os alunos possuem dispositivo
movel e acesso a internet, preferem usar o livro e ainda hd aqueles que mesmo tendo
acesso na escola, alegam que o sinal é fraco e ndo é liberado para o uso dos alunos.

Na questao 5, pergunta-se se os professores conhecem aplicativos matematicos
especificos para o ensino, o formato da resposta é subjetiva, mas foi possivel classificar
os resultados obtidos. Sendo que 12 professores relatam conhecer o geogebra, 3 citaram
geradores de gréaficos mas sem especificar qual seria, 1 professor citou o winplot, 3
professores citaram equacdo do 2° grau, 1 professor citou o photo math, 2 citaram
aplicativos de fragdes, 2 professores citaram aplicativos de tabuada, 1 professor citou
tangran e 1 professor citou aplicativo youtube. Conclui-se que a maior busca é por
aplicativos graficos visto a dificuldade da compreensado dos alunos em associar a dlgebra
e a geometria envolvida nos gréficos, sendo um assunto novo no ensino fundamental
maior e ainda estard presente no decorrer da vida estudantil, principalmente para
aqueles que escolherem profissdes que envolvem disciplinas exatas, sendo que, se ndo
compreenderem os elementos, eixos, coeficientes nos gréficos, dificilmente terdo éxito
quando o nivel do contetido aumentar.

Concluida a se¢do de questdes sobre dispositivos méveis, abre-se a secdo referente
ao E-learning que consiste na utilizagdo do computador, notebook pelos professores no
ensino. Nas duas se¢des pretende-se comparar os hdbitos dos profissionais da educacdo
quanto a utilizagdo do M-learning e E-learning.

Esta se¢do averiguou que somente 8,6% dos professores ndo possuem computador



em casa, mas todos os voluntarios da pesquisa possuem habilidades com a informética,
embora que 57,1% consideram ser pouco esse conhecimento. Esse resultado pode
ser influenciado pela questdo 3, em que 65,7% dos professores utilizaram, as vezes,
informdtica durante sua formacdo superior, e somente 8,6% nunca utilizaram. Pressupde-
se que o pouco conhecimento que possuem nao foi adquirido por meio da formacgéao
superior, mas através de cursos basicos, prética ou curiosidade.

Mesmo ap6s a formagao superior, menos de um tergo dos professores participaram
de capacitagdes com mais frequéncia, e 37,1% participaram raramente.

Quanto ao acesso a internet, constata-se que todos estdo conectados a rede
mundial pelo smartphone, mas nota-se uma leve diminui¢do no percentual dos que
acessam pelo computador, como também a frequéncia dos acessos. O percentual dos
professores que acessam a internet pelo computador todos os dias é de 78,1% bem
menor que os acesso pelos dispositivos méveis registrado em 97,1%. Comparando com
os resultados obtidos na se¢do anterior, comprova-se que a maioria dos questionados ja
acessam suas redes sociais, emails e pesquisas através dos dispositivos méveis devido a
praticidade e mobilidade.

Para finalizar esta se¢do, perguntou-se aos professores se utilizam o computador
para preparar e para ministrar aulas. Comparando os dois gréficos, fica evidente que
muitos professores utilizam o computador para preparar aulas, atividades, avaliacdes,
pesquisas, mas apenas 31,4% utilizam para ministrar aula. 34,3% informaram ndo fazer
uso justificando na pergunta 7.2 sobre a falta de preparo, falta de habilidades com a
tecnologia, falta de recursos, internet e estrutura na escola, além da violéncia presente
na realidade de algumas escolas, onde o professor tém receio de expor seus materiais
préprios em sala de aula. Fica claro que os recursos mais utilizados pelos professores
sdo editores de texto para redigir avaliag¢des, trabalhos, seguido de pesquisas em sites
para preparar suas aulas e atividades.

Ao ser solicitado para listarem pontos positivos considerando a realidade da
escola, o formato da resposta era livre, mas é possivel realizar uma tabulagdo das
principais respostas, onde 4 professores responderam que muitos alunos ja possuem o
dispositivo mével e usam para outros fins, consideram que pode ser usado a favor da
educagdo; 10 professores relacionaram a facilidade e praticidade somados ao processo
de ensino aprendizagem; 5 professores citaram que as aulas ficam mais dindmicas
atraindo a atencdo dos alunos; 1 professor citou a inclusdo digital, visto que a sociedade,
profissdes, entretenimento estdo cada vez mais digitais; 1 professor citou que a estratégia
consegue suprir a falta de recursos na escola, visto que os smartphones sdo dos proprios
alunos, eles terdo o cuidado e a manutengao dos aparelhos e muitos aplicativos sdo
off-lines.

Quando listados os pontos negativos considerando a realidade das escolas de
cada professor, os dados foram tabulados selecionando respostas similares: 2 professores

assinalaram a falta de estrutura da escola; 14 professores relataram o uso indevido,
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distragdes em redes sociais, mas esta situagdo pode ser resolvida observando o relato
de outro professor que disse "N&o vejo pontos negativos, visto que o aluno tem um
direcionamento, que é a orientacdo do professor.", portanto, havendo planejamento
no desenvolvimento da atividade, é possivel envolver os alunos do inicio ao fim; 1
professor citou a acomodagdo para cdlculo; 1 professor apresentou a violéncia, assaltos
realizados por vandalos que cercam a escola. Uma das maiores dificuldades relatadas

pelos professores é a deficiéncia na oferta de cursos de capacitagdo para o docente.

4 CONSIDERACOES FINAIS

Apbés realizar as discussdes dos dados, constatou-se que os professores de
Matematica que participaram da pesquisa ndo tém acompanhado o desenvolvimento
tecnolégico voltado para o ensino e aprendizagem dos alunos, ou seja, a maioria dos
sujeitos da pesquisa, utiliza o smartphone para interesse proprio de comunicagdo e busca
de informacdes.

Verifica-se que alguns educadores tém medo do novo, continuam a ter certa
resisténcia quanto a utilizagdo de recursos tecnolégicos em seus ensinamentos, pois
muitos ndo possuem conhecimento técnico e pedagdgico para esses métodos de ensino,
e ainda pouco comprometimento com o ensino por falta de incentivos, motivacao e
preparo.

E preciso que haja compromisso dos professores com a educacio dos alunos e
busca de melhores instrumentos e procedimentos de ensino que facilitem a compreensao
do aluno, levando-o a estd preparado para enfrentar os desafios da sociedade atual.
Destaca-se que a propria utilizacdo da tecnologia e da internet, assim como, a interagao
com outros colegas e profissionais podem ajudar o professor em sua formagdo, mudando
suas perspectivas em relacdo as novas geracdes de educandos.

Para isso, é necessario que a escola em parceria como a comunidade exija seus
direitos frente ao governo, solicitando capacitagdes para os professores e melhores
condigdes de ensino para o trabalho com as novas tecnologias educacionais de forma
construtivista mediando assim o aprendizado dos alunos.

Sabe-se que essa adaptacdo ndo serd facil, mas com os resultados obtidos,
pretende-se ampliar estas discursdes entre os professores participantes da pesquisa de
modo a orienta-los ao uso das tecnologias méveis em sala de aula, de forma planejada
oferecendo a eles sugestdes de sequéncias didaticas com o aplicativo Geogebra e outros
aplicativos.

Espera-se que este trabalho possa contribuir para visualizar o perfil do professor
de Matematica e suas préticas e compreender o que precisa ser mudado para que se
tenha uma educacdo de qualidade mediante a utilizagdo dos recursos tecnolégicos na

sala de aula.



Por fim, que se evidencie que este trabalho faz parte de uma discursao recente na
comunidade escolar trabalhada, também de forma geral na sociedade, logo, evidente-
mente, ndo tem a pretensdo de esgotar o assunto, mas procurar entender e compreender
melhor o mundo cada vez mais informatizado o qual abre suas portas e pde-nos diante
de uma situagdo fatica onde o professor tem que esta preparado para atravessar e ser o
mediador do aluno na geragdo de um conhecimento matematico utilizando-se de varias
possibilidades tecnolégicas.

Tem que se pensar ainda que o professor é um mediador entre o aluno e as
inovagdes, nesse caso, como se fala em tecnologia ele deve nortear seus alunos no sentido
de que o saber ndo se limita ao livro, mas toda e qualquer forma de aprender que facilite,
convenca e faga com que todos saiam ganhando, o aluno que adquira o conhecimento,
o professor que serve como canal e a sociedade que estd gerando cidadaos para serem
verdadeiros profissionais os quais ndo serdo intimidados pelas constantes e indiscutiveis

inovagdes, sociais e tecnolédgicas.
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APLICACOES DE MATRIZES E SISTEMAS LINEARES UTILIZANDO O SCILAB

Bruno Valério Everton CostaEl
Valeska Martins de SouzeEl

Resumo: Neste trabalho sido apresentadas algumas aplicacdes da teoria de matrizes e sistemas
lineares, em que o software Scilab é utilizado como ferramenta auxiliar no calculo de multiplicacdo
de matrizes, matriz inversa e escalonamento de matriz pelo método de Gauss-Jordan, os quais
constituem a base tedrica da Algebra Linear para analise e discussio das aplicacdes apresentadas.
Pretende-se que os resultados deste trabalho sejam adaptados como complemento no processo
de ensino-aprendizagem de matrizes e sistemas lineares.

Palavras-chave: Matrizes. Sistemas Lineares. Scilab.

1 INTRODUCAO

As aplicacdes de Matrizes e Sistemas Lineares vao além da resolugdo de sistemas
ou operac¢des matriciais, elas surgem nas mais variadas dreas do conhecimento, tornando-
se ferramentas importantes e alcancaram um notével crescimento incorporadas ao
desenvolvimento dos recursos computacionais.

O ensino da Matemadtica deve ser multidisciplinar, possibilitando ao aluno
desenvolver a capacidade de raciocinio, o espirito critico e cooperativo, os quais fazem
parte do papel da escola como institui¢do promotora da educagédo integral. Por isso, deve
se incorporar ao ensino a relagdo entre o contetido e suas aplicagdes reais para estimular

a capacidade de organizar o pensamento, ler e interpretar dados quantitativos.
De acordo com os PCNs,

...a utilizac¢do de recursos como o computador e a calculadora pode
contribuir para que o processo de ensino e aprendizagem de Matematica
se torne uma atividade experimental mais rica, sem riscos de impedir o
desenvolvimento do pensamento, desde que os alunos sejam encorajados
a desenvolver seus processos metacognitivos e sua capacidade critica
e o professor veja reconhecido e valorizado o papel fundamental que
s0 ele pode desempenhar na criagdo, condugdo e aperfeicoamento das
situagdes de aprendizagem (BRASIL, 1998, p.45).

Em relacdo ao estudo dos sistemas lineares, a sua abordagem neste trabalho
segue as orienta¢des dos Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) conforme BRASIL
(2000),

1 IFMA, bvec2006@gmail.com
2 UFMA, valeskam@terra.com.br



A resolugdo de sistemas 2 X 3 ou 3 X 3 também deve ser feita via operagdes
elementares (o processo de escalonamento), com discussdo das diferentes
situacOes (sistemas com uma tnica solugdo, com infinitas solu¢des e sem
solucdo). Quanto a resolucdo de sistemas de equacdo 3 x 3, a regra de
Cramer deve ser abandonada, pois é um procedimento custoso (no geral,
apresentado sem demonstragdo, e, portanto de pouco significado para
o aluno), que s6 permite resolver os sistemas quadrados com solucao
tnica. Dessa forma, fica também dispensado o estudo de determinantes
(BRASIL, 2006, p.78).

Os softwares constituem ferramentas auxiliares na aplicacdo e exploracdo dos contetidos
matematicos que orientam o usudrio em uma sequéncia de raciocinio, além de realizar
célculos que otimizam tempo e energia, proporciona ao usuario uma visualizacéo clara
da resolugdo do problema assimilado.

Um software bem apropriado aos contetidos de Matrizes e Sistemas Lineares,
explorados neste trabalho, é o SciLab - do inglés Scientific Laboratory, onde sua interati-
vidade com o usudrio possibilita eficiéncia, rapidez e compreensdo na resolugdo dos
problemas. A interface oferecida pelo Scilab proporciona ao usudrio facilidade e adapta-
¢do aos comandos, além de ser uma calculadora poderosa para resolver problemas que
envolvem uma grande quantidade de dados numéricos.

O objetivo deste trabalho é apresentar algumas aplica¢des praticas do estudo de
matrizes e sistemas lineares que podem ser incorporadas a metodologia de ensino e
contextualizacdo destes contetidos, sendo o software Scilab, a ferramenta computacional
auxiliar na execugdo rdpida e eficaz dos célculos nessas aplica¢des, as quais abrangem
vdrias dreas do conhecimento e os problemas apresentados geram calculos trabalhosos

que exigem uma ferramenta computacional de cdlculo poderosa como o Scilab.

2 METODOLOGIA

O Scilab (Scientic Laboratory) é um ambiente computacional voltado para o
desenvolvimento de software para resolugdo de problemas numéricos. O Scilab foi criado
em 1990 por um grupo de pesquisadores do INRIA (Institut de Recherche en Informatique
et en Automatique) e do ENPC (Ecole Nationale des Ponts et Chaussees) da Francga. O Scilab
estd disponivel para download gratuito em http://www.scilab.org e pode ser legalmente
utilizado, copiado, distribuido e modificado (PIRES, 2004).

Desde 1994, quando passou a ser disponivel na Internet, o Scilab é um software
gratuito e com o seu cédigo fonte disponivel, além de distribui¢des pré-compiladas
do Scilab para varios sistemas operacionais, como Windows, Linux, Unix e Solaris. O
Scilab passou a ser mantido por um consoércio de empresas e institui¢des francesas
denominado de Consércio Scilab a partir de maio de 2003.

O Scilab é um software totalmente gratuito, passa por melhorias e atualiza¢des com
certa frequéncia, possui interfaces com outras plataformas de linguagens de programacao.



O usudrio pode contar com uma literatura de apoio sobre o seu uso e comunidades na
Internet que trocam ideias.

Os recursos do Scilab se aplicam nas dreas de Processamento de Sinais, Automacao
e Controle, Computacgdo grafica, Matematica, Fisica, etc. E um ambiente poderoso para
geracdo de graficos 2D e 3D (inclusive com animacdo), implementacdo de fung¢des para
manipulagdo de matrizes, opera¢des com polindmios, fun¢des de transferéncia, sistemas
lineares e grafos (CAMPOS, 2010).

A Figura 1 exibe a tela inicial do Scilab 6.0.0 Console.

Figura 1 — Tela Inicial do Scilab.
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Fonte: Elaborada pelos autores.

No prompt (—— >) sdo inseridos os comandos, fun¢des e cédigos do Scilab, através
de duas formas de interagdo com o software:

e digitacdo diretamente no prompt, em que se tem uso de uma poderosa ferramenta
de calculo;

e programacdo numérica propriamente dita, em que se delineiam linhas de cédigo.

Para inserir dados de matrizes ou sistemas lineares (matriz associada ao sistema),
os elementos (dados) da matriz sdo digitados entre colchetes, linha por linha, separando
as linhas por ponto-e-virgula (;) ou pela tecla Enter, sendo que a matriz inserida é
atribuida uma varidvel de até 24 caracteres.

Além das operagdes bdésicas (adigdo, subtragdo, multiplicacdo por um escalar,
multiplicacdo de matrizes e transposi¢do de matriz), o Scilab dispde ainda de comandos
especificos para calcular a inversa de uma matriz quadrada e a forma escalonada de
uma matriz pelo método de Gauss-Jordan para solucionar sistemas lineares (CALLIOLIL;
DOMINGUES; COSTA, 2000).



3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Nesta secdo sdo apresentadas duas aplicagdes de matrizes e sistemas lineares

utilizando o Scilab como ferramenta auxiliar nos calculos mais trabalhosos.

3.1 SISTEMA DE POSICIONAMENTO GLOBAL - GPS

O sistema usado para determinar a localizagdo geogréfica de um corpo ou objeto
através de uma rede de satélites terrestres ¢ denominado GPS (Global Position System).
A rede é composta de 24 satélites que percorrem uma Orbita terrestre a cada 12 horas
a uma altitude de 17.700 km, em seis planos orbitais, de tal modo que cada ponto da
superficie da terra seja visivel para cinco ou seis satélites.

A Terra pode ser vista como uma esfera de sistema de coordenadas cartesianas

OXYZ, sendo Z o eixo positivo pelo polo norte, como mostra a Figura 2.

Figura 2 — Localiza¢do de um ponto na superficie da Terra.

Meridiano
Greenwich

Fonte: FIORIO, 2013.

Um objeto tem sua localizagdo (x, y,z) desconhecida num certo instante de tempo
t, onde as distancias sdo medidas em unidades iguais ao raio terrestre, de modo que as
coordenadas do objeto satisfazem a equacdo da esfera, x> + 2 +z2 = 1, (ANTON; BUSBY,
2003, p.63).

As coordenadas de localizagdo de um determinado objeto sdo calculadas por
quatro satélites usando uma triangulacdo e as distancias deste ponto a cada satélite. O
raio terrestre médio r é de 6,4-10° metros e o sinal enviado pelo satélite ao objeto, viaja
a velocidade da luz no vécuo ¢, que é dada por 3 -10° metros por centésimo de segundo.

Sabe-se da Fisica (YAMAMOTO; FUKE, 2013, p.33), que a distancia d percorrida
pelo sinal é o produto da velocidade c pelo intervalo de tempo At, em que é o intervalo
de tempo dado pela variagdo entre o instante t em que o objeto recebe o sinal do satélite,
e o instante fyp em que o satélite transmite o sinal, o qual também e informado pelo



satélite, o que torna t a quarta incégnita a ser calculada, visto que geralmente o objeto
que dispde de GPS ndo possui relégio com precisdo suficiente para este fim. Tem-se,
d(t) = c- At =3-10%(t — tg) (1)
Se a velocidade da luz for convertida para raios terrestres por sequndo, a Equacéo 1
torna-se,
d(t) = 0,469 - (t —to) (2)

Para um certo instante de tempo t é possivel calcular a distancia d,

d=0,469- (t - to) 3)

Além do tempo ty, cada satélite transmite suas coordenadas (xo, yo,z0) nesse

instante, o que permite calcular 4 utilizando a distancia entre dois pontos.

4= \J(x—20P + (5~ y0)? + (2~ 20)2 @

Igualando as Equacgdes 3 e 4, elevando-as ao quadrado, obtém-se a equacdo
quadrética,

(x—x0)* + (y — yo)* + (z — z0)* = 0,22 (t — to)? (5)

em que (X, Yo,20) sdo as coordenadas de localizacdo de um satélite no instante ¢y que
sdo transmitidas para o objeto a ser localizado.
A Equacédo 5 serd usada para cada um dos satélites, que embora seja quadrética,

é possivel cancelar os termos quadraticos e formar um sistema linear.

Exemplo 01 : Um navio com coordenadas (x,y,z) desconhecidas num instante de tempo t,
recebe os segquintes dados de quatros satélites, com coordenadas medidas em raios terrestres e 0
tempo em centésimos de sequndo a partir da meia-noite, conforme a tabela,(ANTON; BUSBY,
2003, p.64).

Tabela 1 — Dados dos satélites.

Satélite | Posicdo do satélite | Tempo
1 (1,12;2,10;1,40) | 1,06
(0,00;1,53;2,30) 0,56
(1,40;1,12;2,10) 1,16
(2,30;0,00;1,53) 0,75

= W N

Solugdo: A situacgdo descrita no enunciado pode ser ilustrada pela Figura 3.



Figura 3 — Localizagdo de um objeto usando quatro satélites.
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Fonte: FIORIO, 2013.

Os dados das coordenadas e do instante da localizacdo de cada satélite sdo
inseridos na Equagdo 5. Desse modo sdo obtidas as seguintes equagoes:

2,24x +4,2y+2,82 0,466t = x> + y* + 2% —0,22t> + 7,377
3,06y +4,6z— 0,246t = x> + y* + 2> — 0,22* + 7,562
2,8x +2,24y +4,2z 0,510t = x> + y* + 2> — 0,22t> + 7,328
2,24x +4,2y+2,82 0,466t = x* + y* + 2% —0,22t> + 7,377

Subtraindo cada uma das trés ultimas equagdes da primeira equacao, eliminando-
se os termos quadraticos, obtém-se o seguinte sistema linear:

2,24x+1,14y-1,82z-0,22t = -0,185
-0,56x+1,96y—1,4z+ 0,044t = 0,049
-2,36x+4,2y—-0,26z-0,136t = 0,13

As Figuras 4 e 5 mostram, respectivamente, as entradas das matrizes no Scilab e a
matriz completa e sua forma escalonada.

Figura 4 — Entradas da matriz no Scilab. Figura 5 — Forma escalonada.
B scileab 5.5.2 Console

B scilab 5.5.2 Console
EEEED) Edvar Cantiole, Apkcativot, 1 _ Arquive Editar Controle Aplicativos 7
ZEXB0O Y S 2 =K 20

ZE&x00(% S8 E % 0

—>A=[2.24 1.14 -1.8 -0.22;-0.56 1.96 -1.4 0.044;-2.36 4.2 -0.26 —0.136] // Matriz o
2

coeficientes

~-»Ab=[A b] // Matriz completa do sistema

b =
2.24 1.14 -1.8 - 0.22 2.24 1.14 -1.8 =-0.22 - 0.185
- 0.56 1.6 - 1.4 0.044 - 0.56 1.96 - 1.4 0.044 0.049
- 2.36 4.2 - 0.26 - 0.136 - 2.36 4.2 - 0.26 - 0.136 - 0.13
|->b=[-0.185;0.049;-0.13] //Matriz dos term

ermos independentes
b =

—————— f(Ab) // Forma escalonada da matriz completa
ans =
- 0.185

0.049

1. 6. 0. -0.153 - 0.139
0. 1. 0. -0.127 - o0.118
=833 a. a. 1. - 0.149 - 0.144

Fonte: Elaborada pelos autores. Fonte: Elaborada pelos autores.

Portanto, o sistema original é equivalente ao sistema,



x—0,153t =-0,139
y—0,127t = -0,118
z—0,149t = -0,144
Dessa maneira, definindo t = w, tem-se:

x=-0,139+0,153w
y=-0,11840,127w
z=-0,144+0,149%w
t=w
O valor do parametro w pode ser encontrado se as expressdes para as varidveis x,
y, z e t forem substituidas em uma das quatro equagdes dos satélites.
Seja a equagdo, (x—1, 12)% + (y—-2, 10)2 + (z—1,40)> = 0,22(t — 1,06)?, do primeiro
satélite. Substituindo as expressdes de x, y, z e t, obtém-se:

0,158w? +0,945w — 8,639 = 0
A Figura 6 exibe a solugdo da equagdo quadratica, w’ = —-10,96 e w’’ = 4,98. Sendo o

Figura 6 — Solugdo da equagdo quadratica.

B scilab 5.5.2 Console
Arquivo Editar Controle Aplicativos ?

ZB 4 b0% &8 8x ee

~->w=[0.158 0.945 -8.639] // Digita-se os coeficientes
&=

a,b,c da equagio quadrética
0.158 0.945 - B.63%

-->zoots(w) // cilculo das raizes da equagdo
ans -

- 10.966742
4,9857298

i

Fonte: Elaborada pelos autores.

tempo t = w é uma varidvel ndo-negativa, considera-se o valor positivo t = w = 4,98.

A Figura 7 exibe o célculo das coordenadas cartesianas (x, y,z).

Figura 7 — Solugdo da equagdo quadratica.

B scilab 5.5.2 Censole
Arquive Editar Controle Aplicativos ?

ZE % 00% &= 8% e

-->w=[0.158 0.345 -8.639] // Digita-se os coeficientes a,b,c da equagho quadratica
¥ o

0.158 0.945 - B.632

——>roots(w) // cilcule das raizes da equagio
ans

- 10.366742
4.9857298

i

Fonte: Elaborada pelos autores.

Considerando trés casas decimais, a tripla ordenada (0,622;0,514;0,598) sdo as
coordenadas da localizagdo geogréfica do navio.
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3.2 DISTRIBUICAO DE TEMPERATURA

Nesta se¢do, mostra-se como pode ser encontrada a distribui¢do de temperaturas
numa placa fina, se forem conhecidas as temperaturas ao longo das arestas da placa. O
modelo matematico adotado consiste em marcar pontos de malha na placa de forma a
dividi-la em regides. A andlise é baseada na seguinte propriedade de temperatura de
equilibrio que diz: “em cada ponto de malha interior, a temperatura é aproximadamente igual a
média aritmética das temperaturas dos quatro pontos de malha adjacentes” (KOLMAN; HILL,
2013).

Exemplo 02 : Encontre as temperaturas nos pontos indicados na placa da Figura 8.

Figura 8 — Temperaturas em uma placa fina trapezoidal

2

[

Fonte: KOLMAN; HILL, 2013.

Solugdo: Considerando os nove pontos de malha da placa, as temperaturas nesses pontos foram
denotadas por t1,ty, ..., t9. Aplica-se a propriedade citada anteriormente e obtém-se as

equagdes para os nove pontos de malha da placa,

_th+0+0+2
1_T
_ t{+t3+1t4+2
B 4
_b+t5+0+0
3T 4
_ ty+ts+t7+2
B 4
3ty titgtig
B 4
_ts+t9+0+0
B 4

)

ty

ts



tg+tg+1+2
=7

_tst+ity+itg+ 1
o 4
_tettg+1+0
- 4
Dessa forma, obtém-se o sistema linear de 9 equagdes e 9 incégnitas:

4t1 +tp +0t3 + 0ty + Ot5 + Otg + Oty + Otg + Ot = 2
—t1 + 4ty —t3+ 0ty + 0t5 + Ot + 0ty + Otg + 0tg = 2
Ot1 —tp +4t3+ 0ty —t5+0tg + 0ty + 0tg + 0tg =0
0t1 —tr +0t3 + 4ty —t5+0tg —t7 + Otg + 0tg = 2
Ot + 0ty —t3 —tg +4t5—tg +0ty —tg +0tg =0

O0t1 + 0ty + 0t3 + 0ty —t5 + 4t + 0ty + 0tg —tg =0
0t1 + 0ty + 0t —t4 + Ot5 + O0tg +4t7 —tg +0tg = 3
0t1 +0tr +0t3 + 0ty —t5+0tg —ty +4tg—tg =1
0t1 + 0ty +0t3 +0t4 +0t5 —tg + 0ty —tg +4tg =1

A Figura 9 exibe as entradas da matriz dos coeficientes A e matriz dos termos

independentes B.

Figura 9 — Entradas das matrizes no Scilab
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Fonte: Elaborada pelos autores.

A Figura 10 exibe a solugdo do sistema utilizando X=inv(A).B, (KOLMAN; HILL,
2013).



Figura 10 — Solugdo pela Matriz Inversa

B 5cilab 5.5.2 Console
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ERX00[% &2 X 60

—->¥=inv (&) *b
X =

0.33
0.67
0.34
1.19
0.869
0.31
1.42
0.82
0.56

Fonte: Elaborada pelos autores.

A solugdo do sistema pode ser obtida pelo escalonamento da matriz completa,
conforme mostra a Figura 11 (CALLIOLI; DOMINGUES; COSTA, 2000).

Figura 11 — Solugédo por escalonamento

Scilab 5.5.2 Console
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ans =

i o 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.33
[t] 1 0. 0. a. a. a. a. a. 0.67
0 0 f o B B B B B B 0.34
0 0 0. 1. 0. 0. 0. 0. 0. 1.19
a a a. a. 1. a. a. a. a. 0.6%
] ] Q. Q. Q. 1. Q. Q. Q. 0.31
o] o] 0. 0. 0. 0. 1. 0. 0. 1.42
o] o] 0. 0. 0. 0. 0. 1. 0. 0.92
o o 0. 0. 0. 0. 0. 0. 1. 0.58

Fonte: Elaborada pelos autores.

Utilizando quaisquer um dos dois métodos, os valores das temperaturas nos
nove pontos da placa calculados sdo mostrados na Tabela 2.

Tabela 2 — Temperaturas nos pontos da placa

Temperatura t tr t3 t4 ts tg t7 ts tg
Valor 0,33]10,67(0,34|1,19|0,69 | 0,31 | 1,42 | 0,92 | 0,56

Fonte: Elaborada pelos autores.



4 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, foi mostrado que o software SciLab é uma importante ferramenta
de cdlculo nas aplica¢gdes de matrizes e sistemas lineares. As aplicagdes apresentadas
aqui, mostram que a teoria das matrizes e sistemas lineares sdo contetidos matema-
ticos versateis e muito tteis em vdrias dreas do conhecimento e que ndo esgotam as
possibilidades de abordagem destes contetidos.

O uso das ferramentas de célculo do SciLab foi muito vantajoso e motivador
neste trabalho. Constatou-se que SciLab é um recurso computacional de facil manuseio e
assimilagdo dos seus comandos, além de ser uma poderosa calculadora, o qual é capaz
de escalonar uma matriz qualquer (ou obter sua inversa) através de um tinico comando,
sendo que manualmente estes processos sdo trabalhosos e dispendiosos em tempo e
concentracdo. Com o auxilio do SciLab foi possivel resolver ou discutir um sistema com
9 equagdes e 9 varidveis em tempo infimo.

O potencial do Scilab foi eficiente diante das dificuldades das aplica¢des, que exi-
giam manualmente, cdlculos trabalhosos e também viabiliza uma andlise dos problemas
de forma mais dindmica, prazerosa, atrativa e de facil compreensao. Isso possibilita a
insercdo do Scilab como ferramenta auxiliar no processo de ensino-aprendizagem de
Matrizes e Sistemas Lineares.

Conclui-se entdo, que este trabalho foi produtivo e motivacional quanto a
aplicabilidade dos contetidos e do software utilizado. Ressalta-se que qualquer software
educacional é uma ferramenta auxiliar no processo ensino-aprendizagem e que antes
de utilizé-lo, é fundamental o dominio da teoria relacionada. Para trabalhos futuros,
sugere-se um aprofundamento matematico nas aplica¢des e o uso do ambiente de
programagdo do Scilab com o uso de interface com outras linguagens, ou ainda, expandir

o uso do Scilab para outros contetidos da Matematica.
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PARAMETRIZACAO E PROPRIEDADES DAS CURVAS CICLOIDAIS COM
UMA EXPERIMENTACAO EM SALA DE AULA

Fernando Ferreira Amorim{]
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Antonio José da Silva]|

Resumo: Neste trabalho apresentamos as Curvas Cicloidais: Cicloide, Epicicloide e Hipocicloide.
Fazemos suas parametrizagdes e representagdes gréficas dessas curvas com o auxilio do software
Geogebra. Além disso, destacamos propriedades e aplicagdes dessas curvas planas. O objetivo
principal é promover o estudo das curvas cicloidais para os alunos do 3° ano do Ensino Médio.
Uma experimenta¢do em sala de aula foi realizada, contribuindo para comprovar algumas
propriedades, uma vez que a demonstracdo dessas propriedades abrange conceitos de disciplinas
especificas do ensino superior. Essa experimentacado foi importante para fortalecer a proposta
da abordagem das Curvas Cicloidais, de forma experimental, no programa de matemdtica do
Ensino Médio.

Palavras-chave: Cicloide, Epicicloide, Hipocicloide, Ensino Médio.

1 INTRODUCAO

Para representar uma curva no plano é possivel adotar um ponto de vista
dindmico. Podemos descrever qualquer curva do plano como a trajetéria de um ponto
movel, considerando as coordenadas x e y como fung¢des da forma x = f(t) e y = g(t)
chamadas fung¢des paramétricas e observar que, quando o parametro t varia, o ponto
(x,y) = (f(t),g(t)) também varia e traga uma curva C (Delgado, et al, 2013; Cutrim, 2015).
Sendo que, o movimento de um ponto sobre uma circunferéncia quando esta rola sem
deslizar sobre uma reta ou sobre uma outra circunferéncia (tanto exteriormente quanto
interiormente) descreve exatamente o que chamamos de Curvas Cicloidais (Cicloide,
Epicicloide e Hipocicloide).

Podemos verificar que a maioria dos alunos do ensino médio tém pouco, ou ne-
nhum conhecimento sobre as Curvas Cicloidais e suas propriedades e aplicagdes. Diante
dessa realidade, propomos neste trabalho uma experimenta¢do em sala de aula para
que eles possam ter uma boa visdo sobre esses tipos de curvas e compreender algumas
aplicacdes. Utilizamos o GeoGebra (Hohenwarter, 2013) como apoio computacional
para a construgdo geométrica das curvas e ensino e aprendizagem.

Com o conhecimento mais refinado sobre a parametrizagdo dessas curvas, suas
aplicagdes e a descrigdo dindmica de seus tragos no Geogebra, haverd maior sentido

quando o aluno, por exemplo, olhar uma rampa de skate e reconhecer que o formato
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dessa rampa é o de uma uma cicloide. Por conseguinte, a de qualquer curva de descida
mais rapida. Blaise Pascal (1623 —1662), ja afirmava sobre a cicloide na Acta Eruditorum,
de acordo com Farina (2013):

”A Cicloide é uma curva tdo usual e corrente que depois da reta e
da circunferéncia nenhuma outra curva é tio comumente encon-
trada. E descrita tdo frequentemente diante de nossos olhos que é

surpreendente que nédo tenha sido considerada pelos antigos”.

Diante deste contexto, este estudo buscou responder as seguintes questdes: Como
estimular a importancia da disciplina Matematica em sala de aula? Como superar as
dificuldades encontradas pelos alunos para interpretar uma curva de maneira dinamica

e ndo somente fixa?

2 METODOLOGIA

Nesta Secdo introduzimos a defini¢do de curva plana parametrizada de acordo
com Santos & Alencar (2003), parametrizagdo da reta, da circunferéncia e das Curvas
Cicloidais: Cicloide, Epicicloide e Hipocicloide. Além disso, apresentamos a descrigao

de como construir as Curvas Cicloidais no software Geogebra.

2.1 PARAMETRIZACAO DAS CURVAS CICLOIDAIS E CONSTRUCAO VIA GEO-
GEBRA

Definicido 0.1 Uma curva no plano R? é uma aplicagio f: R — R?, tal que B(t) = (x(t), y(t)),
com t € R. O conjunto imagem C da aplicagio f, dado por

C={B(t) = (x(®), y(t);t€l); ICR, (1)

é chamado de trago de . Devemos observar que, de acordo com a Definiciio[I} estamos analisando
todo o movimento tragado e nio somente o conjunto C. Nesse caso, p é dita uma parametrizagio
em C e denominamos t o pardmetro da curva . A parametrizagdo de uma curva plana pode
ser interpretada como a trajetdria de uma particula mével que se desloca sobre o plano em um
intervalo de tempo.

Nas Se¢oes[2.2} 2.3]e 2.4 apresentamos as equagdes paramétricas da reta, circunfe-
réncia, Cicloide, Epicicloide e Hipocicloide, respectivamente.

2.2 PARAMETRIZACAO DA CICLOIDE

A Cicloide é o lugar geométrico descrito pelo movimento do ponto P = (0,0)
de um circulo de raio r > 0, centrado em (0,7), quando o circulo gira sem deslizar sobre
o eixo dos x (FiguralT).
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Figura 1 — Cicloide com circulo gerador.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quando o circulo gira um angulo ¢, seu centro se move um comprimento
|OB|. Na Figura temos |OB| igual ao comprimento do arco BP, ou seja |OB| =rt, |CB| =,
|CD| = rcos(t) e |DP| = rsen(t).

Portanto, as coordenadas de P sao

x(t) = |OB| —|DP| = rt —rsen(t) = r(t —sen(t)) (2)

y(t) = |CB|—|CD| = r —rcos(t) = r(1 —cos(t)), 3)
ou seja, as equagdes paramétricas da Cicloide sdo dadas por:

_ 4)
y(t) = r(1—cos(t))

Quando ¢ varia de 0 a 2m, obtemos o primeiro arco da Cicloide.

B(t) = { x(t) = r(t —sen(t))

2.3 PARAMETRIZACAO DA EPICICLOIDE

Consideremos dois circulos I' e C de raios R e r, respectivamente, tais que: r <R;
I' e C se tocam apenas em um ponto P; os pontos de C, diferentes de P, estdo no exterior
de I'. Denominamos Epicicloide o lugar geométrico descrito pelo ponto P, quando C rola
sobre I', sem deslizar, mantendo todos os seus pontos na regido limitada por I'.

Para obtermos as equagdes paramétricas da Epicicloide, vamos admitir I' com
centro na origem, C iniciando o0 movimento com centro no ponto (R+7,0) e P com
posigdo inicial P; = (R,0).

Determinemos as coordenadas do ponto P = (x,y), Figura IZl, em termos de um
parametro, quando C rola sobre I' sem deslizar.




Figura 2 — Epicicloide com circulo gerador.

vi Y A

=Y

Fonte: Cutrim (2015).

Na Figura 2} designamos os seguintes elementos: P = (x,y) da Epicicloide
estd inicialmente na posicdo P;, descreve-se o arco P1P quando C rola um angulo de
medida O sobre I'; A é o ponto de contato entre os circulos; O, é o centro de C; Be D as
projecdes de O, sobre os eixos OX e OY; Q = (x,0) e T = (0, y) as projecdes de P sobre OX
e OY; M e N as projegdes de P sobre O2D e O;B, respectivamente, e 0 o angulo @P
descrito pelo ponto P com respeito a semirreta radial OO;.

Considerando o caso em que Q estéd entre O e B, Figura@ temos:

x =|0Q| = |OB| - |QB| = |OB| - |OM| (5)

y=10T|=|0D|-|TD| = |OD| - |O2N], (6)

Sabendo que o centro de C descreve um circulo de raio R +r, e sendo t a medida

do angulo do semieixo OX positivo para OO, no sentido anti-horério, obtemos:

|OB| = (R +r)cos(t) (7)

|OD| = (R +r)sen(t). (8)

Observe que, quando C percorre um arco de I' de comprimento igual a 277,
o ponto P volta a tocar I'. As ctispides (pontas) sdo formadas quando a circunferéncia
externa se movimenta e seu ponto fixo toca a circunferéncia fixa. Portanto, se R/r =n,

onde n € N, entdo o ponto P toca I' n vezes e a enésima vez coincide com sua posicado



inicial. Para verificar isto, basta observar que o comprimento de I' contém n vezes o
comprimento de C, pois 2nR = 2n(nr) = n(2nr), (Figura.

No caso em que R/r é um ntimero racional da forma p/q, comp,q €IN,q #0,
a Epicicloide terd p ctspides quando a circunferéncia externa girar q vezes. Na Figura[d)
temos p/q =7/2. Agora, se R/r for um namero irracional, a Epicicloide nado sera fechada,
ndo possui repeti¢do, ou seja, o ponto fixo na circunferéncia que gira ndo volta para o

inicio, o nimero de ctspides é infinito, (Figura ??).

Figura 3 — Epicicloide com 6 ctspides. Figura 4 — Epicicloide com 7 ctspides.

Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.

2.4 PARAMETRIZACAO DA HIPOCICLOIDE

Considere dois circulos I' e C de raios R e 7, respectivamente, tais que: 7 < R;
I' e C se tocam apenas em um ponto P; os pontos de C, diferentes de P, estdo no interior
de I'. Denominamos Hipocicloide o lugar geométrico descrito pelo ponto P, quando C
rola internamente em I', sem deslizar, mantendo todos os seus pontos na regido limitada
por I'.

Para obtermos as equagdes paramétricas da Hipocicloide, vamos admitir I
com centro na origem, C iniciando o movimento com centro no ponto (R —7,0) e P com
posicdo inicial P; = (R,0).

Determinemos as coordenadas do ponto P = (x,y) em termos de um
parametro, quando C rola sobre I' sem deslizar.

Na Figura @ A é o ponto de C que toca I'; O, é o centro de C; B e D as
projecdes de O sobre os eixos OX e OY; Q = (x,0) e T = (0,y) as projegdes de P sobre
OX e OY; Me N as projegdes de P sobre O;D e O,B, respectivamente.



Figura 5 — Ponto P descrevendo uma Hipocicloide.

Fonte: Cutrim (2015).

2.5 CONSTRUCOES DAS CURVAS CICLOIDAIS NO GEOGEBRA

O GeoGebra (Hohenwarter, 2013) é um software de matematica desenvolvido
principalmente para as dreas de geometria, dlgebra e cdlculo. Em geometria, por exemplo,
podemos fazer construgdes com pontos, vetores, segmentos, linhas, poligonos e se¢oes
cOnicas, além de fungdes. Alteragdes podem ser feitas dinamicamente. Para mostrar
a construcdo das Curvas Cicloidais vamos fazer uma breve secdo com a Cicloide. A
construcdo da Epicicloide e do Hipocicloide pode ser obtida de modo semelhante.

A construgédo da Cicloide, pode ser feita do seguinte modo:

a=2

(i) Criar dois controles deslizantes, no icone <, um para o parametro t e outro para o
raio r da circunferéncia que rolard sobre a reta. Abrir-se-4 uma janela e, como exemplo,
para o parametro ¢, utiliza-se minimo: 0, méximo: 30 e incremento: 0,01. Para o raio r
utiliza-se minimo: 0, méaximo: 5 e incremento: 0,1;

(ii) Inserir as func¢des parametrizadas da Cicloide no campo “Entrada". Os graficos das
fungdes formadas devem ficar ocultos, para isso, clicar com o botdo direito do mouse
sobre as curvas e selecionar exibir objeto. As fun¢des parametrizadas podem ser, por
exemplo, do tipo: f(x) =r-(x—sen(x)) e g(x) =r-(1-rcos(x));

(iif) No campo “Entrada"digitar curva, aparece o comando curva na forma: Curva[<Expressdao>
,<Expressdo>, <Varidvel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>] . Ap6s clicar sobre o comando,
inserir as fun¢des conforme o modelo: Curva[f(s), g(s),s,0,t]. A curva Cicloide est4 for-
mada;

(1v) Construir trés pontos P = a(t), R=(r-t,0) e O = (r-t,r) no campo “Entrada". A partir

desses pontos, traga-se a circunferéncia, no icone “, que tem centro em O e passa

em P. O raio da circunferéncia é determinado pelo segmento que liga O até P, para

el

isso, utilizar o icone 7. Animando o controle deslizante temos a movimentac¢ao da

61 L]



circunferéncia, tracando assim a Cicloide, conforme a Figura|6]

Figura 6 — Cicloide construida usando o GeoGeobra.

t=14.85 r=24

3 RESULTADOS

Podemos perceber nos estabelecimentos do Ensino Médio, o fraco interesse dos
alunos pela Matematica. Consequentemente, isso é replicado para outras disciplinas da
drea de Ciéncias da Natureza.

O objetivo deste texto é mostrar como apresentar experimentalmente as Curvas
Cicloidais na Educagdo Bésica, mais especificamente no 3° Ano do Ensino Médio e assim,
fazer com que os alunos possam compreender a beleza, as formas, as propriedades e as
aplicagdes relacionadas a essas curvas.

Destacamos que nédo foram incluidas demonstra¢gdes matematicas que utilizam
recursos do calculo diferencial e integral na experimenta¢do em sala de aula. Trabalhamos
com os alunos os conceitos, fatos histéricos, constru¢des das curvas com materiais
especificos de desenho e uso do software GeoGebra.

3.1 EXPERIMENTACAO EM SALA DE AULA DO ENSINO MEDIO

Os primeiros passos para a compreensdo das Curvas Cicloidais foi fortalecer
os conhecimentos prévios, tanto em Fisica como em Matemaética. Conhecimentos que
envolvem Trigonometria, Geometria Analitica, Movimento Uniforme, Movimento
Uniformemente Variado, Movimento Circular, Forca e Energia. Apds essas abordagens,
entramos no mundo das Curvas Cicloidais através dos conceitos e fatos histdricos,
conhecendo os trabalhos e o brilhantismo dos celebres matematicos dos séculos XVI
e XVIIL Essa sequéncia teve como objetivo desvendar e incentivar o aprender da

Matematica e da Fisica e ndo somente o intuito de aplicar férmulas.



Com o regaste dos contetidos da Matematica e da Fisica, partimos definitivamente
para o estudo matematico das Curvas Cicloidais no que diz respeito a parametrizacao
das curvas. Parametrizar uma curva é descrever essa curva em funcido de uma variavel.
Enfatizamos que contetidos novos sempre causam estranheza e requer muita habilidade
do professor para motivar e estreitar esses conhecimentos para os alunos, assim, com os
recursos disponiveis na nossa escola, procuramos desmistificar a parametrizacdo dessas
curvas com clareza no trato matematico e com auxilio de imagens no computador para
ilustracdo e facilitagdo das posi¢des ocupadas pelos pontos que descrevem as curvas. A
Figura [/l mostra um momento das aulas sobre a parametrizagao das curvas.

Figura 7 — Aula sobre parametrizacdo de curvas.

Apbs o estudo da parametrizagdo das curvas, passamos para a etapa de
construgdo utilizando o Geogebra. Uma ferramenta que contribuiu de forma substancial
para criagdo e manipulacdo das varidveis que regulam as Curvas Cicloidais. Encaminha-
mos nossos alunos para o Laboratério de Informaética e utilizamos a geometria dindmica
do Geogebra e identificamos, primeiramente, seus comandos e inser¢do de fungdes
matematicas na forma algébrica para visualiza¢do de seus graficos. Nesse momento,
o uso do software Geogebra teve papel fundamental na construgdo do conhecimento
dessas curvas e suas visualiza¢des foram facilitaram o entendimento da modelagem
matematica.

A tecnologia disponivel que temos hoje é uma aliada no processo de aprendizagem
do educando, assim, trabalhar em ambientes de aprendizagem em que os alunos possam
alinhar suas ideias é o que se espera na construcdo do conhecimento. Nesse ensejo, além
de construirem as Curvas Cicloidais nos computadores, lancamos uma proposta, que
também fizessem a construcdo dessas curvas nos seus smartphones através do aplicativo
GeoGebra. Como uma parte dos nossos alunos ndao dispunham de computadores
desktops ou mesmo notebooks em suas residéncias, a utilizagdo dos smartphones
foi uma alternativa que os favoreceram. O uso desse aplicativo nos smartphones
contribuiu com nosso estudo, como também, impactou positivamente no processo
de aprendizagem dessas curvas. A Figura [§ mostra um dos momentos das aulas no
Laboratoério de Informatica.

A construcdo das Curvas Cicloidais nos computadores e nos celulares
possibilitou a abertura para novas ideias. Nesses tltimos anos, ¢ comum observar que as



Figura 8 — Aula sobre a construgao das Curvas Cicloidais no Geogebra.

tecnologias tém influenciado fortemente na diversao das criangas, adolescentes e adultos.
No entanto, em décadas anteriores eram os dispositivos (brinquedos) manipulaveis que
faziam a diversdo de todos. Nessa perspectiva, procuramos incentivar a construcao das
curvas de forma ladica, especialmente a Epicicloide e a Hipocicloide, com o auxilio
de uma régua, chamada de Régua Mégica ou Espirdgrafo, Figura[9] Essa régua, muito
utilizada nas décadas de 70 e 80, permite construir figuras de formatos variados e que
desperta a curiosidade pela beleza das formas encontradas. Uma ressalva importante
de se fazer é que as curvas formadas por esta régua sdo chamadas de Epitrocoide e
Hipotrocoide.

Figura 9 — Régua Mégica ou Espirégrafo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Régua Mdgica foi criada pelo engenheiro inglés Denys Fisher, que a exibiu
em 1965 na Feira Internacional de Brinquedos de Nuremberg (Nuremberg International

Toy Fair), na Alemanha. Os furos nos circulos dentados sdo para encaixar canetas ou
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lapis, entdo, fazendo os movimentos no sentido horario ou anti-hordrio, formam-se as

curvas numa folha de papel, conforme a Figura 10}

Figura 10 — Formacao das curvas no papel.

Fonte: Elaborada pelo autor.

As curvas formadas apresentam uma beleza peculiar que podem ser
chamadas de Mandalas. Mandala (em Sanscrito significa circulo) é uma representacdo
geométrica da dindmica relacdo entre 0 homem e o universo. A Figura [11] mostra

algumas mandalas construidas com a Régua maégica.

Figura 11 — Mandalas construidas por meio da Régua Magica.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Com a habilidade apurada para construir as figuras, comegamos a mostrar
para os alunos como utilizar a régua, manipular corretamente as engrenagens e, com
muita paciéncia, chegar a formar as figuras observadas anteriormente. A Figura [12]
mostra um dos momentos de como criar as figuras por meio da Régua Mégica no

Laboratério de Ciéncias.

Figura 12 — Construgdo das figuras com a Régua Mégica.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A missdo de ensinar como construir as figuras com a Régua Mégica foi
bastante inovadora e satisfatéria. Verificar a dedica¢do para chegar a um resultado
que simbolize a aprendizagem e compreender as aplicagdes das Curvas Cicloidais
é um elo que se enxerga a Matemadtica tdo préxima do nosso cotidiano. E para se
fazer as figuras com maior precisdo, utilizamos, também, um recurso disponivel
na internet que é o Inspirograph, Figura [I3} que pode ser encontrado no enderego:
https://universodavitoria.com.br/crie-mandalas-com-regua-magica-virtual/. Com esse
recurso, é possivel escolher diferentes modelos de réguas, cores das linhas e do fundo,
resultando numa infinidade de possibilidades de figuras. A Figura 4.8 indica um dos

momentos da utilizagdo do Inspirograph no Laboratério de Informaética.

Figura 13 — Inspirograph.
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Figura 14 — Utilizando o Inspirograph no
Laboratério de Informética.
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Fonte: https://universodavitoria.com.br/crie- Fonte: Elaborada pelo autor.
mandalas-com-regua-magica-virtual/.

Na Figura |15 destaca-se algumas figuras (Mandalas) feitas pelos alunos

com os recursos do Inspirograph.

Figura 15 — Mandalas feitas no Inspirograph.

Fonte: Elaborada pelo autor.




Todo esse processo, conhecer as Curvas Cicloidais, parametrizé-las, construi-
las no Geogebra, desenhd-las no papel utilizando a Régua M4dgica e utilizando o
Inspirograph para aprimorar as figuras, foi um trabalho desenvolvido em quatro meses.
Planejamento, sequéncia didética, inspiragdo, entusiasmo, apoio da gestdo escolar e de
docentes, contribuiram para tornar o estudo das Curvas Cicloidais no Ensino Médio
muito atrativo e despertar interesse dos nossos alunos.

Para que esse trabalho chegasse a todo o ambiente escolar, planejamos uma
exposicdo para as Curvas Cicloidais, e que nao ficasse exclusivamente voltado para os
alunos do 3° Ano do Ensino Médio, por isso, a exposicao foi aberta para todas as séries
do Ensino médio. Mas para que isso fosse concretizado, houve uma selecdo de alunos,
principalmente daqueles que se destacaram no periodo do estudo das curvas, para
divulgacdo e realizagdo desse evento. Com essa visao, contamos com a participacdo de
nove alunos que foram distribuidos em trés equipes, cada equipe com a incumbéncia de
desenvolver o trabalho de pesquisa, construgdo e apresentacdo das respectivas curvas.

Sob nossa orientagdo, cada grupo comegou a fazer a busca da literatura sobre
fatos historicos das Curvas Cicloidais, com o objetivo de aprofundar os conhecimentos
adquiridos anteriormente e para, posteriormente, a confec¢do de cartazes descrevendo
as caracteristicas das curvas. A situagdo interessante foi perceber a unido entre as equipes,
valendo-se do espirito colaborativo, os componentes comegaram a fazer um estudo
em conjunto para a realizagdo da tarefa de elaboragao de cartazes. A Figura[l6 mostra
alguns dos cartazes elaborados pelos alunos.

Figura 16 — Cartazes das Curvas Cicloidais.
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Fonte: Elaborada pelo autor.



4 CONSIDERACOES FINAIS

Observamos que as Curvas Cicloidais podem ser usadas para ampliar o desen-
volvimento do raciocinio matematico no Ensino Médio com facilidade.

Destacamos que apresentar a parametrizagdo das Curvas Cicloidais, construi-las
e manipula-las no software Geogebra, compreender as propriedades e aplicacdes e
construi-las utilizando materiais disponiveis no nosso dia-dia, foi uma experiéncia
inovadora e geradora de grandiosa satisfacdo, que fez modificar nosso olhar para o
ensino da Matematica.

Apesar das Curvas Cicloidais ndo fazerem parte da matriz curricular do Ensino
Médio buscamos adapté-las em um projeto para que os alunos das turmas da 3% série
pudessem ter a oportunidade de conhecé-las.

Com a experiéncia em sala de aula apresentada na Se¢do 3, podemos verificar
que foi motivado o interesse e a curiosidade pelo estudo da Matematica, mostrando
que é uma ciéncia dinamica, cheia de desafios. Acreditamos que esse trabalho possa

incentivar novas praticas de ensino em matemaética para o Ensino Médio.
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ESTUDO DAS RELACOES ENTRE CORDAS NO CiRCULO A PARTIR DO
GEOGEBRA

Edson Bernardo de Oliveira
Luiz Antbdnio da Silva Medeiros |Z|

Resumao:

No ambito do ensino de geometria as possibilidades do uso de recursos tecnolégicos no processo
de ensino sdo imensas. Os softwares de geometria dindmica surgem como um instrumento
propicio para auxiliar o professor em sua prética pedagégica e contribuir com o processo de
aprendizagem dos alunos, apresentando novos meios para o entendimento de conceitos e
propriedades geométricas. Além disso, cabe observar que na educagdo bésica ptuiblica existe
certa dificuldade em se ensinar todos os tépicos de geometria pelo fato de o curriculo escolar
ser bastante abrangente e a parte dedicada a geometria aparecer nos ultimos capitulos na
maioria dos livros didéticos. Observando estes aspectos, realizamos um estudo do circulo e suas
propriedades planas utilizando o software GeoGebra, oferecendo aos alunos a possibilidade de
investigar problemas, levantar hip6teses e propor solugdes, proporcionando a eles meios para a
realizagdo de um aprendizado significativo da matemadtica, tornando-os agentes do processo
de construgdo do préprio conhecimento. Por fim, apresentamos um relato de experiéncia das
atividades didéticas propostas aplicadas em uma turma da segunda série do ensino médio.

Palavras-chave: Circulo, GeoGebra, Ensino, Geometria.

1 INTRODUCAO

Os contetdos sobre o circulo e os tridngulos apresentam grandes possibilidades
de exploragdo através da utilizagdo de materiais concretos e softwares livres de geometria
dindmica construidos para fins didaticos.

Analisando alguns livros didéticos adotados nas escolas ptblicas notamos
que alguns resultados envolvendo estes contetidos sdo apresentados sem quaiquer
demonstrac¢des, apenas sdo seguidos de exercicios de aplicagdo das propriedades
apresentadas. Nao é oferecida ao aluno a possibilidade de levantar conjecturas ou
estimular o raciocinio l6gico dedutivo, recursos essenciais para se aprender matematica
e referendados pelos Parametros Curriculares de Matemadtica para o Ensino Médio.

Em conformidade com os dados observados notamos também que os contetidos
envolvendo circulos encontram-se no final dos livros didaticos e, por ser o curriculo
escolar da escola publica bastante abrangente, sdo apresentados as turmas de forma
muito rdpida, geralmente sem discussdes aprofundadas e descontextualizadas.

E importante destacar que a Matematica do Ensino Médio nao possui apenas
caréter formativo ou instrumental como alerta os Parametros Curriculares Nacionais do

Ensino Médio. E fundamental que o aluno perceba que as defini¢des, demonstracdes

1 UECG, edson4791@gmail.com
2 UFCG, medeiros@ufcg.edu.br



e encadeamentos conceituais e 16gicos tenham a funcdo de construir novos conceitos
e estruturas a partir de outros e que servem para validar intui¢des e dar sentido as
técnicas aplicadas, PCN (BRASIL), 1999, pg. 252).

Para Eliane Aguiar (AGUIAR, 2008) o uso da tecnologia em sala de aula permite
interatividade entre o aprendiz e o objeto de estudo propiciando uma participagdo

ativa do aluno. A autora ainda afirma que a utilizagdo e a exploragdo de aplicativos ou
softwares computacionais em Matemadtica podem desafiar o aluno a pensar sobre o que
estad sendo feito e, a0 mesmo tempo, leva-lo a articular os significados e as conjecturas
sobre os meios utilizados e os resultados obtidos, conduzindo-os a uma mudanga de
paradigma com relacdo ao estudo, na qual as propriedades matematicas, as técnicas, as
ideias e as heuristicas passam a ser objeto de estudo (AGUIAR|, 2008, pg. 64.).

No ambito do ensino de geometria as possibilidades do uso de recursos tecnol6-

gicos no processo de ensino sdo imensas. Os softwares de geometria dinamica surgem
como um instrumento propicio para auxiliar o professor em sua pratica pedagoégica
e contribuir com o processo de aprendizagem dos alunos, apresentando novos meios
para o entendimento de conceitos e propriedades geométricas. Conforme comenta

Giraldo (GIRALDO; CAETANO; MATTOS, 2012), os ambientes de geometria dindmica

podem ser explorados para ajudar os estudantes a expandirem sua concepg¢do de uma

representacdo geométrica de desenho (representacdo particular de um objeto isolado)
para figura (representacdo genérica de uma classe de objetos matemaéticos) - o que
constitui um passo de abstracdo matematica. Ele afirma ainda que o computador ndo
pode ser utilizado para validar resultados matematicos, mas apenas para facilitar a
observacao de regularidades.

Reconhecendo a importancia do estudo do circulo e de suas propriedades,
propomos algumas atividades com o software Geogebra que estimule e favorege o
estudo de propriedades geométricas, através de um processo de (re)descoberta coletivo,
mediatizada pelo didlogo entre educador e educando e, finalmente, sistematizados em
sala de aula.

Estas atividades foram aplicadas numa turma da 22 série do ensino médio da
Escola Estadual de Ensino Fundamental e Médio Isabel Rodrigues de Melo, escolhendo-
se alguns contetidos que consideramos relevantes na formagdo do educando para
serem abordados durante algumas atividades de experimentacdo no laboratério de
informatica.

A metodologia escolhida para a apresentacdo de cada contetido leva em conta que
0s recursos computacionais, como recurso didatico, exigem cuidados basicos. Tomamos
como referéncia aqueles elencados por Régo e Régo (REGO; REGO, 2006, pg. 54). A
saber:

(i) dar tempo para que o aluno conhega o software (material);



(ii) incentivar a comunicacdo e troca de ideias, além de discutir com a turma os

diferentes processos, resultados e estratégias envolvidos;

(iii) mediar, sempre que necessério, o desenvolvimento das atividades por meio de
questionamentos, solicitando o registro individual ou coletivo das a¢des realizadas,

conclusodes e duvidas;

(iv) planejar com antecedéncia as atividades, procurando conhecer bem o recurso
(software) utilizado, para que possa ser explorado de forma eficiente, usando o
bom senso para adequé-lo as necessidades da turma, estando aberto a sugestdes e

modifica¢des ao longo do processo.

Objetivo Geral

Realizar o estudo do circulo e suas propriedades planas através da utilizacdo
de recursos computacionais, onde os alunos tenham a oportunidade de investigar
problemas, levantar hip6teses e propor solugdes, proporcionando a eles meios para a
realizacdo de um aprendizado significativo da matemética, em que os mesmos sejam

agentes do processo de construgdo de conhecimento.

2 ATIVIDADES

Nesta segdo apresentamos trés atividades didaticas sugeridas em
2014). A escolha dessas atividades levou em conta a andlise dos resultados, onde nos
deparamos com a importancia dos registros dos alunos e da dificuldade de se trabalhar
com ambientes digitais. E importante destacar que a maioria delas faz mengao a seus
respectivos aplicativos, que foram previamente elaborados com a finalidade de facilitar

o manuseio do computador e priorizar as reflexdes acerca da aprendizagem.

Atividade 1

Com o Geogebra ativado na disposi¢do Geometria, construa um circulo de centro O e
raio r (Figura 1), uma corda AB concorrente com o raio OC em um ponto M. Estabeleca
as medidas dos segmentos AM e BM e do angulo AMO.

1. Com a ferramenta Mover, movimente o ponto C ao longo do circulo, fazendo com

que AM = BM. Observe o que acontece com o angulo AMO.

2. Com o ponteiro do mouse sobre a variavel r, do controle deslizante, varie o raio
do circulo e repita o processo anterior, verificando se existe algum padrdo nos

resultados observados.
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Figura 1 — Aplicativo 1

3. Utilizando novamente a ferramenta Mover, mova o ponto C ao longo do circulo

fazendo com que o angulo AMO seja reto. Observe o que ocorre as medidas AM e
BM.

4. Varie o raio r do circulo, a partir do controle deslizante, e repita o Item anterior,

verificando se existe algum padrado nos resultados observados.

5. Registre suas observacdes.

Atividade 2

Utilizando a disposi¢do Geometria do Geogebra, construa um circulo de centro O e raio

r (Figura 2), um raio OP e uma reta t tangente ao circulo no ponto P.
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Figura 2 — Aplicativo 2

1. Utilizando a ferramenta Mover, modifique a posigdo do ponto E da reta t fazendo
com que o ponto P percorra o circulo.

2. Observe o angulo entre a reta tangente e o raio do circulo no ponto P. Verifique se
existe alguma regularidade.

3. Amplie e reduza o raio r circulo com o controle deslizante, repetindo o processo

anterior. Observe o que ocorre e anote os resultados.



Atividade 3

Abra o Geogebra na disposicdo Geometria e construa um circulo de centro O e raio r,
uma reta perpendicular ao raio OP no ponto P.

Figura 3 — Aplicativo 3

1. Com a ferramenta Mover, movimente o ponto Q ao longo do circulo, observando

a posicdo da reta em relagdo ao circulo. Faca anotagdes dos dados observados.

2. Varie o raio r do circulo, a partir do Controle Deslizante, deslocando o ponto Q

ao longo do circulo. Verifique se o resultado permanece.

Atividade 4

Com o Geogebra ativado na disposi¢do Geometria, construa um circulo de centro O
e raio . Desenhe um angulo inscrito BAC e o angulo central correspondente BOC e

exponha as medidas dos dois angulos.
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Figura 4 — Aplicativo 4

1. Com a ferramenta Mover mova os pontos A, B e C sobre o circulo, registrando a

relacdo existente entre o angulo inscrito e o dngulo central.

2. Com o controle deslizante modifique o raio r do circulo e verifique se o resultado

anterior se mantém.



Atividade 5

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Com a ferramenta Poligono desenhe um tridngulo MNP.
. Utilizando a ferramenta Mediatriz, estabeleca as mediatrizes do tridngulo ABC.

. Obtenha o cincuncentro C (o ponto de encontro das mediatrizes) a partir do botdo

Intersecao de dois objetos.

Oculte as mediatrizes, mantendo o cincuncentro destacado.

. Utilizando a ferramenta Reta perpendicular, estabeleca as alturas do triangulo

ABC selecionando um lado e seu vértice oposto.

Obtenha o ortocentro G (o ponto de encontro das alturas) a partir do botdo

Intersecao de dois objetos.

Oculte as alturas, mantendo o ortocentro destacado.

. Utilizando as ferramentas Ponto Médio ou centro e Segmento definido por dois

pontos, estabeleca as medianas do triangulo ABC, selecionando o ponto médio de

cada lado do triangulo com seu vértice oposto.

. Obtenha o baricentro H (o ponto de encontro das medianas) a partir do botdo

Intersec¢do de dois objetos.
Oculte as medianas, mantendo o baricentro destacado.

Estabelega a reta definida pelos pontos C e H. Isto pode ser obtido com o botdo
Reta definida por Dois Pontos.

Modifique o tridngulo, movendo seus vértices com o botdo Mover. Observe o que

acontece com os pontos C, G e H.
Existe alguma relagao entre os pontos C, G e H?

Com a ferramenta Segmento definido por Dois Pontos trace os segmentos HG e
GC, exibindo suas medidas.

Modifique novamente o tridngulo, movendo seus vértices. Compare novamente
as medidas dos segmentos HG e GC. A relacdo anterior permanece? Qual é a sua

conclusao?



3 RELATO DE EXPERIENCIA

Antes do inicio das atividades sobre os contetidos abordados sugerimos duas
aulas para que os alunos familiarizem com o Geogebra. Recomendamos ainda alguns

cuidados:

1. As atividades propostas ndo devem apresentar indicacdo de resposta.

2. A menos que tenha sido dito o contrario, que as medidas referenciadas nas
atividades com o computador sejam mantidas com aproximacdo de duas casas

decimais.

3. Solicitar o registro escrito das anotagdes observadas na pesquisa. Esse procedimento
favorece uma andlise mais rigorosa e permite ao aluno a possibilidade de comparar
seus resultados. E interessante, sempre que possivel, instigar os alunos sobre a
validagdo dos resultados registrados pela turma ou a apresentacdo de contra-
exemplos que provem que as conjecturas levadas na experimentagdo estavam

equivocadas.

4. Ao final de cada atividade, discutir as conjecturas levantadas pelos estudantes,

tendo em vista estabelecer a sistematizacdo do raciocinio matematico dedutivo.

Cabe aqui uma observacgdo: alguns resultados ndo foram demonstrados durante a
realizacdo das aulas na sala de informadtica porque o tempo programado para realiza¢do
das atividades nao foi suficiente, nestes casos precisamos escolher as propriedades
consideradas mais importantes para apresentar sua prova formal. Porém, os alunos
foram informados da importancia de argumentos matemaéticos para validar todas
as conjecturas, e foram informados sobre as fontes em que poderiam encontrar tais

demonstracgoes.

3.1 DESENVOLVIMENTO DAS ATIVIDADES

Ao realizarem a primeira atividade, os alunos receberam instrugdes para mover
o ponto C ao longo do circulo, tornando os segmentos AM e BM congruentes. A
principio, os estudantes encontraram dificuldades para fazer com que os segmentos
AM e BM tivessem mesma medida; depois que conseguiram, na maioria dos grupos
os aplicativos mostravam um angulo aproximadamente igual a 90°, em alguns havia
centésimos a mais e em outros centésimos a menos. Foi necessério informé-los neste
momento das limitagdes do software e de que em um experimento os resultados obtidos
nem sempre sdo exatos, era necessdrio, portanto, fazer aproximagdes. Transcorrido
certo tempo, alguns deles conjecturaram que quando AM = BM, o angulo AMO media
90°. Expandindo e contraindo o circulo verificaram que os resultados se mantinham.

Ao final, apenas um aluno ndo registrou suas conclusdes. Os demais conseguiram



concluir corretamente o resultado. Quando questionado depois da aula sobre porque
ndo registrou suas conclusdes referentes a primeira atividade o aluno informou que foi
apenas por displicéncia.

Em seguida, os alunos deveriam mover o ponto C sobre o circulo fazendo com que
o angulo AMO fosse reto. Todos observaram que quando o referido dngulo media 90°,
ocorria sempre AM = BM. Variaram o tamanho do circulo verificando que a regularidade

continuava.

A segunda atividade consistia de um aplicativo envolvendo um circulo e uma
reta tangente a ele. O objetivo era observar a regularidade existente quando se movia o
ponto de tangéncia. Depois de observado que havia um angulo de 90°, modificaram
o raio do circulo e constaram que o angulo era invaridvel. A esta conclusdo todos
chegaram. Embora alguns tenham escrito “O angulo entre o circulo e a reta tangente é
sempre igual e 90°” (Figura [5). Sabemos que se trata do angulo entre a reta tangente
ao circulo e raio no ponto de tangéncia. Confusdes entre os elementos geométricos sdo
causados normalmente pela pouca experiéncia no estudo de geometria. Neste caso o
professor deve estar atento para sugerir melhoras na redagéo do texto.
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Figura 5 — Escrita de aluno

Na terceira atividade, os alunos deveriam observar o que ocorre quando uma
reta é perpendicular a um raio em sua extremidade. Modificaram a posi¢do do ponto de
tangéncia, e constataram que a reta era tangente ao circulo. Ampliaram e reduziram
o circulo percorrendo novamente o ponto sobre o circulo e perceberam que o padrao
permanecia. Um aluno questionou porque quando a reta é tangente ao circulo parece
haver um segmento comum entre a reta o circulo (Figura [p). Com intervencio do
professor foram instruidos a ampliarem o circulo para constatarem que o mencionado
“segmento” diminufa a medida que o raio do circulo aumentava, verificando que ndo
se tratava de fato de um segmento de reta, mas era apenas uma visualizacdo iluséria
provocada pelas limitagdes do software. Este é um caso em que caracteristicas da figura
sdo incorporadas pelos estudantes com sendo propriedades do objeto geométrico, que é
abstrato. Devemos lembrar que tanto o circulo quanto a reta ndo possuem espessura, fato
que ndo ocorre qualquer de suas representacdes, sejam elas construidas manualmente
ou com a utilizacdo de recursos computacionais.

Foram demonstradas as proposi¢des referentes as atividades. Os alunos acharam
estranho a necessidade de prova formal, uma vez que haviam tirado suas conclusdes
através da utilizacdo do software. Uma reagdo esperada, como ilustra Borba (BORBA
PENTEADO, 2012): "A imagem mostrada pelo computador tem um poder muito
78




Figura 6 — Reta tangente a um circulo

grande de convencimento". Mencionamos que a janela de visualiza¢do fornecida pelo
software ndo substitui o plano euclidiano, por ser apenas uma representacao finita dele.
Estas e outras limita¢des da mdquina sdo motivos suficientes para observar que ndo
devemos utilizar recursos tecnolégicos para validar resultados matematicos, mas sim

para observar e conjecturar propriedades.

A quarta atividade tinha por objetivo determinar a relagdo entre um angulo
inscrito e o angulo central correspondente. Com a manipulacdo do aplicativo, os alunos
observaram que o angulo inscrito possuia medida menor do que o angulo central.
Alguns disseram apenas que os angulos eram diferentes. Para que os alunos atingissem
o objetivo foi necessaria e intervencdo do professor. Depois de mais algum tempo
conseguiram conjecturar de que a medida do dngulo inscrito era a metade da medida
do angulo central. Quatro deles mantiveram a resposta inicial, como podemos observar
na Figura[/] a resposta de um deles.

Ao sy Opak 0 s o Nvodo s

oo llo .

@

7

-
>

Figura 7 — Escrita de aluno

Um fator que certamente interferiu nas respostas desses alunos foi o fato do
Geogebra estar configurado para operar com duas casas decimais de aproximacgao. Com
efeito, quando o angulo central tinha medida impar o software dava como resultado
um angulo inscrito que ndo correspondia a metade do dngulo central. Para corrigir essa
diferenca o professor tinha que interferir e solicitar aos alunos que aumentassem em

uma casa decimal de aproximac&o e analisar os novos resultados.

Na quinta atividade, os alunos construiram um tridangulo ABC marcando nele
o circuncentro C, o baricentro G e o ortocentro H. Eles deveriam descobrir a relacao
existente entre os pontos C, G e H. Seguindo instrug¢des, utilizaram os recursos do
Geogebra para ocultar as retas, deixando visiveis apenas o tridngulo e pontos C, G e H.
Manipularam bastante a figura para observar que os pontos sempre estavam alinhados.
Foram informados de que a reta que passa por estes trés pontos é conhecida como reta
de Euler.



Faltava concluir que HG = 2GC. Para que isto fosse possivel foi necessario orienta-
los a explicitar as medidas desses segmentos. Depois de modificaram o triangulo
movendo seus vértices, quatro deles observaram apenas que HG era maior do que GC
na Figura [8| temos um exemplo disso, os demais alunos da turma chegaram a conclusdo

esperada.

Figura 8 — Escrita de aluno

Durante a realizacdo dos experimentos pudemos observar que os aplicativos
servem para otimizar o tempo dedicado a realizacdo das atividades, permitindo que se
explore mais a capacidade de argumentacdo dos estudantes, enquanto as atividades
de construcdo favorecem a familiarizacdo deles com os conceitos geométricos e as
propriedades intrinsecas das figuras planas. Dessa forma, o professor pode optar por
utilizar um aplicativo ou uma atividade de construcado, dependendo dos objetivos que

pretende alcangar com a realizacdo da atividade.

4 CONCLUSOES

Durante a realizagdo dos experimentos pudemos observar que os aplicativos servem para
otimizar o tempo dedicado a realiza¢do das atividades, permitindo que se explore mais
a capacidade de argumentacdo dos estudantes, enquanto as atividades de construcao
favorecem a familiarizagdo deles com os conceitos geométricos e as propriedades
intrinsecas das figuras planas. Dessa forma, o professor pode optar por utilizar um
aplicativo ou uma atividade de construgdo, dependendo dos objetivos que pretende
alcancar com a realizacdo da atividade.

Muitas situagfes surgiram durante a pesquisa e algumas delas exigiram a
intervencdo do professor, sejam quando um aluno se afastava do resultado a que
deveria chegar ou quando ele analisava apenas parte do problema. Mesmo tendo
planejado as atividades, algumas situag¢des inesperadas ocorreram. Borba
PENTEADO, 2012) chama de zona de risco os caminhos incertos provocados pelo uso
da tecnologia na sala de aula, momento em que até mesmo o professor sai da sua

zona de conforto e necessita refletir sobre os acontecimentos observados. Mesmo que o
professor procure evitar problemas técnicos durante o desenvolvimento de suas aulas,
surgirdo as perguntas imprevisiveis ocasionadas pela utilizacdo de um comando errado

ou devido a limita¢do do software, quando uma simples representagdo gréfica contraria



nossa intui¢cdo, como aquela em que o aluno questionou porque no Geogebra uma
reta e uma circunferéncia parecem ter mais de um ponto comum. Em situa¢des dessa
natureza, as caracteristicas da figura plana podem ser incorporadas como sendo do
objeto geométrico que elas representam.

A utilizagdo do Geogebra como recurso didatico apresentou multiplas possibilida-
des tanto para a prética docente quanto para o processo de aprendizagem. Observamos
que com esta ferramenta o professor tem a oportunidade de apresentar os tépicos de
geometria plana de forma agil e eficiente, com figuras em movimento que favorecem
a visualizagdo de propriedades e permitem desconstruir algumas ideias equivocadas
consideradas verdadeiras pelos alunos, como a de que o circuncentro esta sempre no
interior do tridngulo ou que os pontos de base das alturas estdo sempre sobre os lados do
triangulo, normalmente provocadas pela apresentacdo de figuras estéticas e particulares
dos objetos geométricos apresentadas nos livros-texto. Além disso, os alunos sentem-se
motivados a trabalhar com aplicativos que lhes apresentam as invariantes através do
recurso visual interativo, onde tém a oportunidade de experimentar, levantar hipéteses
e produzir argumentos para justificar suas conclusdes, seguindo o caminho natural de

descoberta dos resultados mateméticos.
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GEOMETRIA ANALITICA E VETORES: UMA ANALISE COM ESTUDANTES
DO ENSINO SUPERIOR
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Resumo: Este artigo se prop0s a analisar a os registros de estudantes do ensino superior sobre o
conceito de vetor e sua relacdo com conceitos da Geometria Analitica. A estrutura metodolégica
consistiu na coleta e andlise de resolugdes de questdes sobre Vetores. A pesquisa ocorreu em
duas etapas. Na primeira os estudantes responderam um questiondrio contendo questdes que
envolvem os conceitos de vetores. Na segunda etapa foi realizada uma entrevista tomando
por base as respostas obtidas na primeira etapa. A andlise dos dados ocorreu mediante o
exame das respostas, buscando identificar os conceitos da Geometria Analitica estudados na
educacéo bésica que fundamentam conceitualmente o estudo da Algebra de Vetores. Os alunos
apresentaram defini¢cbes préprias e a0 mesmo tempo embasadas na teoria. Verifica-se que
conceitos matemaéticos vistos no ensino médio sdo suscitados com frequéncia para fundamentar
o estudo de vetores.

Palavras-chave: Ensino médio, Geometria Analitica, Vetores.

1 INTRODUCAO

O tema "Vetores" é constantemente estudado nos cursos superiores de Matemética
e Fisica, sendo utilizado tanto para desenvolver conceitos, quanto para representar
grandezas fisicas. Com isso, este trabalho pretende fazer uma andlise do conhecimento
construido por alunos de graduacgéo sobre geometria analitica e vetores.

Pretende-se conhecer como os alunos desenvolvem os conceitos relacionados
a vetores a partir de temaéticas estudadas na Geometria Analitica, ou seja, entender
quais as contribui¢des da Geometria Analitica, estudada no ensino médio, para o
estudo de vetores no nivel superior. Assim, tem-se como objetivo geral, analisar os
conhecimentos apresentados por discentes do ensino superior sobre geometria analitica
e vetores, fazendo uma ligacdo dos contetidos abordados desde os primeiros conceitos
de geometria analitica, estudados na educagdo bésica, até o estudo de vetores no plano

e no espaco, estudados o Ensino Superior.

2 ALGUMAS PESQUISAS

Existem muitas grandezas que estdo associadas a vetores, estas, sdo chamadas

de grandezas vetoriais (WINTERLE, 2014). Geralmente, o conceito de vetor estd no
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curriculo vigente da Fisica na primeira série do Ensino Médio. Mas apesar do tema
"Vetores", aparecer inicialmente nos livros didaticos da Fisica, o conceito de vetor é
matemadtico. Sobre esse problema, é feita uma observacéo, no livro "Exame de Textos:
Analise de Livros de Matemdtica para o Ensino Médio", lancado em 2001 pela SBM de
autoria do professor Elon Lages Lima.

Em Lima (2001) sdo apresentadas as conclusdes de uma analise sobre doze cole¢des
de livros didaticos da matemética usados no ensino médio no Brasil. Segundo Lima (2001,
p-130): "[---] um dos defeitos deste livro e de todos os livros de Matematica para o ensino
médio existentes no mercado é a completa omissdo de vetores. Estranhamente, vetores
sdo ensinados nos livros de Fisica, ndo nos de Matematica". Sendo assim, constata-se
que os conceitos matemdticos sobre vetores ndo sdo estudados em livros de matematica
do ensino médio no Brasil, quando ocorre é por meio de apostilas.

Rigonatto (2018) apresenta uma proposta de inclusdo do estudo de vetores no
ensino médio, com o intuito de oferecer uma possibilidade mais ampla e clara para
algumas demonstra¢des matemadticas em tal nivel de estudo. O mesmo desenvolve
todo o conceito de vetores no plano, desde a nogdo de segmentos equipolentes até a
de autovalores e autovetores no R? e faz a demonstragéo de 11 exemplos de relacdes
matemadticas estudadas no ensino médio usando as ideias de vetores apresentadas na
sua fundamentagao tedrica.

Lucas (2017) apresenta uma proposta voltada para a inclusdo de vetores no
ensino médio a partir da elaboracdo de uma sequéncia didética na qual devera ser
aplicada no primeiro ano. Nesta proposta, o autor sugere a realizacdo de sete atividades
que envolvem os conceitos matematicos de vetores, onde, ao aplicar em sala de aula
o professor devera fazer uso do software Geogebra junto a sequéncia Fedathi com
intuito de favorecer o ensino e a aprendizagem. Objetiva-se permitir que os alunos
abordem dados do problema, experimentem varios caminhos que podem levar a solugéo,
analisem os possiveis erros, testem os resultados, e montem um modelo. Apés cada
atividade o professor devera apresentar aos alunos as defini¢des formais sobre os
conceitos abordados na atividade.

Por fim, Cabral (2014) realiza uma anélise dos contetidos apresentados em doze
livros didéticos destinados ao ensino médio. Nesse estudo o autor observa como os
livros selecionados apresentam a Geometria Analitica e abordam a nogado de vetores.
Apresenta uma forma alternativa para o ensino de Geometria Analitica no terceiro
ano do Ensino Médio, utilizando como ferramenta, o estudo de vetores no plano e no
espago, o que possibilitard uma melhor apresentacdo e compreensdo dos contetidos de

geometria, bem como a facilitagdo na resolugdo de problemas.



3 MATERIAIS E METODOS

Para a realiza¢do desta pesquisa foi aplicado um questiondrio e em sequéncia
as entrevistas exploratérias dos conceitos tratados sobre o tema vetores. Foi proposto
conhecer a qualidade da relacdo dos conceitos da geometria analitica no processo
de conceituacdo de elementos da dlgebra de vetores e sua representagdo. Buscou-se
compreender como os alunos do ensino superior apresentam os conceitos de vetores
a partir de seus estudos realizados no ensino médio, em especial o estudou sobre
Vetores e as contribui¢des da Geometria Analitica. Esta pesquisa foi realizada com nove
estudantes do curso superior de Fisica de uma Institui¢do de Ensino Superior (IES) no
Estado do Para. A aplicacdo ocorreu durante a disciplina dlgebra linear I. A participagdo
foi por adesao.

Os processos de pesquisa e andlise foram organizados em duas etapas. Na primeira
etapa, um questiondrio foi aplicado em sala com estudantes. Os estudantes responderam
as questdes individualmente, eram questdes conceituais e aplicagdes de conceitos.
As respostas foram corrigidas e organizadas. Na segunda etapa, foi realizada uma
entrevista individual com os discentes participantes da pesquisa. Nessa oportunidade
os alunos foram questionados e puderam explicar e sustentar as argumentag¢des sobre
as respostas dadas no questiondrio. Nesta etapa alguns alunos se expressaram também

por representagdo gréafica no quadro branco.

4 RESULTADOS

Foi solicitado aos discentes que respondessem um questiondrio contendo onze
questdes. Para cumprir os objetivos desta pesquisa, analisaremos as cinco primeiras
questdes. Os resultados apresentados correspondem as andlises realizadas a partir
das repostas dadas pelos estudantes, tanto no questiondrio quanto nas entrevistas
individuais. Nas anélises buscou-se compreender como os discentes expressavam suas
compreensdes sobre o conceito de vetor.

Questao 1: O que é um vetor? E1 desenvolve o conceito de vetor como um
segmento de reta com sentido, médulo e dire¢do. O mesmo compreende o que é o
modulo, a diregdo e o sentido e representa corretamente um vetor. E2 desenvolve o
conceito de vetor a partir de exemplos da fisica na qual é habituado a trabalhar. O
mesmo ndo sabe dizer que o vetor é um segmento orientado, no entanto, desenha
corretamente o vetor como um segmento orientado. O estudante compreende o que é o
moédulo de um vetor, porém, troca a direcdo com o sentido. E3 ndo sabe descrever o que
é um vetor, porém, compreende que o vetor é representado por um segmento orientado
e que o mesmo tem sentido, comprimento e orientacdo. E4 desenvolve o conceito de
vetor como um segmento de reta com sentido, médulo e dire¢cdo. O mesmo diz que o

vetor é uma reta, no entanto, desenha como um segmento orientado de origem em A



e extremidade em B na qual da orientagdo a um corpo em determinada condigdo. O
estudante compreende o que é o médulo, a diregdo e o sentido de um vetor. Para E5,
o vetor é formado por dois pontos que formam uma reta, no entanto, desenha como
um segmento orientado. O mesmo compreende que a extremidade de um segmento
orientado indica o sentido do vetor. Para E6, o vetor é uma reta que apresenta médulo,
diregéo e sentido, no entanto, representa o vetor como um segmento orientado. O mesmo
indica corretamente o médulo e o sentido de um vetor, porém nao indicar corretamente
a direcdo. E7 compreende que o vetor é uma grandeza que possui médulo, diregdo
e sentido. O mesmo representa o vetor como um segmento orientado e apresenta o
modulo como o comprimento do vetor, no entanto, entende que o vetor é uma reta e
troca o sentido como a dire¢do. E8 que o vetor é um segmento orientado que possui
moédulo, dire¢do e sentido. E9 compreende que o vetor é uma orientacdo que indica
sentido, direcdo e médulo. O mesmo representa o vetor como um segmento orientado e
entende o que é o médulo, o sentido e a dire¢do, no entanto, diz que o vetor é uma reta.

Na Questdo 1 ha sucesso nas respostas, mas fica evidenciada a dificuldade
apresentada pelos discentes em diferenciar direcdo e sentido. Erroneamente é feita
a associagdo do vetor como uma reta ou apresentam a nogdo de vetor como um
segmento orientado, o que reforca a necessidade de se aprofundar os estudos no
conceito matemaético de vetor, bem como seu estudo de forma abstrata, em principio
dissociada de qualquer ideia geométrica.

Questao 2: Represente no plano o vetor A_B), onde A= (3,1) e B=(4,2). E1
determina que o vetor AB tem coordenadas iguais a (1,1) e representa no plano
cartesiano o vetor de origem no ponto (0,0) e extremidade no ponto (1,1). No entanto
reconhece que o vetor pedido é o com origem no ponto A e extremidade no ponto B. O
mesmo representa corretamente pontos no plano cartesiano. Inicialmente E2 determina
que o vetor A tem coordenadas iguais a (1,1) e representa no plano cartesiano o vetor
de origem no ponto (0,0) e extremidade no ponto (1,1). No entanto, posteriormente, o
mesmo representa no plano o vetor 1@3} com origem no ponto A e extremidade no ponto
B. O estudante conclui que o vetor de origem em (0,0) e extremidade em (1,1) é um

—> .
representante do vetor AB, ver Figura .

Figura 1 — Resposta da questao 2 do Estudante 2

Fonte: Autoria Prépria.



E3 determina que o vetor AB tem coordenadas iguais a (1,1) e representa no
plano cartesiano o vetor de origem no ponto (0,0) e extremidade no ponto (1,1). No
entanto quando traga no plano o vetor AB com origem no ponto A e extremidade no
ponto B conclui que os vetores de origem em (0,0) e extremidade em (1,1) e o vetor
BA sao iguais. Inicialmente E4 determinar que o vetor AB tem coordenadas iguais a
(7,3), calcula a norma e representa no plano cartesiano o vetor com origem no ponto
(0,0) e extremidade em um ponto na qual ndo define as coordenadas. Posteriormente,
quando representa no plano os pontos A e B, traga o vetor A—B> com origem em A e
extremidade em B e compreende que este é o vetor pedido na questdo. E5 representa

—
no plano cartesiano o vetor AB com origem no ponto A e extremidade no ponto B, ver

Figura (2).

Figura 2 — Resposta da questao 2 do Estudante 5

Fonte: Autoria Prépria.

Inicialmente E6 determina o o vetor usando as coordenadas dos pontos A e B.
Posteriormente, quando representa no plano os pontos A e B, traga o vetor A—B) com
origem em A e extremidade em B e compreende que este é o vetor pedido na questéo.
E7 representa o vetor A_B) como um segmento orientado que passa pelos pontos A e B.
O mesmo entende que uma reta AB é o mesmo que B-A. Inicialmente E8 determina
que o vetor AB tem coordenadas iguais a (1,1) e representa no plano cartesiano o vetor
de origem no ponto (0,0) e extremidade no ponto (1,1). No entanto, posteriormente,
0 mesmo representa no plano o vetor zﬁ com origem no ponto A e extremidade no
ponto B. Inicialmente E9 determina que o vetor AB tem coordenadas iguais a (1,1), com
origem no ponto A e extremidade no ponto B.

Na Questdo 2 é possivel observar certa confusdo ao representar o vetor e seu
representante no plano como um segmento orientado. A maioria soube calcular e
representar o vetor. Mas percebe-se ainda a dificuldade em compreender o conceito de
vetor quando se analisa o sentido. Novamente ocorre a tentativa de conceituagdo de
vetor como uma reta. De modo geral percebeu-se o entendimento de que o vetor tem



sua origem em um ponto de coordenadas (0, 0).

Questao 3: Represente no plano dois representantes do vetor AB. E1 representa
o vetor com origem no ponto (0,0) e extremidade no ponto (2,2) e o vetor com origem
no ponto (0,0) e extremidade no ponto (3,3). Posteriormente, determina que o vetor
B — A é um representante de z@), com isso, concluiu que errou o tamanho do vetor.
E2 representa no plano cartesiano o vetor A_B), e outro com origem no ponto (1,1) e
extremidade no ponto (2,2). O mesmo compreender o que sdo vetores representantes,
no entanto, ainda troca o sentido com a dire¢cdo de um vetor. E3 compreende que o
vetor de origem em (0,0) e extremidade em (1,1) é um representante do vetor A—B), no
entanto, ndo consegue fazer outros representantes no plano. E4 representa no plano
cartesiano o vetor com origem em (0,0) e extremidade em (1,1) e compreende que este
é um representante de AB. O mesmo indica que o vetor é um conjunto de segmentos
orientados equipolentes, no entanto, ndo relaciona estes segmentos equipolentes aos
representantes de um vetor. O estudante ndo consegue fazer uma representagdo no
plano cartesiano de conjunto de vetores equipolentes de um segmento orientado. E5
representa no plano cartesiano o vetor com origem no ponto (3,3) e extremidade no
ponto (4,4) e o vetor com origem no ponto (-3,2) e extremidade no ponto (-2,3). O
mesmo compreender o que sdo vetores representantes e que é possivel fazer mais de
dois vetores representantes no plano cartesiano. E6 representa no plano cartesiano o
vetor com origem no ponto (1,3) e extremidade no ponto (2,4) e o vetor com origem
no ponto (1,1) e extremidade no ponto (2,2). No entanto, ndo sabe o que sdo vetores
representantes. E7 compreende que vetores representantes sdo vetores iguais e que é
possivel representar mais de um representante de um vetor no plano cartesiano. O
mesmo indica que o vetor com origem no ponto (4,1) e extremidade no ponto (5,2) é
um representante do vetor AB. E9 entende que para determinar os representantes do
vetor AB basta deslocar este vetor no plano. O mesmo indica que o vetor com origem
no ponto (1,1) e extremidade no ponto (2,2) é um representante do vetor AB.

Na questdo 3 em geral as representa¢des ocorreram de forma correta, havendo
em um caso ou outro, erros conceituais sobre o sentido do vetor, havendo ainda que ndo
soubesse representar o vetor a partir de seus representantes no plano, o que demonstra
ainda dificuldade ao tentar conceituar vetor.

Questao 4: Represente no espaco os vetores U= (-3,2,1) e 7= (1,3,2). E1 ndo
sabe representar pontos no espago, com isso nao fez corretamente a questdo. E2 constroéi
corretamente o sistema de eixos ortogonais OXYZ, e como ndo apresenta dificuldades
em localizar pontos no espago, representa corretamente o vetor de origem no ponto
(0,0,0) e extremo no ponto (—3,2,1) e o vetor de origem no ponto (0,0,0) e extremidade no
ponto (1,3,2). E3 constroéi corretamente o sistema de eixos ortogonais OXYZ, e representa
corretamente o vetor de origem no ponto (0,0,0) e extremo no ponto (-3,2,1) e o vetor
de origem no ponto (0,0,0) e extremidade no ponto (1,3,2). E5 constréi corretamente

o sistema de eixos ortogonais OXYZ, representa o vetor 1 corretamente com origem



_)
no ponto (0,0,0) e extremo no ponto (-3,2,1), no entanto, representa o vetor v com
origem no ponto (0,0,0) e extremidade no ponto (1,3,0) sendo que tal vetor tem origem
no ponto (0,0,0) e extremidade no ponto (1,3,2). O mesmo sabe identificar nos eixos
Ox,0y e Oz as coordenadas de um vetor, porém, apresenta dificuldades ao tragar o
segmento orientado. E6 constréi corretamente o sistema de eixos ortogonais OXYZ e
- .
representa o vetor i corretamente com origem no ponto (0,0,0) e extremo no ponto
(=3,2,1). E7 constréi corretamente o sistema de eixos ortogonais OXYZ e representa
wd .
o vetor 1 corretamente com origem no ponto (0,0,0) e extremo no ponto (-3,2,1) e 0
—> . L

vetor ¥ com o com origem no ponto (0,0,0) e extremo no ponto (1,3,2). E8 constréi
corretamente o sistema de eixos ortogonais OXYZ, representa o vetor 1 corretamente

. e d .
com origem no ponto (0,0,0) e extremo no ponto (-3,2,1) e o vetor ¥ com o com origem
no ponto (0,0,0) e extremo no ponto (1,3,2). E9 constréi corretamente o sistema de eixos
ortogonais OXYZ, indica corretamente as coordenadas do vetor nos eixos x,y e z, no
entanto, ndo sabe representar vetores no espaco.

Na Questdo 4 é possivel notar que os erros ao tentar representar os vetores no
IR? ocorreram devido a dificuldade apresentada pelos discentes ao representar pontos
no eixos Ox, Oy e Oz, ou ainda, relacionar esses pontos no sistema de eixos ortogonais
de modo a obter a extremidade do vetor, uma falta conceitual, cuja origem reside nas
primeiras aulas de Geometria Analitica.

~ - - . - =
Questao 5: Dado os vetores 1 =(2,3) e v =(1,3). Determine: a) # + ¥ e sua
~ - = ~ —> ~
representacdo no plano;b) 1 — ¢ e sua representacdo no plano; c) 21 e sua representacdo
~ e s B I
no plano. E1 desenvolve as operacdes de 1 + U, 1 — ¢ e 21 corretamente. O mesmo
compreende como as operagdes entre os vetores sdo representadas no plano cartesiano
4 ~ PR v d ~
e como se d4 a representacdo geométrica de # + 7. No entanto, ndo sabe fazer a
~ e - = . ~ .

representacdo geométrica do vetor 1 — ¢ e tais representagdes no plano cartesiano

- = - = .
usando as coordenadas dos vetores 1 + v e 1 — U, ver Figura .

Figura 3 — Resposta da questao 5 do Estudante 1

Fonte: Autoria Prépria.



~ e e B —
E2 desenvolve corretamente as operagdes de 1 + v,u — v e 21. O mesmo
e I S I o I .
compreende como os vetores 1 + U, 1 — U e 21 sdo representados no plano cartesiano.
P - = - =
Porém, quando acompanhados dos vetores 1 e ¥, ndo representa corretamente 1 — .
e i s T 2P p S
Para o estudante os vetores de 1/ + ¥ e ¥ — U tém o mesmo moédulo e dire¢do, no
. ~ - oo o
entanto sentidos opostos. E3 desenvolve corretamente as operagdes de 1 + v,1 — U e
— I o i I I
21 . O mesmo compreende como os vetores 1 + U, 1 — U e 21 sdo representados no
plano cartesiano. Porém, ndo desenvolve corretamente a representagdo geométrica de
- = . . -5 5 >
i + ¢, assim como no plano cartesiano usando as coordenadas de i#/,v e 1 + U, ver

Figura (@).

Figura 4 — Resposta da questao 5 do Estudante 3

Fonte: Autoria Prépria.

~ e I e
E4 desenvolve corretamente as operagdes de 1 + ¢ e 1 — . O mesmo compre-
- = . ) ~
ende como o vetor 1 + ¢ é representado no plano cartesiano e como se da a representagao
P - = ~ . .
geométrica de 1 + U, no entanto, ndo consegue realizar no plano cartesiano tal repre-
~ o b i A S 4 ~ .
sentagdo geométrica usando as coordenadas de 1,7 e # + v. O estudante ndo localiza

- = — .
corretamente no plano o vetor i — ¥ e nada apresenta sobre o vetor 21/, ver Figura .

Figura 5 — Resposta da questao 5 do Estudante 4

Fonte: Autoria Prépria.

~ i —
E5 desenvolve corretamente as operagdes de 1 + v,1 — v e 21. O mesmo
T e T I .
compreende como os vetores 1 + U, — U e 21 sdo representados no plano cartesiano.
. ~ ~ s - = .
Porém, ndo desenvolve corretamente a representagdo geométrica de 1 + @/, assim como

. o e I I .
no plano cartesiano usando as coordenadas de 1,7 e 1 + ¥, ver Figura @




Figura 6 — Resposta da questao 5 do Estudante 5

Fonte: Autoria Prépria.

~ e Iy T —
E6 desenvolve corretamente as operagdes de 1 + v,1u — v e 21. O mesmo
e s T I .
compreende como os vetores i + U, — U e U sdo representados no plano cartesiano.
P ~ ~ s - -

Porém, ndo sabe fazer a representagdo geométrica de 1 + . E7 desenvolve corretamente

~ e e e

as operacgdesde 1 + ¥,1 — U e 21 . O mesmo compreende como os vetores 1/ + U, 1 — U

— = . . < <

e 21 sdo representados no plano cartesiano. Porém, ndo sabe fazer a representagao

s - = - e I e S I

geométrica de 1 + . E8 desenvolve corretamente as operacdes de 1 + U ,1 — v e 2.

e I o T I I
O mesmo compreende como os vetores 1 + ,1 — U e 21 sdo representados no plano
. p ~ < s - =
cartesiano. Porém, ndo sabe fazer a representacdo geométrica de 1/ — ¢. E9 desenvolve
~ T I T I
corretamente as operagdes de 1 + ¥ , 1 — U e 21 . O mesmo compreende como o vetor
- = . , ~ ~

1 + U é representado no plano cartesiano. Porém, ndo sabe fazer a representagdo de
- = A ~ P e I
i — U e 21 no plano e a representacdo geométricade v + v e 1 — U.

Ao observar as respostas dadas para a Questdo 5, nota-se que os discentes
realizam corretamente as operagdes algébricas de soma de vetores e produto por escalar,
ambas no R%. Mas nota-se que a dificuldade ainda é a representacdo dos vetores no
sistema IR?, da mesma forma como ocorreu nas representacdes de vetores no sistema IR3.
Essa dificuldade se manifesta ndo somente na representagdo de vetores ja identificados
no predmbulo da questdo, mas também nas formas: Soma de dois vetores, diferenca

entre dois vetores e produto de um vetor por um escalar.

5 CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo da realizac¢do deste trabalho, procurou-se apresentar uma analise dos
conhecimentos sobre vetores e geometria analitica em estudantes de um curso superior.
Fez-se um estudo de sobre a relevancia de conceitos da geometria analitica, abordados
na educagdo badsica, para o estudo de vetores no plano e no espago.

Os conhecimentos observados se mostraram bem diversos, alguns posicionamen-
tos acertados pelo espectro conceitual, mas outros em tanto. Os alunos apresentaram
por ora, defini¢des proprias e ao mesmo tempo embasadas na teoria. Verifica-se que
contetidos matemadticos vistos no ensino médio sdo suscitados com frequéncia para
fundamentar conceitos de vetores. Conceitos como: representagdo de pontos sistemas
coordenados, distancias, e até mesmo funcao, sdo de grande relevancia para a construcdo



de conceitos matematicos sobre vetores. Fica evidente a importancia de conceitos da
Geometria Analitica para a construcdo desse conceito tdo importante ndo s6 para a
matemadtica, mas para as ciéncias de um modo geral.

De forma despretensiosa, este trabalho, buscou também reunir, conceitos e
relagdes entre a Geometria Analitica e os fundamentos da Algebra Vetorial. Reunimos
também formas de expressdo dos conhecimentos oriundas de discentes, o que com
certeza direciona a agdo docente, de modo a identificar possiveis entendimentos e

dificuldades conceituais.
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Resumo: Apresentamos neste trabalho técnicas de contagem que sdo fundamentais na solugdo de
muitos problemas de probabilidade. Destacamos aplica¢des do Principio da Inclusdo e Exclusao
e os Lemas de Kaplansky. Os exemplos explorados motivam o uso desses métodos de contagem
no Ensino Médio.

Palavras-chave: Métodos de Contagem, Principio da Inclusdo e Exclusdo, Probabilidade, Ensino
Médio.

1 INTRODUCAO

A Anélise Combinatéria é um ramo da Matematica Discreta que inclui outras
técnicas de contagem além daquelas comumente apresentadas no Ensino Médio. Em sala
de aula é muito frequente a pergunta dos alunos, “O que é Combinatéria?". Observamos
que a abordagem desenvolvida em sala de aula, na maioria das vezes, é feita com a
aplicagdo de defini¢des e resolucdo de problemas com raciocinios repetitivos. Este tema
envolve outras técnicas que contribuem no desenvolvimento de ideias capazes de levar
a solugdes de problemas de contagem em diversas dreas da Matematica. Por exemplo,
em Probabilidade, Teoria dos Ntimeros, Teoria dos Conjuntos e Geometria.

Apesar de termos como principal ferramenta na solucdo de problemas de
contagem, os Principios Basicos de Contagem, outras técnicas relacionadas a estes
principios sdo de extrema importancia. Elas permitem solu¢des de diversos problemas,
por exemplo, em probabilidade sob espacos amostrais finitos.

Uma dessas técnicas, o Principio da Inclusao e Exclusdao (MERRIS, 2003; MOR-
GADO et al., 2016) trata da contagem do nimero de elementos da unido finita de n
conjuntos. Sendo também utilizado para determinar o ntiimero de permutagdes cadticas
ou desarranjos de um conjunto com 7 elementos, o nimero de ordenag¢des onde nenhum
elemento desse conjunto fica em sua posi¢do de origem.

Neste trabalho, motivamos o uso das técnicas de contagem em problemas de
probabilidade sob espacos amostrais finitos com aplicagdes do Principio da Inclusdo e
Exclusdo e o Primeiro Lema de Kaplansky (ZEITZ, 1999; ROSS, 2010, MORGADO et al.,
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cardoso@yahoo.com

Universidade Federal do Maranhéo, chavesjs@yahoo.com.com
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2016). Os problemas que abordamos sdo frequentemente explorados em olimpiadas
nacionais e internacionais de matemaética de nivel médio, o que mostra a grande

relevancia do ensino dessas técnicas de contagem no Ensino Médio.

2 METODOLOGIA

Nesta Segdo, estamos interessados na apresenta¢do e demonstragdo do Principio
da Inclusdo e Exclusdo. Baseado em de Oliveira Santos et al. (2007) e Morgado (2012),
um resultado apresentado fornece o niimero de elementos da unido finita de n conjuntos.
Em seguida, aplicamos o Principio da Inclusdo e Exclusdo para obtermos o ntimero de
Permutagdes Cadticas. Além disso, definimos os Lemas de Kaplansky (MORGADO,
2016), que fornecem o nimero de conjuntos com uma quantidade finita de elementos

que ndo sejam consecutivos.

2.1 PRINCIPIO DA INCLUSAO E EXCLUSAQO

Teorema 1 (Principio da Inclusdo e Exclusdao) O niimero de elementos da unido de n

conjuntos finitos Ay,Az,As, ..., Ay é dado pela expressio

n
#(A1UA2UA3U---UAn):Z#(Ai) - Z #AINA))

i=1 1<i<j<n

+ Z #HAINANAY)

1<i<j<k<n

- Z HANANALNA) +---

1<i<j<k<p<n

+(-1)"H#AINANAzN---NA,y). (1)

Prova: Precisamos mostrar que um elemento que pertenga a p dos conjuntos A;’s, para
p=1,2,3,..,n,é contado pelo Teorema 1 exatamente uma vez. Considere um elemento

pertencente a exatamente p conjuntos, digamos A;,, ..., A;,. Este elemento sera contado p

vezes em
n
Z#(Ai).
i=1
Em
Z #AINA))
1<i<j<n

serd contado (Z), em

Z #HAINA NAY)
1<i<j<k<n
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3
tnica vez. E claro que a interse¢do de mais do que p conjuntos ndo fornecerd nenhuma

(P ), e assim sucessivamente até o termo #(A;,; NA;, N... ﬂAip), que serd contado uma

contribuigdo.
A somo destas contribui¢des resulta em

p p p -1[P
(1)_( )+( )+...+(_1)p 1( ) (2)
Sabemos que,

e e
+(’2’)<—1)2<1)P—2+~~~+<—1>P—1(§)

=(1-1) =0

Isto implica que a soma em (H) éigual a 1, uma vez que (g) =1, o que conclui a

prova. [

Uma alternativa a prova do Teorema |1| é obtida por indugéo finita, no entanto,

podemos observar que é menos frequente na literatura.

2.1.1 Permutac¢oes Caébticas

As permutagdes cadticas ou desarranjos contabilizam todas as reordenacdes de n

elementos, com 7 € N, onde nenhum deles ocupe a sua posigao original.

Ontimero de Permutagdes Cadticas ou desarranjos do conjunto X = {x1,x,x3, -+, x;,}

formado por n elementos distintos é

11 1 1 1y 1
Dn:n!(a—i+5_§+.. ) Z

Dentro de um conjunto com n elementos distintos temos exatamente 7! permu-

tagdes ao todo. Pertencem a ele as permutacdes cadticas e as ndo cadticas. Fazendo
uso do Principio da Inclusdo e Exclusdo e separando as permutagdes originais em
conjuntos os quais seus elementos permanecam em sua posicdo de origem, chegaremos
ao total de permutacdes cadticas procuradas pelo problema. Considerando #n conjuntos,
onde em cada um deles teremos a quantidade de permutagdes em que cada um de
seus elementos estard em sua posigdo original. O conjunto A; é formado por todas as
permutagdes em que o primeiro elemento ocupa o seu lugar de origem, o conjunto A, é
formado por todas as permutacgdes onde o segundo elemento ocupa a segunda posicdo

e assim por diante até o conjunto A, que é formado por todos as permutagdes em que o



ultimo elemento ocupa a n-ésima posigdo. A cardinalidade dos conjuntos A1, A»,---, Ay
é calculada fixando um elemento em sua posicdo de origem e permutando os n—1
elementos restantes, resultando em 1x (n —1)! = (n—1)! permutagdes por conjunto.
Sendo n a quantidade de conjuntos com a mesma caracteristica teremos (n—1)! X1 = n!
permutagdes onde cada um dos elementos do conjunto X estdo em pelo menos uma de
suas posicoes de origem. As permutagdes procuradas sdo as cadticas, logo o nimero
encontrado de permutagdes onde pelo menos um elemento se mantém em seu lugar
de origem devera ser retirado do total n! de permutagdes, ficando n!—n!. Da mesma
forma iremos calcular a quantidade de permutagdes onde pelo menos dois elementos

do conjunto X ocupam o seu lugar de origem. Neste caso devemos escolher dentre
ny  nl

2] n-2)12!
maneiras. Em seguida, determinamos através do principio multlphcatlvo a quantidade

n!
n-2)= > Estas

um dos 1 elementos quais dois irdo se fixar, e isso pode ser feito de

n!
de permutac¢des com dois elementos fixados, que sera de -2
permutagdes foram todas subtraidas em dobro da contagem inicial. Sendo assim, agora
n!
devem ser acrescentadas novamente, totalizando até o momento n!—n! + 50 T permuta-

¢Oes. Esta contagem ainda ndo nos mostra a quantidade total de permutagoes cadticas

n!
procuradas. Devemos retirar da expressao n!—n!+ > @ quantidade de permutacdes

que tém pelo menos trés elementos em sua posigao de origem, o que nos dd o ntiimero
nl (n n!  n!
nl—n!+ 5173 (n=3)! =n!-n!+ — - —. Usando a mesma ideia aplicada no Principio

213
da Inclusédo e Exclusdo, devemos prosseguir somando a cardinalidade do conjunto que
tem pelo menos 4 elementos fixos, em seguida subtrair a cardinalidade do conjunto
que tem pelo menos 5 elementos fixos até chegar ao conjunto que tera todos os seus
elementos em sua posicdo de origem. Em relacdo ao tltimo conjunto, que sabidamente
possui um unico elemento, tem-se que a sua cardinalidade sera acrescida ou retirada
dependendo da paridade do n. Assim, iremos reescrever a expressao que fornece o

numero de permutagdes cadticas utilizando as poténcias do ntiimero (-1):

|
Dn=<—1)°——( R +< 1)2” +( D+ (D'
n! n' n! at!
ﬁ_?+5+3+ 4+ (- 1)
=n! 1_14_1_14_ ( 1)”
So\or 12t o3 n!
Assim,
(1111 D" o (-
D"—”!(a‘i 2173 p )—”' i




2.2 LEMAS DE KAPLANSKY

Os Lemas de Kaplanky sdo utilizados em problemas de contagem que tém
como objetivo formar sequéncias nmericas ou subconjuntos onde ndo hé elementos
consecutivos.

2.21 Primeiro Lema de Kaplansky

Lema1 (Primeiro Lema de Kaplansky) O niimero de subconjuntos com p elementos de

g . [(n—-p+1
{1,2,3,-- ,n} nos quais ndo hd niimeros consecutivos é ( p )

Prova: Para inferir o Primeiro Lema de Kaplansky iremos considerar os simbolos "+"
para representar os elementos que fazem parte das sequéncias de niimeros desejadas e
os simbolos "—" para representar os elementos que nado fardo parte de tais sequéncias.

" n

Como desejamos sequéncias de p elementos, utilizaremos p sinais de "+" e n —p sinais
" "

, assim teremos

——tt—— e+ —— +.

Sendo assim, usaremos 7 sinais, com p deles positivos, de tal forma que os p sinais de

“+"estejam intercalados, ou seja, que entre quaisquer sinal de positivo tenha pelo menos

\l "

um negativo. Fixando os sinais de "—-", teremos:

0-0-0-0--0-0-0-0.
Para colocar os sinais "—"temos um modo e para colocar os p sinais "+"em n—p+1

5

modos. [

espacos vazios temos

2.2.2 Segundo Lema de Kaplansky

O Segundo Lema de Kaplansky se distingue do Primeiro Lema de Kaplansky

pelo fato de que o primeiro e o tltimo elemento sdo considerados consecutivos.

Lema 2 (Segundo Lema de Kaplansky) O niimero de subconjuntos com p elementos de
{1,2,3,...,n} nos quais nio hd niimeros consecutivos é, considerando 1 e n como consecutivos,
n (n- p)
n=p\ p

Prova: Para inferir o Segundo Lema de Kaplansky iremos separar o problema em dois

igual a

casos, onde iremos fixar um dos elementos: o elemento n.

1° caso: n pertence a lista.

Fixando o elemento 7 como um dos p elementos escolhidos para a sequéncia de niimeros



ndo consecutivos, teremos n — 3 opg¢des restantes para formarmos o conjunto de p

elementos proposto. Fazendo uso do Primeiro Lema de Kaplansky, temos que,

((n—S)—(p—1)+1):(n—p—1)

p—1 p—1
_ (m=-p-1!
T (=29 (p-DY

2° caso: n ndo pertence a lista.

Excluindo o elemento 1 das escolhas possiveis, teremos uma “fila"de n — 1 elementos onde
serdo selecionados p elementos para formar as sequéncias de niimeros ndo consecutivos.
Fazendo uso do Primeiro Lema de Kaplansky, temos que,

((n—l)—p+1) _ (n—p)

p p
_ (n—p)!
~ (n=2p)pt

A solugdo do problema é dada pela soma entre as solu¢des dos dois casos abordados.
Logo,

(n—p-t  (-p)t _plr—p-Di+@-p)
m=2p)l(p-1!  (n—2p)lp! (n=2p)p(p-1)!
_pn—p-Dl+n-p)n-p-1)!
(n=2p)lp(p—1)!
_n(n—p—l)!x(n—p)
(n=2p)ipt ~ n-p

)
n=p p

3 RESULTADOS

Nesta secdo, apresentamos algumas aplicagdes do uso dos métodos de contagem
em Probalilidade com espagos amostrais finitos. O objetivo é destacar a importancia
do que foi apresentado na Segdo 2, como proposta de motivar alunos e professores na

introducdo desses métodos de contagem no curriculo e em salas de aula do Ensino
Médio.
3.1 APLICACOES

Exemplo 1 Determinar a probabilidade de uma permutagio dos niimeros (1,2,3,...,n), com
k < n, ter exatamente k elementos no seu lugar primitivo.
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Solucdo: Devemos escolher os k elementos que ficardo em seus lugares originais e
. . n ~ . .
isso pode ser feito de P modos e terdo apenas 1 modo de se posicionarem em seus

lugares de origem. Os 1 —k ntimeros restantes se acomodardo de D,,_y modos. Assim, a

probabilidade pedida é de:

(Z) X1XD,_

n!

4

onde n! é o total de permutagdes entre o conjunto dado. Uma vez que

1 1 (—1)r*
—(n=I1- — _
D,_x=(n k).[l 1+2! 3!+ (n—k)!]
Segue que,
n
x1xD,,_
(k) nk— ! X (n—k)!'x 1—1+l—l+---+(_1)n_k 1
n! ~(n=k)'k! ' 2! 3! (n=k!|" n
B S o Vil
kT2 3! (n—k)!

O

Exemplo 2 Um mdgico fard em uma de suas apresentacdes um niimero com n bolas de cores
distintas e as distribuird em p chapéus. Determinar a probabilidade de que todos os chapéus
terminem o niimero com pelo menos uma bola?

Solugao: Se n < p, segue do Principio das Gavetas que ao menos um chapéu ficard vazio
e portanto a probabilidade desejada é nula. Se n > p, através do principio multiplicativo
o namero de casos possiveis é

#Q)=pxpx---xp=p"

| ———
nvezes

Separando o ntiimero de casos favoraveis em conjuntos, onde X; é o conjunto que
representa todas as distribui¢des de bolas que deixam o primeiro chapéu vazio, X, o
conjunto que representa as distribui¢des onde o segundo chapéu estard vazio e assim
sucessivamente até o conjunto X, que representa as distribui¢cdes onde o chapéu p ficara

vazio. Podemos observar que,
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#(X1) =#(Xp) = =#(Xp) = (p—-1)"
#HX1NXy) =#X1NX3) = =#Xp-1NXp) =(p—2)"

#(X1 ﬂXzﬂ"'ﬂXp):O'

Portanto, pelo Principio da Inclusdo e Exclusdo,

_(P n_ [P ny 4| P n(_1y-1
#X1UXoU---UX)) —(1)(p—1) —(2)(p—2) + +(p_1)(1)( 1y

P n_p oW ... p n_1\)P—
(1)(p—1) (2)<p 2"+ +(p_1)<1)< 1yt
pl’l

P[#(X4 UX2U-"UXP)] =

p n__ p _ n p n(__ -
T T [ P

pTl

P#H(X1UXpU---UXp)] =1~

O

Exemplo 3 Considere uma caixa com n bolas idénticas numeradas de 1 a n. Suponha que
duas bolas sejam retiradas aleatoriamente. Determine a probabilidade de se obter dois niimeros

consecutivos quando o processo de retiradas das bolas for:
(a) Com reposigio.

Solucdo: O espaco amostral pode ser escrito na forma Q = () X (2. Sendo que Q; =
O =1{1,2,---,n}.
Seja, A = {dois nimeros consecutivos}. Note que,

A=1{(1,2),2,3),(3,4),45),...,(n— 1,1} U{2,1),3,2),423),5,4),...,01,n—1)}.

Portanto,
#A 2n-1) 2 2
(A4) #Q n? n  n?

(b) Sem reposigio.

Solucdo: Note que, se o processo de retiradas das bolas é sem reposi¢do, o nimero de
elementos do espaco amostral é n%> —n e #A = 2(n—1).

Entao,
2(n—-1) 2

nn-1 n
e 101 |

P'(A) =




Podemos observar que

L P
nsis0 P(A)

Estatisticamente, isto significa que para n suficientemente grande a extracdo de duas

1-

bolas da caixa com ou sem reposi¢do sdo procedimentos equivalentes.
O
Outra forma de resolugao do Exemplo 3 (b), como mostra o Exemplo 4}, ¢ dada

fazendo uso do Primeiro Lema de Kaplansky.

Exemplo 4 Continuagdo do Exemplo 3 (b). Considere uma caixa com n bolas idénticas
numeradas de 1 a n. Suponha que duas bolas sejam retiradas aleatoriamente sem reposigdo.
Determine a probabilidade de se obter dois niimeros consecutivos.

Solucgdo: O Primeiro Lema de Kaplansky determina o ntimero de subconjuntos de
{1,2,3,---,n}, com p elementos, nos quais ndo ha ntimeros consecutivos. O namero de

subconjuntos pode ser encontrado por:

:n—p+1)
f(n,p)( p )

Como queremos determinar o nimero de subconjuntos com dois elementos, teremos

p =2 e assim o nimero de elementos que ndo fardo parte das sequéncias serd n—2. Assim,

f(1-2,2) :(n—§+1)

—1
=2><("2 ):n2—3n+2.

Através do Primeiro Lema de Kaplansky determinamos o ntiimero de sunconjun-

tos com dois elementos ndo consecutivos. O ntimero total de sequéncias é n? — 1, como

iremos determinar as sequéncias formadas por dois ntimeros consecutivos, entdo
2 2 —
(n“—n)—m"+3n-2)=2n-2.

Assim, a probabilidade procurada é

P'(A) = =

-2 2
n2-n n

4 CONSIDERACOES FINAIS

Neste artigo mostramos aplica¢des dos métodos de contagem em Probabilidade.
Estes métodos sdo vistos por muitos alunos como um assunto complicado e mecani-

zado. Isto pode estar relacionado a ideia, transmitida ao estudante, que problemas de
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contagem se restringem a meras aplicagdes de férmulas, o que ndo é verdade. A falta de
contextualizagdo e estratégias alternativas para resolucdo de determinados problemas
produzem este cenario.

Sem duvida, o Principio da Inclusdo e Exclusdo e o Lema de Kaplansky, geralmente
cobrados em vestibulares para acesso ao Ensino Superior e em olimpiadas de matematica
de ambito nacional, sdo assuntos que ndo devem ser desprezados no Ensino Médio.
Acreditamos que os exemplos de aplicacdes apresentados sdo relevantes para motivar a
introducgdo desses métodos de contagem em salas de aula.

Finalmente, devemos ressaltar que a utilizagdo de técnicas de contagem mais
sofisticadas devem ser recomendadas ap6s o Principio Multiplicativo estar bem funda-

mentado para os estudantes.
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MODELOS PEDAGOGICOS NO ENSINO DE MATEMATICA: O USO DE
TECNOLOGIAS DIGITAIS DE INFORMACAO E COMUNICACAO

Daniela Sales Oliveira Guimarée
Antonio José da SilvaE|

Resumo: Neste capitulo trataremos das concepg¢des dos docentes que ensinam matemadtica,
sobre o uso das Tecnologias Digitais de Informagdo e Comunicagdo (TDIC) nos processos de
ensino e aprendizagem. Busca conhecer quais os modelos pedagoégicos sdo utilizados pelos
docentes que lecionam no ensino basico e no ensino superior. Um questiondrio e uma entrevista
foram utilizados para obter os dados. O uso foi caracterizado conforme registro feito pelo
docente, a identificacdo dos modelos pedagégicos foi possivel a partir da literatura disponivel
em textos cientificos. Os resultados encontrados demonstram que as TDIC estdo cada vez ais
presentes nas acdes docentes. Foi constatado que o modelo pedagdgico mais frequente é diretivo,
fundamentado nas epistemologias aprioristas..

Palavras-chave: Modelos Pedagégicos, TDIC, Ensino de Matematica, Modelos Epistemolégicos.

1 INTRODUCAO

Quando se falou em informaética na educagdo, professores, gestores da educacdo
e a propria sociedade civil ja repousaram em diversas opinides sobre usar ou ndo os
recursos da informadtica nos processos educativos. Debateram ainda sobre “quando
usar”, mas a medida que os dias se passaram as tecnologias digitais, fruto do avango da
informdtica e da ciéncia, e suas diversas aplica¢des, ocuparam espago em nosso convivio
social, profissional e pessoal, tornou-se obsoleta qualquer discussdo que ndo considere
a utilizagdo de recursos tecnolégicos digitais para fins educacionais como uma agéo
benéfica a aprendizagem e ao ensino. O debate que se estabelece é como incorporar os
diversos recursos tecnoldgico disponiveis para a melhoria dos processos de ensino e da
aprendizagem (MACHADO, 2011).

Valente (2002, p. 19) situa o computador no que chama de ciclo de ag¢des: “Ele
[O computador] estd sendo um elo importante no ciclo de a¢des descricao-execugdo-
reflexdo-depuragdo, que pode favorecer a aprendizagem”. Esse ciclo de a¢oes se localiza
no que chama de “espiral de aprendizagem”, utilizado pelo autor para explicar o
processo de aprendizagem que parte da interacdo entre homem e mdquina com fortes
elementos da epistemologia genética e da teoria sécio-histdrica.

Se observarmos com cuidado, perceberemos que a informatica processa dados,
configura novos tipos de relagdes sociais, novas formas de gerir conhecimentos e

de difundi-los. Relacionada com a educacdo, pode-se dizer que a informdtica é um
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fendmeno social. Nos dltimos anos, ela colocou a disposi¢do da sociedade diversos
instrumentos de comunicagdo e de apoio a constru¢do de conhecimento. A informatica
na educagdo é uma area de pesquisa que cada vez mais ganha espaco, e no ensino de
matemadtica ndo é diferente.

Segundo Valente (2002, p.19), "Pela interagdo com uma mdquina, é possivel gerar
novos conhecimentos". Sao bem diversos os processos cognitivos que se desencadeiam
e seus métodos proprios de criar, resultantes dessa relacdo entre o homem e a maquina.
Segundo esse autor, nesse processo ocorre o desenvolvimento cognitivo do sujeito
e "[...] a medida que tarefas sdo solucionadas em niveis cada vez mais complexos
e, assim, o sujeito passa de um nivel inicial de compreensdo para um outro mais
elaborado"(VALENTE, 2002, p. 20).

Nesta investigacdo buscou-se conhecer quais as concepgdes dos docentes, que
ensinam matemadtica, sobre o uso das Tecnologias Digitais de Informagdo e Comunicagao
(TDIC) nos processos de ensino e aprendizagem. Intentou-se conhecer também, quais os
modelos pedagodgicos, e os modelos epistemoldgicos que se revelam nas falas e registros
de docentes que lecionam no ensino basico e no ensino superior. As TDIC envolvem
técnicas, instrumentos e métodos desenvolvidos nos meios digitais que permitem a
transmissdo e reprodugdo de informagdo (KENSKI, 2003; 2012; 2013; MACHADO, 2011;
COSTA, 2017). Sao tecnologias presentes na vida de docentes e discentes, geralmente
sdo utilizadas no meio social em larga escala, mas com o passar do tempo, desde o seu
surgimento mais rudimentar, essas tecnologias, as TDIC, vém sendo introduzidas nos

espacos educativos com mais frequéncia e abrangéncia.

2 FUNDAMENTOS

Para Lorenzato (2010, p.3): “Dar aulas é diferente de ensinar. Ensinar é dar
condi¢des para que o aluno construa seu préprio conhecimentol...]”. Isso ndo significa
deixar o aluno por conta e muito menos regrar o processo da aprendizagem. Significa
agir com finalidade nos processos de aprendizagem.

No processo de ensino ndo é possivel ensinar sem conhecer. E mesmo conhecendo
o que se pretende ensinar (matematica), mesmo se apropriando de um modo de ensinar
(didatica), ndo ha garantia que ocorra uma aprendizagem significativa. (LORENZATO,
2010).

Uma epistemologia e uma didética constituem uma relagdo fecunda, que permite
ao seu utilizador langar-se sobre a reflexdo e a significagdo sobre as concep¢des e as
acoes (MACHADO, 2011). As a¢des se voltam sobre esses dois aspectos, didaticos e
epistemoldgicos ou pelo menos deveriam. As concep¢des de conhecimento que subjazem
aos discursos presentes no ambiente escolar sdo decorrentes de epistemologias presentes

nesse espago e que ditam a organizacdo e o desempenho da instituicdo escolar.
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Nossas concepgdes sobre o conhecimento tém influéncia nas nossas agdes como
docentes, e assim: “Todo conhecimento é resultado de um longo processo cumulativo
de geracdo, de organizagdo intelectual, de organizagao social e de difusdo, elementos
naturalmente ndo contraditérios entre si e que influenciam uns aos outros.” (ARANTES;
D’AMBROSIO; MACHADO, 2014, p. 79).

Por outro lado, a aprendizagem tem relacdo com o desenvolvimento cognitivo
do sujeito. A aprendizagem é provocada por situagdes externas, enquanto o desenvolvi-
mento é um processo espontaneo. Sendo assim, o desenvolvimento pode ser entendido
como um processo de equilibragdo progressiva; uma passagem continua de um estado
de menor equilibrio para um estado de equilibrio superior (PALANGANA, 2001, p. 81).
A aprendizagem tem essa caracteristica intermitente “[...] O processo extremamente
dindmico e jamais finalizado, estd obviamente sujeito a condi¢des muito especificas
de estimulo e de subordinacao ao contexto natural, cultural e social [...]” (ARANTES;
D’AMBROSIO; MACHADO, 2014, p. 79), descrevendo assim o ciclo de aquisicao
individual e social de conhecimento. Para Dolle (2011, p. 09), “[...] aprender é uma
atividade e, como toda atividade, ela envolve estruturas”. Ou seja, o desenvolvimento
ou a ampliagdo das estruturas do pensamento dé-se a medida que novos conhecimentos
sdo construidos pelo sujeito.

Becker (2012, p.26) realiza uma andlise sobre a relacdo dos modelos epistemo-
16gicos e sua relagdo com os modelos pedagégicos. Na figura [l o autor apresenta as
relagdes entre modelos epistemolégicos e modelos, apresentando, pelo ponto de vista

das agdes, como sujeito e objeto ou discente e docentes interagem entre si, ou nao.

Figura 1 — Modelos Epistemolégicos e Modelos Pedagogicos

QUADRO 1.1
Comparacao dos modelos pedagégicos e epistemologicos

Epistemologia Pedagogia

Teoria Modelo Modelo Teoria

Empirismo S<=0) EEIE Diretiva
Apriorismo S=>0 A=>P Nao diretiva
Construtivismo SEGE0 NEE>IP Relacional

Fonte: Becker (2012, p.26)

Becker (2012, p.26) realiza uma anadlise sobre a relacdo dos modelos epistemo-
l6gicos e sua relagdo com os modelos pedagoégicos. Na figura |l o autor apresenta as
relagdes entre modelos epistemolégicos e modelos, apresentando, pelo ponto de vista
das ac¢des, como sujeito e objeto ou discente e docentes interagem entre si.

Becker (2012) afirma existirem trés formas de representar as relagdes entre ensino
e aprendizagem nos espagos escolares, sdo elas a pedagogia diretiva, a pedagogia ndo
diretiva e a pedagogia relacional ou construtivista. O uso dessas terminologias deu-se
em razdo das andlises serem feitas a partir da relacdo entre o exercicio da docéncia e as
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atividades da sala de aula. Assim como Machado (2011), Becker (2012) atirma que os
modelos pedagdgicos listados se sustentam por concepgdes epistemoldgicas, e vai além
ao demonstrar que nos modelos pedagégicos diretivo e ndo diretivo, incidem epistemo-
logias do senso comum, epistemologias empiristas e aprioristas respectivamente. Ja a o
modelo pedagdgico relacional ou construtivista se vale de epistemologias criticas como
a Epistemologia Genética ou a relacional de base interacionista, “[...] capaz de realizar a
necessdria critica as epistemologias do senso comum e apontar para novos caminhos
pedagogicos e didaticos” (BECKER, 2012, p. 13).

Para a pedagogia diretiva o conhecimento como contetido conceitual pode ser
transmitido para a aluno. Diz Becker (2012, p.15): “Segundo a epistemologia que subjaz
a pratica desse professor, o individuo, ao nascer, nada tem em termos de conhecimento:
e uma folha de papel em branco; e tabula rasa”. O professor considera que seu aluno é
tabula rasa a frente a cada novo contetido enunciado a partir da matriz curricular do
nivel de ensino. Na visdo epistemolégica do docente que concebe o modelo diretivo, o
conhecimento (contetido) e sua capacidade de conhecer (estrutura) vem do meio fisico ou
social, influenciado pelo meio. Nesse modelo pedagégico, o professor (P), age de modo
que o aluno (A) assuma posigdo passiva no processo. O ensino e a aprendizagem sdo
polos dicotdmicos, quando deveriam ser compreendidos como polos complementares
(BECKER, 2012).

No modelo pedagogico ndo diretivo, que pode (mas ndo deveria) ser confundido
com o modelo relacional, “[...] o professor se posiciona como um auxiliar do aluno, um
facilitador. O aluno ja traz um saber ou uma capacidade de conhecer que ele precisa,
apenas, trazer a consciéncia, organizar, ou, ainda, rechear de contetido.” (BECKER, 2012,
p-17).

Nesse modelo pedagoégico o professor renuncia a agdo docente intencional, a
intervengdo no processo de aprendizagem do aluno. O professor acredita que o aluno
aprende por si proprio. O professor acredita que sua tarefa seja despertar no aluno o
conhecimento j4 existente, intervindo o minimo possivel de modo que o aluno encontre
o caminho da aprendizagem. O modelo epistemolégico aprioristas, frequentemente
inatista, fundamenta o modelo pedagdégico nado diretivo. (BECKER, 2012).

“Apriorismo vem de a priori, isto é, aquilo que é posto antes como condigdo
do que vem depois. [...] Essa epistemologia acredita que o ser humano nasce com o
conhecimento j4 programado na sua heranca genética, no seu genoma. [...]” (BECKER,
2012, p.18). No modelo pedagégico ndo diretivo, o aluno (A), determina a agdo (ou
omissdo) do professor (P), justificado pelas condi¢des prévias no sujeito (aluno). A
relacdo entre ensino e aprendizagem inexiste neste modelo a medida que a aprendizagem
busca autossuficiéncia, se sobrepondo ao ensino, desautorizando-o.

No modelo pedagégico relacional ou construtivista, o professor acredita que o
aluno s6 aprenderd, construird algum conhecimento novo, se “[...] agir e problematizar
a prépria acdo, apropriar-se dela e de seus mecanismos intimos. A condigdo prévia para
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isso é que consiga assimilar o problema proposto [..]”. (BECKER, 2012, p. 21). O modelo
epistemolégico que serve de base para a constru¢do do modelo pedagégico relacional
ou construtivista é o modelo relacional, em especial a Epistemologia Genética.

O professor construtivista ndo acredita no ensino por transmissdo, “[...] ndo
acredita que um conhecimento (contetido) e, menos ainda, uma condic¢do previa de
conhecimento (estrutura) possam transitar, por forca do ensino [...] [da cabeca do
professor para a cabeca do aluno]”. (BECKER, 2012, p. 21). O professor construtivista
nega a transmissdo de conhecimento como contetdo.

O professor construtivista compreende a transmissdo social quando ocorre a
agdo mutua transformadora entre o polo transmissor e o polo receptor necessariamente
ativo; o professor “[...] acredita que tudo o que o aluno construiu até hoje em sua vida
serve de patamar para continuar a construir e que alguma porta se abrira para o novo
conhecimento - e s6 questdo de descobri-la; ele descobre isso par construcdo.” (BECKER,
2012, p. 21). A aprendizagem no modelo relacional é uma construgédo viabilizada no
plano do desenvolvimento pela construcdo de estruturas cognitivas, é um processo

construtivo sem inicio e sem fim entre a aprendizagem e o desenvolvimento.

3 MATERIAIS E METODOS

Esta pesquisa aborda qualitativamente os dados obtidos. Quanto a natureza da
pesquisa, é aplicada. Quanto aos objetivos é descritiva. Quanto aos procedimentos é um
estudo de caso (PRODANOV; FREITAS, 2013). Esta pesquisa realizada durante um curso
de formagédo continuada para professores do Ensino Médio (Etapa 1), a participacao foi
por adesdo voluntdria. A entrevista foi realizada com docentes de uma Institui¢do de
Ensino Superior sediada no municipio de Sao Luis — MA (Etapa 2), a participagao foi
por adesdo voluntdria. A pesquisa foi realizada no segundo semestre de 2018 entre os
meses de julho e outubro. Sdo docentes atuantes nos ensinos basico superior.

Para alcancgar os objetivos da pesquisa, foram estabelecidas duas etapas:

Etapa 1: Professores de matematica durante uma formacdo em uma universidade
publica de forma espontanea responderam um questiondrio (Formularios Google) que
tratava de diversos temas relacionados a matematica, seu ensino e suas relacdes com
outras disciplinas e dreas. Nesta etapa 18 professores participaram, sendo 11 (onze) com
atuacdo exclusiva no ensino basico e 7 (sete) docentes que ja lecionaram ou lecionam
no Ensino bésico, mas exercem a docéncia com maior frequéncia no Ensino Superior.
Nesta etapa serdo analisadas as respostas buscando compreender como cada docente
relaciona sua prética com o uso das TDIC.

Etapa 2: Foi realizada uma entrevista aberta em que buscou-se conhecer a relagao
possivel entre a matematica e TDIC, em especial os softwares utilizados no espago escolar.
Foi investigado também os processos de ensino realizados no exercicio da docéncia

exclusiva no Ensino Superior, com foco nas epistemologias do conhecimento e metodo-
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logias aplicadas. Nesta etapa foram 5 (cinco) professores entrevistados. As conversas
foram realizadas por telefone e gravadas com o consentimento dos entrevistados.

Os dados serdo apresentados conforme as etapas, da primeira para a segunda.
A andlise ocorrerd com base na identificagdo de modelos pedagdégicos propostos em
Becker (2012). Na Etapa 1 serdo identificadas as praticas docentes com uso das TDIC; se
ocorrem e como ocorrem (metodologia aplicada). Na Etapa 2 serdo analisadas algumas
falas transcritas. Nessas falas e na intencdo delas, serdo investigadas as epistemologias
associadas, identificando os modelos pedagégicos presentes nas falas relatadas. Nesta
etapa busca-se compreender as concepg¢des dos professores sobre o uso de tecnologias
digitais de informacao e comunica¢do no ensino de matematica e os modelos pedagogicos

executados.

4 RESULTADOS E ANALISES

Apresentaremos os dados coletados. A aquisi¢do dos dados ocorreu em duas
etapas: Aplicagdo de Questiondrio e Entrevista. O questiondrio apresenta duas perguntas.
Para registrar as falas dos docentes e manter sua identidade no anonimato, utilizamos
cédigos de identificagdo, referentes ao nivel de ensino em que exerce sua docéncia. O
c6digo EB de 1 a 11 sera utilizado para docentes do Ensino Basico. O cédigo ESde 1 a7
serd utilizado para docentes do Ensino Superior. Para registrar as falas dos docentes do
Ensino Superior entrevistados, utilizaremos o c6digo DS de 1 a 5.

Etapa 1 - Questao 1: Profissionalmente (em sua prética) quais tecnologias digitais
de informacgdo e comunicacgao tu utilizas com certa regularidade para preparacdo de
aulas e realizacao de estudos?

Esta primeira pergunta reflete a andlise que o docente deveria fazer sobre sua
prética, de maneira individualizada, intima, com seu olhar distanciado do ambiente
escolar. Para esta pergunta, houve uma predominancia das respostas apontando para a
utilizagao de notebooks, tablets, softwares graficos e de cdlculo matematico, software de
edicdo de texto e calculadoras cientificas, o destaque maior foi para o uso de notebooks
e computadores de mesa, presente nas respostas de (EB3, EB6, EB7, EBS, EB9, EB10 e
EB11). Dentre os softwares citados destaca-se o Mathtype (editor de texto) e o Geogebra,
software free que atende diversas dreas da matematica. Dos onze professores da educagao
bésica, quatro (EB1, EB2, EB4 e EB5) informaram que néo utilizam recurso algum.

Dentre os professores do ensino superior, além do uso de computadores, ressalta-
se que quase a totalidade expressou a preferéncia pela utilizacdo de alguns softwares
como Power Point, Winplot, Matlab, R, Mathematica, WxMaxima, emuladores de
calculadoras cientificas e o0 Geogebra. Apenas um docente declarou ndo utilizar TDIC
em sua préatica profissional. Relataram também o uso de plataformas virtuais para

captura, armazenamento e compartilhamento de videos e textos.
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O uso do dispositivo moével smartphone ndo foi citado, assim como ndo houve
mencdo as redes sociais mais acessadas (Facebook, Tweeter e Whatsapp), exceto o
servidor de videos Youtube, que possui arquitetura de redes sociais. Fica evidente que
o docente ja introduziu computadores na sua préatica. Usa para elaborar aulas, textos,
realizar pesquisas, utiliza como um recurso para a execugdo de suas aulas. Dentro
do ensino basico o docente ja faz uso de aplicagcdes com o Geogebra, que é free e esta
disponivel também para dispositivos méveis, diminuindo assim, a distancia entre os
alunos e a aplicagdo computacional. A organizacdo do texto matemaético por meio de
editores cientificos permite ao docente que reflita sobre os temas que ird abordar.

No ensino superior hd uma diversidade maior de aplica¢des e softwares utilizados
para o ensino de matemadtica, mas hd quem ndo use e ndo faga questdo. A acdo de
repetir as praticas estabelecidas e ndo buscar inovag¢des culmina, como resultado para
o docente, pela impossibilidade de refletir sobre sua pratica, e a consequéncia disso é
também o estabelecimento de um modelo pedagégico pautado na repeti¢do, um modelo
diretivo. Isso ndo significa que ao adotar o uso de TDIC ou mudar a metodologia
da aula executada, esse professor usufrua de um modelo pedagégico diferente do ja
estabelecido, mas permite a ele a chance de pensar o ensino como algo dinamico e
intencional, cujo propésito da acdo docente se materializa nas aprendizagens de alunos
e turmas diferentes.

Etapa 1 - Questdo 2: Costuma utilizar algum tipo de recurso tecnolégico para
o desenvolvimento das aulas de matematica? Se sim, destaque qual e como costuma
utilizar.

A segunda pergunta versou sobre a pratica docente em sala de aula e a utilizagdo
de TDIC. Dentre os professores da educacdo bésica, quatro (EB1, EB2, EB4 e EB5)
deles afirmam nao utilizar nenhum tipo de TDIC. Trés desses professores ndo utilizam
nenhum tipo de recurso TDIC devido a auséncia de um espaco apropriado, “[...] na
escola onde trabalho ndo ha um laboratério que eu possa levar os alunos para fazer
atividades complementares” (EB2). Um outro professor demonstra indiferenga, afirma
ser imprescindivel o desenvolvimento de raciocinio 16gico. Para ele, ndo tendo raciocinio
l6gico, ndo héa porque ter as TDIC “Nao adianta se ter recursos se ndo desenvolver o
raciocinio 16gico” (EB4). O restante dos docentes afirma que constantemente utilizam
computadores, projetores, slides e softwares nas aulas de matemaética, o intuito seria o
de sistematizar os contetdos escolares. (EB9) diz utilizar um laboratério de informaética.

Dentre os docentes do ensino superior que declararam utilizar as TDIC para
o desenvolvimento de aulas, a referéncia predominante é a utilizacdo de softwares
em sala para demonstragdo de resultados e apresentacido gréfica. Utilizam o Matlab,
o Geogebra e outros programas de constru¢des dinamicas, geradores de graficos e
calculadoras cientificas. “Sempre utilizo. Existem diversos softwares educacionais muito
uteis: Mathematica, Maple, GeoGebra, etc. Além disso, existem outras construgdes

matemadticas no Youtube, Wikipedia, etc, que podem ajudar a entender certos conceitos
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tisicos/matemaéticos” (ES4). Outra predominancia neste nivel de ensino é o uso de
slides nas aulas para apresentar e sistematizar os contetidos em favor do ensino; outro
destaque é a utilizacdo de videos para complementar as aulas e apoiar os estudos extra
complementares.

A utiliza¢do do recurso tecnolégico em sala de aula, seja pelo Datashow, pelo
computador, pelo software, pelo aplicativo do smartphone; ndo é garantia de aula
inovadora, ndo garante novos processos cognitivos, ndo garante aprendizado, mas
permite sim o estabelecimento de novas praticas, novas formas de pensar, novas formas
de se comunicar, e consequentemente novas formas de aprender. O simples gesto de ndo
replicar o comportamento adotado por influéncia de um modelo pedagégico diretivo,
ja permite ao docente pensar com o aluno, seus lugares nos processos de ensino e
aprendizagem. Foram encontrados nos registros de respostas, tragos de um modelo
pedagogico diretivo quando o docente declara que usa os slides para sistematizar e
ordenar a disciplina ministrada. Ora, se o esforco realizado pelo docente considera a
agdo do objeto sobre o sujeito, entdo o modelo epistemoldgico é o empirista. Esse modelo
pedagdgico pratica a transmissdo de contetido escolar pela exposigdo visual e emissao
oral.

Apresentaremos um extrato das principais falas obtidas por meio de entrevistas.
Para analisar melhor as falas, dividimo-las em duas categorias: O uso das TDIC e
Organizacgdo e Metodologias aplicadas.

Uso de TDIC

(DS1) costuma utilizar TDIC “Ja utilizei recursos. Na [turma] atual eu utilizo,
na [turma] anterior eu nao utilizei tanto”. Esse docente costuma utilizar os softwares
Mupad e Geogebra. Geralmente utiliza aplicagdes do Geogebra para explicar teoremas e
encontrar resultados. Na visdo do docente, 0 uso constante de aplicagdes tem melhorado
o ambiente pois “os alunos chegam dizendo que testaram o resultado, conseguiram ver
a fungao”.

(DS2) usa o Geogebra, “[...] a utilizagdo é boa para a disciplina, ajuda na visualiza-
¢do, o gréfico”. No entanto acredita que para um bom uso do software em sala por parte
dos alunos, seria necessario um curso, e por isso s6 apresenta o software no projetor,
pois “[...] como num curso de cdlculo s6 se vé matematica pura seria necessario aprender
a usar o software, e isso pode atrapalhar na disciplina”. Acredita que a utilizagdo de
um software ou recurso computacional ajuda na aprendizagem, "[...] sobretudo pela
parte grafica, pela visualizacdo, mas o maior acréscimo a aprendizagem ocorre pela
aula, no quadro”. Acredita ser dificil estabelecer um conhecimento tedrico a partir do
computador ou software, e isso sem a explicacdo no quadro nao é possivel.

(DS3) faz uso do projetor e do computador em sala. Para esse docente “O conceito
ndo é suficiente, precisa ter técnica, exercitar [...] preparo no Datashow, as coisas andam
mais rapidas, o aluno ndo copia nada. Tem mais tempo para pensar, treinar.

(DS4) utiliza o Winplot e o Matlab com frequéncia. Segundo esse docente o
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aspecto visual ajuda muito. Acredita que ha um proveito maior da disciplina com o uso
dos softwares.

(DS5) costuma indicar software aos alunos. Usa projetor tipo Datashow para fazer
as apresentacdes em slides. S6 usa slide para apresentar o software. Além do Winplot
utiliza também o Geogebra, o0 Maxima, o Matlab e o Scilab. “O software ajuda para ver
as superficies, no quadro fica um horror, no giz ainda ficava mais facil. A figura gira”.

Quando (DS1) diz que usa o Geogebra para explicar e encontrar, notadamente ha
uma acdo docente sobre o discente, cuja intenc¢do é informar. Na visdo epistemoldgica o
objeto age sobre o sujeito, a intengdo de usar o software é uma agdo do tipo A « P ou
ainda O « S. A fala seguinte ndo deixa claro o modelo pedagdgico adotado pelo docente,
mas ao dizer que “conseguiram ver a fun¢do”, revela que o aluno agiu com o objeto,
podendo ter se modificado e modificado o préprio objeto, ou ndo, mas ainda faltam
elementos que caracterizem a interagdo entre o sujeito e o objeto para classificar o modelo
epistemoldgico com construtivista. Nao se descarta, nessa fala do docente, que haja a
manifestacdo de um pensamento forjado em epistemologias aprioristas com modelo
pedagdgico ndo diretivo, visto que a agdo relatada pelo docente tem origem no préprio
discente, como se ao apresentar o software, 0 docente naturalmente esperasse que o aluno
utilizasse o software e aprendesse, sem que houvesse coordenacgao de acdes objetivas. Em
(DS2) se vé clara manifestacdo de um modelo pedagdgico diretivo. Para esse docente o
foco estd na disciplina. Das falas se destaca quando diz que utiliza o Geogebra para a
disciplina, ajuda na visualizacdo, quando manifesta a necessidade de aprender a usar
um software para a disciplina. O foco estd no processo de transmissdo de contetido. (DS3)
ndo é diferente, apresenta o modelo pedagégico diretivo, foca na técnica, no exercicio e
na memorizacdo. Para (DS3), (DS4) e (DS5), a utilizagdo do slide estd associada a rapidez
com que apresenta os contetidos, a incidéncia de informagao visual é importante para
a aquisigdo de conhecimento nesse modelo pedagégico manifestadamente embasado
numa epistemologia empirista.

Organizacao e Metodologias aplicadas

Quanto a forma como concebem o conhecimento, organizam as aulas e sua
finalidade didéatica, destacamos:

(DS1) Costuma apresentar a teoria no quadro, e por vezes usa a projegao de
slides também para apresentar teoria. Projeta a tela de softwares para plotar figuras,
construgdes e curvas “Usei desenho e estavam com dificuldade, dai procurei um
programa com dindmica na imagem para melhorar essa compreensdo”. A respeito
do processo metodolégico aplicado em sala, “Exposicdo oral e slides, e dependendo
uso software. [...] o recurso computacional da a resposta mais imediata. Os alunos
participam mais”.

(DS2) desenvolve a aula no quadro, apresentando a teoria e exercicios. Quando
usa o Datashow, o faz para algum exercicio ou para utilizar o Geogebra “as vezes tem

uma figura dificil no exercicio, af eu apresento. Quando néo € isso, sempre que posso




apresento os gréaficos no Geogebra”.

Quanto ao desenvolvimento metodolégico (DS3) diz: “A organizacdo da aula
consiste em expor conceito e tomar a maior parte do tempo com exercicios, tedricos
e ainda mais préticos, os alunos gostam de aplicacdo”. A parte tedrica estd pronta, [0
aluno] avanga na parte tedrica”. Para (DS3), “O aluno bom consegue desenrolar o resto.
O aluno que ndo vai aprender, ndo aprende nunca. O aluno para aprender ndo depende
do professor [...]".

(DS4) - “Uso data show de duas em duas aulas. [...] uso aulas ja prontas, e posso
acrescentar algo, ocorre a exposicdo e debate”. (DS4) observa que os alunos do primeiro
periodo da graduagdo tém rejei¢do ao uso do de livros no formato de arquivos PDE,
preferem livros fisicos. Quando utiliza graficos e curvas plotados por meio de softwares,
(DS4) afirma “[...] ganho muito tempo usando Datashow. D4 para terminar a matéria.
muito bom para mostrar as formas”. Sobre o perfil dos alunos (DS4) registra: “Os alunos
mais antigos tém mais resisténcia em usar tecnologias. Os mais novos aceitam melhor”.

(DS5) costuma utilizar software: “[...] uso no final da disciplina, quando o aluno
ja sabe calcular, usa para plotar os graficos”. Foi perguntado porque nado usa software
no inicio das disciplinas. Segundo (DS5), “Os alunos demonstram desinteresse para
compreender os conceitos e construir os gréaficos por estar mais facil no Winplot”. Nao
usa TDIC no inicio das disciplinas porque segundo suas observagdes, “[...] eles nédo
se aplicam, ndo se esfor¢am para aprender por ja ter a resposta pronta [...] Quando
j& sabe calcular e chega nos graficos af eu uso em sala”. Quando perguntado da sua
observagdo quanto a preferéncia dos alunos sobre a utiliza¢do do quadro ou projecao
para a visualizagdo dos gréaficos e resultados, declarou: “[...] geralmente meus alunos de
calculo I ndo gostam de slides, gostam mais do quadro”.

Nota-se que reina a exposic¢do oral e visual, por intermédio da projegao de slides
ou telas de software, a aplicacdo de exercicios de técnicas e memorizagdo. Vislumbra-
se até uma pressdo social para ndo abandonar o modelo de exposi¢do tradicional
caracterizado pela verbalizacdo e exposicdo tedrica no quadro, e quando isso ocorre
em favor do uso de TDIC, ag¢des ainda reproduzem a exposigao oral e tedrica visual,
mas com um agravante, a apresenta¢do da tedrica ocorre de maneira mais rapida, e em
muitas das vezes pode ndo considerar o tempo necessario a reflexdo. No docente (DS3)
nota-se tracos de epistemologias aprioristas quando expressa “O aluno bom consegue
desenrolar o resto. O aluno que ndo vai aprender, ndo aprende nunca. O aluno para
aprender ndo depende do professor [...]”, uma condigdo a priori, algo ja presente antes
da agdo docente e independe dela, é o deixar fazer, o docente se coloca como auxiliar,
manifestado a acdo do sujeito sobre o objeto S — O, j& o modelo pedagdégico é o ndo
diretivo, o docente se abstém de intervir na aprendizagem, representado por A — P . O
modelo pedagoégico que norteia as agdes metodoldgica desenvolvidas pelos docentes
é notadamente um modelo pedagégico diretivo. Busca-se reproduzir uma ideologia

do exercicio e a pratica da memorizacdo em desfavor das préticas reflexivas. Ha uma
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crenga no mito da transferéncia, e toda a alteragdo metodolégica feita, quando ocorre, s6
ocorre porque acredita que por mais complexo que seja esse conhecimento, de alguma
forma o conhecimento sera transmitido, e na visdo dos docentes basta se submeter a fala,
ao que é apresentado, e mais uma vez ressalta-se, sem espaco para atividade reflexivas,

construtivas, instigadoras, desafiadoras.

5 CONSIDERACOES FINAIS

A relagdo entre um modelo pedagégico e um modelo epistemolégico foi apre-
sentado em Becker (2012). Um professor age conforme suas convicg¢des e crengas. Em
sala de aula e na docéncia de um modo geral, é possivel perceber um modelo empirista
conforme andlise das falas dos 5 entrevistados. Em suas falas sao observados elementos
que caracterizam um processo de transmissdo e que por mais que haja outro elemento
auxiliar a pratica nas aulas de matematica, este auxilia o processo de exposicdo. O uso
do grafico a partir de software, por vezes se resume a poupar tempo para ndo desenhar
e poder explorar os demais contetidos.

E possivel afirmar que os 5 professores entrevistados possuem um modelo
pedagogico diretivo, aquele que a aprendizagem se da pela transmissao, por uma agao
direta do docente para o aluno. Sdo novos instrumentos para velhas praticas.

O propdsito desta pesquisa ndo se revela pela depreciacdo da atividade docente,
pelo contrdrio, visa contribuir para o processo de reflexdo profunda das a¢des produzidas
em sala, por docentes, por discentes e as rela¢des estabelecidas com o conhecimento.
Instigamo-nos a debater a como os modelos epistemolégicos incidem sobre os modelos
pedagogicos adotados nas praticas docentes. Este estudo revela que o uso das TDIC
pode depender de condi¢des socioecondmicas, mas seu uso também é pautado por
concepgoes epistemoldgica. Nesse sentido, vale ressaltar a forte influéncia dos modelos
epistemoldgicos de base aprioristas nos docentes entrevistados; esses modelos epistemo-
16gicos alimentam o modelo pedagoégico diretivo, predominante na pesquisa. Evidente
que cabe ao professor a decisdo de quais procedimentos diddticos e quais recursos
fundamentardo as préticas de ensino, no entanto, se faz necessaria a consciéncia de que
esses processos fruto de modelos pedagdgicos, sdo resultados de uma complexa e rica
modelagem epistemolégica.
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O GEOGEBRA NO SMARTPHONE: FERRAMENTAS DINAMICAS NO ENSINO
BASICO NA APRENDIZAGEM DA GEOMETRIA

Joel Félix Silva Diniz[]
Valeska Martins de Souza |Z|

Resumo: Este artigo propde o resgate do ensino das construgdes geométricas no Ensino Bésico
com o uso do software livre GeoGebra. Substitui-se a forma estética da régua e do compasso no
desenvolvimento dos conceitos, das propriedades e dos teoremas de geometria, fundamentais
para a compreensdo das etapas de construgdes geométricas. Apresenta-se um estudo do software
GeoGebra para Smartphones em sala de aula. A metodologia utilizada foi de pesquisa experimental
usando o software GeoGebra nas versoes 5.0 e Grapher 3D. Atividades teéricas e préticas foram
aplicadas em duas turmas: 7° e 9° ano do Ensino Fundamental e em uma turma do 3° ano do
Ensino Médio.

Palavras-chave: Geogebra. Geometria. Softwares livres. Ensino.

1 INTRODUCAO

Em nossa pratica docente nos deparamos com a seguinte situagdo: os alunos
elegem a Matemaética como sendo uma das disciplinas de maior dificuldade de apren-
dizagem. As raizes desse problema podem estar na formagao dos profissionais que
conduzem essa disciplina ao longo do tempo. A investida na melhoria no processo de
ensino passa pela investigacdo de novos métodos que possam favorecer a busca pelo
conhecimento matematico, salienta-se ai énfase na histéria da matematica, utilizagdo de
materiais concretos, laboratérios de matematica, jogos, e sobretudo as novas tecnologias,
como o software de geometria dindmica: o GeoGebra Mobile para smartphones.

De acordo com Kenski (2007), o ser humano apoia-se no conceito de tecnologia
para viver mais e em condi¢des mais favoraveis: “ela (a tecnologia) estd em todo lugar,
ja faz parte de nossas vidas”. Segundo Ponte et al. (2003), o uso dessas tecnologias
nas préticas educacionais permite perspectivar o ensino da mateméatica de modo
profundamente inovador. De acordo com Almeida (1998), a tecnologia é uma alternativa
e o0 problema estd em como os jovens buscam novas formas de pensar, como buscam
novos significados para o aprendizado.

Para exemplificar alguns trabalhos relevantes nessa drea podemos destacar
Ferreira (2013), Zulatto (2002), Kopke (2006) e Lopes (2010) que sugerem os aplicativos
de geometria dindmica, como por exemplo o GeoGebra, como ferramenta motivadora

do aluno na investigacdo, construcao e resolugdo de problemas.

1 Mestre em Matemética pelo PROFMAT na Universidade Federal do Maranhéo (Ufma). Professor da
Aerondutica no Centro de Lancamento de Alcantara - MA. Endereco para correspondéncia: Rua Paulo
VI, 13 - Pindai - CEP: 65110-000 - Sdo José de Ribamar - MA. E-mail: joelfelixprata@gmail.com.
Doutora em Matematica. Professora da Universidade Federal do Maranhao (UFMA). E-mail: vales-
kam@terra.com.br.
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A motivacdo da elaboragdo deste artigo esta centrada na ideia de que os softwares
livres, como o GeoGebra, nos permitem ir muito além do que nos déa a escrita convenci-
onal. Os smartphones ja constituem uma realidade na vida de professores e alunos, e isso
se revela também na sala de aula, pois as vezes o uso dessa tecnologia causa desconforto
no exercicio da docéncia. Nesse sentido, propde-se aqui uma alternativa para o ensino
de Geometria com o uso do software GeoGebra nos smartphones. Objetiva-se otimizar o
uso do celular em sala de aula no processo de ensino e aprendizagem, tendo em vista
a inexisténcia ou precariedade de laboratérios de informaética nas escolas publicas e,
segundo a Unesco (2013), ndo deve-se restringir o uso do Smartphone na sala de aula,

deve-se entdo acolher a tecnologia para um melhor aprendizado.

2 O SOFTWARE GEOGEBRA

Criado por Markus Hohenwartelﬂ no ano de 2001, o GeoGebra é um software
livre e de f4cil aquisi¢do na versdo para computadores comuns, em sites de buscas ou
no enderego: www.geogebra.org/download. O GeoGebra é de facil aquisi¢do também para
Smartphones em vérias plataformas. Para adquirir o software para Android, o sistema
mais comum entre os Smartphones, usa-se o Play Store e digita-se Geogebra Calculadora
Grafica.

Neste caso, o GeoGebra pode ser usado com facilidade pelos alunos no smartphone
para a aprendizagem. Além disso, pelos professores como ferramenta de facilitagdo do
ensino da matematica.

A versdo para Smartphones ndo difere muito da usada em computadores comuns,
com a vantagem da tela ser Touch Screen, facilitando assim o manuseio devido a
tamiliaridade dos alunos dos Ensinos Fundamental e Médio com esse tipo de midia.

A Figura 1 mostra um pouco do ambiente no Smartphone.

Muitos sdo os fatores que convergem para um bom aprendizado da Geometria
com o uso dessa tecnologia, especificamente no que tange a visualiza¢do geométrica e a
criagdo de conceitos a partir destas visualiza¢des. De acordo com Montenegro (2005),
nos ensinos Fundamental e Médio, os alunos devem trabalhar com modelos sélidos
e com material visual. A medida que sdo fornecidos materiais didaticos eficientes
do objeto geométrico em estudo as habilidades de visualizagdo podem, e devem, ser
desenvolvidas.

3 METODOLOGIA

Para desenvolver esta prética pedagodgica, inicialmente foi solicitado a instalagao

dos médulos do GeoGebra para smartphones. Uma apostila foi organizada e distribuida

3 Markus Hohenwarter é docente do Departamento de Matematica na Universidade de Salzburgo,

Austria.

e 119 ]



Figura 1 — Ambientagdo do GeoGebra na versdo para Smartphone.

GeaGebra : .

.
i

Fonte: O proprio autor.

para que os alunos, em grupos, pudessem conhecer e operacionalizar o0 GeoGebra em
seus aparelhos.

Foram propostas atividades distintas, em trés turmas, sendo uma do 7° e outra
do 9° ano do Ensino Fundamental, finalizando com uma turma do 3° ano do Ensino
Médio. O procedimento adotado foi 0 mesmo nas trés turmas, abordou-se o assunto com
exposicdo oral e dialogada, em seguida foram propostas situa¢des problema em que
resolveu-se do modo tradicional, utilizando quadro e pincel e, finalmente, esta mesma
atividade foi resolvida com os alunos utilizando o GeoGebra. Salientado que algumas
atividades foram resolvidas apenas com o uso do GeoGebra. Verificou-se ainda que,
depois da figura construida no smartphone, esta poderia ser modificada com facilidade e

dinamismo.

3.1 EXPERIENCIAS COM O GEOGEBRA EM UMA TURMA DO 7° ANO DA ECE

Na Escola Caminho das Estrelas (ECE), localizada no Centro de Lancamento de
Alcantara, desenvolveu-se atividades em uma turma com 14 alunos, utilizando como
base o livro didatico, More (2012), e o banco de questdes da OBMEP 2011.

Levando-se em consideracdo que os alunos desta turma ja conheciam o GeoGebra,
tendo em vista que algumas aulas ja eram ministradas com a utilizagdo do software
pelo professor, e que todos ja tinham em seus smartphones o aplicativo, entdo o uso do
software GeoGebra no ensino da dlgebra tornou-se mais dinamico, eficiente e instigante.
Considerando-se que o aluno ja esteja familiarizado com esta tecnologia, em pouco
tempo ele pode construir diversas figuras geométricas diferentes, medir seus angulos
internos e verificar que a soma é sempre a mesma quando deformadas as figuras.
Pode-se verificar que as construgdes com régua e transferidor, dificulta o entendimento
com medidas de angulos diferentes das dos nimeros inteiros e, por fim, verificou-se com

extrema facilidade que, com o uso do software, a relacdo entre a dlgebra e a geometria se
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dao de forma mais clara, que uma equacdo gera uma figura. Para tanto, estabeleceu-se o
seguinte problema extraido do banco de provas das Olimpiadas Brasileira de Matemética
das Escolas Publicas (OBMEP):

(Exercicio 12ﬂ Oito vasos iguais, encaixados, formam uma pilha de 36 cm de
altura. Dezesseis vasos iguais aos primeiros, também encaixados, formam outra
pilha de 60 cm de altura. Qual é a altura de cada vaso?

Esta atividade requer a seguinte solugdo: dividindo cada vaso em duas partes,
sendo a parte de baixo com altura x e a parte de cima com altura y, ou seja, a altura
de cada vaso é a soma x +y. No caso de n vasos empilhados, a altura da pilha é x +ny.
Assim, obtém-se um sistema linear formado pelas equagdes: x+8y =36 e x+16y=60.

Resolvendo o sistema, segue que y = 3 e x = 12. Portanto, cada vaso tem 15 cm de altura.

Figura 2 — Intersegdo: A(12,3).

Fonte: O préprio autor.

A Figura 2 mostra a tela do smartphone com a solu¢do encontrado pelos alunos,
que é a intersecdo das duas retas: solucdo geométrica do problema.

3.2 EXPERIENCIAS COM O GEOGEBRA EM UMA TURMA DO 9° ANO DA ECE

Desenvolveu-se com esta turma de 15 alunos da Escola Caminho das Estrelas
(ECE), localizada no Centro de Langamento de Alcantara, no municipio de Alcantara,
algumas aulas de Geometria Plana e construgdo de graficos de uma fungdo do 2° grau
de forma interativa, usando como base o livro banco de questdes da OBMEP 2015,
sempre observando a realidade do aluno, utilizando-se de recursos tradicionais (régua
e compasso) e de um recurso ndo convencional ao ensino para sala de aula, que é o
Smartphone, nas plataformas Android ou 1I0S.

Objetivou-se com estas aulas a construgdo de elementos geométricos estudados
como: ponto, reta, coordenadas, segmento, semirreta, angulos e plano. Também foram
explorados os poligonos: concavos, convexos e regulares e, por fim os circulos. Utilizando
primeiramente a aula expositiva e dialogada com o uso da régua e do compasso, em

seguida foram apresentadas aos alunos as facilidades das novas tecnologias, entre elas

4 Disponivel em: < http : | Jwww.obmep.org.br/provas_static/sf1n1—2011.pdf > acesso em 12 de setembro
de 2016.

e 121 ]



o software GeoGebra em uma tela de datashow. Para melhor acompanhamento das aulas,
foi impresso e entregue aos alunos uma apostila com os passos iniciais do GeoGebra,
como texto pra melhor acompanhamento das aulas.

Trabalhou-se nesta turma de 9° ano os contetidos de Geometria Plana, a principio,
utilizando-se de aulas dialogadas, na busca do estimulo a curiosidade dos alunos,
na tentativa de uma percepcdo mais critica do contetido no embate com a realidade,
fazendo assim com que os alunos contestem o professor, gerando um clima mais
e mais instigante na exploracdo dos contetidos. Em um segundo momento fez-se a
apresentacdo do GeoGebra pra Smartphones e mostrou-se aos alunos que as barreiras
se minimizam quando buscamos o conhecimento, enfatizou-se também que podemos
adquirir conhecimentos sistematicos das mais diversas formas e meios, inclusive aqueles
o qual ndo parecem fornecer um conhecimento formal & primeira vista, que é o caso
do Smartphone, o qual pode surpreender como um veiculo eficiente de aprendizagem.
O trabalho em grupo foi bem explorado neste momento, buscou-se entre os alunos a
interatividade, a competicdo e a troca de conhecimentos, tanto da Geometria quanto
do aprendizado do software. Utilizou-se avaliagdo continua no decorrer das aulas com
atividades e testes para nortearem as aulas de acordo com resultados.

3.2.1 Aulas sem o uso do smartphone

Utilizando-se do livro didatico - Matemaética: ideias e desafios, usado na turma,
More (2012), definiu-se nesta primeira aula os conceitos de elementos geométricos
(ponto, reta, coordenadas cartesianas, segmento, semirreta e plano) e, em uma interdis-
ciplinalidade com a Geografia, trabalhou-se algumas atividades cartograficas. Ainda
sem o uso do Smartphone enfatizou-se a utilizagdo de réguas e compasso, para que os
alunos se prendam na utilizacdo da construgao livre e com medidas definidas, assim
estardo melhor preparados para lidarem com diferentes situa¢des. Adotou-se nesta aula
as atividades individuais trabalhando-se com angulos, onde foi observado a soma dos
angulos internos de um poligono, foi também questionando o tamanho maximo de um
angulo de um tridngulo; de um quadrilatero; de um pentagono; de um hexagono, entre
outros. Ensinou-se a medicdo dos dngulos internos e discutiu-se a necessidade de medir
estes dngulos. Ainda nestas aulas trabalhou-se os graficos das fung¢des do 1° e do 2°
grau; os conceitos de poligonos concavos e convexos, individualmente, partindo de que
os tridangulos s6 podem ser convexos e os outros poligonos podem ter uma das duas
caracteristicas. Trabalhou-se as defini¢des de acordo com a medida dos angulos internos
dos poligonos; enfatizamos a propor¢ao entre segmentos de reta (MORE, p. 113). Por
fim, informou-se aos alunos que as préximas aulas serdo trabalhadas em grupos e
de forma diferente, e que neste momento seria instalado um aplicativo (o GeoGebra
Mobile) em seus Smartphones. Verificou-se que poucos ndo possuiam o aparelho, o que
ndo prejudicou o trabalho, este fora feito em grupos.
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3.2.2 Aula com o uso do smartphone

Nesta aula desenvolveu-se uma atividade de reconhecimento do GeoGebra para
Smartphones, onde utilizou-se as ferramentas de construgdo, sempre consultando a
apostila distribuida anteriormente, refazendo-se as constru¢des da aula anterior com
régua e compasso, depois comparando-se os resultados finais de suas construgdes
individuais. Ja familiarizados com o software, dividiu-se a turma em grupos onde fez-se
a primeira competigdo de construcdes. Nesta aula ensinou-se o conceito de poligonos
com o uso do Smartphones; como calcular o angulo interno de um poligono utilizando
o GeoGebra Mobile; foram construidos pontos, retas, semi-retas, segmentos de reta,
ponto médio de um segmento; trabalhou-se as medigdes dos lados e dos angulos de um
poligono com o software e as defini¢des de concavo, convexo e regular; desenvolveu-se
construgdes geométricas como tridngulos e quadriladteros diferentes, observou-se a
relacdo entre uma funcédo de forma algébrica e sua visualizagdo geométrica. No final os
alunos entregaram seus relatérios junto com as construgdes. Passou-se uma atividade
para cada grupo visando-se a aula do dia seguinte: uma construgdo geométrica utilizando
os dois meios, a régua e o compasso e o Smartphone, para que os alunos percebessem e
comentassem as diferencas e as vantagens de cada instrumento na construgao.

Por fim, fez-se uma atividade norteadora, no objetivo de avaliar como tem sido
o uso do Smartphone no ensino de geometria com o uso do GeoGebra; perguntou-se
também algumas defini¢des e a forma que alguns desenhos foram confeccionados com
o uso de réguas e compasso, e também os feitos com o uso dessas novas tecnologias.
Assim os alunos colocaram seus pontos de vista de como tem sido o uso do Smartphone
no ensino de geometria em sala de aula, e o que as aulas com o GeoGebra Mobile

trouxeram de beneficios as aulas.

Obmepﬁ 2014 (Nivel 2): Questdo 9 - O poligono ABCDEF é um hexagono regular.
Os ponto H e G sdo pontos médios dos lados AF e BC, respectivamente. O hexdgono
ABGK]JH é simétrico em relagdo a reta que passa por G e H. Qual é a razdo entre
as dreas dos hexdgonos ABGKJH e ABCDEF?

Esta questdo foi resolvida apenas com o uso do Smartphone:

Pediu-se aos alunos que abrissem o aplicativo GeoGebra em seus Smartphones, os
que ndo tinham compartilharam com os colegas que o possuiam. Utilizando-se do icone
Poligono Regular e, clicando em dois pontos na tela geométrica escolhe-se a quantidade
de lados construindo-se o hexdgono ABCDEF. Marcou-se o icone Ponto Médio ou
Centro e criou-se os pontos médios G e H respectivamente clicando em BC e AF. Ainda
com o botdo Ponto Médio acionado, encontrou-se o ponto central I clicando em FC,

em seguida marcou-se o ponto médio J, clicando em FI e o ponto médio K, clicando

5 Disponivel em: < http : / Jwww.obmep.org.br/provas_static/p f1n2—2014.pd f > acesso em 22 de setembro

de 2016.
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em IC; com o botdo Segmento construiu-se o poligono ABGKJH, simétrico ao ABCDEF,
neste caso o hexdgono ABCDEF, como mostra a Figura 3. Faltava somente achar a razao
entre as areas pedidas. Para isso apertou-se na tela por alguns segundos e apareceu a
opcao malhas, escolheu-se a Isométrica, com tridngulos, em seguida apertou-se no botdo
Mover e moveu-se a figura completa até que se encaixasse perfeitamente na malha,
entdo verificou-se que o hexdgono ABGKJH tinha apenas 10 tridngulos e o hexagono
ABCDEF tinha uma area com 24 triangulos, logo uma razao de 10 para 24, ou seja: 15—2

Figura 3 — Hexagono Regular, usando-se: Pontos Médios, Malhas Isométricas e Razdo
entre os hexdgonos, por contagem.
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Fonte: O préprio autor.

A ECE é uma escola da Aerondutica, implantada dentro do Centro de Langamento,
sempre seus alunos sdo convidados para assistirem aos lancamentos, em uma sala onde
sdo mostrados em teldes os graficos com a trajetéria do foguete lancado, portanto os
alunos vivenciam esta realidade. Para tanto, lancamos uma atividade em que os alunos
pudessem trabalhar o grafico de fun¢des usando-se dos recursos do GeoGebra, o qual
permite encontrar raizes e extremos (maximo e minimo) de uma fungdo polinomial de

forma similar aos gréaficos mostrados nos langamentos dos foguetes neste Centro.

Suponha um foguete sendo lancado do Centro de Langcamento de Alcantara e
sua trajetéria formando uma parébola, determinada pela fungio f(x) = —x? +5x,
sabendo que o ponto de partida e de impacto sdo exatamente as coordenadas de
suas raizes x; e xp, respectivamente. Encontre, em km, o ponto de impacto do

foguete e a altura maxima por ele alcancada?

A solugdo deste problema foi obtida apenas usando o GeoGebra no smartphone, com os
seguintes passos:
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1°) Digita-se na caixa de texto a fungéo do 2° grau f(x) = —x2 + 5x, em seguida aperta-se
no ENTER;

2°) Digita-se na caixa de entrada x = raiz(f) e aperta o ENTER. Mostrara no grafico as
raizes x1 e xp da funcao;

3°) Encontra-se os valores reais dessas raizes clicando em cada ponto delas, em seguida
clicando-se na ferramenta Estilo das Legendas (engrenagem) e em “nome & valor";
4°) Encontra-se o Vértice (V) dessa fungdo, ou seja, o ponto méximo atingido, digitando-
se na caixa de entrada: V = Extremo(f) e apertando-se no ENTER aparecera o ponto de
maximo. Faz-se o mesmo procedimento anterior para que as coordenadas desse ponto
apareca no gréfico.

Figura 4 — Grafico, Raizes e o Vértice da funcéo f.
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Fonte: O proprio autor.

A Figura 4 exibe, respectivamente, o gréfico de f, suas raizes e o seu vértice.
Pode-se também nesta turma do 9° ano verificar, de forma dindmica usando o controle
deslizante do GeoGebra, o comportamento do grafico de acordo com seus coeficientes.
Verificou-se que a concavidade da parébola da fungdo f(x) = ax? + 5x altera conforme o

valor do coeficiente g, ilustrado nos gréficos da Figura 5.

Figura 5 — Quando a4 < 0, a concavidade é voltada para baixo; quando a = 0, o grafico é
uma reta e quando a > 0, a concavidade é voltada para cima.

Fonte: O proprio autor.
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3.3 EXPERIENCIAS COM O GEOGEBRA EM UMA TURMA DO 3° ANO NO CAIC

Problemas de Geometria sdo resolvidos por processos algébricos e as solugdes
algébricas sdo interpretadas geometricamente, isto foi constatado em sala de aula no 3°
ano matutino do Ensino Médio da Escola CAIC (Centro de Atencédo Integral a Crianga)
na cidade de Sao José de Ribamar no Estado do Maranhao.

Iniciou-se aula expositiva apresentando o software GeoGebra Grapher na versao
3D, em aparelho multimidia datashow, acompanhado de apostilas e dos smartphones dos
alunos. Apresentou-se seus principais botdes, os seus eixos e suas janelas. Deixou-se

livre para manuseio e por fim fez-se a seguinte atividade:

(ENEM 2015, Questdo 174) - Para economizar em suas contas mensais de dgua,
uma familia de 10 pessoas deseja construir um reservatdrio para armazenar a
dgua captada das chuvas, que tenha capacidade suficiente para abastecer a familia
por 20 dias. Cada pessoa da familia consome, diariamente, 0,08 m3 de agua. Para
que os objetivos da familia sejam atingidos, a capacidade minima, em litros, do

reservatdrio a ser construido deve ser:

a) 16. b) 800. c) 1600. d) 8000. e) 16000.

A priori, resolveu-se o problema em sala de aula usando o pincel e quadro branco.
Sabendo-se que cada uma das 10 pessoas dessa familia consome uma quantidade diaria
de 0,08 m® de dgua, isso significa que o consumo minimo, em 20 dias, dever4 ser de
20%10x0,08 m?> =16 m>.

Figura 6 — Reservatoério com o liquido.

-

Fonte: O préprio autor.

Em sala de aula, utilizando o GeoGebra no Smartphone, construiu-se um cubo
de lado 1 m, consequentemente com volume igual a 1 m> e inseriu-se neste um prisma
de base igual ao do cubo; mudou-se a cor do prisma para diferencid-lo. O volume do
prisma ficou em destaque na tela, tendo seu valor alterado conforme variagdo da altura,
variando de zero até 1000 litros, igual ao volume do cubo, o que permite visualizar essa

equivaléncia, como ilustra a Figura 6.
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4 ANALISE DOS RESULTADOS

A atividade pedagégica desenvolvida em sala de aula, com os alunos do 7° ano,
utilizando o GeoGebra, permitiu a eles compreender que a solugdo do sistema linear,
resolvido algebricamente, também é a solucdo geométrica do problema.

Os alunos do 9° ano experimentaram com mais intensidade a construgdo do
conhecimento matemaético através de aulas expositivas, culminando com atividades
construtivas que os levaram a compreender melhor os poligonos regulares e também as
fungdes do 2° grau e seus gréficos, através do software GeoGebra.

A construcdo geométrica utilizada na pratica com os alunos do 3° ano permitiu a
eles constatarem que, alterando a altura do prisma, seu volume é modificado.

Foi possivel observar que os alunos, tanto do Ensino Fundamental quanto do
Ensino Médio, utilizaram-se do médulo GeoGebra com o propésito de uma apren-
dizagem mais dinamica, prazerosa e de facil compreensdo. Observou-se ainda que o
uso do software GeoGebra no Smartphone deu um ar de facilidade no desenvolvimento
das aulas e na compreensao das atividades propostas, tendo em vista que o software
é uma ferramenta atrativa e de interesse dos alunos, principalmente pela inovacgao,
possibilitando uma maior e melhor inser¢do dos discentes com o contetido abordado,
proporcionando, de forma evolutiva, a capacidade de abstracdo, discussdo em grupo e
visualizagdo de formas e conceitos geométricos em geral. Além disso, todos os alunos
construiram figuras, exploraram propriedades, visualizaram e reconheceram padrdes

geométricos.

5 CONSIDERACOES FINAIS

Tratou-se neste artigo uma pratica pedagégica no ensino da geometria, usando-se
como ferramenta principal o software GeoGebra em aparelhos smartphones. Desenvolveu-
se uma pratica pedagoégica que possibilitasse aos alunos a utilizacdo de seus préprios
aparelhos na construgdo de um saber matemaético, focalizado na geometria.

Escolheu-se essa forma de ensinar pela variedade de aplicacdes e pelas dificulda-
des que os alunos tém em aplicar, no cotidiano, as teorias estudadas na geometria. As
mesmas dificuldades sdo sentidas usando-se régua e compasso em suas atividades que
necessitam do uso de desenhos geométricos de forma geral.

Pode-se afirmar que este trabalho tem finalidades diversas na drea do conheci-
mento geométrico como um todo e sua aplicabilidade pode ser estendida e adaptada
para outras dreas do conhecimento matematico, levando-se em consideracdo que as
terramentas digitais aqui expostas sdo de facil acesso e compreensdo e que as mesmas
exercem um fascinio em toda a comunidade estudantil, tornando o processo de ensino e

aprendizagem mais eficiente e atrativo.
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RESOLVENDO PROBLEMAS DE CONTAGEM NO GEOGEBRA

Pablo Silva Impéri(ﬂ
Valeska Martins de Souz

Resumo: Neste trabalho é utilizado o software GeoGebra (versao classic 5) como ferramenta
para resolugdo de problemas de contagem, onde o mesmo é de fundamental importancia visto
que facilita a visualizagao e conjecturas a cerca da estratégia de resolucdo. Busca aqui mostrar
que o aplicativo ajuda a compreender os conceitos, uma vez que trabalha a dinamicidade, o que
possibilita enxergar um objeto de varias perspectivas.

Palavras-chave: GeoGebra, Contagem e Problemas.

1 INTRODUCAO

Os problemas de contagem sdo estudados no contetido de Anélise Combinatdria,
muito presentes no dia-a-dia. E de suma importancia que o mesmo seja trabalho de
forma clara e eficiente, no sentido de ter certeza que o que estar sendo pedido no
problema seja de fato a solucdo dada. Desta maneira, faz-se necessario um recurso que
ajude o aluno a desenvolver o pensamento construtivo em busca da solugdo correta.
Assim, indo de encontro ao que diz os PCNs (Parametros Curriculares Nacionais):
Ensino Médio (Parte III, pag. 50), “E preciso identificar na Matemética, nas Ciéncias
Naturais, Ciéncias Humanas, Comunicagdes e nas Artes, os elementos de tecnologia que
lhes sdo essenciais e desenvolvé-los como contetidos vivos, como objetivos da educagao
e, a0 mesmo tempo, como meios para tanto"Sendo a Andlise Combinatéria um contetido
dificil de ser trabalhado, pois requer um certo cuidado na interpretacdo do enunciado
do problema, é importante que o aluno possa enxergar com clareza e ter seguranga para
poder resolvé-lo. O que torna a tarefa menos dura € se ele contar com alguma ferramenta
que possibilite facilitar. Neste sentido, o software GeoGebra aparece como um aliado.

O GeoGebra é um software de Matemadtica que retine geometria, lgebra e calculo.
Por outro lado, o GeoGebra é um sistema de geometria dinamica e permite realizar
construcdes tanto com pontos, vetores, segmentos, retas se¢oes cOnicas como funcoes
que podem ser modificadas dinamicamente (SA, 2010).

O objetivo deste trabalho é apresentar alguns problemas de contagem resolvidos
com o auxilio do GeoGebra e mostrar o quanto este aplicativo pode ser ttil para com o

ensino da matematica.

1 IFMA, pablo.imperio@ifma.edu.br

2 UFMA, valeska.martins@ufma.br
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2 METODOLOGIA

GeoGebra foi criado em 2001 como tese de mestrado de Markus Hohenwarter,
na Universidade de Salzburg na Austria, desde entdo sua popularidade tem crescido.
Atualmente, o GeoGebra é usado em 190 paises, traduzido para 55 idiomas, possui mais
de 300.000 (trezentos mil) downloads mensais, 62 Institutos GeoGebra em 44 paises
para dar suporte para o seu uso. Além disso, recebeu diversos prémios de software
educacional na Europa e nos EUA, e foi instalado em milhdes de laptops em varios
paises ao redor do mundo.

A Figura 1 mostra o aplicativo GeoGebra (versdo Classic 5) com a indicac¢do de
suas janelas, barras e campo de entrada.

Figura 1: Tela inicial do GeoGebra
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Outro fator a ser destacado é que o software pode ser adquirido em vaérias
plataformas (tablets, celulares/smartphones e computadores). Desta maneira, o usuédrio
pode usa-lo sempre que sentir necessidade. A Figura 2 traz a pagina de downloads do

site https://www.geogebra.org , onde é possivel baixar as versdes do aplicativo.
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Figura 2: Pdgina de downloads do site https://www.geogebra.org
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O software, assim como outros aplicativos populares presentes no mercado,
mantém um sistema de atualizagdo constante de sua plataforma. Desta maneira, novos
recursos sdo disponibilizados no aplicativo bastando para isso o usudrio fazer o

download da sua versao mais atual do programa.

3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Nesta se¢do sdo apresentados alguns problemas de contagem que foram resolvi-
dos com o auxilio do GeoGebra.
Problema 1. (ENQ-2016.1/ADAPTADA) Considere os pontos A, B, C, D, E e F de um
cubo distribuidos como na figura abaixo.

F
L]

Determine o nimero de planos que passam em pelo menos trés desses pontos.
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Solugao:

Inicialmente, nota-se que os pontos A,B e C sdo colineares, da mesma forma que
os pontos D, E e F. Toma-se r = AC=AB=CBes=DE=DF=EF.

Usando o axioma da existéncia (Trés pontos ndo colineares determinam um tnico
plano que passa por eles) e o teorema da determinagdo (Se uma reta e um ponto sdo tais
que o ponto ndo pertenca a reta, entdo eles determinam um tinico plano que os contém),
pode-se resolver este problema de contagem.

Seja «;,i=1,2,3,4,5,6 um dos planos determinados por pelo menos trés dos
pontos A,B,C,D,E e F da figura.

a1 =(r,D),ar = (1,E),a3 = (r,F), a3 = (s,A),a5 = (s,B) e ag = (s,C).

Afirmacdo: ndo existe outro plano, além dos citados acima, que passe por pelo
menos trés dos pontos A, B,C,D, E e F. De fato, supondo que existe um plano 4, diferente
de «(1,2,3,4,5,6) que contém a reta t = AE e que passe por B. Assim, = (A,B,E).

Ora, r = AB. Portanto, = (r,E) = a». Seguindo este raciocinio, mostra-se que existe
apenas seis planos determinados pelos pontos dados. Para uma melhor visualizagao,
serd utilizada uma regido triangular para representar um plano determinado por trés

pontos ndo colineares. A Figura 3 mostra os seis planos determinados pelos pontos A, B,
C,D,EeFE

Figura 3: Planos determinados pelos pontos A, B, C, D, Ee F

Problema 2. (OBMEP/Banco de Questdes 2014). Pedrinho esta brincando de fazer
arranjos com palitos. Ele dispde seus palitos formando tridngulos equilédteros, como

mostra a figura abaixo:
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Pedrinho quer pintar cada palito de seu arranjo de tal forma que cada tridngulo tenha
seus lados pintados de exatamente duas cores diferentes. Para isso, ele dispde de tintas
na cor vermelha, azul e amarela. De quantos modos ele pode pintar o arranjo?

Solugao:

Lan¢ando mdo do Principio Multiplicativo (Se uma decisdo d; pode ser tomada
de x maneiras e se, uma vez tomada a decisao d, a decisdo d, puder ser tomada de y
maneiras entdo o nimero de maneiras de se tomarem as decisdes d; e d; € xy), ha 36
maneiras de colorir os segmentos AG, BG, CG, DG, EG e FG. Um possivel arranjo de
cores é mostrado na Figura 4.

Figura 4: Arranjo de cores de dentro do hexdgono

E o
L]

Para completar a solu¢do do problema, nota-se que independentemente de como
os palitos do centro foram pintados, hd sempre duas possibilidades para se pintar os
palitos que formam os lados do hexdgono, como mostrado na Figura 5. Assim, tem-se
2 maneiras de pintar os lados do hexdgono. Como sdo 3° modos de pintar os palitos de
dentro, pelo Principio Multiplicativo se chega ao resultado de 3°-2° = 46656.
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Figura 5: Um arranjo de cores para os palitos

E D
L]

Problema 3. Para pintar a bandeira da figura estdo disponiveis as seis cores
dadas, sendo que regides adjacentes devem ser pintadas de cores diferentes.

a) Qual é o nimero minimo de cores a serem usadas?

b) De quantos modos a bandeira pode ser pintada?
Solucao:

Um problema tipico em que se faz necessario o uso de alguma ferramenta que
auxilie o professor na resolu¢do do mesmo. Por se tratar de um problema que envolve

combinagdes de cores, usa-se 0 GeoGebra e com poucos passos confeccionam-se algumas

bandeiras, conforme Figura 6, e em seguida se conjectura o resultado.
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Figura 6: Algumas possibilidades de cores para a bandeira

Inicialmente, observa-se que as listras horizontais ndo podem ser pintadas com a
mesma cor da listra vertical e que a primeira listra horizontal e a Gltima podem ter a
mesma cor. Assim, para o item a, o nimero minimo de cores é 3. Com a restri¢do de
ndo poder ter listras adjacentes de mesma cor e com as observagdes feitas quando sdo
criadas algumas bandeiras, tem-se:

1. Para primeira e terceira listras horizontais de mesma cor tem-se 6-5-4 = 120
possibilidades;

2. Para primeira e terceira listras horizontais de cores diferentes tem-se 6-5-43 = 360
possibilidades.

Logo, tem-se 120 + 360 = 480 maneiras de pintar a bandeira.

Problema 4. (Teorema das Linhas) Mostre que C) +C}. + C2 +...+Cl! = 2",
Solugao:
Com o auxilio da planilha eletrénica monta-se o Tridngulo de Pascal, visto na

tigura 7. Em seguida, faz-se uma conjectura para as somas. Obtendo assim, como
resultado para as somas, poténcias de base 2.
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Figura 7: Triangulo de Pascal confeccionado na planilha do GeoGebra
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Langando-se méo do principio de inducgdo finita:

Seja P(n) a afirmagéo C) +C} + C2 +...+C!' = 2", para todo n natural.
P(0) é verdade. De fato, C0 = 0’7—1'1, =1=20

Supondo que P(n) seja vélido para todo n natural.

Verificando a validade para P(n +1),

0 1 2 n n+1
Co1 TG G+ +C +C
_ 0 0 1 1 2 n n n+1
=C TG +C+C+C+.. .+ G+ G+ G

=2(C0+CL+C2 4. +CH+0=2-2" = 2"

Logo, P(n) é valida para todo n natural.

Problema 5. Em uma reta r estdo assinalados 5 pontos distintos e na s estdo assinalados
4 pontos distintos. Se r e s sdo paralelas, quantos tridngulos podem ser formados com

vértices nesses pontos assinalados?
Solugao:

Para formarmos os tridangulos pedidos, temos que ter trés pontos ndo alinhados.
Assim, devemos escolher dois pontos de uma reta e um da outra, conforme figura 8
abaixo, temos os tridngulos ABE, AGI e BCH.

I 137 ]



Figura 8: Tridngulos com vértices nas retasr e s
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Podemos escolher dois pontos da reta r e um ponto da reta s ou dois pontos da reta s e

um ponto da reta r. Assim, temos:

Se forem dois pontos de r e um ponto de s, tem-se, pelo Principio Multiplicativo,

5! 4!
2 1 = —— . =
C5-C4—3!2! 1!3!—10 4=40
De forma andloga para dois pontos de s e um der,

4! 5!
2.l * D) e
GG = ==
Portanto, podemos formar 40+ 30 = 70 tridngulos com vértices nos pontos

assinalados das retas r e s.

4 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como foco a resolugdo de problemas de contagem com ajuda
do software GeoGebra. Para isso, mostrou-se alguns problemas resolvidos com auxilio
do aplicativo.

O GeoGebra, como ferramenta no auxilio na resolucdo de problemas de contagem,
constréi um aspecto muito importante dentro da andlise combinatdria: o raciocinio
construtivo. Pois, ao se fazer conjectura para um problema, infere-se sobre o caminho e
técnica a serem usados para se chegar ao resultado correto. Para isso, 0 GeoGebra dispde
de um aspecto importante que é sua dinamicidade, permitindo analisar um problema
de varias maneiras. O que o torna um aplicativo de destaque entre as tecnologias usadas
por professores em varios paises do mundo.

Ao fazer conjecturas de um problema utilizando o GeoGebra, o aluno constréi sua
linha de raciocinio, fazendo com que, mesmo que erre, seja capaz de analisar o problema
como um todo e de varias perspectivas. Pois o aplicativo apresenta essa possibilidade
de analisar um objeto de varios angulos e formas. Desta maneira, “aprenda, e faga com
que os alunos aprendam, com os erros. E importante, diante de uma solucéo errada,

analisar porque ela estd errada"(LIMA et al., 2016).

I 138 ]



E imprescindivel que o professor se disponha a trazer para sala de aula essa
tecnologia, que requer uma preparacdo e planejamento para fazer um bom uso. Sendo, o
professor corre o risco de dificultar o aprendizado do aluno, pois ao fazer a manipulacdo
sem o planejamento, o aluno se dispersa, uma vez que o foco no problema passara para
o manuseio do aplicativo.

Por se tratar de um software livre (disponivel em vérias plataformas, como
exemplo: windows, linux), de facil manipulagdo, que pode ser instalado em celulares,
computadores ou tablets, fazendo com que o software tenha facilidade de acesso
para o usudrio, acredita-se que o aplicativo seja uma ferramenta de grande ajuda no
processo de ensino-aprendizagem. Além de ser uma novidade no estudo de matematica
e proporcionar uma abordagem diferente e inovadora, que tira o professor da sua zona
de conforto, saindo da metodologia tradicional.
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Capitulo 12
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PROBLEMAS VIVENCIADOS NA INDUSTRIA RESOLVIDOS COM
MATEMATICA BASICA

Aline Fuzaro Lope
Jesuino Martins de Souza NetoEl

Resumo: O presente artigo abordara trés problemas praticos vivenciados na industria que
podem ser resolvidos utilizando matematica bdsica.

Sao problemas interessantes, que a primeira vista podem parecer complexos, mas sao relativa-
mente simples. Tais problemas serdo explicados de forma que alunos do ensino médio tenham
condigdes de ler e compreender.

Palavras-chave: Area, Volume, Lei dos Cossenos, Férmula de Heron, Progressdo Aritmética.

Abstract: This paper presents three pratical problems experienced in the industry which can
be solved using basic mathematics. These are interesting problems, which at first seem to be
complex, but are relatively simple. Such problems will be explained in a form that high school
students will be able to read and understand.

Keywords: Area, Volume, Cosine Law, Heron Formula, Arithmetic Progression.

1 INTRODUCAO

A melhor forma de estimular o interesse de alunos em determinadas disciplinas
é tentar mostra-los a aplicagdo dos contetidos no seu dia a dia. Serdo explicados ao
longo deste artigo trés problemas praticos vivenciados na inddustria, em particular na

industria offshore, que podem ser resolvidos utilizando matematica basica. Sdo eles:

e Como calcular o volume de liquido em um cilindro posicionado horizontalmente;

e Como calcular o comprimento de um cabo de espessura significativa enrolado em

um tambor sabendo a quantidade de voltas;

e Como determinar a posi¢do de um objeto, sabendo a distancia deste até dois

pontos de referéncia (sistema de posicionamento).

Nao sera utilizado conhecimento do ensino superior, mesmo sabendo que este
traria uma resolu¢do mais sucinta de alguns dos problemas propostos. O objetivo é
mostrar que ferramentas matematicas ministradas no ensino médio, por vezes sdo

suficientes para resolver problemas do cotidiano de maneira satisfatoria.

UFES,

2 UFES, jesuinomartins@gmail.com
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2 PROBLEMA 1: CALCULAR O VOLUME DE LIQUIDO EM UM CILINDRO
POSICIONADO HORIZONTALMENTE

Suponha que em uma industria haja um recipiente cilindrico que possua um
determinado liquido (6leo residual, combustivel, 4gua potavel...), mas nédo é salutar
deixar este recipiente na posi¢do vertical por conta das questdes construtivas do local
para o qual este foi designado. Se a quantidade de liquido precisa ser monitorada, qual
deve ser o procedimento para calcular o valor exato do volume sabendo apenas a altura
do nivel do liquido?

O raio do cilindro r e o comprimento longitudinal c sdo conhecidos. A Figura 1

ilustra a situagédo descrita.

Figura 1 — Cilindro posicionado horizontalmente.

I c ]

Basta, entdo, calcular a drea marcada em amarelo que representa a quantidade de

liquido, mostrada na Figura 2, e multiplicar pelo comprimento c. Mas calcular essa drea
requer um pouco de conhecimento de geometria, e serd necessério calcular um arco

cosseno.

Figura 2 — Vista frontal do cilindro com nivel de liquido abaixo da metade.

&

O problema serd divido em duas partes: quando a volume estiver abaixo da

metade (i < r), e quando o volume estiver acima da metade (h > 7).




Se h = r, o volume de liquido serd igual a metade do volume total do cilindro, ou

seja:

2.
Volume = ”5 £

o <!

Sejam de A e B as extremidades do arco ao qual o liquido determina.
Ao desenhar o raio r do circulo na dire¢do dos pontos A e B, obtém-se um setor

circular (Figura 3).

Figura 3 — Representac¢do dos parametros para calculo do nivel de liquido (i < 7).

Note que o setor pode ser dividido em duas outras figuras conhecidas pelos
alunos de ensino médio: um tridngulo e um segmento circular.

E possivel calcular a drea do segmento circular como a diferenga entre a area do
setor circular e a area do tridngulo isésceles OAB.

Ao desenhar um raio perpendicular ao segmento AB, divide-se a corda AB em
dois segmentos congruentes.

Tome por H o encontro do raio e da corda AB.

Os tridngulos OAH e OBH sao retangulos e congruentes pelo caso LAL.

Portanto, o dangulo @, dado em radianos, formado entre os segmentos OH e OB

pode ser calculado por razdes trigonométricas:

— ca.
cosa = ju-

onde c.a. é o valor do cateto adjacente e hip. é o valor da hipotenusa.

cosa = %

Cosazl—%

Consequentemente:
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a = arccos(1 — %)

Uma vez que a medida do raio r é conhecida, a drea da face do cilindro é calculada

facilmente:

A=m-7%

Consegue-se, entdo, calcular a drea do setor circular definido pelo arco AB,

utilizando regra de trés. A medida do angulo AOB serd igual a 2-a.

Area Angulo
- 72 - 2 trad
Agotor - 2 -arccos(1— %)

Logo, a 4rea do setor sera dada por:
Asetor = > -arccos(1 — %)

Para calcular a drea do triangulo OAB sera necessario a medida da corda AB.
Mas AB = AH + HB. Como AH = HB, entdo, AB =2-HB. Como o tridngulo OHB
é retangulo, pelo Teorema de Pitdgoras, calcula-se a medida de HB:

OB? = OH? + HB?
r? = (r—h)>+ HB?
r2=r2—2-h-r+h*>+ HB?

= Jh-2-r-h)

Assim, a drea do tridngulo OAB sera dada por:

AB-OH
Atrum qulo = = 2

— 2 HB OH
Atrian qulo =

Atrzangulo Vh (2-r- h )-(r—nh)

Com isso, a area do segmento é dada por:

Asegmento = Asetor — Atrmngulo

Asegmento—r -arccos(1 — )—\/h 2-r=h)-(r—h)

Logo, o volume em questdo serd dado por:
VOlume = Asegmento - C

o >
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Figura 4 — Vista frontal do cilindro com nivel de liquido acima da metade.

Novamente, basta calcular a 4rea representada em amarelo na Figura 4 e multi-
plicar pelo comprimento do cilindro c.

No entanto, para este caso, serd mais simples calcular a drea total da face do
cilindro e subtrair da 4rea representada em branco na Figura 4, pois o procedimento
serd andlogo ao caso anterior.

Considere a Figura 5 a seguir:

Figura 5 — Representacdo dos parametros para calculo do nivel de liquido (k > 7).

Como representado na figura, o valor de k é dado por:
k=(@2-r—h)
Logo, a drea do segmento vazio poderd ser calculada pela seguinte férmula:
Aqpgzia = 1% -arccos(1 — ’;‘) - m (r—k)
Portanto, a drea que o liquido representa sera:
Asegmento = Atotal — Avazia

Asegmento =T 7’2 - [7’2 . arccos(l - %) — k- (2 .7 _k) . (1’— k)]
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E o volume novamente é calculado por:

VOlI/lme = Asegmgnto -C

3 PROBLEMA 2: COMO CALCULAR O COMPRIMENTO DE UM CABO DE
ESPESSURA SIGNIFICATIVA ENROLADO EM UM TAMBOR

O segundo problema é calcular o comprimento de um cabo de espessura signi-
ficativa enrolado em um tambor sabendo a quantidade de voltas deste cabo sobre o
tambor.

Como aplicagdo pratica de tal situagdo, pode-se citar uma embarcac¢do ancorada
em alto mar que possui guinchos através dos quais as ancoras ficam presas. Devido
as forcas que agem sobre a embarcagdo (ventos, correntes maritimas, abalroamentos
com outras embarcacdes...), a mesma pode sofrer deslocamento da sua posicao original.
Além disso, pode ocorrer uma variagdo do nivel de 4gua do local onde a embarcagéo se
encontra. Dessa maneira, a quantidade de cabo nos guinchos deve ser ajustada.

O ajuste que deve ser feito é calculado por pessoas especializadas que analisam a
catendria dos cabos abaixo da 4gua e fornecem os valores de quanto deve ser prolongado
ou recolhido em cada um dos guinchos.

Um tambor com cabo enrolado sobre ele é mostrado a seguir.

Figura 6 — Cabo de espessura significativa enrolado em um tambor.

[

Sejam R o raio do tambor, r o raio do cabo e 0 comprimento dos extremos do
tambor.

E facil perceber que a medida que o ntimero de camadas aumenta, é necessério
uma maior quantidade de cabo para preencher o tambor de uma extremidade a outra.

Note que a quantidade de cabo necessério para fechar a primeira volta (c) serd

dada por:

c=2-1t-(R+7)
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E considerado o centro do cabo. Isso ocorre pois, como o cabo possui espessura
significativa, a parte externa teria naturalmente um valor maior do que a parte interna;
é como se a parte interna se deformasse um pouco para acomodar o cabo. Portanto,
considerar o valor do raio do cabo é uma boa aproximagdo do que ocorre na realidade.

O cabo ocupard um espago de 2r na extensdo do tambor em cada volta.

Seja n o namero total de voltas ao longo da extenséo total do tambor, que sera
o mesmo independentemente da quantidade de camadas. Sabendo que ao longo do

tambor haverd um ntmero inteiro de voltas, conclui-se que n € Z, tal que:
l l
57 l<n< 57

Sendo assim, serd necessario para completar a extensdo do tambor na primeira

camada um comprimento de cabo:
c1=2-1-(R+r):n

No entanto, isso ndo serd mais uma verdade a partir da segunda camada, visto
que houve um aumento do perimetro do circulo a ser preenchido.

Perceba que o raio do circulo do tambor passou a ser o raio anterior (R +7) mais
a espessura do cabo (2r). Portanto, tem-se um novo raio na segunda volta (R + 3r).
No comprimento, permanecem as mesmas 7 voltas, e portanto, sera necessario para

preencher a segunda camada uma quantidade de cabo:
c=2-1t-(R+3r)-n

De maneira andloga, na terceira camada tem-se uma nova medida de raio, que é
o raio anterior acrescido da espessura do cabo, ou seja, (R +3r) +2r = R+5r. E ainda de
maneira andloga, a quantidade de voltas sobre o tambor permanece constante 7.

Portanto, é possivel concluir que a quantidade de cabo utilizado na terceira

camada seré de:
c3=2-1-(R+5r)-n

Analisando a medida dos raios ao longo das voltas pode-se notar que, na primeira
volta o raio era (R + 1), na segunda, (R + 3r), na terceira, (R +57), e assim, sucessivamente,
visto que a cada camada o raio aumenta a espessura do cabo. O que representa uma
progressao aritmética.

Portanto, na k-ésima camada tem-se um raio de R + (2k—1)r.

Consequentemente, o comprimento total do cabo por camada pode ser represen-
tado pela soma da quantidade de cabo gasto em cada camada. Assim, considerando k

camadas completas tem-se uma quantidade de cabo C igual a:

C=2-1m-(R+r)-n+2-1m-(R+3r)-n+2-m-(R+5r)-n+..+2-m-(R+(2k—1)r)-n
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Ou ainda, colocando 2 - 7t - n em evidéncia:

C=2-t-n(R+r+R+3r+R+5r+...+ R+ (2k-1)r)

Note que, como ha uma soma de k termos, pode-se agrupar os R e colocar o r em

evidéncia. Assim,
C=2-mt-n(kR+r(1+3+5+...+2k—1)

Como (1+3+5+...+2k—1) é uma soma de Progressdo Aritmética (PA), cujo

primeiro termo € 1 e a razdo é 2, conclui-se que:
(143+5+...+2k—1) = LK _ g2

Desta forma, para k camadas completas tem-se a seguinte quantidade de cabo

enrolado no tambor:
Cy =2-1-n(kR +rk?)

Caso a ultima camada ndo esteja completa, basta calcular o quanto de cabo é
gasto em uma volta e multiplicar pela quantidade de voltas especificas, em lugar de
multiplicar por n.

Logo, sendo p a quantidade de voltas parciais na tltima camada, pode-se
generalizar assim:

Dadas k camadas completas e uma com p voltas, a quantidade de cabo total

utilizada no tambor sera:

C=2-1-nkR+7k?)+2-1-(R+(2k+1)r)-p

4 PROBLEMA 3: COMO DETERMINAR A POSICAO DE UM OBJETO, SABENDO
A DISTANCIA DESTE ATE DOIS PONTOS DE REFERENCIA

Considere agora uma embarcacdo que estd proxima a um porto e precisa realizar
transporte de mercadorias para uma outra embarcag¢do por meio de guindastes. Como as
embarcagdes nado estdo ancoradas, ambas sofreriam deslocamento da posicao inicial ao
longo do tempo, e isso ndo pode ocorrer durante as manobras, ja que sdo transportadas
cargas pesadas. Sendo assim, tais embarcagdes deverdo tomar providéncia para manter
suas posi¢des. Como isso pode ser feito, sabendo que ndo hd demarcagdo no mar sobre
o local onde as embarca¢oes devem ficar?

A resposta intuitiva é: “basta utilizar um GPS (Global Positioning System)”. Mas
como o GPS funciona?

Nao é dificil explicar o principio de funcionamento de um GPS. Apesar de saber
que o sistema necessita de alguns célculos ndo tdo 6bvios, o mais importante deles é
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feito por um transmissor/receptor com intuito de determinar a posi¢do de um objeto. Os
satélites enviam um sinal de rddio na dire¢do do objeto e, com base no tempo que o
sinal leva para chegar até o referido, calcula-se a distancia entre os dois. Em seguida,
localizam-se todos os pontos no espaco cuja distancia até o satélite seja, exatamente, a
mesma encontrada nesse primeiro momento, formando uma esfera.

Mais trés satélites realizam este mesmo processo, e através da intersecgdo das
quatro esferas, o ponto é determinado. Na Figura 7, estd representada a dindmica deste

Pprocesso.

Figura 7 — Representacdo do localiza¢gdo de um ponto por meio de GPS.

FONTE: https://pt.kisspng.com/kisspng-xhf9bw/preview.html

Entretanto, pode ndo ser trivial para alunos de ensino médio entenderem as
equagdes das esferas no espaco e calcularem suas intersecgdes.

O problema serd resolvido de uma maneira mais simples: como as embarcagdes
estio préximas a um porto, a superficie da terra serd considerada plana. E uma
aproximagao razodvel para distancias pequenas.

Considere dois pontos de referéncia (R1 e R2) na terra, que possuem uma distancia
conhecida entre si (b). Sabendo a distdncia de uma embarcagdo até R1 e R2, pode-se
identificar a posi¢do da mesma. Considerando a terra como um plano cartesiano, com
o ponto R1 sobre a origem, e R2 sobre o eixo das abcissas, cria-se um tridngulo ao

representar as distancias do ponto P até R1 (c) e R2 (a). A figura abaixo ilustra a situagdo:

I 149 ]



Figura 8 — Tridngulo representado pela distancia entre os pontos.

Utilizando a Férmula de Heron, calcula-se a drea do tridngulo formado pelos
trés pontos.

A= \p-(p-a)(p-b-(p-0)
Onde p representa o semiperimetro do tridngulo de lados a, b e c:

p= u+g+c
Mas a érea do tridangulo também pode ser calculada pela férmula:

_ b.h
A=

Onde h representa a altura do tridngulo de base b, como representado na figura a
seguir:

Figura 9 — Representagdo da altura h do tridngulo formado pelo pontos.

=




_ 24
h= b

Seja o 0 angulo formado entre os lados c e b do tridngulo proposto. Pela lei dos

cossenos:

a?> =b>+c*-2-b-c-cos(a)

cos(a) = —b2‘£f;;”’2

E assim, determina-se a posi¢do do ponto P(Xp, Yp):

Figura 10 — Representacdo da localizagdo da embarcagdo com as coordenadas calculadas.

™ P (xp, ¥p)

. 2\/p-(p—-a) (p—b)(p—
Yp=h=24 —Yp= ‘/Pvab@ (=)

Xp=c-cos(a) — Xp=c- —bzgiz‘lz — Xp= —b2+2‘ﬂ2b‘”2

Utilizando o procedimento descrito para as embarcagdes, sdo definidas as coor-
denadas que determinam os pontos em que as mesmas devem permanecer paradas
P1(X1,Y1) e Pa(Xz, Y2).

O célculo da posigdo real deve ser feito continuamente, e 8 medida que a posigdo
muda, devem ser tomadas as devidas providéncias (motores de propulsdo sdo acionados)
para corrigir a posigao.

Para auxiliar neste processo, é interessante utilizar um programa gréfico que
mostra a posi¢do definida e a posi¢do em que a embarcacdo se encontra, de forma
que ao visualizar o operador possa realizar a correcdo (se o processo nao for feito
automaticamente).

No caso de uma situagdo real, além da posi¢do da embarcagdo, deve ser levado em
consideracdo o aproamento da mesma. O problema se torna um pouco mais complexo.
Nesse caso, além do sistema de posicionamento, deve ser utilizado uma bussola que
indicara a dire¢do e sentido para os quais embarcacdo estd aproada, e sabendo o

aproamento correto, alguns motores sao acionados para realizar as corregdes.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Assim conclui-se o artigo que mostra como resolver trés possiveis problemas
vivenciados em uma inddtstria utilizando matemaética bésica.

E importante frisar que tais solugdes ndo séo tinicas. Ao longo do desenvolvimento
os autores propuseram diferentes solugdes para os problemas, que obtinham o mesmo
resultado. Foram apontadas as solu¢des que concluiram ser mais diddticas.

Uma das maiores belezas da matemdtica estd no fato de que é possivel chegar a
uma mesma conclusdo por meio de caminhos diferentes.

Espera-se ao término deste que as palavras escritas incentivem os leitores a
buscarem o conhecimento da matemaética, pois ela esta presente em nosso cotidiano,
mesmo que imperceptivelmente.
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Capitulo 13
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CONCEITO DE FUNCAO AFIM A LUZ DAS REPRESENTACOES SEMIOTICAS:
uma investigacao com estudantes do 1° ano do ensino médio de uma escola publica do
municipio de Imperatriz — Maranh&o
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Resumo: Neste artigo apresenta-se uma pesquisa realizada com enfoque no conceito de
funcdo afim a luz de registros semiodticos numéricos e algébricos. O estudo, que possui
abordagem quantitativa, foi realizado em uma escola publica estadual no municipio de
Imperatriz, estado do maranhdo. O objetivo deste estudo foi investigar a aprendizagem dos
alunos no uso didatico da conversdo e tratamento de registros. Os dados constaram de
observacGes e das analises das atividades propostas, que mostram que ainda ha muita
dificuldade, por parte dos alunos na interpretacdo da linguem matemaética para linguagem
algébrica, no caso no estudo de func¢Ges do primeiro grau.

Palavras-Chave: Funcdo afim. Registros Semidticos. Apendizagem. Conversao e tratamento

1 INTRODUCAO

Esta pesquisa tem como pressupostos a inquietacdo dos pesquisadores, que ao longo de
suas praticas docentes, tém observado os obstaculos que alguns alunos ingressantes nas
licenciaturas em matematica, principalmente os egressos de escolas publicas, e para se
apropriarem do conceito formal de funcéo, como também para fazerem interpretacdes graficas
de funcoes.

Diante das dificuldades de compreensdo do conceito de funcdo pelos ingressantes nas
licenciaturas, principalmente por estudantes egressos das escolas publicas, os pesquisadores
buscaram responder a seguinte questfes de pesquisa: como se desenvolve 0s processos de
aprendizagem do conceito de funcéo afim pelos alunos do ensino médio, tendo como enfoque

tedrico metodoldgico os registros de representacdo semidtica? Quais as contribuigdes que 0s
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registros de representacdo semiotica poderiam corroborar no processo de ensino e
aprendizagem de funcéo afim?

Este estudo teve como objetivo investigar a aprendizagem dos alunos no uso didatico da
conversdo e tratamento de registros. Justifica-se esta investigacdo, dado que nas ultimas
décadas o processo de ensino e aprendizagem de Matemaética, no estado do Maranh&o, tem
sido motivo de preocupacao e estudos por parte dos governantes, professores e pesquisadores
em virtude dos estudantes, em geral de todos os niveis de escolaridade, terem demostrado
dificuldades de compreensédo de contetdos relacionados a esse componente curricular e desta
forma, chegam as licenciaturas em matematica com certas dificuldades de compreensdo de

determinados conceitos de fungdes, em especial a funcdo de 1° grau que é alvo do estudo.

2 DESENVOLVIMENTO

2.1 Compreensao do Conceito de Funcao

O estudo de funcéo afim, bem como de qualquer outro objeto matematico, dada a sua
a sua abstracdo, e fundamental que as diversos formas de representacdo esteja presente nas
atividades de ensino para uma melhor compresséo do conceito e naturalmente apreensdo do
mesmo.

Compreender o conceito é [...] concebido como o ato de apreender o seu significado.
Tal acdo provavelmente serd& uma acdo de generalizacdo e de sintese de significados
particulares de “estrutura” do conceito (a “estrutura” do conceito ¢ a rede de significagdes dos
enunciados que foram considerados). Esses particulares significados devem ser apreendidos
com acdes de compreensdo [...] A metodologia dessas acdes de compreensdo preocupa-se
principalmente com o processo da construcdo do significado dos conceitos. (D’AMORE,
2005, pp.24-25 apud BRANDAO, 2012, p. 71).

As dificuldades encontradas no processor de ensino e aprendizagem mediadas pelo
professor precisa, precisa ser investigada para encontrar-se novas maneiras de ensinar e
aprender matematica com visao critico social dos conceitos e seus significados.

Na teoria figurativa, segundo Batanero e Godino (1994, apud D’AMORE, 2005), o
significado consiste numa relacdo convencional entre signos e entidades concretas ou ideias,
existindo independente dos signos linguisticos que possam ocorrer; logo, esses signos e
entidades pressupdem um realismo conceitual; enquanto a teoria pragmatica e as expressoes

linguisticas vao possuir significados diferentes, dependendo do contexto em que s&o
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utilizados. A grande questdo que se coloca agora na compreensdo do significado dos
conceitos, independentemente de qualquer teoria, é o tipo de linguagem utilizada, pois todos
nos sabemos, ao enunciarmos qualquer problema, que o seu conceito e seu significado terdo
uma forte relacdo com os tipos diversos de representacéo linguistica (BRANDAO, 2012, p.
71).

E, por tanto necessario, que no estudo de um objeto matematico se explore os diversos
tipos de representacdo, pois segundo Duval (20130 a compreensdo desse objeto se dara
efetivamente pela mobilizacdo de pelo menos dois registros de representacao.

Um sistema para que um sistema semidtico possa ser um registro de representacao, de
acordo com Neres (2010) deve permitir trés atividades cognitivas fundamentais ligadas a
semidsis: a formacdo de uma representacdo identificada como uma representacdo de um
registro dado, como por exemplo, o desenho de uma figura geométrica; o tratamento de uma
representacdo e a conversdo de uma representacao em outra.

Para Kammi (1995) inovar o ensino da Matematica tem relagio com o
desenvolvimento de novas metodologias contemplando os conteudos programaticos com o
propdsito de favorecer o desenvolvimento da habilidade, criatividade e autonomia do aluno
contribuindo dessa forma, para a constru¢do do conhecimento e tornando o estudante um ser
pensante critico e reflexivo.

Baseado nesse contexto, entende-se que o estudo de funcdes favorece todas essas
prerrogativas elencadas por Kammi, pois os contetdos relacionados a funcBGes se fazem
presentes em grande parte da Matematica e em outras Ciéncias e a compreensdo do conceito e
seu significado, se faz necessario para a apreensao do objeto matematico. Este objeto de
estudo faz parte da natureza e frequentemente € utilizado para modelagem dos fenémenos
naturais, que de acordo com Gomez e Vilela (2007, p. 78), estdo intimamente ligadas as
origens da Matematica e tém aparecido direta ou indiretamente nos grandes passos do
desenvolvimento da Ciéncia.

Em geral, os fendmenos naturais séo descritos e modelados matematicamente e as
funcbes de maneira geral sdo muito importantes para representar e estimar as acdes da
natureza. Dada a sua importancia no cotidiano profissional e do cidaddo, o conteldo de
funcdo é um objeto matematico inserido na disciplina de Matematica nos documentos oficiais
da educacéo brasileira, assim como no mundo em geral.

No Brasil, esta inser¢do deve-se, em grande parte, aos acontecimentos oriundos do ano
de 1929. O processo de inser¢do do tema funcdo entre os conteddos da Matematica do

secundario (hoje ensino médio) esta diretamente vinculado a criacdo, concretizada no ano
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letivo de 1929, de uma nova disciplina escolar do ensino brasileiro denominada Matematica,
resultante da unificacdo de trés outras, até entdo independentes: a Aritmética, a Algebra e a
Geometria (BRAGA, 2006, p. 25 apud ABREU, 2011, p. 19).

De acordo com os PCNEM, o estudo de funcdes € importante na formagéo académica,
pois facilita o aluno no processo de compreensdo dos fendmenos naturais e sociais. Encontra-
se em Brasil (2002) que o estudo das func¢des permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica
como a linguagem das Ciéncias, necessaria para expressar a relacdo entre grandezas e
modelar situacdes-problema, construindo modelos descritivos de fenémenos e permitindo
fazer vérias conexdes dentro e fora da propria Matematica. Assim, a énfase do estudo das
diferentes funcbes deve estar no conceito de funcdo e em suas propriedades em relacdo as
operacdes, na interpretacdo de seus graficos e nas aplicacfes dessas funcbes (BRASIL, 2002,
p.121).

O estudo de fungdes pode ser iniciado com uma exploragdo qualitativa das relagdes
entre duas grandezas em diferentes situagdes: idade e altura; area do circulo e raio; tempo e
distancia percorrida; tempo e crescimento populacional; tempo e amplitude de movimento de
um péndulo, entre outras. Também € interessante provocar os alunos para que apresentem
outras relagdes funcionais e que, de inicio, esbocem graficos que representam essas relagdes,
registrando os tipos de crescimento e decrescimento. (BRASIL, 2006, p.72). Dessa forma,
para melhor apreender as concep¢des do objeto matematico funcdo é preciso compreender 0s

diversos tipos de linguagens presentes na educacdo matematica.

2.2 Sistema de Representacdo Semiotica

Para que um sistema semiotico possa ser um registro de representacdo, de acordo com
Neres (2010) deve permitir trés atividades cognitivas fundamentais ligadas a semioses: a
formacgéo de uma representacdo identificada como uma representacdo de um registro dado,
como por exemplo, o desenho de uma figura geométrica; o tratamento de uma representacéo e
a conversao de uma representacao em outra.

Segundo Neres (2010) a passagem de um sistema de representacdo a outro, ou seja, a
mobilizacdo simultanea de varios sistemas de representacdo, no decorrer do mesmo percurso,
usado em atividade matematica, em geral, para a maioria dos alunos, ndo se apresenta assim
de forma tdo evidente, visto que a passagem espontanea de uma representacdo semidtica a
outra s6 acontece quando as mesmas sao congruentes. Essa passagem, segundo Duval (2009),

sO ocorre de forma espontanea, quando:
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a) Existe uma correspondéncia semantica entre as unidades significantes que as
constituem.

b) Ha a mesma ordem possivel de apreensdo dessas unidades nas duas representacoes.

c) Ha conversdo de uma unidade significante da representacdo de saida em uma s6
unidade significante de chegada. Ele afirma ainda que a converséo é uma atividade cognitiva
diferente e ndo esta sujeita as atividades de tratamento.

Do ponto de vista matematico, na representacdo de registros, 0o uso de converséo,
segundo Freitas (2003), desempenha um papel importante, do ponto de vista cognitivo. Dessa
forma, para Neres (2014) a originalidade da atividade matematica, em termos cognitivos, para
cada situacdo problema esta relacionada aos processos de conversdo, pois € a conversao que
leva a uma melhor compreenséo.

Por outro lado, Neres (2017) também afirma que, quando o professor utiliza novos
recursos didaticos e procura representar o conteudo ministrado de varias formas, a perspectiva
de aprendizagem podera ter o resultado desejado.

Portanto, a atencdo para com a linguagem Matematica é fundamental, pois tanto ela
pode ser instrumento para a discussao racional de conceitos altamente matematizados, como
pode veicular metaforas realistas, pretensamente didaticas, que obstaculizam o conhecimento
cientifico. O descaso para com as rupturas existentes na linguagem cientifica apenas tende a
reter o0 aluno no conhecimento comum, e fazé-lo desconsiderar que a Ciéncia sofre constantes
mudancas e retifica seus erros (LOPES, 2007).

Todo e qualquer tipo de linguagem tem sua representacdo e em Matematica ndo é
diferente. Todo objeto matematico pode ser representado de diversas maneiras. Quando numa
situacdo de aprendizagem um aluno tem a capacidade de transitar entre diferentes tipos de
registros de representacdo de um mesmo objeto, num problema do mesmo tipo, mas em
ambiente diferente, espera-se, segundo D’Amore (2005), que ele transferird o saber de uma
situacdo para outra, de um modo natural, implicito, espontaneo, sem exigéncias cognitivas
especificas para a nova situacdo de aprendizagem.

Os diversos tipos de representacdo de um objeto matematico, sdo fundamentais para a
aprendizagem conceitual e compreensédo do significado deste objeto. O aluno ao desenvolver
a capacidade de representar e identificar um objeto em diferentes representacdes pode facilitar
para que ele possa verificar mais facilmente as relagdes existentes entre os objetos de estudo.

Sendo assim, entende-se que no estudo das fungdes, é necessario promover a distingdo
entre o conceito de funcdo, seu significado e os seus diferentes tipos de representagéo

algébrica, grafica e linguagem natural, entre outras.
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A distincdo entre um objeto e sua representagdo semiotica é um ponto estratégico para
a compreensdo da Matematica. (DUVAL, 1993, p.37). Para ele, a Semidtica € uma ciéncia
que tem por objeto de investigacdo a utilizacdo da linguagem por meio dos diferentes signos,
denominados de registros de representaces semidtica. Para Peirce (2010), qualquer coisa que
represente algum (objeto) para alguém, evocando uma ideia, 0 seu interpretante, € um signo,
Ou representamen.

De acordo com Brandao (2009) saber a distin¢do entre um objeto e sua representacao é
fundamental para a compreensdo de conteddos da Matematica. Este ponto € tdo essencial
para aprendizagem que na concepcao de Deledieq e Lassavel (1979) é o objeto representado
que importa e ndo as suas diversas representacdes semioticas possiveis.

Um signo € tudo aquilo que esté relacionado com uma segunda coisa, seu objeto, com
respeito a uma qualidade, de modo a trazer uma terceira coisa, seu interpretante, para uma
relagdo com o mesmo objeto, e de modo que traga uma quarta coisa para uma relagdo com
aquele objeto da mesma forma, ad infinitum (PEIRCE, 2010, p. 28).

A semio6sis implica trés atividades cognitivas de representacdo: a formacdo de
representacdes num registro semiotico, o tratamento e as conversdes. Para Duval (2009, p. 53)
essa formacgdo implica sempre uma selecdo no conjunto de caracteres e determinacfes que
queremos’ representar”’, seja para “exprimir’ uma representacdo mental, seja para “evocar”
um objeto real.

A atividade de tratamento consiste na transformacédo de uma representacdo dentro do
mesmo registro, ja a atividade de conversdo ocorre quando a transformacdo produz uma
representacdo em outro registro.

Segundo Almouloud (2007) o tratamento pode ou nédo resultar em algoritmo. Aquele
que resulta em algoritmo apresenta regras operatérias para resolucdo de uma equacao
qualquer. Ja os tratamentos que ndo se reduzem a algoritmos, segundo Andrade Filho (2013)
sdo aqueles puramente figurais ou visuais, como as figuras geométricas. Para o autor, 0s
objetos que se enquadram no segundo caso geralmente ndo se tornam objetos de ensino, por
serem classificados como de segunda importancia.

A conversdo é, ao contrario, uma transformacdo (DUVAL, 2008) que faz passar de um
registro a um outro. Ela requer entdo a coordenacdo dos registros no sujeito que a efetua.
Como exemplo de conversdo pose-se considerar a passagem do registro grafico para o

algébrico.
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3 MATERIAIS

O instrumento utilizado para coleta de dados foram trés situacfes problemas, aplicados
aos alunos de uma escola publica de Imperatriz (MA). As questbes visam informar ao
pesquisador sobre a capacidade do aluno em realizar uma conversdo partido do registro lingua
natural para o algébrico e a realizacdo de tratamento. Conforme Lakatos (2010, p. 107), "o
questionario é constituido por uma série de perguntas que devem ser respondidas por escrito e
sem a presenca do pesquisador, quer dizer sem interferéncias ou qualquer forma de
persuasdo”, nNO caso, as situacdes problemas.

As perguntas foram elaboradas pelos préprios autores. Para coletar os dados, foi
levando em consideracdo a autorizacdo da instituicdo, onde ocorreu a pesquisa e também
consentimento dos alunos, alvo do estudo.

Uma copia das situagBes problemas, foi entregue a cada participante da pesquisa, que
responderam individualmente, de modo que ndo foram influenciados em suas atribuicdes.

Participaram desta pesquisa 50 alunos do 1° do ensino médio da Escola Publica da
cidade de Imperatriz MA, em 2018 e o tempo médio para a resolucdo da atividade proposta
foi de aproximadamente 50 minutos. De acordo com Martins (2005), essa amostra ficou
estabelecida dentro dos padr@es de credibilidade estatisticos.

Os pesquisadores elaboraram situacfes-problemas com o propésito de avaliarem as
percepcdes dos alunos acerca do conceito de fungéo, sua representacéo e andlise de graficos.

O procedimento técnico adotado é a pesquisa exploratéria, fundamentada na leitura de
livros, revistas cientificas e artigos impressos, que serviram para expor ideias consideradas
pertinentes na elaboracdo do artigo, podendo envolver exemplos que estimulem a
compreensdo. O delineamento foi feito a partir da pesquisa de campo, com levantamento de

dados.

4 METODO

Trata-se de uma pesquisa quantitativa e qualitativa de carater interventivo, em que a
metodologia consistiu em vivenciar como ocorreria a compreensdo conceitual e as habilidades
dos estudantes ao resolverem problemas envolvendo fungédo afim, a luz de representacdes

semidticas.
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Segundo Lakatos e Marconi (2010), o método consiste no conjunto de atividades
sistematicas, que permite discorrer ou alcangar com maior seguranca conhecimentos validos e
verdadeiros sobre um determinado fendmeno ou pesquisa, tracando o caminho a ser seguido,
detectando erros e auxiliando as decisdes dos cientistas.

Me¢étodo “¢ o caminho pela qual se chega a determinado resultado, ainda que esse
caminho ndo tenha sido fixado de antemao de modo refletido e deliberado” (LAKATQOS;
MARCONI, 2010 p. 9).

O método de investigacdo desta pesquisa tem abordagem do tipo quantitativo, pois se
faz necessaria a constatacdo da relacdo da realidade com o objeto de estudo, obtendo varias
interpretacdes de uma analise indutiva por parte do pesquisador. Os valores sdo adicionados
ao conceito operacional, para transforma-lo em varidvel qualitativa ou quantitativa
(LAKATOS; MARCONI, 2010).

A pesquisa tem uma abordagem quantitativa na quantificacdo dos dados obtidos nos
questionarios e na apresentacdo e analise grafica dos resultados. Quanto ao objetivo, é de
carater exploratoria, por proporcionar maior entrosamento com o problema, visando torna-lo
explicito, ou construir hipdteses pesquisaveis para estudos futuros (SILVA; MENEZES,
2005).

Dessa forma, por meio da resolugdo de atividades de funcdo afim em sala de aula,
visou-se o diagnostico conceitual do estudantes sobre o contetdo de funcdes.

Ressalta a diversidade existente entre os trabalhos qualitativos e enumera um conjunto
de caracteristicas essenciais capazes de identificar uma pesquisa desse tipo, a saber: 1)
ambiente natural como fonte direta de dados; 2) o carater descritivo; 3) o significado que as
pessoas dao as coisas e a sua vida como preocupacdo do investigador; 4) enfoque indutivo
(GODOQY, 1995, p. 62).

O método quantitativo, segundo Richardson et al. (1999), caracteriza-se pelo emprego
da quantificacdo tanto nas modalidades de coleta de informacgdes quanto no tratamento delas
por meio de técnicas estatisticas. A pesquisa quantitativa lida com nimeros, usa modelos
estatisticos para explicar os dados.

Os critérios de inclusdo previstos para a participacdo nesta pesquisa foram: ser aluno
do 1° ano do Ensino Médio, de uma escola publica em Imperatriz (MA); sem distin¢do de
género; escolhido por ocasido da coleta de dados; e que aceitasse participar voluntariamente
da investigacdo. J& os critérios de exclusdo estdo relacionados ao total de individuos, até que

se completasse a amostra desejada.
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5 RESULTADOS

Foram elaborados 3 situacdes problemas e colocadas para 50 alunos de 1°
responderem. Em aproximadamente 50 minutos, os estudantes responderam e devolveram o0s
problemas propostos. Segue na quadro 1 os exercicios propostos, aplicados que tem por
objetivo avaliar a capacidade do aluno em realizar uma conversdo partido do registro lingua

natural para o algébrico e a realizacdo de tratamento.

Em uma loja de eletrodoméstico, um funcionario recebe um salario fixo de R$ 1.120,00 e mais
uma comissdo de 15% do valor vendido no més. Baseado nestas informaces, encontrar:

a) A lei de formacdo (funcdo) que permita calcular o salério dos funcionarios.

b) Qual o salario mensal de um funcionario que vender R$ 6.420,00 durante um més?

c) Quanto o funcionario precisara vender durante um més para que o seu salario seja R$
4.800,00?

Atividade 1

Passando férias com a familia, um casal resolveu, certo dia, levar seus filhos para pescar.
Descobriu que proximo ao hotel onde estavam hospedados existiam dois pesque-pagues (1) e (I1)
No Pesque-pague | a entrada é R$ 7,00 por familia e R$ 12,00 quilo de peixe que levar, enquanto
no pesque-pague Il, a entrada custa R$ 15,00 por familia e R$ 10,00 por cada quilo de peixe que
levar.

O gasto total de uma familia num pesque-pague é calculado pelo valor da entrada e da quantidade
(em kg) de peixe que levar. Baseado nestas informacdes pede-se encontrar:

a) A lei de formagdo Matematica que permita calcular a funcdo gasto total para uma familia que
for ao pesque-pague (1).

b) A lei de formacdo Matematica que permita calcular a fungdo gasto total para uma familia que
for ao pesque-pague (I1).

¢) Quanto uma familia pagara no pesque-pague (1), se levar quatro quilos de peixe?

d) Quanto uma familia pagara no pesque-pague (l), se levar seis quilos de peixe? E quanto
pagaria no pesque-pague (1), se levar a mesma quantidade de peixe?

e) Quantos quilos de peixe uma familia levaria pagando o mesmo valor tanto no pesque-pague (1),
guanto no (I1)

f) represente graficamente as func¢des dos itens (a) e (b)

Atividade 2

O gréfico abaixo representa o deslocamento de um ponto material ao longo de uma trajetoria,
onde o0 espaco percorrido é dado em metros e o tempo gasto em segundos:

S(m}) /

o8 * Pede-se:
a) Encontrar a fungéo do espago em fungdo do tempo,
b) O espaco percorrido apos 3s,
¢) O ponto que o corpo passa pela origem do espaco.

Atividade 3

“ 1

" Quadro 1 — Exercicios propostos aplicados aos estudantes.
Fonte: Elaboras pelos autores, 2018.
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O Maranh&o vem demostrando avancos, nos resultados da avaliagido IDEB (indice de
Desenvolvimento da Educacdo Bésica), mesmo que pequenos e ainda insatisfatorios, além da
representatividade. De acordo com as diretrizes Nacionais, 0s estudantes sdo capazes de
responder a questbes definidas com clareza, que envolvem contextos conhecidos, nas quais
todas as informacOes relevantes estdo presentes. S8o capazes de executar a¢fes Obvias. Essa
constatacao € apresentada no grafico O1.

NOTAS DE MATEMATICA IDEB

7
2,
2,6 2,6 2,6
A

2,3 2,3
2005 2007 2009 2011 2013 2015 2017
—o—Maranhio -#—-Max =—+—Min Média

GRAFICO 01 — IDEB Maranho.
Fonte: MEC/INEP, 2018.

Percebe-se que o Maranhd8o, mesmo melhorado seu desempenho nas ultimas
avaliacdes, esta longe de atingir a meta que é 6,0. Os dados mostram um fraco aumento nas

ultimas edicGes do IDEB.

Uma propor¢do cada vez maior de situacdes cotidianas requer algum nivel de
conhecimento matematico para enfrentar desafios nos aspectos pessoal, ocupacional, social e
cientifico. Portanto, é fundamental ter um discernimento sobre o0 grau em que 0S jovens
egressos da escola estdo preparados para aplicar a matematica na compreensdo dos assuntos e

na solucdo de problemas significativos.

Nesse contexto, com o questionario aplicado aos alunos de 1° ano do Ensino Médio,
buscou-se verificar o grau de entendimento de conceitos matematicos e capacidade de
resolucdo de problemas cotidianos no que diz respeito ao conteudo de func¢bes do primeiro
grau.

Segundo a Secretaria do Estado do Maranhao, os descritores de matematica elencados
nas diretrizes curriculares, que versam especificamente sobre funcdo afim, séo:

D19 — Resolver problema envolvendo uma funcdo do 1° grau.

D20 — Analisar crescimento/decrescimento, zeros de funcdes reais aprsentadas em gréaficos.
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D21 — Identificar o grafico que representa uma situacao descrita em um texto.

D23 — Reconhecer o grafico de uma funcdo polinomial de 1° por meio de seus coeficientes.

D24 — Reconhecer a representacéo algébrica de uma funcéo do 1° grau dado seu grafico.

Dessa forma o grafico 02, mostra os resultados obtidos na primeira situacdo problema.

ATIVIDADE 1
84% 86%
60%
34%
14% 2% ,—6%—‘ 2% 12%
Acertos Erros Ndo fez Acertos Erros Ndo fez Acertos Erros Ndo fez
A B C

GRAFICO 02 — Atividade 1.
Fonte: Elaborado pelo autor, 2018.

O gréfico revela que 14% dos estudantes acertaram o item (a), 34% acertaram o item
(b), e apenas 2% acertaram ao item (c). Apenas 2% conseguiram responder a situacao
problema completamente correta. Mostrando uma situacdo, no minimo preocupante, em

relacdo aos descritores elencandos nas Diretrizes Curriculares do Estado. Para o grafico 03, a

situacdo quase ndo muda.
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GRAFICO 03 — Atividade 2.
Fonte: Elaborado pelo autor, 2018.
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O gréfico 03 aponta que os alunos ndo conseguem escrever a linguagem matematica,
no item (a) e (b), mas conseguem resolver o item (c) e (d) pois ndo necessitam
necessariamene da linguagem algébrica da atividade. Quanto a construacao do grafico apenas

2% consegui elaborar um esboco correto da situacdo abordada.

ATIVIDADE 3
88%
80%
74%
22%
0,
10% ) 14%
2% 6% 4%
[ —

Acertos Erros N3ofez Acertos Erros Ndofez Acertos FErros Naofez
A B C

GRAFICO 04 — Atividade 3.
Fonte: Elaborado pelo autor, 2018.

No grafico 04, sobre a atividade 3, que aborda o descritor 24 (D24) — Reconhecer a
representacdo algébrica de uma funcdo do 1° grau dado seu grafico. Nota-se um indice muito
alto de alunos que ndo responderam satisfatoriamente a atividade. Nenhum dos alunos acertou
100% o problema.

Os trés exercicios mostram um péssimo desempenho por parte dos alunos, o0 que esta
condizente com as médias IDEB do resto do Estado do maranhdo. Nenhum dos descitores
foram alcancados satisfatoriamente pelos alunos. Segundo o MEC, sete de cada dez alunos do
ensino médio tém nivel insuficiente em portugués e matematica. A pesquisa deixou claro que

o0s estudantes ainta tem grandes desafios para superar na matematica.

6 CONSIDERACOES FINAIS

Historicamente percebe-se uma lenta evolucdo no aprendizado da matematica. Essa
situagdo tende a se manter, mesmo a matematica se relacionando com importantes areas do

conhecimento.
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A aprendizagem da matematica, entendida como um processo de desenvolvimento
global e de integracdo em uma visdo de totalidade, permite fazer um componente importante
na construcdo da cidadania, uma vez que a sociedade, esta em constante modificacdo, insere
novas formas de ver, de pensar, de ler e de se relacionar com 0 mundo e com 0s seres.

Nessa perspectiva, a aplicacdo dos exercicios mostrou que na escola em questdo, ainda
tem-se grandes dificuldades no aprendizado da matematica, principalmente quando
contextualizadas, conforme os dados obtidos na pesquisa. Os dados mostram ainda, um
grande atraso no aprendizado de matematica no Maranhdo, com indices abaixo da média
esperada em relacdo ao restante do pais.

Um aspecto que pode melhorar essa situacdo € uma continua busca por qualidade de
ensino por parte do docente. Outro é a revolugdo tecnoldgica na educagdo, com
computadores, calculadoras, videos, entre outros. Sdo algumas das ferramentas que
modificam as rotinas de aula e que exigem, por parte do professor e alunos, uma nova postura
em relacdo ao aprendizado matematico.

Nesta pesquisa buscou-se investigar, a aprendizagem dos alunos no uso didatico da
conversdo e tratamento de registros, por meio de questdes previamente elaboradas que
contemplam os descritores matematicos em Imperatriz (MA).

Cabe agora persistir nessa evolucdo e no crescimento do conhecimento matematico,
acelerando cada vez mais a inclusdo de camadas sociais que ainda ndo conseguiram chegar ao
Ensino Superior. Ainda que todos desejassem que tal inclusdo ocorresse em ritmo mais

rapido.
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