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RESUMO

Estudaremos uma conjectura da dindmica C! genérica: Se o conjunto nao errante de
um difeomorfismo genérico tem interior ndo vazio, entdo esse difeomorfismo é transi-

tivo. Analisaremos alguns casos onde esta conjectura é valida.

Palavras-chave: Dindmica genérica, Transitividade, Classes homoclinicas, Decomposigdo

dominada.



ABSTRACT

We will study a conjecture about generic dynamical systems: If the non-wandering
set of a generic diffeomorphism has nonempty interior, then this diffeomorphism is

transitive. We will discuss some cases where this conjecture is valid.

Keywords: Generic dynamics, Transitivity, Homoclinic classes , Dominated split-

tings.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

Sistemas que evoluem com o tempo. Esta é a celebre frase para tentar descrever
sistemas que podem ter uma aparéncia muito simples, a ponto de nossa intui¢do nos
levar a pensar que ndo haja nenhuma complicagdo em seu comportamento, entretanto
esses sistemas causaram espanto em muitos cientistas.

O pioneiro no estudo desses sistemas foi um jovem professor de matematica de
Paris, Julles Henri Poincaré, ele foi um dos primeiros a notar que sistemas de aparéncia
muito simples podem ter comportamento muito complicado. Em seus trabalhos surge
pela primeira vez o termo “sensibilidade das condig¢des iniciais”.

Iniciou-se um novo ramo da matematica: Sistemas Dindmicos. Desde sempre procurou-
se descrever o comportamento desses sistemas, mas olhando para um tnico sistema,
ou uma familia. Um objetivo mais ousado é tentar descrever as caracteristicas de quase
todos os difeomorfismos de classe C!, este ramo é chamado de dindmica genérica.

Nas tltimas décadas muitos esforgos tem sido feito para este objetivo. Destaque-se
o closing lemma de Pugh e os lemas de conexdes demonstrados por Mafie e Hayashi.
Recentemente Bonatti e Crovisier ([4]) estenderam o lema de conexdo para pseudo-
Orbitas.

O objetivo deste trabalho é apresentar uma conjectura no mundo dos difeomorfis-
mos C!, formulada por Abdenur,Bonatti,Diaz: genericamente, se um difeomorfismo
tem o conjunto ndo errante com interior ndo vazio, entdo esse difeomorfismo é transi-
tivo.

Vamos descrever brevemente o que estudaremos ao longo deste trabalho:

No capitulo 2 exporemos as no¢des fundamentais da dindmica genérica: elemen-
tos de topologia: uma discussdo sobre os conjuntos residual e magro, a topologia C”
no mundo dos difeomorfismos e a topologia de Hausdorff; ainda veremos algumas
nogoes sobre os sistemas hiperbdlicos e defini¢des mais fracas como a decomposicdo
dominada; a defini¢do de sistemas transitivos e o conceito de folheacdo em variedades.

No capitulo 3 comecaremos a estudar a dindmica genérica: olharemos algumas
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caracteristicas sobre o conjunto Diff! (M); os famosos lemas de pertubacdes e suas con-
sequéncias e apresentaremos a conjectura.

No resto do trabalho definiremos o conceito de classe homoclinica e os difeomorfis-
mos que quem finitas (TAME) e infinitas (WILD) classes homoclinicas e mostraremos
os casos onde a conjectura é vélida: o folclérico caso hiperbdlico, o caso em superficies,
o caso parcialmente hiperbdlico, o caso tame e por fim o caso de uma classe homoclinica
com interior ndo vazio.

No apéndice apresentamos uma breve explanacdo sobre os difeomorfismos de Anosov.
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Capitulo 2
NOCOES PRELIMINARES

2.1 Nogoes de Topologia

Nesta segdo definiremos os conjuntos residual e magro, e tentaremos deixar claro a

importancia de se trabalhar com conjuntos residuais.

2.1.1  Conjuntos residual e magro

Assumimos aqui que sdo conhecidos os conceitos de conjunto aberto, fechado e denso.

Nesta subsecdo iremos considerar que X é um espago topolégico.

Definic¢do 2.1.1. Um subconjunto Y C X é chamado de denso em lugar nenhum se o seu

fecho Y ndo tem ponto interior.

Definic¢do 2.1.2. Um subconjunto S C X é chamado de magro se é a unido enumeravel

de subconjuntos densos em lugar nenhum.

Defini¢do 2.1.3. Dizemos que um subconjunto R C X é residual se contém uma intersecdo

enumeravel de subconjuntos abertos e densos de X.

Por defini¢do vemos que o complementar de um conjunto magro é um conjunto
residual e o complementar de um residual é um magro.
Um teorema de René Baire nos diz que: em um espago métrico completo, todo

residual é denso.

Teorema 2.1.4 (Baire). Em uma espago métrico completo, as familias enumerdveis de abertos

densos tem intersecio densa.

Dizemos que um espaco métrico completo X é um espaco de Baire se a intersegdo
enumerdvel de abertos e densos é densa. Trabalharemos apenas com espagos de Baire,

ou seja, nossos residuais sdo densos.

Definigao 2.1.5. Dizemos que uma propriedade p é genérica em um espaco topolégico

X, se existe um conjunto residual R C X tal que todo ponto de R tem a propriedade p.
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Algumas questdes surgem naturalmente:

e Qual é a importancia de trabalharmos com conjuntos residuais?

O interesse em trabalhar com residuais se deve ao fato que se tivermos os conjuntos
residuais A1, Ay, A3 C X com as propriedades Py, P, e P3, respectivamente, o conjunto
A = AN Ay N Az é um conjunto denso em X e ainda com as propriedades Py, P> e
P3, pois A é residual, de fato, como A;, Ay e A3 contém uma intersegdo enumerével
de abertos denso, assim acontece com A = A; N Ay N Az. Queremos que fique claro
que a intersecdo de dois ou mais residuais ainda é um conjunto residual, e portanto
denso. Usaremos isto vérias vezes ao longo do trabalho, e algumas vezes ndo vamos
mencionar isso; o leitor deve ficar atento para perceber quando esse fato for usado.

e O que os conjuntos residuais diferem dos densos?

A propriedade dos residuais que vimos acima, ndo acontece em conjuntos que sao
apenas densos, por exemplo Q eI = R \ Q sdo conjuntos densos em R, mas QNI = @.

e Um conjunto magro pode ser denso?

A resposta é sim. Por exemplo, Q é um conjunto magro, de fato seja uma enumeragao

Q = {q1,92, ...}, entdo é uma unido de densos em lugar nenhum Q = {g: } U{q2} U....

e Um conjunto residual é sempre “muito grande”?

Para responder e entender esta pergunta, sejae¢ > 0e Q = {gq1,q2,...} e B, =

(o °]
B(qn, 57). O conjunto A = U B, € um conjunto aberto e denso, ou seja, residual.
o o
Entretanto veja que |[A| = | | Ba| < ) 22—n = 2¢. O “tamanho” de A, que é residual,
é muito pequeno se compa:a:&o com gisleu complementar, que é magro, |A°| = |R| —

|A| = 00 — 2¢ = co.
Isto mostra que um residual mesmo sendo um conjunto grande do ponto de vista

topolégico, pode ser muito pequeno do ponto de vista probabilistico.

2.1.2 A topologia C" em Dif f" (M)

Denotaremos por M uma variedade compacta sem bordo e Diff' (M) o conjunto de

todos os difeomorfismos f : M — M de classe C".

Defini¢do 2.1.6. Chamaremos de métrica C" a métrica definida no conjunto Diff" (M)
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dado por: para f, g € Diff" (M)

d,(f,8) = max{sup{d(f(x),g(x))}, sup{[|Dfx — Dgx|l},....sup{||D’ fr — D'gx|[} }.

xeM xeM xeM

Ao longo do deste texto trabalharemos mais com o conjunto Diff' (M) e métrica C!.

dr(f,g) = max{sup{d(f(x),g(x))}, sup{||Dfx — Dgx|[}}

xeM xeM

Estaremos sempre nos referindo a esta métrica quando aparecerem as expressdes: C!-

vizinhanga, C 1-aproximado, Cl-arbitrariamente préximo, C 1-genélrico eC 1-pe1r’cuba(;§10.
Teorema 2.1.7. O conjunto Diff' (M) com a métrica C* é um espaco de Baire.

Para a demonstragao e outros conceitos de dindmica genérica veja [12].

2.1.3 Topologia de Hausdorff

Definicao 2.1.8. Seja X um espago métrico com uma métrica 4. A distancia de um

ponto x € X a um subconjunto A C X e dada por
d(x,A) = inf{d(x,a); a € A}.

Indicaremos com F(X) o conjunto de todos os subconjuntos compactos e ndo-vazios

A CX.

Defini¢do 2.1.9. Para A, B € F(X), a métrica de Hausdorff p(A, B) é definida por:
p(A,B) = max{sup{d(a,B); a € A},sup{d(b,A) b € B}}.

Note que a métrica de Hausdorff é uma distancia entre conjuntos e que p(A,B) =0
se, somente se, os conjuntos forem iguais. O que ndo acontece com a distancia usuall
entre conjuntos, pois basta que os subconjuntos tenham interse¢do ndo vazia para que
d(A,B) = 0. Se pensarmos em uma sequéncia de conjuntos A, — B na métrica de

Hausdorff, significa que A, se torna igual a B quando n — co.

LA distancia usual entre dois subconjuntos nao vazios A, B C X é dada pord(A, B) = inf{d(a,b); a €
A, b€ B}.
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2.2 Dindmica hiperbélica

O estudo dos sistemas dindmicos tem como um de seus objetivos o de descrever o com-
portamento (assint6tico) de grandes grupos de sistemas. Historicamente o conceito de
hiperbolicidade despontou como uma caracteristica importante de muitos sistemas.
Dindmicas puramente hiperbdlicas sdo hoje bastante bem compreendidades e formam

um capitulo muito especial em toda a teoria.

Defini¢ao 2.2.1. Seja o difeomorfismo f : M — M e p um ponto fixo de f. Dizemos que
p € hiperbélico se a matriz da diferencial Df, : T,M — T,M nao tem autovalores com
modulo igual a 1. Um ponto periddico de periodo k é chamado de periddico hiperbélico

se é um ponto fixo hiperbélico para f*.

O espaco tangente de um ponto periédico hiperbdlico decompde-se em subespagos
que contraem e expandem uniformemente pela acdo da diferencial, e isto é uma aproximacgao

linear do que acontece na variedade como mostra o teorema abaixo.

Teorema 2.2.2 (Teorema de Hartman). Seja o difeomorfismo f : M — M e p um ponto
fixo hiperbolico de f, entdo f e Df, sdo localmente conjugadas. Mas precisamente, existe um
vizinhanga Uy, de p em M e uma vizinhanga V de 0 em T, M e um homeomorfismo h : U — V

tal que

hof:Dfpoh.

Grosseiramente falando, um conjunto é hiperbdlico quando todos os seus pontos
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se comportam, na descrigdo acima, como pontos fixos hiperbdlicos. Ese é o teor da
proxima definigao:
Defini¢do 2.2.3. Seja f : M — M um difeomorfismo. Um conjunto compacto invari-

ante A C M é hiperbélico se para todo x € A existem subespacos E°(x) C TyM e
E*(x) C TyM satisfazendo:

(1) TxM = E*(x) ® E°(x)

(2) Dfx(E*(x)) = E°(f(x)) e Dfx(E*(x)) = E*(f(x))
(3) Existem constantes C > 0e 0 < A <1 tal que

(@) ||DF}v|| < CA"||v|| V v € E*(x) para todo n > 0.

(b) ||DF; "v|| < CA™||v|| V v € E*(x) para todon > 0.

Exemplo 2.2.4. Seja x um ponto fixo hiperbdlico de f : M — M. Entdo o conjunto
{x} é hiperbélico. Mais geralmente, a 6rbita de um ponto periédico hiperbédlico é um

exemplo simples de conjunto hiperbdlico.

Exemplo 2.2.5 (Automorfismos do Toro). Podemos parametrizar o circulo unitario st
dos seguintes modos:
y(t) = (cos2mt,sin2mt) onde 0 < + <1
Se identificarmos o ponto 0 com o ponto 1 podemos ver o circulo unitario S C C
como sendo o intervalo [0, 1], ou melhor identificar com o conjunto quociente R/Z.
Podemos ver o toro como sendo T?> = S! x S! = [0,1] x [0,1]. Portanto pode-
mos identificar o toro T? como sendo o quadrado de lado 1. Vamos construir uma
transformacio de T?> — T2. Primeiro olharemos para a transformagéo L : R?> — RR?

dada por:
2 1 X

11 y

Lixy) = 2x+yx+y) =
Vamos restringir essa aplicagdo a T? definindo entéo F; : T> — T2 por

Fi(x,y) = 2x+y,x+y)(mod 1)

Como essa matriz é simétrica, possui uma base de autovetores ortogonais vy, v com

autovalores? A = HT\@ >Tledr =A7 1T— 3_7\@ < 1. Dessa forma, vemos que T2 é um

2Encontrados resolvendo a equagao p(A) = det(Al — A)
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conjunto hiperbdlico, pois em todo ponto existe uma decomposicdo E¢ @ E* onde E" é
o subespaco gerado pelo vetor v, com taxa de expansdo A, e E€ é o subespago gerado

pelo vetor v; com taxa de contragdo A;.

Exemplo 2.2.6 (Ferradura de Smale). A ferradura de Smale é uma construgao topolégica
de um sistema dindmico hiperbélico e também é um famoso exemplo de sistema caético.
Em [8] é feita a construgdo da ferradura, com mais detalhes, e 14 também se mostra que
a ferradura é um sistema caético. Para ver o histérico desse exemplo veja [17].

A ferradura pode ser vista como uma construgdo geométrica. Primeiro imaginamos
um quadrado que é esticado na vertical formando um retangulo e, em seguida, esse
retdngulo é dobrado,formando uma figura semelhante a uma ferradura. Continuamos
fazendo esse processo de esticar e dobrar, infinitas vezes. Para ser mais precisos, seja
Q = [0,1] x [0,1] o quadrado unitario, A o semicirculo de raio 1 em baixo de Q, B o
semicirculo acima de Q, e seja N = Q U A U B, vamos olhar para as faixas verticais
G, Hy, Hy, Hy e H3 como na figura(2.1). Vamos esticar esta figura na vertical e dobrar.

Continuamos esse o processo como mostra a figura2.2.

Note que f é uma contragdo em A e entdo tem um tinico ponto fixo 4, e pelo teorema
do ponto fixo® f"(x) — a para todo x € A, note também que f(B) C A, ou seja,
f"(x) — a para todo x € B. Entdo vemos que se ¢ € Q, mas f*(q) ¢ Q, para algum
k € N entdo f¥ € AU B e portanto tende para a. Podemos entéo analisar somente os

pontos que ficam em Q.

A ={xecQf'(x)eQ VneZ}

De forma anéloga podemos construir o conjunto A para f !

3Sendo X C IR" um conjunto compacto e f : X — X uma A-contragdo (||f(x) — f(y)|| < Al|x —y]|
para todo x,y € X). Entdo f tem um tnico ponto fixo, xg, e || f"(x) — xp|| < A"||x — xp|| para todo
xe X
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Figure 2.2:

A={xeQf'(x)eQ, VneZ_}

E consideramos a intersecdo desses dois:

A=ANA_={xeQf'(x)eQ, VneZ_}

E possivel mostrar que o conjunto A é um conjunto de Cantor, invariante por f e
hiperbélico.

Observando a a figura(2.4), os pontos fixos da ferradura sdo a4, p, s sdo fixos e r é
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Figure 2.3: Ay, A_e A = Ay NA_, respectivamente

um ponto homoclinico* (veja definicio(3.1.4)), a é um atrator e p, s sio pontos de sela,
pois os pontos que estdo na sua horizontal sdo atraidos e os que estdo na vertical sdo

repelidos.

Figure 2.4:

Constinuamos agora a nossa visita a definicio de hiperbilicidade, apresentando

resultados cldssicos e muito tteis no contexto.

Proposicdo 2.2.7. Seja A um conjunto hiperbélico para um difeomorfismo f : M — M.

Entdo, os subespagos E®(x) e E"(x) variam continuamente com x.

Proof. Dada uma sequéncia x, € A tal que x, — x, devemos mostrar que E°(x,) —
Es(x) e E"*(x,) — E"(x). Seja entdo x,, uma subsequéncia tal que dim(E*(x,,)) = j,

para algum j € {0,..,n}, e {vi, e vi} uma base ortonormal de E°(x,,) e {v;fl, U}

4Todo sistema que tem um ponto homoclinico transversal tem uma ferradura de Smale, e como sabe-
mos a ferradura é um conjunto hiperbélico e caético, ou seja, todo sistema que tem ponto homoclinico
é cadtico.
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uma base ortonormal de E*(x,.). Podemos supor, tomando uma subsequéncia se
necessario, que vf( — 7 (pois, estes vetores estdo na esfera, que é compacta, entao
tem subsequéncia convergente) e portanto {v!,..., v/} e {v/1,.., 0"} sao conjuntos or-
togonais5 de Ty M. Seja os os subespagos gerados E = <01, . vj> eF = (vj“, .., 0") Seja
v € E com ||v|| = 1, entdo ||DfJ!v|| < CA™ para m > 0. De fato, podemos escol-
her v, € E*(xy, ), com ||vg|| = 1 (tem subsequéncia convergente se necessario) tal que

v — v. Logo, fixando m temos
IDf'o]| = lim [[Dfg || < CA™
k—o0 g

Isso mostra que E C E"(x), analogamente F C E"(x), em particular ENF = {0} e
como E® F = TyM, logo E = E’(x) e F = E*(x). O

Abaixo temos uma consequéncia imediata e importante.

Coroldrio 2.2.8. Se A é um conjunto hiperbélico. Entdo a dimensdo dos subespagos é local-

mente constante.

Outra caracteristica importante dos conjuntos hiperbdlicos é a existéncia dos taman-

hos uniformes das subvariedades, que dado pelo teorema abaixo.

Teorema 2.2.9 (Teorema da variedade estavel). Seja f : M — M um difeomorfismo de
classe C" e A C M um conjunto hiperbolico. Entdo existe ¢ > 0 tal que para todo x € A se

verifica:
(1) W:(x) é uma subvariedade C" tal que TyW: = E°(x).
(2) Wi(x) C W8(x)

(3) W3(x) = Up>of "(WE(f"(x))) é uma subvariedade imersa de classe C" e varia contin-

uamente com Xx.

Existe um resultado analogo para W* ja que W¥(x, f) = W*(x, f~1).

5Note que o angulo é constante Z(vi, v} ) = 90° para i # j, assim Z(o',0) = 90°
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2.2.1 Formas fracas de Hiperbolicidade

Os sistemas hiperbdlicos apareceram desde Poincaré, com a descoberta do ponto ho-
moclinico. Mas foi na década de 60 que realmente se descobriu a rica dindmica desses
sistemas com o estudo da estabilidade estrutural de M. Peixoto e os trabalhos de S.
Smale, Anosov, etc.

As vezes, pedir que um difeomorfismo seja hiperbélico é exigir muito, pois foi
mostrado que existem conjuntos abertos de sistemas dindmicos que ndo sao hiperbdlicos
e também, como o nosso mundo é, do ponto de vista fisico, conservativo, existem
muitos fendmenos dinamicos vindos de aplicagdes que ndo podem ser descritos no
quadro de hiperbolicidade. Estes fatos importantes levaram ao estudo de formas mais
fracas de hiperbolicidade. Nesta secdo nés veremos formas mais relaxadas de hiper-
bolicidade sendo que as duas principais sdo a hiperbolicidade parcial, que além dos
subfibrados hiperbdlicos E* e E° também pode admitir um fibrado central e a decom-

posicao dominada, que inclui a hiperbolicidade parcial.

Definic¢do 2.2.10. Seja f : M — M um difeomorfismo e K C M um conjunto invari-
ante. Dizemos que K é parcialmente hiperbolico se existe uma decomposicdo TxM =
E; ® - - @ Ei, onde pelo menos um dos subfibrados E; ou Ej é hiperbélico, isto é E; é

uniformemente contrativo ou/e Ej é uniformemente expansor.

Podemos escrever também como uma decomposicdo em trés distribui¢des Tx M =
E" @ E¢ @ E°, onde a diferencial Df(x) contrai uniformemente na diregdo estavel E?,
expande uniformemente na dire¢do instdvel E* e pode contrair ou expandir na direcao

central E, mas com taxas sensivelmente menores.

Definic¢do 2.2.11. Dizemos também que K é parcialmente hiperbélico forte se na decomposicao

TxkM = E{ @ - - - @ Ej,0s subfibrados E; e Ej sdo ndo triviais.

Defini¢ado 2.2.12. Dizemos que a decomposigdo TyM = E; @ - - - © Ey é volume hiperbélica
em K se existe n > 1 tal que o Jacobiano® de D f"|E, é estritamente menor que 1 e o Ja-

cobiano de Df"|E, é estritamente maior 1.

Nesta defini¢do a diferencial de f" contrai uniformemente o Volume em E; e ex-

pande uniformemente o volume em Ey.

®Estamos pensando em jacobiano como sendo 0 médulo do determinante da diferencial.
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A nocdo de volume hiperbélico é uma mais fraca que a hiperbolicidade parcial.
Para simplificar, vamos olhar apenas para o subfibrado E;, supondo que este tem di-
mensdo 3. Lembre que para a hiperbolicidade parcial E; é contrativo hiperbdlico, isto
é, todas as dire¢des sdo contraidas pela agdo da derivada (veja a figura2.5). Ja para o
volume hiperbélico, dizer que ojacobiano de D f|g, € estritamente menor que 1 é equiv-
alente a dizer que a média das dire¢des de E; é contraida, ou seja, seu volume é con-
traido, entretanto, diferentimente da hiperbolicidade parcial, uma das dire¢des pode
expandir. Por exemplo, na figura(2.5) a dire¢do v; expandiu mas as outras dire¢des
contrairam tanto a ponto de compensar essa dire¢cdo que expandiu, diminuindo o vol-

ume.

V2

Hiper. Parcial 2

N
>

v3
V3 1

V1

v2

Volume Hiper = —
> ]

v3

V3

V1

Figure 2.5:

Defini¢do 2.2.13. Seja f : M — M um difeomorfismo e K C M um conjunto invariante.
Dizemos que K admite decomposigio dominada se existe uma decomposicdo TxM =

E®FeexisteC >0e0 <A <1talque
D el IDf " [ || < CAY, Vx € A, n > 0.

Em palavras, para n grande, a “maior expansdao” de Df" sobre E é menor que a
“maior contragdo” de Df" sobre F e de fato se torna exponencialmente menor com
n. A hiperbolicidade parcial é uma decomposicdo dominada da forma E = E° © E¢ e

F=EYouE=EeF =E‘“®E".
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A decomposicdo dominada é de indice k se dim(E) = k e A é a constante de dominagdo.

Note que, diferentemente da hiperbolicidade pura, no contexto de hiperbolicidade
parcial ndo podemos garantir que na decomposicdo dominada existe algum subfibrado
que contrai ou expande uniformemente a menos de um constante C, os subfibrados
dependem de 1,

DA™ [Ell < [[Df*[E[|CA" = C(n)A"

a decomposicdo dominada nos da apenas um controle(dominagédo) entre os subfibra-
dos.

As vezes vamos considerar a decomposi¢do dominada com mais de dois fibrados
TxkM = E1 ® E; @ --- @ Ey, esta decomposigdo é dominada se cada decomposigao
E; © E; é dominada para todo i < j, ou também se para todo i = 1,.., (k—1)a
decomposigdo TyM = ( ;':1Ej) ® (@;‘:iHE]') ¢ dominada.

Isto motiva a nés definir uma decomposicdo E; @ E; @ - - - @ Ei, em que E; ndo
admite decomposicdo dominada. Chamaremos esta de melhor decomposicio dominada

isso é assegurado pela seguinte proposicdo:

Proposicao 2.2.14. Seja K um conjunto f-invariante admitindo uma decomposicio dominada.
Entdo existe uma tinica melhor decomposi¢do dominada TxM = E{ @ - - - @ Ej sobre K tal
que E; ndo admite decomposicido dominada. Qualquer outra decomposigdo invariante é obtida

considerando uma partigdo de 1,...,k em subintervalos.
Listaremos agora outras propriedades da decomposicdo dominada.

Proposic¢do 2.2.15 (Unicidade). Seja o difeomorfismo f : M — M, com dim(M) = d e K
um conjunto compacto invariante. Se d = ny + na + - - - + ny, entdo existe no maximo uma

decomposicio dominada TyM = E1 @ E; & - - - & Ex em K com dim(E;) = n; para todo i.

Proposicao 2.2.16 (Transversalidade). Seja o difeomorfismo f : M — M e K um conjunto

compacto invariante com decomposigio dominada Tx M = E; ® Ey @ - - - @ Ey entdo
i(@;':lEJ" @;{:i—i—lEj) <y<0 parai=1,.., (k—1).

Reciprocamente, a transversalidade é uma condigao suficiente para que haja decomposigao

dominada.

Proposicao 2.2.17. Se existir uma vizinhanga U de f tal que

£(E*(p,8), E*(p.8)) > 71 >0
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para toda g € U e p € Per(g) de indice i. Entdo existe uma decomposicio dominada de indice

i sobre Per(f) de indice i.

Proposicao 2.2.18 (Continuidade). Seja o difeomorfismo f : M — M e K um conjunto com-
pacto invariante com decomposicido dominada TyM = Eq @ Ey ® - - - @ Ey, entdo os fibrados

E;(x) variam continuamente com Xx.

Proposicao 2.2.19 (Extensdo para o fecho). Seja K um conjunto f-invariante admitindo
decomposigiio dominada de indice i. Entdo K tem um decomposigio dominada de indice i com a

mesma constante de dominacio.

Proposicao 2.2.20 (Extensdo para uma vizinhanga). Seja K um conjunto f-invariante com
uma decomposicdo dominada. Entdo podemos estender esta decomposicio de forma dominada

para o conjunto maximal invariante de f em uma vizinhanga de K.

Proposicao 2.2.21 (Robustez). Seja o difeomorfismo f : M — M e A um conjunto compacto
invariante admitindo uma decomposicdo dominada Tp = E @ F. Entdo existe uma vizinhanga
U de A e uma C'-vizinhanca U de f tal que para todo ¢ € U existe uma decomposicdo dom-
inada sobre qualquer compacto g-invariante Ag C U. Além disso a constante de dominagio

pode ser escolhida de forma uniforme. O conjunto U é dito uma vizinhanga admissivel de A.

Proposicao 2.2.22 (Agrupamento). Seja K um conjunto f-invariante, TxM = E; @ - -- @

Ey uma decomposigio dominadael <i < j<k,comi > 1ouj < k. Entdo
TkM=E1&---®E 1OFDEj ;& DE,
ondeF=E;®---P Ej, é uma decomposigdo dominada.

Proposicdo 2.2.23 (sub-decomposi¢do). Suponha que K é um conjunto f-invariante, Ty M =
Ey & - - - @ Ey uma decomposigio dominada e que Ej = Fy & - - - @& Fy, é uma decomposigio

dominada entdo
TkM=E1®---®E 10 ®-- - OF®Ej 11D DE
também é uma decomposigio dominada.

As demonstrag¢des dessas propriedades estdao no Apéndice B de [5].
Diferente do que vimos para conjuntos hiperbélicos. Nestas formas mais fracas

nem sempre podemos garantir que exista na variedade uma folheagdo( veja definicdo(2.4.1))
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para os subfibrados. O Teorema (esta versdo do teorema estd em [5]) abaixo mostra um

caso em que isso é possivel.

Teorema 2.2.24 (Brin, Pesin; Hirsch, Pugh, Shub). Seja f um C" difeomorfismo de uma
variedade compacta M admitindo uma decomposicio dominada TM = E* ® E¢ @ E° onde D f
é uniformemente expansor em EY e uniformemente contrativo em E®, isto é, f é parcialmente
hiperbdlico. Assumindo que dim(E") > 0, existe uma unique familia F" de subvariedades
injetivas imersas {F"(x) : x € M} tal que x € F"(x) e F"(x) é tangente a E¥ para todo
x € M. Esta familia é invariante, f(F"(x)) = F"*(f(x)) para todo x € M, e as folhas
F'(x) sdo uniformemente contrativo para alguma iterada negativa de f. Além disso, F" é
uma laminagdo continua de M, entende-se que todo ponto tem uma carta local continua que

trivializa as folhas e é uniforme ao longo de cada folha.

Nosso conhecimento para o fibrado central E é bastante diferente. Muitas questdes
béasicas ndo sdo conhecidas como a existéncia de uma folheacdo tangente em geral.
Quando o fibrado central tem dimensao 1, existe sempre curvas tangentes a E¢ pas-
sando através de cada ponto. Isto é porque um campo vetorial sempre tem solucéo.
Mas estas curvas ndo sdo necessariamente tinicas, por que o fibrado central ndo é geral-

mente Lipschitz continuo.

Definigao 2.2.25. Seja N e M variedades diferenciais. Uma aplicacdo diferenciavel ¢ :
N — M é uma imersio se dgp, : T,N — T,M é injetiva para todo p € M. Se, além
disso, ¢ é um homeomorfismo sobre ¢(M) onde ¢ (M) tem a topologia induzida por

N, diz-se que ¢ é um mergulho.

N ¢

/\

Como podemos ver o mergulho é mais forte que a imersdo, pois o mergulho além

se ser uma imersao, como é homeomorfismo, preserva as propriedades topolégicas.
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Exemplo 2.2.26. A figura(2.6) ilustra vérias imersdes de N = R e M = R?. Observe
que (R, ¢1) é uma subvariedade mergulhada de IR?, enquanto que (R, ¢,) e (R, ¢3) sdo
apenas subvariedades imersas em IR?, pois contem pontos que estdo muito distante em
R, mas estdo muito proximos ou até sdo iguais em @2 (R) e ¢1(R). Ja (R, ¢4) ndo é nem

imersdo, pois d¢ ndo é injetiva.

Ao

e, % /g,

R

Figure 2.6:

O teorema é devido a [10]. A versdo que escrevemos se encontra em [16].

Teorema 2.2.27 (Hirsch, Pugh, Shub). Seja A um conjunto compacto f invariante admitindo
uma decomposi¢io dominada de codimensio 1, TAM = E @ F, entdo existem duas aplicacoes
continuas ¢ e " que associa cada x € A a uma subvariedade mergulhada W (x) e WS (x),

respectivamente, tal que:
(1) TWE(x) = Ee TyWE"(x) = F,
(2) Paratodo 0 < e < 1 existe €, tal que
FIWg) € Wep (f(x))
(3) Para todo 0 < & < 1 existe e tal que

WG C WE(fH(x)
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Em particular, existem 6§ = 5(eq) tal que se y € W (x) e d(f(y), f/(x)) < 6 para
0<j< nentdof_j(y) € ngu(f_f(x)) com0 <j<n.

Proposicao 2.2.28. Seja A um conjunto compacto f-invarinte com uma decomposigio TA M =
E & F, tal que 0 dngulo Z(E, F) < 7y < 0 e existem as variedades locais de E e F com tamanho
uniforme, entdo dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que se d(x,y) < 6 entdo WE(x) intersecta

transversalmente W (y).

Proof. Vamos fixar x € A, existe ¢ > 0 tal que W& (x) e WE(x) se intersectam ape-
nas em x porque E(x) N F(x) = {0}. Pela continuidade das variedades existe uma
vizinhanca U de x tal que todo ponto y € U tem a mesma propriedade, isto é, o
tnico ponto de intersecdo das variedades é y. Tomando uma cobertura finita dessas
vizinhangas seja ¢ o menor em todas elas, logo a intersecdo transversal Wg(x) rh
Wt (x) = {x} para todo x € A. Como a transversalidade é uma propriedade aberta
para todo x € A existe uma vizinhanga V de x tal que para todo z,y € V, W(z) se
parece muito com W¢*(x) e W¥(y) se parece muito com W{*(x), portando a intersegédo

transversal W{*(z) N Wi (y) # @. O

Figure 2.7:

2.3 Transitividade

Transitividade topoldgica é uma caracteristica global de um sistema dindmico. Intu-
itivamente uma aplicagdo é transitiva se em qualquer vizinhancga arbitrariamente pe-

quena tem pontos que caem em qualquer outra vizinhanga arbitrariamente pequena,
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isto é, o sistema todo est4 interligado. Consequentemente o sistema ndo pode ser divi-
dido em dois outros com dinamicas independentes.
Daremos duas defini¢des de transitividade e veremos que com alguns requisitos elas

sdo equivalentes.

Definicdo 2.3.1. Seja X um espago métrico compacto. O sistema f : X — X é topologi-
camente transitivo se para todo par U, V de subconjuntos abertos ndo vazios de X existe

um inteiro k > 0 tal que fF(U) NV # @.

Definicdo 2.3.2. Seja X um espac¢o métrico compacto. O sistema f : X — X é topologi-

camente transitivo se existe um ponto xp € X com 6rbita densa, isto é w(xg) = X.

Estas defini¢des ndo sdo imediatamente equivalentes, como mostra os exemplos

abaixo.

Exemplo 2.3.3. Seja X = {0} U {1/n;n € IN} dotado da métrica usuale f : X — X
definida por f(0) =0e f(1/n) =1/(n+1), n = 1,2,.... Claramente f é continua. O
ponto x = 1 tem 6rbita densa, mas f ndo satisfaz a defini¢do(2.3.1). Isso mostra que a

defini¢do(2.3.2) ndo implica na defini¢do(2.3.1).

Exemplo 2.3.4. Seja a fungdo f : [0,1] — [0,1] definida por f(x) = 1 — |2x — 1|, esta
é a, conhecida, aplica¢do tenda. Se | C [0,1] e um intervalo fechado que ndo contém
o ponto 3 entdo o comprimento de f(]) é o dobro do comprimento de J. Se f¥(J)
contém 1 para algum k, entdo f**2(J) é um intervalo fechado contendo o 0, que é um
ponto fixo, e repetindo o argumento que dobra o comprimento do intervalo temos que
f"(J) = I para algum n, logo nota-se que f satisfaz a defini¢do(2.3.1). Note também
que se A é denso em | entdo f"*(A) é denso em [0, 1] para algum n. Agora seja X o con-
junto dos pontos peridédicos de f, X é denso em [0,1] como é conhecido, entdo a fun¢do
¢ = f|x também satisfaz a defini¢do(2.3.1) entretanto nédo satisfaz a defini¢do(2.3.2),

pois todas as drbitas sdo finitas.

Vamos observar que quando X é uma espago métrico compacto entdo a defini¢do(2.3.2)
implica na defini¢do(2.3.1), mas a reciproca nao é verdadeira, e defini¢do(2.3.1) implica

na defini¢do(2.3.2) se X ndo tem pontos isolados, a reciproca também ndo é verdadeira.

Teorema 2.3.5. Se X é um espaco métrico compacto sem pontos isolados, entdo as definicoes

(2.3.1) e (2.3.2) sdo equivalentes.

Para mais detalhes sobre transitividade olhe [11].
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12 1 X

Figure 2.8: Aplicagdo Tenda

2.4 Folheacoes

Podemos pensar em uma folheagdo como uma superficie totalmente coberta por cur-
vas ou em um livro que aparentemente é um bloco de dimensédo 3, mas é constituido
totalmente de folhas de “dimensao 2”, provavelmente de onde tenha vindo o nome.

Vamos dar exemplos concretos. Nossa variedade é o quadrado A = [0,1] x [0,1]
e o conjunto formados por todas as linhas verticais contidas em A, F = {y(y) =
(c,y); ¢,y € [0,1]}, é uma folheagdo de A. De forma mais geral seja R" = R! x R"~/,
e sua folheagdo F = {R x {c}; c € [0,1]}.

y
<[] S— e R

Figure 2.9:
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Este objeto é simples de entender, mas é um pouco dificil de dar uma definigado
precisa. Para mais detalhes veja [13].

Comecaremos considerando a unido disjunta de todas as subvariedades em questdo.
Isto é, o conjunto de todas as subvariedades de uma variedade M, que denotaremos
por F. Podemos tomar a topologia natural das subvariedades /-dimensionais. Note
que a aplicagdo natural (identidade) / — M é bijetiva.

Assumimos que | < m, pois 0 caso I = m ndo é interessante. Segue que a var-
iedade F deve ser o “enorme objeto”: que pode nuca ter uma base enumeravel, pois

normalmente terd uma quantidade de componentes nao-enumeravel.

Definicdo 2.4.1. Uma folheagdo de uma variedade topolégica M é uma particdo F em
subvariedades de dimensdo menor, junto com uma aplicagdo continua

f:F=-M
que satisfaz as seguintes condi¢des locais. Todo ponto de M possui uma vizinhanca U

tal que:

(1) U é homeomorfa a um subconjunto aberto convexo do espago euclidiano R",

através de um homeomorfismo #;

(2) A aplicagédo f leva cada componente de f ! (U) homeomorficamente a uma sub-

variedade de U;

(3) Esta familia de subvariedades corresponde, através de h, precisamente a uma

familia de [-planos paralelos no espaco euclidiano, intersectados com o conjunto

aberto h(U).

Toda componente de F é chamada de folha e também chamamos a folheacdo F de
variedade folheada.

Um fibrado ou subfibrado E de M também chamaremos de distribuigio.

Definic¢ao 2.4.2. Uma distribuicdo k-dimensional E de M é chamada de:
(1) intergrdvel se existe uma folheagao cujo fibrado tangente é E
(2) unicamente integrdvel se existe uma folheacdo F com folhas k-dimensionais tal que

toda curva C! ¢ : R — M satisfazendo 7/(t) € E(7(t)) para todo ¢, esta contida
em F(v(0)) (em particular, Ty F (x) = E(x) para todo x € M)
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Figure 2.10:

2.5 Conjunto cadeia recorrente

Vamos supor que sdo conhecidas as nog¢des de ponto recorrente e ndo-errante. Definire-

mos o conjunto dos pontos cadeia recorrente.

Defini¢do 2.5.1. Seja o sistema dindmico (X, f) onde X é um espago métrico com
funcdo distancia d(x, y). Dizemos que a sequéncia x = xg, x1, ..., X, = Yy € uma e-cadeia

ou uma e-pseudo-orbita de x para y se

d(f(x;),xi41) <€ para 0 <i<mn.

[ [ [
NS

Figure 2.11:

Definigao 2.5.2. Dizemos que x € X é ponto cadeia recorrente se existe uma e-cadeia de

X para x para todo € > 0.

Notagao: vamos denotar por CR(f) o conjunto de todos os pontos cadeia recorrente

e por R(f) o conjunto dos pontos recorrentes
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E facil ver que:

R(f) € O(f) C CR(f)

7

Entretanto nenhuma destas inclusdes é inversivel. Por exemplo na doubling map
1/2 é ndo errante, mas ndo é recorrente. E na aplicacdo f : R/Z — R/Z onde
f(t) = T +sin?(7r7)/10 0 zero é ponto fixo é todos os outros pontos sdo errantes,
pois w(x) = {0}, Vx € R/Z. Embora todo ponto seja cadeia recorrente, pois dado
uma e-vizinhanga de um ponto x, mesmo que x — 0, mas existe um ponto na direita
da bola cento zero, que esta na 6rbita da e-vizinhanga, que cai novamente préximo de

x a uma distancia < €.

Proposi¢do 2.5.3. O conjunto CR(f) é fechado.

Proof. Seja y € CR(f). Vamos mostrar y € CR(f), ou seja, dado ¢ > 0 existe uma
e-cadeia recorrente de y. Como y € CR(f) existe uma sequéncia x; de elementos de
CR(f) tal que xx — y. Entdo tomemos um ponto x;, desta sequéncia dentro da J-
vizinhanga de y (com d < §)equed(f(y), f(xx,)) < 5, isto vale pela continuidade da f.
Como xi, € CR(f), existe uma 5-cadeia recorrente de xy,, seja esta {xy,, X1, X2, ..., Xy =
Xk, }- Entdo escolhemos a e-cadeia de y como sendo {y, x1,x2,...,x,—1,¥}. Logoy €

CR(f). O
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Capitulo 3
DINAMICA GENERICA

O objetivo do estudo de um(ou uma familia) sistema dindmico é estudar o compor-
tamento assintético de toda, ou quase toda, 6rbita. A dindmica genérica tem o objetivo
de descrever a caracteristica de todos, ou pelo menos em um residual de um conjunto
em Diff" (M) e o principal conjunto estudado é o Diff' (M), pois neste vale muitas pro-
priedades de pertubagao como o closing lema e Puhg e varias outras técnicas que foram
desenvolvidas durante décadas nesta topologia, que chamamos de topologia C! . Jd no
conjunto Diff" com r > 1, existem pouquissimas técnicas disponiveis, em particular o
C"-clossing lema nao vale.

Com o grande sucesso nos estudos dos sistemas hiperbélicos na década de 60, S.
Smale conjecturou que os difeomorfismos chamados Axioma A(difeomorfismos essen-
cialmente hiperbdlicos) eram densos no conjunto dos difeomorfismo, mas rapidamente
foi negada em dimensdo maior igual que 3 na topologia C" e Newhouse negou em di-
mensdo 2, na topologia na topologia C”, (r > 2), e ainda é um problema em aberto
na topologia C!, em [2] é mostrado as dificuldades de resolver este problema. Mo-
tivado por essas idéias Jacob Palis montou um programa para o estudo global dos
difeomorfismos, seu objetivo era particionar esse mundo em difeomorfismos que sao

hiperbélicos e difeomorfismo que ndo podem ser hiperbdlicos.
3.1 Divisdes no mundo Diff' (M)

Veremos agora como esté dividido o conjunto Diff' (M) com propriedades dinamicas

relevantes, comegaremos definindo os difeomorfismos com tais propriedades.

Definicdo 3.1.1. Dizemos que um difeomorfismo f é Morse-Smale se:

(1) O conjunto Q)(f) = Per(f) é finito e todos os pontos sdo hiperbdlicos;

(2) Para quaisquer p,q € Per(f) tem-se que W*(p) e W"(gq) se intersectam transver-

salmente.
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Em sua tese Jacob Palis mostrou que esses difeomorfismos sdo robustos.Isto é, dize-
mos que um difeomorfismo f tem uma propriedade rosbusta se existe uma vizinhanca

de f em que todo difeomorfismo g dessa vizinhanca tem essa propriedade.
Teorema 3.1.2 (Palis). O conjunto dos sistemas Morse-Smale é aberto no conjunto Diff! (M).
Esses sistemas tem uma dindmica totalmente previsivel dito pelo teorema abaixo.

Teorema 3.1.3. Se f é Morse-Smale, entdo toda Orbita de f ou é periddica ou converge no

futuro e no passando para Orbitas periddicas distintas.
Vamos ver outro conjunto se sistemas.

Definicdo 3.1.4. Seja p um ponto peridédico de um difeomorfismo f. Dizemos que x é

uma ponto homoclinico se estd na interse¢do transversal das variedades W*(p) e W (p).

WS(p)

Figure 3.1:

Denotaremos por H7 R o conjuntos dos difeomorfismos que possuem ponto ho-
moclinico transversal.

A transversalidade é uma propriedade robusta.
Teorema 3.1.5. O conjunto H'T R é aberto.

Diferente dos Morse-Smale, esses difeomorfismos tem uma uma dindmica compli-

cada.

Teorema 3.1.6 (Birkhoff-Smale). Se f € HT'R, entdo f tem pontos periddicos de periodo

arbitrariamente grande e uma ferradura de Smale.
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Conjectura fraca de Pallis: O espaco Diff’ = (M) de C"-difeomorfismos (r > 1)
contem um conjunto aberto e denso que decompde como a unido disjunta de dois
conjuntos abertos MS UHTR.

Uma outra forma de escrever a conjectura, qualquer C"-difeomorfismo, pode ser
aproximados por difeomorfismos MS ou H7T R, ou também todo difeomorfismo longe
de ponto homoclinico transversal sdo Morse-Smale.

Esta conjectura foi resolvida recentemente em [7] por Sylvain Crovisier.

Temos uma informagdo importante: os difeomorfismos de forma residual sdo to-
talmente previsiveis ou cadticos. Mas, por enquanto, ndo nos diz nada a respeito da
hiperbolicidade, pois tanto os MS quanto os H7 R tem aparéncia de hiperbolicidade,
e ja sabemos que isso ndo é verdade em dimensdo > 3.

Vamos ver uma divisdo que separa de forma densa os hiperbélicos dos ndo hiperbélicos.

Defini¢do 3.1.7. Dizemos que um difeomorfismo f : M — M é Axioma A se:

o O(f) = Per(f);
e Q)(f) é hiperbolico.

Claramente todo difeomorfismo Morse-Smale é Axioma A.

Definiremos os principais fendmenos que obstruem a hiperbolicidades.

Definicao 3.1.8. Uma tangencia homoclinica é uma intersecdo tangente entre as var-

iedades W®(p) e W(p), onde p é um ponto peridédico de um difeomorfismo f.

Denotaremos por T.ANH o conjunto dos difeomorfismo que apresentam tangencia
homoclinica.
E f4cil ver que com uma pequena pertubagdo em uma tangencia conseguimos um

ponto homoclinico transversal, por isso TANH C HTR.

Defini¢ao 3.1.9. Um difeomorfismo f tem um ciclo heterodimensional se existem selas
com indices diferentes tal que a variedade estdvel de p intersecta transversalmente a

instavel de g e vice versa.

As tangencias homoclinicas é os ciclos heterodimensionais, sdo os dois principais
fendmenos que obstruem hiperpolicidades. O primeiro quebra a propriedade de transvesal-

idade dos hiperbélicos e o segundo a dimensdo constante, em [1] é mostrado que,
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residualmente, em uma classe homoclinica(veja defini¢d05.0.7) que possui diferentes
indices, existem conjuntos densos com todos os outros indices intermedidrios. Pela
conjectura abaixo, espera-se que estes sejam os Unicos fendmenos que obstruem a
hiperbolicidade.

Conjectura forte de Pallis: Todo C"-difeomorfismo (r > 1) de uma variedade com-
pacta pode ser aproximado por difeomorfismos que sdo ou hiperbélicos, ou tem uma
tangencia homoclinica ou tem um ciclo heterodimensional.

Esta segunda conjectura implica a primeira

Esta conjectura é valida em dimenséo 1, pois neste caso Mauricio Peixoto mostrou
que os difeomorfismos Morse-Smale sdo densos em Diff (M) para todo r > 1.

Os ciclos heterodimensionais s6 existem em variedades com dimensdo maior ou
igual a trés, portanto ndo temos esse fenomeno em superficie. Henrique Pujals e Martin

Sambarino, mostraram essa conjectura para os difeomorfismos C! em superficies:

Teorema 3.1.10 (Pujals, Sambarino). Seja M uma superficie compacta e f € Diff'(M).
Entio f pode ser Cl-aproximado por um difeomorfismo exibindo uma tangencia homoclinica

ou por um difeomorfismo Axioma A.
3.2 Os lemas de pertubacao

Uma das ferramentas mais importantes na dindmica genérica sdo os lemas de pertubacdes.
O primeiro e certamente o mais famoso é o closing lema de Pugh, diz que a 6rbita de

um ponto néo errante pode ser fechada por pequenas pertubagdes na topologia C.

Teorema 3.2.1 (Closin Lemma, Pugh). Seja f um difeomorfismo de uma variedade compacta
M e seja x € M um ponto ndo errante de f. Entdo toda C'-vizinhanga U de f contem um

difeomorfismo g tal que x é um ponto periddico de g.

Teorema 3.2.2 (Connecting lemma, Hayashi). Seja p e q dois pontos hiperbélicos de sela.
Assumindo que existe um ponto x na variedade estdvel de p e uma sequéncia i, > 0 tal que
fin(x,) converge para um ponto y na variedade estdvel de q. Entdo existem difeomorfismos g,

convergindo para f, na topologia C, e niimeros j, > 0 tal que g{f (x) =y.

Em [4] é mostrado o connecting lema para pseudo-6rbitas, que é uma generalizagdo

do connecting lema de Hayashi.
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Figure 3.2:

Teorema 3.2.3 (connecting lema para pseudo-orbitas, Bonattti, Crovisier). Seja f um
difeomorfismo sujas Orbitas periddicas sdo todas hiperbélicas. Considere os pontos x,y tal que
existe uma e-pseudo-6rbita de x para y para todo ¢ > 0. Entdo existe uma pertubagio g C'-

arbitrariamente proxima de f tal que y pertence a érbita positiva de x.

3.2.1 Consequéncias dos lemas de pertubagio

Igualdade das recorrencias

Nesta secdo apresentamos alguns resultados da dinamica genérica. N6s dizemos
que uma propriedade é genérica se esta vale em um subconjunto residual Diff! (M).
E dizemos também que uma propriedade é localmente genérica se vale em residual
intersecdo com algum aberto nao vazio de Diff' (M).

Vamos comecar com um resultado genérico que relacionam os pontos que estdo
associados a alguma forma de recorréncia que sdo: Os periddicos, os recorrentes, ndo-

errantes e os cadeia recorrentes, esses se relacionam da seguinte forma

Per(f) C R(f) € Q(f) € CR(f) (3.1)

O teorema da densidade de Pugh, que é uma consequéncia do famoso Closing
Lemma, mostra que existe um conjunto residual que torna quase todas as inclusdes

(3.1) em igualdade.
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Teorema 3.2.4 (Puhg). Existe um conjunto residual R C Diff' (f) tal que de f € R

Per(f) = Q(f).

Teorema 3.2.5 (Bonatti-Crovisier). Existe um conjunto residual R C Diff' (f) tal que se
feRrR

Per(f) = CR(f).

Esse resultado nos diz que, genericamente, temos a seguinte igualdade:

Per(f) = R(f) = Q(f) = CR(f)
Generalizagao de teorema da decomposicao Espectral

Definic¢ao 3.2.6. Um peca bdsica de um difeomorfismo f : M — M é um conjunto

A C M compacto,invariante e transitivo.

Teorema 3.2.7 (Teorema da decomposicao espectral). Seja f um difeomorfismo Axioma
A, entdo podemos decompor o conjunto ndo errante de f um finitas pecas bisicas, Q(f) =

AU . UA;.

Defini¢do 3.2.8. Um conjunto compacto f-invariante A é fracamente transitivo se para
todo x,y € A e qualquer vizinhanga U de x e V de y(ndo necessariamente U,V C A)

existe n tal que f*(U) NV # @.

Essa defini¢do nao é intrinseca, pode envolver 6rbitas do espago ambiente.

Se A é transitivo qualquer subconjunto ndo-vazio é fracamente transitivo. Uti-
lizando o lema de Zorn, com a ordenagdo de inclusdo, obtemos que todo conjunto
fracamente transitivo em uma variedade compacta estd contido em um conjunto fra-

camente transitivo maximal.

Defini¢ao 3.2.9. Seja o difeomorfismo f : M — M. Uma vizinhanga filtrada de um
conjunto compacto f-invariante é uma vizinhanga compacta U = M;j\Int(M;), em
que M; e M, sdo subvariedades compactas com bordo, de mesma dimensdo de M e

f(M;) esta contida no interior de M;.

Temos alguns resultados:

1. Se U é uma vizinhanga filtrada de algum conjunto compacto f invariante, entdo

a classe de cadeia recorrente de cada ponto de CR(f) N U esta contida em U.
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2. Toda classe de cadeia recorrente admite em ”base de vizinhanga filtrada”, e cada
classe de cadeia recorrente isolada é um maximal invariante de alguma vizinhanga

filtrada destas.

3. Um conjunto fracamente transitivo admite uma base de vizinhanga filtrada se,
e somente se, é uma classe de cadeia recorrente, neste caso ele é um fracamente

transitivo maximal.

Motivados por estes resultados temos a seguinte definigdo.

Defini¢ao 3.2.10. Um conjunto compacto f-invariante A é uma pega elementar de um
difeomorfismo f se é simultaneamente fracamente transitivo e classe de cadeia recor-

rente.

Note que as classes de cadeia recorrente particionam o conjunto CR( f), entdo pode-
mos particiona-lo por filtracao.

Vamos reescrever o teorema(3.2.5), o teorema da decomposi¢do dindmica: difeo-
morfismos C!-genéricos tem uma decomposigio em pecas elementares(ndo necessari-

amente finitas).

Teorema 3.2.11 (Bonatti-Crovisier). Existe um conjunto residual R C Diff' (f) tal que

se f € R, entdo Per(f) = CR(f), as classes de cadeia recorrente sdo conjuntos maximais

transitivos e f tem uma decomposicio em pegas dindmicas elementares.

Quando sdo finita, as pecas elementares coincidem com as pegas basicas do teorema
da decomposicdo espectral.

Veja mais detalhes no capitulo 10 de [5].
3.3 A conjectura

A parte mais interessante de um sistema dindmico sempre estd associado a pontos
que de alguma forma sdo recorrentes, pois em uma vizinhang¢a de um 6rbita errante
o difeomorfismo é sempre conjugado a uma simples translacdo no espago euclidiano.
Uma das formas mais conhecidas de recorréncia sdo os pontos ndo errantes, quando
o conjunto destes pontos é finito o sistema tem um comportamento muito simples,
como veremos abaixo no exemplo dos sistemas Morse-Smale em que o dos pontos ndo

errantes Q)(f) é finito.
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Neste trabalho iremos estudar difeomorfismos cujo conjunto ndo-errante é infinito,
particularmente interior ndo vazio. Uma pergunta imediata é se esses difeomorfismos
sdo residuais? ou se é uma propriedade rubusta? a resposta a primeira pergunta é
nao, pelo exemplo dos Morse-Smales que sdo abertos. A resposta da segunda é sim
veja teorema(5.0.18) item (7). E como consequéncia dessa nossa hipétese teremos a
transitividade. Isso foi conjecturado em [3].

Conjectura: Existe um subconjunto residual R C Diff' (M) tal que se f € R e o
interior de Q)(f) é ndo vazio, entdo f é transitiva.

Este problema ja era bastante conhecido no caso hiperbdlico (teorema(4.1.1)) e con-
sequéntemente difeomorfismos Axioma A. Relacionado com este assunto, em [9] é dis-
cutido conjuntos hiperbdlicos com interior ndo vazio.

Além do resultado ja mencionado, em [3] tem algumas motiva¢des da validade da
conjectura, mencionaremos uma delas. De acordo com [3] devem existir difeomorfis-
mos em que o interior do ndo errantes é ndo vazio, mas nao sdo transitivos, entretanto
esses sistemas tem uma estrutura extremamente patoldgica. O teorema(5.0.18) itens
(10) e (11) implicam juntos que o conjunto ndo-errante de tal difeomorfismo deve con-
ter um aberto cujo fecho Y é simultaneamente transitivo e Lyapunov estavel para f e
f~1, e pelo teorema 5 de [3], o conjunto Y deve ser acumulado por infinitas classes
homoclinicas distintas, isto é Y, isto é deve exibir dindmica wild, mas todos os exem-
plos conhecidos de dindmica C!-wild o conjunto “wild” ndo somente é acululado por
infinitas classes homoclinicas, mas certamente esta contido no fecho destas classes. A
ultima condicdo implica que o implica que o interior de todos os ”conjunto wild” ja

conhecidos é vazio. Por analogia parece que o mesmo vale para Y.
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Capitulo 4
CASOS PARCIAIS

Apresentaremos nesta secdo alguns casos em que a conjectura foi resolvida. O
folclérico caso hiperbdlico, o caso parcialmente hiperbdlico forte feito em [3] e uma

idéia do caso em superficie feito em [2].
4.1 Caso hiperbélico

Afirmacao: Seja f : M — M em difeomorfismo, A C M um subconjunto invariante e

U = int(A), entdo U é invariante.

Proof. Seja x € U, sendo x um ponto interior existe uma bola B,(x) C U, como f é
continua f(B,(x)) é um conjunto aberto, usando a invariancia de A temos f(B,(x)) C
Ue f(x) € U, da mesma forma mostra-se para f~!. Ja provamos que f(U) = U.
Agora, seja y € dU. E entdo existe uma sequéncia x, € U convergindo para y e como

U é invariante f(x,) € U. E por continuidade da f temos que lim f(x,) = f(limx,) =

f(y) e U. O

Teorema 4.1.1. Seja f € Diff' (M) e A C Q(f) um conjunto hiperbélico com interior ndo

vazio, entdo A = Me f é Anosov.

Proof. Denotaremos por D¥(x), o disco de raio ¢ da variedade instavel de x, centrado
em X.

Seja um aberto U C A e x € U. Fixemos 7 > 0 tal que B;(x) C U. Como U C Q(f),
existe uma sequéncia x, convergindo para x e uma sequéncia i, — oo tal que f (x,) —
x. Para n grande, o disco de raio #/2 centrado em x, da variedade instdvel de x, esta
contido em U. Usando a expansdo uniforme da variedade instdvel, o comprimento
de fin(D¥(y,)) cresce infinitamente e pela distribui¢do continua a folheagéo instavel

fin(D*(yy)) — W*(x)! e portanto W (x) C U para todo x € U, analogamente usando

1Seja z € W' (x) com d(x,z) = k, esta é a distancia intrinseca em W", existem discos da variedade
instavel de f"(y,) de de raio 2k convergindo para o disco da variedade instavel de x de raio 2k,
Do (f™" (yn)) — Wy (x) ez € Wy (x) logo f* (D¢ (xn)) — W*(x)
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f~! mostra-se que W*(x) C U Afirmamos que U = A = M, caso contrério suponha
que exista y € dU, pela continuidade das distribuicdes W(y) C U e Wi(y) C U.

Entretanto existe umabola B,(y) C | J W?®(x), uma contradigdo logo A = Me f é

xEWH(y)
Anosov. L

Esta conjectura também é verdadeira para os difeomorfismos Axioma A.

Corolario 4.1.2. Seja f um difeomorfismo Axioma A com interior dos ndo errante diferente de

vazio, entdo f é transitiva.

Proof. Como f é axioma A, Q)(f) é hiperbdlico, e por hipétese tem interior ndo vazio,

logo pelo teorema acima f é transitiva. O
4.2 O caso em superficie

Nesta secdo vamos apresentar um resultado de [2] que mostra que a conjectura vale

para superficies.

Definicao 4.2.1. Uma filtragio para um difeomorfismo f : M — M é uma familia finita

Mj, My, ..., My de subvariedades com bordo e com a mesma dimensao de M, tal que

e M; = M e M, estd contido no interior de M; paratodo1 <i <k

e f(M;) estd contido no interior de M; paratodo1 < i < k
Os conjuntos abertos L; = int(M;\ M, 1) sdo os niveis de filtragdo (aqui My 1 = D).

Vemos facilmente que dois pontos da mesma cadeia recorrente ndo podem ser sep-
arados por uma filtragdo, pois suponha que p; € L1 = M1\Mj e py € Ly = M\ M3,
onde M; e M, subvariedades da filtragdo (olhe a figura 4.1), como f(M;) estd contido
no interior de My, entdo f"*(Ly) N L; = @ para todo n > 0, logo p; e p2 ndo podem esta
na mesma classe de cadeia recorrente, ou seja, uma classe de cadeia recorente sempre
pertence a um mesmo nivel de filtracdo. Conley provou que a reciproca também é ver-
dadeira: pontos de classes de cadeias recorrentes distintas podem ser separados por

uma filtracao.

Teorema 4.2.2 (Conley). Seja f um homeomorfismo de um espago métrico compacto X. Entdo

existe uma aplicagdo continua ¢ : X — R satisfazendo:
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Figure 4.1:

(1) ¢ é ndo decrescente ao longo das drbitas de f, isto é, (f(x)) # f(x) paratodox € X, e
¢o(f(x)) = f(x) se, e somente se, x € CR(f);

(2) para todo par (x,y) de pontos cadeia recorrente, ¢(x) é igual a ¢(y) se, e somente se, x e

y pertencem a mesma classe de cadeia recorrente;

(3) o conjunto ¢(CR(f)) tem interior vazio em R, e assim é um subconjunto compacto

totalmente desconexo da reta.

Vamos mostrar que vale o caso em superficie, e para isso precisaremos de alguns

resultados que sdo encontrados em [2].

Teorema 4.2.3. Seja S uma superficie compacta. Existe um subconjunto residual Gy C Diff!(S)

tal que, para todo f € Gy e toda classe de cadeia recorrente E de f, temos a sequinte dicotomia:

(1) ou E é isolada no conjunto cadeia recorrente CR(f) de f; neste caso E é uma classe

homoclinica hiperbélica (olhe defini¢io5.0.7).

(2) ou E ndo é isolada, neste caso:

(a) E ndo admit qualquer decomposigdo dominada;

(b) E estd contida no fecho do conjunto de pogos e fontes de f;
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(c) para toda vizinhanga U de E, existe uma C'-vizinhanga U de f e um subconjunto
D C U denso em U tal que toda g € D tem um ponto periédico hiperbélico pq cuja

classe homoclinica estd contida em U e apresenta tangencia homoclinica.

Definicao 4.2.4. Um espaco topolégico M é localmente conexo se tem uma base de con-

juntos (abertos) conexos.

Um resultado em topologia nos diz que M é localmente conexo se, e somente se, a

componente conexa de todo conjunto abeto é um conjunto aberto.

Proposicao 4.2.5. Seja f um homeomorfismo de uma variedade compacta M e seu conjunto
cadeia recorrente CR(f) tem interior ndo vazio. Entido existe um classe de cadeia recorrente

com interior nio vazio.

Proof. Considere uma componente conexa C no interior de CR(f) e como a variedade
é localmente conexa? C é aberto. Consideremos também uma fungéo ¢ dada pelo
teorema(4.2.2). Como ¢ é continua ¢(C) é conexo e esta contido em ¢(CR(f)), que é
totalmente desconexo, logo ¢(C) é apenas um ponto, pelo teorema(4.2.2) C estd contido

em uma classe de cadeia recorrente E, entdo E tem interior ndo vazio. O
Agora nés provaremos a conjectura em superficies.

Teorema 4.2.6. Seja S uma superficie compacta conexa. Existe um subconjunto residual Gy C
tal que para f € Go e com int(QU(f)) # @, entdo S é o toro T? e f é Anosov, em particular

transitiva.

Proof. Seja f € Gy em que CR(f) tem interior ndo vazio. Pela proposicao(4.2.5) existe
uma classe de cadeia recorrente E de f com interior ndo vazio. Como este interior ndo
pode conter qualquer pogo ou fonte?, assim E nao estd contido no fecho dos pogos nem
fonte. Pelo teorema(4.2.3) implica que E é um conjunto bésico hiperbdlico com interior

ndo vazio. Pelo teorema(4.1.1) S é Anosov e pelo teorema(A.0.22) S é um toro. O

2As variedades que trabalhamos sdo localmente igual ao R”, herdam entdo suas propriedades
topologicas

3Nao pode conter poco nem fonte porque, genericamente se essa cadeia recorrente tiver um ponto
periédico entdo é uma classe homoclinica e sendo esse ponto um atrator ou um repulsor a classe
homoclinica é trivial, sem interior, um absurdo.
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4.3 Caso parcialmente hiperbélico forte

Denotaremos por SPH (M) O conjunto dos difeomorfismos parcialmente hiperbdlico

forte.

Defini¢do 4.3.1. Um subconjunto ¥ C M é chamado saturado por uma folheacdo F se

contém toda folha que passa por seus pontos

Defini¢do 4.3.2. Seja f € SPH(M) e p € M a classe de acessibilidade de p é o menor

conjunto saturado por ambas as folheag¢des .7-"}‘ e F ; contendo p.

Outra defini¢do equivalente é o conjunto dos pontos g que podem se ligado a p por

uma quantidade finita de segmentos contidos nas folhas de .7-"}‘ ou F Jse

Figure 4.2:

Definicao 4.3.3. Dizemos que o difeomorfismo f : M — M é acessivel se existe apenas

uma classe de acessibilidade, que é necessariamente igual a M.

Essa propriedade é residual no conjunto dos difeomorfismo parcialmente hiperbdlico

forte, como mostra o teorema abaixo.

Teorema 4.3.4 (Dolgopyat, Wilkinson). Existe um conjunto aberto e denso A C SPH (M)

tal que todo f € A é acessivel.

O Teorema apresentado nesta se¢do e uma generalizacdo de um resultado de Brin.
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Teorema 4.3.5 (Brin). Se f € Ae Q)(f) = M, entdo f é transitivo.
Teorema 4.3.6. Se f € A e Q)(f) tem interior ndo vazio, entdo f é transitivo.

Proof. Lembre primeiro que Q)(f) é compacto e para todo x € Q(f), existe ¢ > 0 tal
que o disco de raio ¢ da variedade instdvel centrado em x estd contido no ndo errante,
DY (x) € O(f).

Seja um aberto U C Q(f) e um ponto qualquer x € U. Como x é ndo errante, existe
uma sequéncia v, convergindo para x e uma sequéncia i, — oo tal que f(y,) — x.
Pela expansdo uniforme da variedade instdvel, o comprimento de f(D¥(y,)) cresce
infinitamente e pela distribuicdo continua a folheagao instavel fin (D¥(y,)) — W*(x)
e portanto W*(x) C U para todo x € U, e como f é acessivel U = Q(f) = M e pelo

teorema de Brin f e transitiva. O
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Capitulo 5
CLASSES HOMOCLINICAS

Denotaremos

W2 (p) h WH(gq) ={pontos que pertencem a interse¢do transversal das variedades

We(p) e W"(q)}.

Definicdo 5.0.7. Seja p um ponto periddico de f. A classe homoclinica de p é o conjunto

H(p, f) = Ws(p) th W(p).

Vamos mostrar uma outra defini¢do de classe homoclinica dada por S. Smale, para
isso seja p,q € Per(f) e definimos a relagdo p ~ g se W*(p) h W (q) # @ e W%(gq)

WH(p) # @. Claramente esta relagdo e reflexiva e simétrica e pelo A-lema é transitiva.

Defini¢ao 5.0.8. Se p ~ g, dizemos que p e g estdo homoclinicamente relacionado com q.

Chamamos de classe homoclinica, H(p, f), o fecho da classe de equivaléncia de p.

Exemplo 5.0.9. Uma O6rbita periddica é uma classe homoclinicas, chamada de classe

homoclinica trivial. As classes homoclinicas ndo triviais sdo aquela que possuem ponto

homoclinico, ha quem considere que classe homoclinica sempre tem ponto homoclinico,isto

é, consideram apenas as ndo triviais. O exemplo mais famoso de sistema com um ponto

homoclinico é a ferradura Smale. A ferradura é uma classe homoclinica.
Proposicdo 5.0.10. O conjunto H(p, f) é fechado, invariante e topologicamente transitivo.

Para a demonstragdo e mais exemplos de classes homoclinicas veja [14].
Proposi¢do 5.0.11. H(p, f) C Q(f).

Proof. Como sabemos a classe homoclinica H(p, f) é o fecho de um conjunto de pon-
tos periddicos que estdo homoclinicamente relacionados e o fecho dos periédicos esta

contido no ndo-errante, logo

H(p, f) C Per(f) CQ(f) = H(p,f) < Q(f).
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Observacgao: Classes homoclinicas matem-se por continuagdo analitica? A resposta,
em geral, é ndo. Vamos ver alguns conceitos semelhantes. Seja p um ponto periédico
hiperbdlico de um difeomorfismo f, ¢ um difeomorfismo suficientemente préximo de
f e H(p,f) a classe homoclinica de p e a continuagdo analitica p ~ pg, que ainda é
um ponto periédico hiperbélico. Podemos entdo definir a classe homoclinica H(py, ).
Mas note essa nova classe pode ser bem diferente da anterior, no sentido que podemos
ter um ponto periédico g € H(p, f) tal que H(pg, g) # H(qq, g)- Seja agora H(p, f) =
H(q, f) uma classe homoclinica onde p ~ g e U, uma vizinhanca de f onde p tem
uma continuagdo analitica e da mesma forma U/, entdo existe uma vizinhanga U/ C
Uy, NU,, tal que, se g € U entdo H(pg, g) = H(qq, §), pois as intersegdo transversal das

variedades de p e g permanecem por pequenas perturbagdes.

Teorema 5.0.12 (Bonatti, Crovisier). Genericamente toda classe homoclinica é uma classe
de cadeia recorrente . Reciprocamente, para um difeomorfismo genérico, toda classe de cadeia

recorrente contendo um ponto periddico p é a classe homoclinica de p.

Teorema 5.0.13 (Arnaud). Para um difeomorfismo genérico, todo conjunto transitivo con-

tendo uma orbita periddica de um ponto p esti contido na classe homoclinica de p.

Definic¢ao 5.0.14. Dizemos que um conjunto transitivo é saturado se cotem todos os

conjuntos transitivos que o intersecta.

Teorema 5.0.15 (Carballo, Morales, Pacifico). Genericamente no espago Diff! (M), toda
classe homoclinica é um conjunto transitivo saturado. Em particular, duas classes ou coincidem

ou sio disjuntas.

Defini¢do 5.0.16. Dizemos que uma classe homoclinica H(p, f) é isolada se existe uma
vizinhanga U de H(p, f), tal que N,z f"(U) = H(p, f). Isto é, é o maximal invariante

em uma vizinhanca.
A definigdo é a mesma para classe de cadeia recorrente isolada.

Definicgdo 5.0.17. Seja um difeomorfismos f € Diff' (M) e A um subconjunto compacto
f-invariante de M, dizemos que A é Lyapunov estdvel para f se para toda vizinhanca

aberta U de A existe uma vizinhanga V C U de A tal que f*(V) C U para todo k € IN.

Além dos resultados ja mencionados, abaixo tem varios resultados sobre classes

homoclinicas que valem genericamente.
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Teorema 5.0.18. Existe um conjunto residual de difeomorfismo R € Diff' (M) tal que para
toda f € R:

(1) toda classe de cadeia recorrente isolada é uma classe homoclinica;
(2) toda classe de cadeia recorrente com interior nio vazio é uma classe homoclinica;

(3) Quando elas sdo finitas, as classes de cadeia recorrente coincidem com as classes ho-

moclinicas;

(4) O conjunto de classes de cadeia recorrente é infinito se, e somente se, o conjunto das

classes homoclinicas também é infinito;

(5) O conjunto dos pontos periddicos de f sdo densos no conjunto cadeia recorrente de f.
Além disso, as classes homoclinicas coincidem com as classes de cadeia recorrente con-

tendo pontos periddicos;

(6) Classes homoclinicas variam continuamente com a distancia de Hausdorff com respeito a
f. Isto é, dado p € H um ponto periddico e € > 0, existe U uma vizinhanga de f tal que
para toda § € U, a classe homoclinica da continuagio de p encontra-se distante menos

que € de H na distdncia de Hausdorff;

(7) Dada um classe homoclinica H de um ponto periédico p, se U é um conjunto aberto tal
que U C int(H) entdo existe uma vizinhanga U de f tal que para toda ¢ € U N'R, entdo
U C H(pg, §), onde pq é a continuagio de p para g;

(8) Para um ponto periédico p de f, H(p, f) = Ws(p) N WH(p);
(9) Duas selas estdo no mesmo conjunto transitivo se, somente se, suas classes homoclinicas
sdo iguais;
(10) Toda componente conexa de Q)(f) com um interior ndo vazio é periédico e sua 6rbita é

uma classe homoclinica;

(11) Toda classe homoclinica com interior nio vazio de f tem estabilidade Lyapunov em f e
L. Isto implica que os conjuntos estdveis e instdveis de qualquer ponto da classe estd

contido na classe.
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Para uma explanacdo melhor sobre esse assunto assim como o da se¢do abaixo veja

o capitulo 10 de [5].
5.1 TAME x WILD
Consideremos um conjunto residual R C Diff! (M) com as seguintes caracteristicas:

(a) Toda classe homoclinica depende continuamente de f € R;
(b) Duas classes homoclinicas ou coincides ou sdo disjuntas

(c) O numero de classes homoclinicas f(f) € IN U {oo} é localmente constante.

o item (a) é assegurado pelo teorema(5.0.15), o item (b) em [6] e o item (c) pelo

teorema abaixo.

Teorema 5.1.1 (Abdenur). Existe um subconjunto residual R C Diff' (M) tal que a fungio

4(-) estd bem definida e é localmente constante.

Isso nos motiva a considerarmos dois subconjuntos:

e Tame Difeomorfismo: Os difeomorfismos f € R que tem finitas classes homoclinicas
e para cada difeomorfismos préximo tenha exatamente o0 mesmo nimero de

classes. Denotaremos este conjunto por 7.

e Wild Difeomorfismo: Sao os difeomorfismos f € R que tem infinitas classes ho-
moclinicas e 0 mesmo vale para toda ¢ € R préxima de f . E este conjunto sera

denotado por W.

Temos entdo que R =T UW

Defini¢ao 5.1.2. Seja Hy, - - - , H;; uma familia de diferentes classes homoclinicas de um
difeomorfismo f. Estas classes formam um ciclo se W*(H;) N W®(H;41) # @ para todo

i=1,..,(m—1)e W(Hy) N W (Hy) £ .

Teorema 5.1.3. Existe um subconjunto residual R € Diff' (M) e uma particdo em subcon-

juntos abertos dijuntos T e W, tal que

(1) O numero de classes homoclinicas é localmente constante em R;
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(2) Se f € W entdo o f tem infinitas classes homoclinicas;

(3) Se f € T entdo o conjunto cadeia recorrente é a unido de finitas classes homoclinicas

duas a duas dijuntas, e existe uma filtragio tal que:

(a) Toda classe homoclinica é um conjunto genericamente transitivo em um nivel de

filtragdo,
(b) Toda classe homoclinica é volume hiperbélico,

(c) Nio existem ciclos entre as classes homoclinicas.
5.2 Caso TAME

Defini¢do 5.2.1. N6s dizemos que um classe homoclinica H(p, f) é um atrator se existe
uma vizinhanca U de H(p, f) tal que f(U) C U e Nyenf™(U) = H(p, f). De forma

analoga defini-se repulsor.

Teorema 5.2.2 (Carballo, Morales). Para todo tame difeomorfismo, a unido da bacia de atragio

é um conjunto aberto e denso em toda a variedade.

Note que o teorema afirma que a bacia de atracdo de f~! é um conjunto aberto e
denso na variedade, logo a bacia de repulsdo de f é aberto e denso. Logo, tanto a bacia

de atracdo quanto a bacia de repulsdo sdo conjuntos abertos e denso.

Teorema 5.2.3. Seja f € Diff' (M) um tame difeomorfismo genérico em que o conjunto nio
errante é diferente de vazio. Entdo, existe uma classe homoclinica de f com interior ndo vazio,

além disso, é a variedade toda, neste caso f é transitivo.

Proof. Como Q)(f) tem interior ndo vazio entdo, pelo teorema(6.0.5), existe uma classe
homoclinica H(p, f) com interior ndo vazio. O teorema(5.2.2) implica que H(p, f) é
simultaneamente um atrator e um repulsor. De fato, Seja um aberto A C H(p, f), pelo
teorema(5.2.2) A contém um ponto x de uma classe homoclinica atratora H(q, f) e um
ponto y de uma classe homoclinica repulsora H(r, ). Se H(p, f) # H(q, f) # H(r, f)
entdo f"(x) - x € H(q,f)e f™(y) — y € H(r, f). Mas H(p, f) é invariante e isolada,
entao H(p, f) = H(q, f) = H(r, ).

Afirmamos que H(p, f) = M o que implica que f é transitiva, caso contrario existem

vizinhangas U e V de H(p, f) contidas na bacia de atragdo e de repulséo de f. Tal que
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V C U agorasejaz € U\ V, como z pertence a bacia de atragdo de H(p, f), existe n > 0
tal que f"(z) € V, isso contradiz a afirmagdo que f~"(V) C V. O
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Capitulo 6
CLASSES HOMOCLINICAS COM INTERIOR NAO VAZIO

Em [3] além de mostrar alguns casos em que a conjectura é vélida, vistos acima,
também da suporte para a solugdo da conjectura, como por exemplo os dois resulta-
dos abaixo. Rafael Potrie e Martin Sambarino, a luz desses dois resultados, resolvem
um caso da conjectura em [15]: Se os extremos da melhor decomposi¢do dominada,
dado pelo teorema(6.0.5), tem dimensdo 1, entdo é parcialmente hiperbélico e usando

o corolario(6.0.4) f é transitiva.

Corolario 6.0.4 ([3]). Existe um subconjunto residual R C Diff' (M) tal que se f € R e

H(p, f) é uma classe homoclinica de f tal que:

e H(p, f) tem interior ndo vazio e

e H(p, f) é parcialmente hiperbdlico forte,

entdo a classe homoclinica H(p, f) é toda a variedade, H(p, f) = M. Em particular, o difeo-

morfismo f é transitivo.

Teorema 6.0.5 ([3]). Existe um subconjunto residual R C Diff' (M) tal que para todo f € R
e todo conjunto ndo vazio, aberto e conexo U cujo fecho U estd contido no interior de Q(f)
entdo existe um ponto periédico p de f tal que a classe homoclinica H(p, f) contém U e admite

uma decomposi¢io dominada.

Teorema 6.0.6 ([1]). Existe um subconjunto residual R de Diff' (M) tal que, para todo f €
R, toda classe homoclinica H(p, f) contendo selas hiperbdlicas de indices a e p contém um

subconjunto densos de selas de indices T para todo T € [, B] N IN.

Corolario 6.0.7 ([1]). Seja R o subconjunto residual de Diff' (M) do teorema acimae f € R
com uma classe homoclinica H(p, f) que contém selas de indice a e . Entdo apenas uma das

duas seguintes possibilidades vale:
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(1) Para toda vizinhanga U de H(py, f) e toda C'-vizinhanca U de f existe um difeomorfis-
mos § € U com uma tangencia homoclinica associada a uma 6rbita periddica contida em

u.
(2) Existe uma decomposicio dominada
Thp M =ESR© - Ol DG,
com dim(E) = « e dim(F;) = 1 para todo i.

O nosso objetivo até o final do texto sera apresentar um caso da conjectura feito
em [15] o teorema abaixo, mas primeiro iremos apenas enucid-lo e dar os corolarios
(que enceram o nosso objetivo) que decorrem imediatamente. Apds isso comegaremos

a construcdo de sua demonstracao.

Teorema 6.0.8. Seja H uma classe homoclinica de um difeomorfismos genérico f com interior
ndo vazio admitindo uma decomposicio dominada de codimensio um TyM = E & F dim(F) =

1. entdo F é uniformemente expansivo.

Corolério 6.0.9. Seja H uma classe homoclinica com interior ndo vazio de um difeomorfismo
genérico f tal que TyM = E' @ E?> @ E3 é uma decomposicio dominada de f e dim(E') =
dim(E®) = 1. Entdo, H é parcialmente hiperbélico forte e H = M.

Proof. Pelo teorema 6.0.8 E® ¢ uniformemente expansivo e E! é uniformemente expan-
. -1 . El z f . 1 2 . 1
sivo para f~ ', ou seja, é uniformemente contrativo para f, logo f é parcialmente

hiperbdlico forte. E pelo corolério(6.0.4) implica que H = M. [

Corolario 6.0.10. Seja H uma classe homoclinica de um difeomorfismo genérico f afastada de

tangencias de indice 1 e n — 1 e tem pontos periddicos de indice 1 e n — 1, entdo H = M.

Proof. Como a classe estd afastada de tangencias e para difeomorfismo genérico ou co-
incidem ou sdo dijuntas (olhe teorema(5.0.15)), temos que a classe admiti decomposi¢ao
dominada com os fibrados extremos de dimensdo um, entdao usando o corolario(6.0.7)

obtemos que H = M. O

Coroldrio 6.0.11. Seja f um difeomorfismo de superficie com uma classe homoclinica de inte-

rior ndo vazio. Entdo f é conjugada a um difeomorfismo linear de Anosov em T?.
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Proof. Pelo teorema(6.0.5) a classe homoclinica admite decomposi¢ao dominada. Como
os dois subfibrados tem dimensdo um pelo corolario(6.0.9) é parcialmente hiperbélica
forte, mas como ndo tem variedade central é hiperbdlica e como a conjectura vale
para classes homoclinicas hiperbdlicas entdo f e Anosov pelos teoremas (A.0.21) e

(A.0.22). O

Preparando a demonstracao do Teorema(6.0.8)

Denotaremos m(A) = ||A~!||~!, onde a A é um isomorfismo linear.

Defini¢do 6.0.12. Seja A um conjunto compacto invariante de f e TAM = E ® F uma
decomposigdo D f-invariante. Seja 0 < A < 1. Um segmento de 6rbita {x, .., f*(x)} de

f em A é chamado A-quase-hiperbélico com respeito a E @ F se

k-1
1:([)“Df‘E(fi(x))H < A

paratodok =1,..n, ese

D i
[IDf1E(figan | <
m(Dfp(fi(x)))
paratodoi =0,..,n — 1.
O teorema abaixo, devido a Liao, nos diz que podemos sombrear um segmento
de orbita quase-hiperbélico por um ponto periédico se os extremos estiverem bem

proximos.

Teorema 6.0.13 (Liao). Seja A um conjunto compacto invariante de f e TA\M = E & F uma
decomposigdo D f-invariante. Para todo 0 < A < 1etodo 6 > 0, existe ¢ > 0 tal que
para todo segmento de 6rbita A-quase-hiperbélico {(x, ..., f*(x)} de f em A com respeito a
E®F, sed(f"(x),x) < g, entdo existe um ponto periédico p € M de f de periodo n tal que
d(fi(p), fi(x)) < éparatodo0 <i<n-—1.

Lema 6.0.14 (Lema de Frank). Seja f € Diff' (M) e dado uma C'-vizinhanca U de f, entio
existe Uy(f) e e > 0 com a seguinte propriedade: se g € Uy, S = {x1,...,xm} e
L: D TuM — P Tyx)M tal que ||L —Dglor, ml| <
X;€S x;€S
sdo dados, entdo existe § € U tal que Dg,, M. Além disso se U é uma vizinhanga de S podemos

tomar § tal que §(x) = g(x) para todo x € SU (M\U).
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O lema esté escrito de forma bem geral, mas podemos pensar em um caso partic-
ular, como normalmente o lema é usado, como g € U podemos fazer ¢ = f, entdo o
lema significa que: Dado U de f existe ¢ > 0 tal que podemos encontrar uma § € U
perturbando apenas a derivada, em uma quantidade finita de pontos, até a magnitude

€.

Lema 6.0.15. Seja H uma classe homoclinica de um difeomorfismos genérico f com interior nio
vazio admitindo uma decomposicio dominada de codimensio um TyM = E & F edim(F) = 1.

Entdo existe y < 1 tal que para todo p € Per(f|y) vale o segquinte

IDf P gl < W),

Proof. Suponha por absurdo que o lema nao seja verdadeiro, isto é, paracada0 < u < 1
existe p € H tal que ||Df_”(p)|p(p)|| > u~"(P), ou equivalentemente ||Df”(p)|F(p)|| >
u~7P), pois F é unidimensional.

Seja U um conjunto aberto tal que U C Int(H). Como f é genérico, pelo teorema(5.0.18)
item 7, existe uma vizinhanga U/ de f tal que para cada g em um subconjunto residual
de U, temos U C H,.

Pelo lema de Frank implica que existe ¢ > 0 tal que se fixarmos um conjunto de
pontos finitos arbitrario, podemos perturbar o difeomorfismo com derivada arbitréria
e-proxima dos originais, neste ponto o difeomorfismo estard dentro de /.

Vamos escolher 1 < y < 1— 5 esejap € Per(f|y) tal que |]Df”(p)|F(p)H > u7p),
Como f é genérico, os pontos periédicos de mesmo indice de p sdo densos em H (por
defini¢do de classe homoclinica), entdo podemos escolher g4 € U N Per(f) homoclini-
camente relacionado com p.

Sejax € W (p) NWHey € W*(q) NW"(p), o conjunto A = UO(p) UO(q) UO(x)U

O(y) é hiperbdlico. Considere a seguinte pseudo 6rbita peridédica contida em A,

PN = Lo p f(0), SN R), FTO ), e f1O), f0(), s f7(2), o}

Claramente dado 8 > 0 existe g tal que P ¢ uma B-pseudo 6rbita. Ao mesmo tempo,
se escolhermos N suficientemente grande nés obtemos uma pseudo 6rbita periédica
que permanece proxima de p, mas do que de g, e entdo herda o comportamento da

derivada de p em vez da de g.
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X
\
P ” y
Figure 6.1:
x| . - gy Y P
' = Mo(y)
\
fMo(x) 2 »
PA M) - y
Figure 6.2:

O lema do sombreamento para conjuntos hiperbdlicos implica que para cada o > 0
existe § tal que toda B-pseudo 6rbita periddica é a-sombreada por um ponto peridédico.

Assim, vamos escolher « satisfazendo as condicoes:

(@) Bau(gq) C (U).
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(b) Se d(z,w) < a e x,y estdo na vizinhanca adaptada de H entao,

[IDflr)ll
[[Dfp(ew)l

onde c verifica (1+¢)(1—§)"' <1+e.

<1l+c¢

Seja B < a dado pelo lema do sombreamento para « e seja 1y tal que PN é uma -
pseudo 6rbita. Além disso, existe uma 6rbita periddica r de periodo 7t(r) = N7t(p) +

4ny que a-sombrea PVN. Sendo k = sup ||Dfy||, temos
xeM

[IDF || = (DN 1| = DAy (D) V]|
= k40| [D 7P| IV
= k(140" DDy | DY
= K0 ((14¢) (1 - 5) )N

< k4no(1 +S)N7‘[(p) < (1 +€)Nn(p)+4n0 _ (1 _i_e)n(r).

Onde a inequacdo anterior vale para N suficientemente grande. Note que a 6rbita de r

passa através de U. Por outro lado, por dominagao, temos que
1D gl < IDFF gl < (14 €)™

Agora, compondo as derivadas da 6rbita de r com homotetias H(x) = x(1 +¢)~! nés
obtemos, pelo lema de Frank!, um difeomorfismo g tal que todo auto-valor associado
a Orbita r sdo menores que 1, isto é r é um atrator periédico (pogo).

Isto contradiz a suposicdo genérica do teorema(5.0.18) item 7, pois um pogo é per-
sistente, assim todo residual R de U/ tem um difeomorfismo com um pogo proximo de

r, entdo contido em U, contradizendo que o interior é persistente. O

Lema 6.0.16 (Liao). Seja A um conjunto compacto invariante de f com decomposicio domi-
nada TyM = E @ F tal que ||Df | [|[|Df e |l < v Vx € Aedim(F) = 1. Assumindo

ainda que

(1) Existe um ponto b € A tal que ||Df " [p@p|| > 1Vn > 0.

1Podemos usar Frank, pois ||Df, — H(Df,)|| < ||(1+¢&) — (1+e)(1+e) Y| =|1+e—1||=¢
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(2) Existe y < 1 < 72 < 1tal que dado x € A satisfazendo
IDf ™ el = 72 ¥n >0
temos que existe y € w(x) satisfazendo

[IDf " gl < 7f Vn = 0.

Entdo, para todo v < 3 < 4 < 1 e toda vizinhanga U de A existe um ponto periédico
p de f cuja orbita estd dentro de U, do mesmo indice da decomposicido dominada e satisfaz

[IDf ™ )l < 7§ Vn = 0e[|Df " [pp || = 75 Vi = 0.
Para mais detalhes do lema de Liao e os outros conceitos acima veja [18].

Teorema 6.0.17. Seja H uma classe homoclinica de um difeomorfismos genérico f com inte-
rior ndo vazio admitindo uma decomposi¢do dominada de codimensio um TyM = E® F e

dim(F) = 1. entdo F é uniformemente expansivo.

Proof. Para simplificar usaremos a norma adaptada, isto é

IDf e IIIDf el < - (6.1)

Suponhamos que o teorema ndo é verdadeiro, ou seja, para todo 0 < v < 1 existe
x € Htal que [|[Df"|py)|| > v,V n > 0 (caso contrdrio para cada x € H existiria
um ng(x) tal que [|[Df" ||| < v e por compacidade terfamos um 7 uniforme para
todo x e F seria hiperbélico, de fato como Df é continua se y estd bem préximo de x
entdo ||Df " |rq|| < v, entdo existe uma vizinhanga Vy onde podemos usa o mesmo
nop, podemos entdo cobrir todo H com essas vizinhangas, como H é compacto existe
uma subcobertura finita. Logo podemos escolher n como sendo o maximo dos np(x)
tal que para todo x € H [|[Df"[p()|| < v). Seja x;, uma sequéncia de pontos tal que
IDf " |pll 2 1—=1/m V¥ n > 0, logo um ponto limite x satisfaz |[Df " ||| > 1
Vn > 0. Agora dividiremos a prova em dois casos:

1% caso (Nao vale o lema de Liao): J4 temos todas as hip6tese do lema de Liao exceto
o item 2), se ndo podemos usar o lema esse item é falso, isto é, V ¢ < 71 < 72 < 1existe
x € H tal que

IDfpl| =74 Vn=0
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Mas, Vy € w(x) nés temos que
IDf gl =297 Vn>0 (6.2)

Assim se trabalharmos com o w(x) que é fechado e invariante, temos que o subfibrado
E é hiperbolico, pois para cada z € w(x)

Y Y
Dflpll < —od T 1. 6.3)
1Pfleall <570l

Agora tomaremos y € w(x) um ponto recorrente (genericamente R(f) = Q D
w(x)), para todo ¢ > 0 podemos considerar n suficientemente grande tal que d(f"(v),y) <
¢. Vamos mostrar que {y, ..., f"(y) } é um segmento de 6rbita quase-hiperbélico e usa o
teorema(6.0.13) para encontrar um ponto periédico sombreando este segmento. Para

este fim, vamos escolher A = 7y; = (/7 e usando a equagdo(6.3) temos que

HHDf\Efz < (;)kz (%ﬂ)]? () = A* 64)

usamos na equagao acima que y < . Agora, como F é unidimensional m(Df| F(y)) =

[IDflrelle

1D gy | = H IDflerill = ]_[ m(Df g (fi(y))
i=k—1
pela equagdo(6.2) nés temos que
n—1
n— —(n—k —(n—
||Df k+1| F(fk=1( ))|| = 'Ik—Ilm(DﬂF(fi(y))) > M (n—k+1) _ A~ (k1) (6.5)
e usando a equagdo(6.1)
IDflEcrigll
RS ) o A2 6.6)
DA lrgyll =< V7™ (

As equagdes (6.4), (6.5) e (6.6) nos mostram que {y, ..., f"(y)} é um segmento de
6rbita quase-hiperbdlico, portanto o teorema(6.0.13) nos dar um ponto peridédico p de
f que tem periodo n e permanece §-préximo das n-primeiras iteradas de y, este ponto
tem indice 1 e sua variedade estdvel intersecta a instavel de y. De fato, como H tem
decomposicdo dominada existe uma vizinhanca U de H tal que o maximal invariante
tem decomposi¢ao dominada e para J suficientemente pequeno p € U e estd no maxi-

mal invariante, entdo p tem decomposi¢do dominada de indice 1 e pelo teorema(2.2.27)
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as subvariedades estdveis tem tamanho uniforme, e usando a proposi¢do(2.2.28) elas

se cortam transversalmente. Assim p € W¥(y) e usando a estabilidade Lyapunov de

H, a teorema(5.0.18) item 11, nos dar que W¥(y) C H entdo p € H.

Vamos escolher? 71 > u (do lema 6.0.15) e § suficientemente pequeno tal que
[IDf " |gp !l > u" (que € vélido continuidade, pois as n-primeiras iteradas de p e
de y estdo proximas e [|[Df~"[p(,)|| > 7{ > p") contradizendo o lema(6.0.15).

2% caso (Podemos aplicar o lema de Liao): usando o lema de Liao temos que para
todo 72 < 93 < 74 < 1 e toda vizinhanca U de A existe um ponto periédico p de
f cuja orbita estd dentro de U, tendo decomposicdo dominada em p (pois novamente
podemos pegar o maximal invariante) de indice 1 e satisfaz |[[Df " |r,[| > 75. Pode-
mos pegar 3 > i (como antes) e U suficientemente pequeno para garantir que a var-
iedade estavel do ponto periédico p intersecte a instavel de algum ponto i de H, nés
chegaremos a mesma contradicdo de antes, isto é, p € W(§j) e usando a estabilidade
Lyapunov de H nés temos p € W*(j) C He IDf " gl > 75 > pu".

O

Zlembre que j& escolhemos o valor 71, caso o valor anterior nao sirva, se for maior {/7 n > 4, como
é 0 caso, nao afetara a construcdo anterior.
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Apéndice A
DIFEOMORFISMOS LINEARES DE ANOSOV

Um difeomorfismos f : M — M é dito Anosov quando a variedade toda é hiperbdlica,

mais precisamente:

Defini¢ao A.0.18. Seja M uma variedade fechada. Dizemos que um difeomorfismos
f M — M é de Anosov se existem constantes K > 0 e 0 < A < 1 tal que para todo
x € M temos uma decomposicdo TyM = E; & E¥ satisfazendo:

(1) Dy f(E3) = Ef e D,f(E¥) = E% ) (invariantes)

@ [1Daf"]55]| < |[KA"|| e [|Daf | gel] < [|KA"]| (hiperbolicos)

Aqui estudaremos um caso particular de difeomorfismos de Anosov que sdo os
Anosov do toro, ou seja quando M = T" = IR" /Z" e veremos que estes sdo conjugados

aos difeomorfismos lineares.

Defini¢ao A.0.19. Uma transformacdo linear invertivel A : R" — IR" é hiperbdlica se

todos os seus autovalores tem modulo diferente de 1.
Definimos SL(n,Z) = {Matrizes com entradas inteiras e determinante + 1}

Defini¢do A.0.20. Seja A € SL(n,Z) hiperbdlica. Um difeomorfismo de Anosov linear
f:T" — T" é definido por
foll =110 A

onde Il : R" — T" é a projecdo canonica.

Teorema A.0.21 (Franks, Manning). Todo difeomorfismos de Anosov de um toro é topologi-

camente equivalente a um Anosov Linear.

Teorema A.0.22 (Franks, Newhouse). Uma variedade que admite um difeomorfismo de

Anosov de codimensdo 1 é homeomorfa a um toro.

Os difeomorfismos de Anosov lineares tem uma dindmica muito rica, como mostrado

abaixo.
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Teorema A.0.23. Seja f : T" — T" um difeomorfismo de Anosov linear, entdo:

(1) Per(f) = Q(f) =T"
(2) f é transitiva e topologicamente mixing.
(3) f é expansiva

(4) Para qualquer z € T", as variedades W*(z) e W"(z) sdo densas em T

Esta dindmica é robusta, isto é, se preserva por pequenas pertubacoes.

Teorema A.0.24. Seja f : T" — T" um difeomorfismo de Anosov linear. Existe € tal que se g

é um difeomorfismo e-Cl-proximo de f, entdo f e g sdo conjugadas.



