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RESUMO

O objetivo deste trabalho é mostrar que as classes Homoclinicas com expansividade
Cl-robusta sdo genericamente hiperbélicas. Este ¢ um resultado devido a M. Sam-
barino e ]. Vieitez em [16], para mostrar este resultado utilizamos algumas técnicas
introduzidas por Mafié e alguns outros resultados dos mesmos autores encontrados
em [15].

Palavras-chave: Hiperbolicidade, Expansividade, Classe Homoclinica



ABSTRACT

The objective of this work is to show that the homoclinic classes with expansiveness
Cl-robust are generically hyperbolic. This is a result due to M. Sambarino and J. Vieitez
in [16] to show this result we used some techniques introduced by Mafié and some

other results of the same authors found in [15].

Keywords: Hyperbolicity, Expansivity, Homoclinic class.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

A teoria dos sistemas dindmicos surge da necessidade de construir um modelo
que relacione o estado presente com o estado inicial. O objetivo central da teoria
dos sistemas dindmicos é entender a estrutura de 6rbitas, tanto no sentido topolégico
como no estatistico da maioria dos sistemas dindmicos. Além disso é de interesse de-
terminar quando e em que sentido certas propriedades sdo persistentes a pequenas
perturbac¢des. Com base nos objetivos citados acima, uma classe de sistemas dindmicos
que inicialmente achava-se que constituiria a maioria foi a classe dos sistemas dindmicos
estruturamente estdveis, composta pelos sistemas que possuem estrutura topoldgica
das orbitas inalteradas por pequenas perturbacdes. Para garantir que esses estivessem
em maioria seria importante caracteriza-los, logo surge a nogdo central do trabalho que
é a de hiperbolicidade, e foi no trabalho de Smale [18] com os sistemas chamados Ax-
ioma A onde foi provado que hiperbolicidade implica estabilidade. A reciproca deste
resultado ficou conhecida como Conjectura da Estabilidade teve uma resposta positiva
devido a Manié [9] no final dos anos 80. Com isso se teve o conhecimento da estrutura
da 6rbita dos sistemas estruturamente estaveis, mas esse resultado mostrou também
que esses ndo sdo maioria, uma vez que ja se conhecia exemplos de conjuntos abertos
inteiramente formados por sistemas dindmicos ndo hiperbdlicos. A hiperbolicidade é
o paradigma dos sistemas cadticos, embora desses se tenha uma descri¢do da lei que
o determina. Uma propriedade dos conjuntos hiperbélicos é a expansividade, que nos
diz que a dinamica é previsivel no sentido de que é impossivel prever o comporta-
mento de uma 6rbita quando se comete um erro, ainda que pequeno , na determinagdo
da condigdo inicial. Embora a hiperbolicidade implique em expansividade a reciproca
ndo é necessariamente verdadeira , ou seja, a expansividade de sistema dindmico sobre
um conjunto ndo garante que o conjunto é hiperbdlico. Em [11] prova-se que em uma
variedade tridimensional M, para f € Diff"(M) genericamente classes homoclinicas
com expansividade uniformemente C L_robusta sdo hiperbdlicas. Ja em [10] é mostrado

que se M é uma variedade de dimensdo qualquer e f € Diff"(M) se a classe ho-



moclinica tem expansividade uniformemente Cl-robusta entdo sdo hiperbdlicas, mas
sobre a classe se faz uma hipétese adicional que é de ter codimensdo 1. Uma das re-
feréncias principais deste trabalho é [15] que ndo faz restri¢do sobre a dimensdo da
variedade M nem pede que a classe homoclinica tenha codimensdo 1 e ndo pede a
uniformidade da expansividade C!-robusta da classe homoclinica. Mas admite como
hipétese que o H(p)-germe seja expansivo por f, com isso conclui que a classe ho-
moclinica H(p) é hiperbdlica . Este artigo serve como base para [16] cujo resultado

principal é o nosso objetivo.

Teorema 1.0.1. Existe um conjunto residual R em Dif f1(M) tal que se f € R tem um ponto
periédico hiperbélico com classe homoclinica H(p) com expansividade C'-robusta, entio H(p)

é um conjunto hiperbélico.

Para isso nos organizamos da seguinte forma: No segundo capitulo apresenta-
mos algumas defini¢des e resultados importantes para a teoria e entre esses alguns
que serdo utilizados diretamente. No terceiro capitulo encontram-se os resultados
basicos para a demonstragdo do teorema principal, nesses podemos ver os argumen-
tos genéricos que sdo satisfeitos por todos os difeomorfismos de um residual, na se¢do
seguinte mostramos que a classe homoclinica com expansividade C!'-robusta admite
decomposicdo dominada e na prova disso usamos uma técnica introduzida por Mafié
de controle de dngulos, neste mesmo capitulo provamos dois resultados que serdo
utilizados diretamente na demonstracdo do teorema principal que é o da contracdo
por blocos e a propriedade de sombreamento na classe homoclinica que é uma con-
sequéncia ndo tao direta do fato da classe ter estrutura de produto local, mas ambos
resultados sdo obtidos depois de termos garantido que os pontos da classes admitem
variedade centro estdveis e instaveis (cuja existéncia parte da classe ter decomposicdo
dominada) localmente com propriedades de verdadeiras estaveis e instaveis. No quarto
capitulo demonstramos o teorema principal e no quinto mostramos em comparagao
com [15] como retirar os argumentos genéricos com o acréscimo de uma hipétese adi-
cional sobre a classe homoclinica e também como o teorema principal é resolvido facil-
mente se tomarmos M como uma superficie utilizando a partir do resultado de Pujals

e Sambarino [14]



Capitulo 2
DINAMICA HIPERBOLICA

2.1 Hiperbolicidade Local

Defini¢do 2.1.1. Uma transformacao linear A : R? — R? é dita ser hiperbélica se todos

0s seus autovalores tem moédulo diferente de um.

Note que se 0 médulo de todos os autovalores é menor do que 1 (se todos tiverem
moédulo maior do que 1 e A for invertivel), temos que ||A"|| — 0 (|]|A™"v|| — 0) para
todo v € RY. Além do mais podemos provar que essa convergéncia é exponencial, ou
seja, que existe C > 0e 0 < A < 1 tais que ||A"|| < CA"||v|| (||[A7"]] < CA"||v]|),
para n > 0. Cada autovalor com médulo menor do que 1 gera um subespago, a soma
desses subespagos definimos como E° o subespaco estdvel e da mesma forma para
os autovalores com médulo maior do que um definimos E¥. Podemos mostrar que
R? = E°® E* e A(E®) = E° da mesma forma A(E*) = E*. A constante C indica que
a contrac¢do (expansdo) ndo é imediata, tal problema pode ser solucionado através de
uma mudanca de norma, para se ter contragdo passo a passo. Dada a decomposigado
R? = E* @ E*, existe uma norma também, chamada norma adaptada || . ||; : RY — R
e0 <0 <1talque

Al <6 e [[A7 <0

Considere M uma variedade riemanniana compacta conexa e sem bordo

Definigao 2.1.2. Seja f : M — M um difeomorfismo e p um ponto fixo de f. Dize-
mos que p € um ponto hiperbélico se Dfy : TyM — T,M é uma transformacao linear
hiperbdlica. Se p é um ponto periédico de periodo n é um ponto hiperbélico se é um

ponto fixo hiperbélico de f".

A defini¢do nos diz que a derivada num ponto fixo hiperbélico tem um compor-
tamento previsivel, ou seja, de contra¢do no subespago estavel e expansdo no instével
pela sua inversa. A derivada é a agdo linear do difeomorfismo e é de se esperar que ela
nos dé informagdes significativas sobre o mesmo pelo menos topologicamente em al-

guma vizinhanga de p. O Teorema de Hartman-Grobman diz que se p é um ponto fixo



hiperbdlico entdo f e sua dirivada D f, tem a mesma dindmica local. Para enunciarmos

corretamente precisamos de algumas definigdes.

Definicdo 2.1.3. Seja f : X — X e g : Y — Y sistemas dindmicos topolégicos onde
X, Y sdo espacos topolégicos e f, ¢ no minimo continuas, dizemos que sdo topologi-
camente conjugados se existe um homeomorfismo h : X — Y ,talque goh =ho f. O

homeomorfismo / é chamado conjugagédo topoldgica de f e g.
Agora podemos enunciar o teorema cuja demonstragdo pode ser encontrada em [7]

Teorema 2.1.4. (Teorema de Hartman-Grobman) Seja f € Dif f(M) e p € M um ponto fixo
hiperbolico. Entdo para A = Df, : TyM — T,M entio existem vizinhangas V, C M de p,
Uy C TyM de 0 e um homemorfismo h : U, — V), tal que

hoA=foh

Uma consequéncia do Teorema de Hartman-Grobman é que podemos descrever
pelo menos topologicamente os conjuntos estdveis e instaveis locais dos pontos fixos

hiperbdlicos.

Definigao 2.1.5. Seja f : M — M um homeomorfismo e x € M definimos o conjunto

estavel de x como
We(x) = {y € M| d(f"(x), f"(y)) — 0, quando n — +oo}
e o instavel como
W¥(x) = {y € M[d(f"(x), f"(y)) = 0, quando n — +oco}.
Para € > 0 definimos o conjunto estavel e instdvel local de tamanho € como
We(x) = {y € Md(f"(x), f"(y)) < e Vn >0}
We(x) = {y € Md(f"(x), f"(y)) <eVn=0}.

Corolario 2.1.6. Seja f : M — M um difeomorfismo e p € M um ponto fixo hiperbélico.

Entdo existe € > 0 tal que

1. Wg(p) C We(p) e WE(p) C WH(p).



2. Wi(p) éuma subvariedade topolégica e com a mesma dimensdo do subespago estivel.

Iqualmente para a WY (p).

3. Wo(p) = Upso f"(W2) e W(p) = Unso f(W¢) e sito subvariedades topoldgicas

imersas em M.

A compreensdo global desses conjuntos é essencial para o estudo da dinamica. O
caso dos pontos periédicos hiperbdlicos se tem a descrigdo bastante completa, pelo

seguinte resultado que ndo demonstraremos mas pode ser encontrado em [7].

Teorema 2.1.7. (Teorema da Variedade Estdvel) Seja f € Dif f"(M) e x € M um ponto fixo

hiperbélico de f e E® o subespaco estidvel de A = D f, entdo temos

1. W*(p) é uma variedade de classe C" imersa em M e o espago tangente de W*(p) é E°.

2. Seja D C W*(p) um disco mergulhado contendo o ponto p. Considere uma vizinhanga
N C Diff"(M) tal que cada g € N tenha um tinico ponto fixo hiperbélico pg, contido
em uma vizinhanga U de p. Entdo dado € > 0 existe uma vizinhanga N tal que, para

todo g € N, existe um disco D, C W3(pg) que estd € C"-proximo de D.

Um outro teorema cldssico e que sera utilizado posteriormente é o A-Lema (ou
Lema da Inclinagdo), que permite compreender o comportamento local dos pontos
fixos hiperbdlicos a partir de suas variedades invariante. Diz que se tomarmos um
disco D transversal a variedade estavel, com mesma dimensdo que a variedade insté-
vel, entdo os iterados por f desse disco sdo subvariedades que convergem na topologia

C! para W¥(p).

Teorema 2.1.8. (A-lema) Seja f : M — M um difeomorfismo e p um ponto fixo hiperbélico
para f. Considere D um disco mergulhado de mesma dimensio que W*(p), que intersecta
tranversalmente W*(p). Entdo para todo § > 0 existe um ng tal que se n > ny, entdo (D)

estd e-proxima da variedade instdvel local de p.

Proof. Ver demonstracdo em [12] ]
2.2 Conjuntos Hiperbélicos

A nogdo de ponto fixo periddico se extende para o que chamamos conjunto hiperbélico.



Defini¢do 2.2.1. Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C" com M um variedade
riemanniana . Dizemos que A C M um compacto invariante por f é hiperbélico, se
temos a decomposicdo TAM = E° @ E* onde E°, E* sdo subfibrados invariantes por

Df e constantes C > 0,0 < A < 1tal que Vn > 0
IDf* || < CA"e[|DfF " |gy|| < CA™

Observe que a taxa de expansdo e contragdo nos subespacos independe do ponto
no conjunto invariante. Além do mais, duas métricas riemannianas quaisquer em M
sdo equivalentes no compacto, assim a nogdo de conjunto hiperbélico ndo depende
da escolha da métrica, apenas a constante C depende e nés podemos encontrar uma
métrica adaptada de tal forma que C = 1.

Um resultado importante que serd utilizado posteriormente nos d4 uma condic¢do

necessdria e suficiente para obtermos hiperbolicidade.

Proposicao 2.2.2. Se A um conjunto compacto f-invariante tal que TAM = E°* & E¥, com
E®, E" subfibrados invariantes por Df e além do mais existe um m € Z7 tal que para todo

x € A\, existem 0 < ki <me0Q < ky < m tais que

1

Dk s il
|Df ’Ex||<2
B 1
|Df k2|E§g||<§

entdo A\ é um conjunto hiperbolico.

Proof. Se A é um conjunto hiperbélico temos que existem C > 0 e A tal que dado um
xeA
||IDf"|gs|| < CA" paratodon > 0

entdo basta tomarmos um g tal que CA™ < % para termos o desejado.
Agora observe que pela regra da cadeia temos
1

2

—k
D[l < IDF* g || 1D s, 1] <
Fr(x) x(x)

||Df”_k"|E;k |

sendo que 0 < k = k, < m por hipétese, dessa forma se n — k(x) > m podemos
podemos aplicar novamente a regra da cadeia para f" ¥, Esse procedimento pode ser

realizado para [/] vezes, e assim conseguimos

) NE
IDflsll < (5) " 1D/ e

frl()



para | inteiro e satisfazendo n — [ < m. Para termos o controle sobre os valores

||Dfr! ]E;’H(x) || definimos
C= max{HDfi|E;||; yeAel<i<m}

1 z.
portanto escrevendo A = (%)W conluimos que

n

1
IDf"gl| < C(5) < CA”

Também é vélido a reciproca.
Por defini¢do podemos caracterizar os elementos dos subespagos invariantes da seguinte

forma: dadosx € Aev e T,M
v € E; < [|IDf(0)]] < A™|[v]]

para todo m € IN. De maneira analoga os elementos de E*(x). Com isso afirmamos que
tais subespacos variam continuamente. De fato se tomarmos subsequéncias {x,} € M
e v, € E} tais que x, = x e v, — v € TxM, usando a continuidade da diferencial
prova-se que v € E; e por subsegéncias, se necessario, temos que dimEank = r e para
uma base ortonormal fixada em cada um dos E;nk ndo é dificil ver que cada vetor da
base vai satisfazer a propriedade que determina quando um vetor do espago tangente
estd no subespago estdvel. Portanto dim(E;) > r e de forma semelhante podemos
provar que dim(E¥) > n — r. Comcluimos entdo que dim(E}) = r e dim(E¥) = n —r

e temos o afirmado.

Defini¢do 2.2.3. Dado um ponto periédico hiperbélico p, dizemos que tem indice k se

dim(E°) = k.

Note que se um conjunto A é hiperbélico, dado qualquer ponto periédico no con-
junto, ele deve ser hiperbdlico é ter a mesma decomposi¢do que o conjunto, pela obser-
vagdo feita acima. Se esse conjunto além do mais for transitivo ndo pode ter pontos
hiperbdlicos de indices diferentes. Note que qualquer subconjunto fechado de um con-
junto hiperbdlico também ¢é hiperbélico e da mesma forma que os pontos periédicos
hiperbélicos, os conjuntos hiperbélicos também persistem a pequenas perturbagdes, ou

seja, se A é um conjunto hiperbélico podemos encontrar uma vizinhangas do conjunto



de A e do difeomorfismo f na topologia C! tais que qualquer compacto invariante
por um difeomorfismo na vizinhanca de f também seja hiperbdlico. Agora vejamos o

Teorema da Variedade Estavel para conjuntos hiperbélicos.

Teorema 2.2.4. (Teorema da Variedade Estdvel) Seja f : M — M um difeomorfismo de classe
C" e A um conjunto hiperbélico, onde temos a decomposigio tangente TAM = E° ® E". Entdo
existe um € > 0 tal que para todo x € A temos que WE(x) é uma subvariedade imersa de classe
C" em M tal que TYWE(x) = E°(x) e W¥(x) = U0 f"(WE(x)). Além do mais se f, — f

na topologia C", entdo W (x, fn) — WE(x, f). O mesmo vale para o conjunto instdvel.

Note que as variedades estdveis e instdveis variam continuamente e além do mais
pela a diferenciabilidade das mesmas podemos encontrar um J > 0 tal que se x,y € A

comd(x,y) < 6, entdo W; e WY se intersectam transversalmente em um tinico ponto.

Definigao 2.2.5. Um conjunto hiperbélico é localmente maximal (ou isolado) para o
f € Diff"(M) se existe uma vizinhanca de U de A em M tal que
A=) ).
nez

Essa vizinhanga é chamada de vizinhanga isolada.
Podemos provar que a defini¢do acima é equivalente a

Definigao 2.2.6. Um conjunto hiperbdlico tem estrutura de produto local se existe ¢ e

€ tal que para qualquer pontos x,y € A onde d(x,y) < é temos que
We(x) NWe(y) € A

Como exemplos de conjuntos hiperbdlicos que tém estrutura de produto local e
podemos verificar que sdo localmente maximais temos a ferradura de Smale e o sole-
ndide. Um exemplo de conjunto hiperbélico que ndo tem estrutura de produto local
é o conjunto formado por um ponto fixo hiperbdlico junto com a érbita de um ponto
homoclinico tranversal associado ao ponto fixo. Podemos provar a equivaléncia das
defini¢des usando um teorema muito importante para a teoria dos sistemas dindmicos
chamado Lema do Sombreamento. Este resultado é um mecanismo de se criar pontos
periédicos, no sentido de garantirmos a densidade dos pontos periédicos em um con-
junto hiperbdlico e também uma ferramenta importante para encontrarmos conjuga-

¢Oes para difeomorfismos préximos (na prova de estabilidade estrutural).



Definic¢do 2.2.7. Dado um nimero real € > Oe f : M — M, uma a-pseudo 6rbita
é uma sequéncia {x,} finita ou infinita de pontos em M, tal que para todo n temos
d(f(xn),xp11) < € (e-pseudo Orbitas sdo Orbitas indestinguiveis a menos de €). Uma
pseudo 6rbita é dita periddica se existe um ng > 0 tal que x4, = X, para todo n.

Dizemos que uma sequéncia {x,} é B-sombreada pela 6rbita de uma ponto y, com

B > 0 se para todo n tivermos

d(f"(y), f(xn)) < B

Teorema 2.2.8. (Lema do Sombreamento) Seja A um conjunto hiperbélico para um difeomor-
fismo f. Dado B > 0, existem & > 0 en > 0, tais que para toda a-pseudo 6rbita {x,},
satisfazendo d(x,, A) < 1, para todo n, existe um ponto x cuja 6rbita B-sombreia a pseudo-
orbita. Além disso x é um ponto periddico se {x, } é periddica, o sombreamento é iinico quando

n — +oo.

Nao faremos a demonstragdo do resultado acima que pode ser encontrado em [KH],

mas por motivos de necessidade e aproveitando a situagdo faremos um caso particular.

Definigao 2.2.9. Seja f : M — M um difeomorfismo. Dizemos que um ponto x € M
é um ponto ndo-errante se dada uma vizinhanca U de x, existir um n € IN tal que
1 (U) N U # @ e denotamos o conjuntos dos pontos ndo errante por Q(f) = per(f).

Podemos definir uma relagdo (ndo necessariamente de equivaléncia) em M da seguinte
forma, dizemos que x < y se dadas vizinhancas U de x e V de y, existe um n > 0 tal
que fY(U) NV # @ e em particular temos que Q)(f) = {x;x < x}. Definimos agora
uma outra relagdo usando pseudo 6rbitas da seguinte forma, x 4 y se para todo € > 0
encontramos uma e-pseudo Orbita de x até y (se existe uma sequéncia {x; }{ tal que x =
X0 e y = xp) definimos entdo o conjunto recorrente por cadeias R(f) = {x;x - x}, mas
- ndo é uma relagdo de equivaléncia em R(f), pois ndo vale a propriedade simétrica.
Para resolver isso definimos um simetrizagao de tal forma a termos x 1y ey 1 x, assim
as classe da relacdo de equivaléncia sdo chamadas classes de recorréncia por cadeias.
Um difeomorfismo é dito ser Axioma A se o seu conjunto de pontos ndo-errante Q)(f)

é hiperbdlico e Q)(f) = per(f), onde per(f) é o conjunto dos pontos periddicos de f.

O préximo resultado pode ser visto em [3], sendo que nesse o difeomorfismo f é
Axioma A é também é provado que com essa hipétese o Q( f) tem estrutura de produto

local.
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Proposi¢ao 2.2.10. Para todo B existe um « > 0 tal que toda a-pseudo 6rbita {x;}! | em

Q(f) é B-sombreada por um ponto x € Q(f).

Proof. Dado € > 0 que sera especificado posteriormente, escolhemos um ¢ € (0, €) (tal
que se Wi(x) N Wi (y) N Q(f) # @ sempre que d(x,y) < d )eparaum 0 < A < 1
tomamos um k suficientememte grande de tal forma que Afe < % e entdo escolhemos
um & > 0 com a propriedade de que se {x;}M, ¢ uma a-pseudo 6rbita em Q(f) entdo
d(f(xo),xj)) < ¢ paratodoj = 1,2,..., M. Consideramos uma a-pseudo 6rbita {x;}}¥

com r > 0. definimos os z; recursivamente em k € [0, 7] por zg = xp e

Zipnym = WEFM () NWE(Xes1ym) € Q(F)
Para ficar mais claro, note que
M é u( M s
d(f*(20),xm) < 5 = Fz1 € We'(f*(20)) N We(xm) € Q(f)

Seja o conjunto dos pontos z = f"™M(z;). Para todo i € [0,7M] escolhemos um s tal

quei € [sM, (s + 1) M] entdo como

d(f'(2), f7"M(zs)) = d(f 7™M (z), fM (=) < i d(f =M (ze), f MM (g aym)

t=s+1

! : €A
S Z €/\t]\/f—l S _
t=s+1 1-A

foi usado acima desigualdade triangular para a métrica e o fato que z; € W¥(fM(zy)).
Portanto como z; € WS (xsp) temos que d(f~*M(zq), f=M(x;p1)) < € e pela escolha

do « obtemos d(fi~*M(z,), x;) < § usando a desigualdade triangular

Para € pequeno tal que seja menor que um dado B a 6rbita de z que B-sombreia a

pseudo Orbita. O

Além de ser um mecanismo para provar a equivaléncia entre as nogdes de estru-
tura de produto local e conjunto localmente maximal, podemos com o Lema do Som-
breamento mostrar que quando restringimos o difeomorfismo somente ao conjunto

hiperbélico maximal, todo ponto ndo-errante é aproximado por pontos periédicos.

Corolario 2.2.11. Se A ¢ hiperbélico isolado, entdo Per(f) = Q(f|a)-
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Proof. Pela continuidade de f temos que Per(f)|A C Q(f|a). Agora seja x € Q(f|a)
e dado €y pretendemos achar um ponto periédico €p-préximo de x. Usaremos o lema

do sombreamento para € = ¢, existe portanto o 6. Considere a bola B de raio

)
r < min{e, 5}

centrada em x. Como x é ndo errante, existe um iterado k € IN de algum y € B tal que

f*(y) € B e temos a seguinte J-pseudo érbita periddica.

o FW), W) fA ), Y

e pelo Lema do Sombreamento. Existe um ponto peridédico yp em A (pois A é hiperbdlico

isolado) que e-sombreia a /-pseudo 6rbita acima. Das escolhas temos

d(yo,x) < d(yo,y) +d(y,x) <e+r< %4— 62_0

logo y é o ponto procurado O
Uma outra consequéncia desse resultado fundamental é que com ele podemos ter-

minar a argumentagdo feita anteriomente sobre a estabilidade dos conjuntos hiperbé-

licos.

Coroldrio 2.2.12. Se A é um conjunto hiperbélico maximal para um difeomorfismo f, entio

existem vizinhangas U de A e V de f na topologia C' tal que se ¢ € V temos que
Ag= () 8"
é um conjunto hiperbélico maximal para g. Além do mais, existe um homeomorfismo
he : A — Ay
tal que g o hg = hq o f e 0 homeomorfismo varia continuamente com g.

Como foi visto acima a dindmica sobre um conjunto hiperbdlico é bem simples, no
sentido de que temos o conhecimento de como se comportam seus pontos, mas impde
exigéncias fortes sobre o conjunto o conjunto ndo-errante (deve ter periédicos densos).
Entdo é de se esperar que a hiperbolicidade ndo seja uma propriedade universal, e
de fato existem resultados que garantem a existéncia de abertos de difeomorfismos

ndo hiperbdlicos. Uma maneira de superar a auséncia é enfraquecer a defini¢do, ou
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seja, definir no¢des mais fracas de hiperbolicidade. Vejamos agora uma que garante a
decomposicdo do subfibrado tangente, mas ndo necessariamente temos contragdo nem

expansdo nos subfibrados, s6 temos como certo a dominacéo.

Defini¢ao 2.2.13. Seja f : M — M um difeomorfismo e A C M invariante. Dizemos

que a decomposicdo To M = E @ F é uma decomposi¢io dominada se satisfaz
1. DfxE(x) = E(f(x)) e DfxF(x) = F(f(x))
2. Existem constantes C > 0e 0 < A < 1 tais que

[IDf el IDf " (|l < CA",n =0

A defini¢do acima nos diz que ao longo de qualquer 6rbita de um ponto em A temos

e Se na direcdo F tivermos expansdo ou contragdo fraca, entdo na dire¢do E deve

haver uma expansdo com taxa inferior a de F.

e Se na direc¢do F tivermos contracdo ou expansao fraca, entdo na direcdo E deve

haver uma contragdo com taxa superior a de F.

Teorema 2.2.14. Seja f : M — M um difeomorfismo e A C M com decomposigio dominada

de indice k. Entio

1. A também tem decomposicio dominada de mesmo indice.
2. Os subfibrados E(x) e F(x) variam continuamente em x.

3. O angulo entre E e F estdo unifomemente limitados inferiormente.
Proof. Ver demonstragdo em [2] O

Uma forma mais geral de se obter decomposicdo dominada a partir de uma decom-

posicdo ja existente é dada pela seguinte proposigdo

Proposicao 2.2.15. Seja A um conjunto invariante por f e TAM = E @ F, com indice fixado
e para todo x € A. Entdo a decomposigio é dominada se e somente se, existe mg tal que

m, —m 1
D™ e D™ [p (ol < 5

para todo x € A.
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Proof. A demonstracdo é semelhante a da Proposigdo 2.2.2 ]

Podemos provar ainda que para dimensdo fixa dos subespagos, a decomposicao é
Unica e algumas outras popriedades que valem para conjuntos hipérboélicos também

valem para decomposicdo dominada.
2.3 Classes Homoclinicas

Uma outra no¢do muito importante para a teoria dos sistemas dindmicos é a de classe
homoclinica, tem um papel interessante, pois contém ferradura e dessa forma um boa
fonte de hiperbolicidade. Considere M um variedade riemanniana compacta, conexa
esem bordo e f € Dif f'(M) equipado com a topologia C'. Considere f : M — M um
difeomorfismo de classe C’, seja p um ponto fixo hiperbédlico de f, pelo Teorema da
Variedade Estavel temos que W*(p) e W"(p) sdo subvariedades imersas injetivamente
em M e com o0 mesmo grau de diferenciabilidade de f. Para motivar o que trataremos

a seguir a vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 2.3.1. Dada uma aplicagéo linear A : RY — R tal que seu espectro nao
intersecte o circulo unitdrio, supomos que possua k autovalores com médulo menor
que um e como A(0) = 0, a origem é unico ponto fixo, no caso hiperbdlico, entdo

temos que W*(0) = E°* e W*(0) = E*
RY = W*(0) @ W*(0).

Dessa forma as variedades estavel e instdvel ndo se intersectam em outro ponto difer-

ente da origem.
Contrério ao exemplo acima temos a seguinte comportamento.

Defini¢dao 2.3.2. Se p é um ponto fixo hiperbdlico de um difeomorfismo de classe
C!, entdo um ponto x € W¥(p) N W¥(p) — {p} é chamado ponto homoclinico. se
a interse¢do de W*(p) com W"(p) for transversal, entdo x é dito ponto homoclinico

transversal.

A definicdo acima também vale para p um ponto periédico hiperbédlico. Vejamos

agora o resultado que serd muito utilizado neste trabalho.

Teorema 2.3.3. Todo ponto homoclinico transversal é acumulado por pontos periddicos.
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Proof. A idéia da prova é montar um conjunto hiperbélico contendo o ponto homocli-
nico e criar uma pseudo 6rbita periédica contendo o ponto e usar o lema do sombrea-
mento para garantir a existéncia de pontos periédicos suficientemente préximos da
pseudo Orbita e em particular do ponto homoclinico. Se g € W*(p) N W*(p) supomos

sem perda de generalidade que p é fixo, logo definimos o seguinte conjunto

A={p}tU0O(g)

obviamente é fechado e invariante. Afirmamos que o conjunto é hiperbdlico. De fato
se definirmos E®(g), como os subespacos tangentes a variedade estédvel e instavel de g
e E°(f"(q)) = Dfy (E°(q)) da mesma forma os subespagos instdveis. Assim podemos
usar o Lema do Sombreamento para A. Resta entdo construirmos a pseudo 6rbita.
Dado € > 0, existe um J > 0 (Lema do Sombreamento). Como g é ponto homoclinico
para um m suficientemente grande seus iterados futuros coincidirdo com o passado,

assim temos que

Lo @ f 7@ f7H0), 0, £ (@) (@), f77 (@), )

Entdo existe um ponto periédico yp que esta e-préximo da pseudo orbita e portanto

também de g. O

Seja pery,(f) o conjunto dos pontos periédicos hiperbdlicos de f (sem perda de gen-
eralidade trabalharemos apenas com os pontos fixos hiperbélicos) e nesse definimos

uma relagdo ~ da seguinte forma:

p,q € perp(f), g~ p = W (q) MW" (p) # D e W(q) h W¥(p) # @

Obviamente essa relagdo é reflexiva e simétrica, para mostrarmos que é transitiva basta
usarmos o A-lema. Entdo assumimos que ~ é uma relacdo de equivalénciae se p ~ g
diremos que p estd homoclinicamente relacionado com 4. Denotaremos por Hy(f) a
classe de p, ou seja, o conjunto de todos os pontos homoclinicamente relacionados
com p. Pelo teorema anterior temos que dado um ponto homoclinico transversal de
p € pery(f), ele é limite de uma sequéncia g, € pery(f), onde cada um dos g, estdo
homoclinicamente relacionados com p. Nao é dificil ver que Hy(f) D O(p) e que

Hy(f) 2 O(p) se, e somente se, p tem pelo menos um ponto homoclinico transversal.
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Nesse caso temos mais ainda, o fecho do conjunto dos pontos homoclinicamente rela-
cionados com p, coincide com o fecho do conjunto dos pontos homoclinicos transver-

sais de p, que denotaremos por

Hr(p, f) ={q € M; g € We(p) h W¥(p)}
Antes de enunciarmos o préximo resultado vejamos algumas defini¢oes

Definic¢do 2.3.4. Seja f : M — M um homeomorfismo. Dizemos que é topologicamente
transitivo se dados quaisquer abertos ndo vazios U e V em M, existir um inteiro m > 0
tal que f™(U) NV # @ (ou equivalentemente f~" (V) N U # @). Da mesma forma se
para quaisquer U e V existe um m, tal que f"(U) NV # @ para todo m > my, dizemos

que f é topologicamente misturadora

Teorema 2.3.5. O conjunto Hr(p, f) é compacto, invariante por f e topologicamente transi-

tivo.

Proof. Como a variedade é compacta é imediato que a classe é um conjunto compacto,
ja que é fechado. Pela invaridncia das variedades estaveis e instaveis se q; ~ g, entdo
f(g1) ~ f(g2). Para finalizar, dados dois abertos U e V em H(p) queremos provar
que algum iterado de U intersecta V. Se a classe for trivial ndo hd o que mostrar,
caso contrério existem periédicos g1 € UN H(p) e g2 € V N H(p), provaremos que
sez € Wi(q1) NWH"(q2) e w € W*(q2) N W*(q1) entdo w,z € H(p). Basta usarmos o

mesmo argumento que foi usado para provar o teorema anterior s6 que usando
A ={q1,92} UO(z) UO(w)

logo esse conjunto sera aproximado por periédicos e por continuidade das variedades
estdveis e instdveis, z e w devem estar na mesma classe homoclinica em que estdao
os pontos g1 e g1. Com isso se z € W*(q1) N W"(gq2) entdo z € H(p) e para um n
suficientemente grande f"(z) € Ue f"(z) € V (A-Lema), portanto f sobre a classe

homoclinica é transitivo. O]

Uma propriedade muito importante satisfeita pelos difeomorfismos Axioma A e
que pode ser encontrado em [17], é que na presenca de hiperbolicidade podemos re-

duzir o estudo da dindmica as chamadas pegas basicas.
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Teorema 2.3.6. (Decomposicio Espectral) Se f é um Axioma A entdo podemos decompor o
conjunto dos pontos nio errantes Q(f) = A1 N Ap N ... N Ay onde os A; sdo todos disjuntos,

compactos, invariantes e transitivos. Além do mais, cada A; e decomposto como
Aj =N A
i =143

sendo A;; disjuntos e ciclicos (f(A;j) = Njjyiparaj=1,2,.k—Te f(Njx) = Ajp) e

JAE Ajj — N é topologicamente misturadora.

Tomamos como A; ; ditas pegas basicas, as classes homoclinicas que ja sabemos ser

transitivas, logo decompdem a dinamica.
2.4 Expansividade

Dada qualquer fungdo continua sobre um espago métrico M compacto, os sistemas
dindmicos concentram-se em estudar o comportamento assintético dos iterados desta
funcdo. Uma propriedade bastante explorada é a densidade de 6rbitas, isto é, érbitas
que visitam todo o espago de fase. Portanto se tornam interessantes os sistemas que
possuem uma abundéncia de 6rbitas densas. Um sistema com tal caracteristica é a
funcdo deslocamento sobre o espago de simbolos, mais conhecido com os Shifts, por
outro lado nem sempre é possivel determinar o que acontecerd com as 6rbitas de um
sistema dindmico, assim surge os sistemas dinamicos expansivos, com uma condi¢do

para obtermos uma previsao do comportamento de uma grande partes das 6rbitas.

Defini¢do 2.4.1. Seja X um espago métricoe f : X — X um homeomorfismo, dizemos
que f é expansivo se existe um ¢ > 0, tal que dados x,y € X sed(f"(x), f"(y)) < ¢ pa-
ra todo n € Z implicar em x = y. Equivalentemente, se dados x,y € X distintos, entdo

existeum n € Z tal que d(f"(x), f"(y)) > 9

A defini¢do de sistemas expansivos no diz que para algum § > 0 duas 6rbitas
diferentes nunca se acompanham a uma distancia 6 ao longo de suas trajetérias, ou
dito de outra forma que se sempre duas orbitas se acompanha a distadncia J ao longo
de suas trajetéria, entdo sdo iguais. Da definicdo pode vir a surgir o questionamento
sobre a importancia de pedirmos que as 6rbitas se separem no passado e(ou) futuro, em
vez de supormos apenas um dos casos. Encaremos como uma boa resposta o seguinte

exemplo
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Exemplo 2.4.2. Se A : R" — R" é uma transformacao linear diagonalizadvel, a qual o
modulo de todos os autovalores é maior(ou menor) do que 1, dados x, y € IR” distintos

e se tomarmos A como o menor dos autovalores (maior) temos
[A"x — Ay[| > A™[[x — y|

e significa que a distancia dos iterados futuros (passados) de y e x por A tende para o
infinito. Portanto tanto ambas as transfomacdes lineares A e A~!, podem ser expansi-

vas.

Existe também uma propriedade parecida com a expansividade que é a sensibili-

dade nas condicGes iniciais

Definicdo 2.4.3. Se X é um espago métrico perfeitoe f : M — M é um homeomorfismo,
dizemos que f tem sensibilidade nas condigdes iniciais se existe um 6 > 0 tal que para
todo x € X e todo € > 0 existe um y € X satisfazendo d(x,y) < e eumn € Z tal que
A (x), f1(y)) = 0.

Vale lembrar que um espago métrico é dito perfeito se todos os seus pontos sdo de

acumulacdo.

A definicdo de expansividade ndo deve ser confundida com a de sensibilidade nas

condig¢des iniciais, mas podemos afirmar o seguinte resultado.

Proposicao 2.4.4. Se X é um espaco métrico perfeito, se f : M — M é um homeomorfismo

expansivo entdo tem sensibilidade nas condicdes iniciais.

Proof. Como X é um espago métrico perfeito, sendo z € X um ponto de acumulacédo e
dado € > 0, para toda bola B(z, €) temos que existe um y # z em B(z,€) N X, ja que o

homeomorfismo é expansivo, temos que existe um 6 > 0 e um k € Z tal que

d(f*(2), f(y)) = 6.

Portanto f sobre X tem sensibilidade nas condi¢des iniciais O

Observemos que se X ndo é perfeito, existe pelo menos um zy € X que é isolado,
dessa forma existe um € > 0 tal que B(zp,€) N X — {290} = @, portanto ndo existe
Yo # zo € X tal que d(yo,z0) < €, assim ndo podemos ter sensibilidade nas condigdes
iniciais.

O exemplo seguinte mostra que sensibilidade nas condi¢des iniciais ndo implica em

expansividade.
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Exemplo 2.4.5. Seja a aplicacdo quadratica Q(x) = 2x?> — 1, dado € > 0 escolhemos
um 0 < x < §. Temos que Q(x) = Q(—x) e separagdao maxima das orbitas de x e —x
é dada por sup,>o|Q"(x) — Q"(—x)| = 2x < €, logo ndo é expansiva, embora tenha

sensibilidade nas condig¢des iniciais.

A expansividade também é uma propriedade topolégica, ou seja, é preservada por

conjugagoes

Proposicao 2.4.6. X, Y sdo espagos métricos compactos. Suponha que os sistemas f : X — X
e g Y — Y sdo conjugados por um homeomorfismo h : X — Y. Entdo g é expansivo se, e

somente, se f é expansivo.

Proof. Se g é expansiva, existe um é > 0 tal que dados 4,b € Y existe um k € Z tal que
d(g*(a),g*(b)) > 6. Por compacidade de X e Y tanto & como ™! sdo uniformemente

continuos, logo dado 4 existe um € > 0 tal que
d(p,q) <e = d(h(p),hiq)) <¢
que é equivalente a
d(h(p),h(q)) =26 = d(p,q) =€
escrevendo /(q) = z e h(p) = w, também temos 0 mesmo para !
d(z,w) <e = d(h (z),h Y(w)) <6
d(h1(z),hm Y(w)) >6 = d(z,w) >e€
Agora provaremos a expansividade de f, sejam p,q € X tais que h(p) =a e
h(q) = b, pela expansividade de g temos que d(g*(a), g"(b)) > & para algum k € Z

pela continuidade uniforme de i~1, segue que d(h~'(g"(a)),h~1(g"(b))) > €, sendo
que ho f = gohimplica em

d(f*(h}(a)), f (71 (b)) = d(f (p), f*(q)) = €
Assim como p e g foram tomados arbitrdrios f sobre X é também expansivo, com

constante de expansividade €. A reciproca segue-se da mesma forma. O

Exemplo 2.4.7. Seja ¥ = {0,1}N o espago das sequéncias de 0 e 1 com topologia dis-
creta em {0,1} e dotamos ) com a topologia produto, esse espago é compacto com a
meétrica

A({xa}, yn)) = Y ¥l

n
nez 2| |
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Definimos a aplicagio deslocamento o : ), — ) dada por

c({xn}) ={yn}ondey, =x, 1 Vn e Z

Mostraremos que a aplicacdo o é expansiva. De fato se {x,} # {y.}, logo deve existir
um m € Z tal que x, # ym como o '({x,}) = {y,}, onde cada y, = x,_; dessa forma
pelo m considerado acima temos |x,; — ym| = 1 que implica

—m —m Xn — Yn
Ao " ()0 ")) = X0 Pl =
neZ

Portanto qualquer que seja « < 1 é constante de expansividade do Shift de Bernoulli.

O exemplo seguinte é devido a Stephen Smale que contribuiu muito para o de-
senvolvimento dos sistemas dindmicos. Inicialmente prop6s a conjectura de que os
sistemas dindmicos tendiam, quase sempre a um comportamento previsivel, o que
naquele tempo se entendia por auséncia de caos, mas foilogo dado um contra-exemplo
para sua conjectura. S6 se deu por convencido quando criou a ferradura uma transfor-
macao topoldgica que fornece uma boa estrutura para compreender-se as propriedades
cadticas dos sistemas dindmicos. Vejamos uma constru¢do simples da ferradura de

Smale.

Exemplo 2.4.8. Seja uma regido R C IR? formada por AU QU B onde A e B Sdo semi-
circulos e Q um quadrado unitdrio. f : R — R? um difeomorfismo sobre sua imagem,
sendo essa obtida a partir da contracdo uniforme de Q no eixo horizontal com um fator
A <}, em seguida expande uniformemente com fator } e por tltimo faz uma dobra
no meio de 180°.

Vemos que f(B) C B e usando o teorema do ponto fixo de Brouwer, existe um ponto

tixo p € B. Considerando

Hy= f(Q1)NQH; = f(Q3)NQ

retdngulos horizontais de comprimento 1 e altura A tais que f(Q) N Q = Hy U Hy. Se

fizermos a mesma agdo para f(Q) temos que

FAQNFIQNQ=f(Q)N(HUH;) = f(Q)NQ

que é a unido de quatro retangulos horizontais de comprimento 1 altura A que podem

ser expresso por H;; comi,j € {0,1}. Fazendo a mesma agdo para um ntimero finito de
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vezes, tomamos uma sequéncia x = (xp, X1,..., X,) em ) expressamos um retangulo

horizontal resultado da agao feita, sobre Q por
onxl.“xn — on m f(Hxl) ﬂ .es ﬂfn(Hx”)

de comprimento 1 e altura A", dessa forma nao é dificil ver que o conjunto f"(Q) N Q
que é a unido de 2" retdngulos como o descrito acima. Para infinitas agdes tomamos
uma sequéncia infinita x = {x;};cz em }_ definimos um retdngulo da imagem sobre Q
por
H - m—Hj(c))fl(I_le)

e a imagem toda sobre Q

AY = FSA(Q) = UHY
O conjunto descrito pode ser visto com o produto I, x C* (um intervalo unitério
com um conjunto de Cantor vertical). Além do mais o conjunto descrito é invariante
(f(AT)) = AT

Analisaremos agora a agdo de f~!. Nao é dificil ver que

fHUHy) =1 Q) NQief (H)=f1QNQ

sdo retangulos verticais de comprimento A ! e altura 1, assim para qualquer sequéncia

x = (X—p,X_p41,...,¥_1) temos o retdngulo vertical

= N{9f 7 (Hy,)

de comprimento A" e altura 1. Definimos entdo o conjunto
= N5 7(Q) = UxHy

que € o resultado do produto C~ X I, (um conjunto de Cantor horizontal com um
intervalo unitario vertical). A ferradura de Smale é o conjunto A = AT N A~ que é
produto de conjuntos de Cantor C* e C~. Além do mais a ferradura é um conjunto
fechado e f-invariante.

Analisando a dindmica da aplicagdo ferradura, o ponto p é um pogo, ou seja, se
ze AUQUB

temos que f"(z) — p, quando n — +o0 e usando o mesmo argumento que foi usado

para garantir a existéncia de p , podemos assegurar que existem outros dois postos
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tixos g € Q1 e s € Q3 sdo hiperbdlicos sela. Se tomarmos como referéncia p, os pontos
que estdo na sua horizontal serdo empurrados para p por f" quando n — +oo e se
tiverem na vertical serdo empurados por f~". Similarmente podemos ter os mesmos
resultados para s.

As variedades estavel e instavel de p se intersectam no ponto homoclinico r.

Com a ferradura de Smale construida o préximo resultado garante que a ferradura
possui as mesmas propriedades topoldgicas da aplicagdo Deslocamento de Bernoulli.

Primeiramente definimos a aplicagdo & : A — ) dada por

h(z) = (..., x_1, X0, X1, ...)

onde x; = n se, e somente se, f"(z) € H(n), pensemos em h como a aplicagdo que

fornece o itinerario de um ponto, ou seja, o destino dos seus iterados.

Teorema 2.4.9. Seja o : Y. — Y a aplicagio deslocamento e a fungio ferradura f|x. A fungio

h: A — Y é uma conjugagio topolégica entre f|p e 0.

Proof. Tomando z € A e aplicando h temos x = h(z) € }_ e para 0 mesmo z aplicamos
ho f, obtemosy = h(f(z)) € L. Pela definigdo de h sabemos que fi*1(z) € Hy; ,,logo
fI*1(z) = fi(f(z)) e sendo que o itinerario de g é dado por y temos f/(f(z)) € Hy,.
Portanto x;,1 = y; que implica em ¢(x) = y, ouseja, (o h)(z) = (ho f)(z).

Seja x = h(z) e para um ny fixo, consideramos como uma vizinhanga sua o conjunto
N ={t:tj=sj, paraj € {—ng,..,no} }.

Usando a continuidade de f, existe um 6 > 0 tal que para w € A se |w — z| < J, entdo
fi(w) estd proximo o quanto se quer de f/(z) € H; (vale lembra que a sequéncia s € o
itinerario de ¢), logo necessariamente f/(w) € Hs; onde j € {—ny, ..., ng}. Portanto se
t =h(w)e|w—z| <Jtemos quet € N, dessa forma h é continua.

Dados z,w € A tais que h(z) = h(w) = x, temos que f'(z), f!(w) € Hy, e zew
estdo em f(Hy ), para qualquer j o que implica em z,w € ﬂ;;"i’ fI (Hx_;), entdo estdo

em uma mesma reta horizontal. Usando argumentos semelhantes temos que
Z,W € ﬂ?:ﬂof](Hx,j)-
Entdo estdo em um mesmo segmento de reta vertical e como o conjunto

m—'koo fj(HS_j)'

j=—00
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é singular, concluimos que z = w.
Seja x = (..., x_1,Xp, X1, ...) um elemento em ), é pelo constru¢do da ferradura, néo é

dificil ver que para cada k € IN temos um quadrado

H, = Hx,k...x,l,xo,xl...xk

e tais quadrados formam uma sequéncia encaixada de quadrados de lados A* o que

nos permite assegurar a existéncia de um ponto z € A tal que
—+00
zZ € ﬂk:lHx_k...,x_lle,xl,.,.Xk

portanto h(z) = x. O

Com o resultado acima temos que a func¢do deslocamento ¢ é um modelo para a
restricdo de f sobre A e como ¢ : ), — ) é uma aplicagdo cadtica temos o mesmo
de f|a. Além do mais, Smale provou que mesmo sobre pequenas perturbagdes a fer-
radura persiste, logo como provamos que a aplicagdo deslocamento ¢ é expansiva e
sendo essa propriedade topoldgica, a ferradura também é, assim ela persisténcia da
ferradura temos que essa expansividade é robusta na topologia C’, ou seja, esse € um

exemplo de conjunto com expansividade robusta e que é hiperbélico.

Exemplo 2.4.10. Um exemplo significativos de aplicagdes expansivas sdo as restri¢des
aos conjuntos hiperbdlicos. Se A C M é um conjunto hiperbdlico para um difeomor-
fismo f, logo temos a decomposicdo TAM = E° @ E*, assim sendo € o do Teorema da
Variedade Estavel e Wi (x) e W¥(x) sdo discos tangentes a E°(x) e E"(x) respectiva-

mente. Assim W;(x) N W (x) = {x}. Dadoy € A, se para todo n > 0 tivermos
d(f"(y), f1(x)) <e = y e W(x)

d(f"(y),d(f"(x)) e = y € W (x).

Entdo y € Wi (x) N W¥(x) e necessariamente y = x. Portanto f|5 é expansivo.
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Capitulo 3
RESULTADOS PRELIMINARES

3.1 Argumentos Genéricos

O espago Dif f"(M) com a topologia C" é um espago métrico completo, portanto um
espaco de Baire (espaco em que toda intersecdo enumeravel de conjuntos abertos e
densos é densa. Da mesma forma, toda unido enumeravel de conjuntos fechados de
interior vazio tem interior vazio). Essas intersecoes enumerdveis sdo chamadas de
conjuntos residuais, e essas unides enumerdveis sdo chamadas de conjuntos magros.
A Dinamica genérica mostra resultados que valem em residuais de Dif f"(M).

Considere M uma variedade compacta, conexa e sem bordo. Seja o espago Dif f"(M)
munido com a topologia C’, ou seja, de de forma grosseira, dizer que f* — f con-

vergem uniformemente na topologia C" significa dizer que
f"— feD'f" - D'f
convergem uniformemente, ondei = 1,2, ...,7.

Definic¢ao 3.1.1. Dado um espago topolégico X, um subconjunto desse espaco é dito
residual se é intersecdo enumeravel de abertos densos. Dizemos que um espaco é de

Baire se seus residuais sdo densos.

O teorema abaixo é fundamental para a teoria de dindmica genérica.

Teorema 3.1.2. O espago Dif f"(M) é de Baire.

Com este resultado faz sentido a expressdo quase todos os sistemas de Dif f"(M)

cumprem a propriedade P.

Definic¢do 3.1.3. Diremos que P é uma propriedade genérica para os difeomorfismos de
Dif f"(M) se existe um conjunto residual R C Diff"(M) tal que se f € R, entdo f

cumpre a propriedade P.
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O importante é que todas as propriedades genéricas se realizam em um conjunto

denso de Dif f"(M). Ndo somente isto, mas qualquer quantidade enumerével de pro-

priedades deste tipo se realiza simultaneamente em um conjunto denso.

Agora nés definiremos o conjunto residual R citado no Teorema Principal deste tra-

balho, caracterizado por algumas propriedades genéricas, para cada f € Diff1(M)

e f é Kupka-Smale

Definic¢ao 3.1.4. Um difeomorfismo é dito Kupka-Smale se todos os seus pontos
periddicos sdo hiperbdlicos e as variedade estdveis e instaveis desses pontos se
intersectam transversalmente (para qualquer ponto da intersecdo). O préximo

resultado é devido a Smale e pode ser encontrado em [19]

Teorema 3.1.5. (Kupka-Smale) O conjunto dos difeomorfismos Kupka-Smale de classe

C" é residual em Dif f"(M) para todo r > 1. Em particular é denso.

O seguinte teorema classico é devido a Charles Pugh e é uma consequéncia direta

do famoso C! Closing Lemma que foi provado pelo mesmo em [13]

Teorema 3.1.6. (Teorema da densidade de Pugh) E residual o conjunto dos difeomorfis-

mos em f € Dif f1(M) que satisfazem

Q(f) = Per(f)

Seja R(f) o conjunto recorrente por cadeia de f temos que Q(f) C R(f). O Teo-
rema da densidade de Pugh pode ser obtido como corolario do seguinte teorema
que é resultado do C!-Closing Lemma para pseudo 6rbitas e pode ser encontrado

em [1]

Teorema 3.1.7. (Bonatti-Crovisier) E residual o conjunto dos difeomorfismos em

f € Diff1(M) que satisfazem

R(f) = Per(f)

Sabemos que os difeomorfismos Kupka-Smale sdo residuais em Dif f"(M) para

r > 1, comisso temos que sdo residuais os difeomorfismos cujos pontos peridédicos
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sdo hiperbolicos, pelo tltimo teorema acima temos que sdo residuais em

Diff(M) os difeomorfismos tais que seus pontos periédicos sdo densos em
R(f), em particular em Q(f) e desses dois resultados temos que existe um resi-
dual Ry em Dif f1(M) tal que se f € R os pontos periédicos hiperbélicos de f

sdo densos em R(f).

Classes homoclinicas coincidem ou sao disjuntas
Como uma consequéncia do C'-Connecting Lemma provado por Hayashi em [5]
temos um resultado dado por Carballo-Morales-Pacifico em [4] que mostra que

genericamente classes homoclinicas ou sdo iguais ou sdo disjuntas.

Teorema 3.1.8. (Carballo-Morales-Pacifico) Existe um conjunto residual R, no espago

Dif f1(M), tal que se f € Ry entio classes homoclinicas ou sio iguais ou sdo disjuntas.

Classes homoclinicas variam continuamente
Os pontos periédicos hiperbdlicos persistem por pequenas perturbacdes e ainda

variam continuamente.

Teorema 3.1.9. Seja f : M — M e p um ponto n-periédico hiperbélico de f. Entdo
existe uma vizinhanca Uy, de p e uma vizinhanga Vy de f em Dif f(M) na topologia C*
e uma fungio continua ¢ : V¢ — U, definida por ¢(g) = pg onde o ponto pg é o tinico

n-periédico de g em U,,.

Proof. Usando cartas locais podemos supor f : R” — R" e p = 0 = f(0). Assim
definimos uma vizinhanca de f a 17} el : Vi xR" = R"porI'(g,x) = g(x) — x,
logo I'(f,p) = 0. Podemos escrever I'(g,x) = g(x) — Id(x), assim temos que
d,I'(g,x) = Dgy — Id tomando ¢ = f e x = p = 0, implica que

0T (f,p) = Dfy —1d #0

pois Df, — Id é sobrejetiva e caso exista um v tal que (Df, — Id)v = 0 como
Df, ndo tem autovalores com médulo igual a 1 devemos ter v = 0. Concluimos
que Df, — Id é um isomorfismo. Nessas condi¢des usando o Teorema da Fungao
Implicita existem vizinhangas U, de p, V de f e uma fungdo continua tais que

¢ : Vi — Uy tal que {(g,x) € Vi x R"T(g,x) =0} = {(g¢(g)) : g € Vf}, ou

seja, para cada g existe um tinico ponto pg = ¢(g). O
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A demonstracao foi feita para p ponto fixo de f, mas vale para periédicos ja que
se p é n-periédico de f, é fixo de f", além do mais, se ¢ — f na topologia C! entdo
pg — p em M. Dizemos assim que Pq € continuagdo analitica de p.

Em seu trabalho [9], Mafié provou que sob certas hipéteses, se f tem um ponto
quase homoclinico (sdo os pontos da intersecdo do fecho W*(p) com o fecho de
WH(p) diferentes de p) associado a um hiperbélico p, existe um g arbitraria-
mente préximo de f na topologia C! tal que ¢ admite um ponto homoclinico
associado a pg. O problema era que os argumentos da prova ndo deixavam claro
a proximidade desses pontos. Se fosse garantida a aproximagdo teriamos que
genericamente o conjunto dos pontos quase homoclinico é exatamente o fecho
dos pontos homoclinicos, ou seja a classe homoclinica. Isto sugere a propriedade
de continuagdo, pois em particular um ponto homoclinico é quase homoclinico
se ¢ — f para g5 homoclinico transversal, existe um g, também homoclinico
transversal tal que q¢ — qy. Felizmente o problema de Mané foi resolvido na

demonstragdo do seguinte resultado que também utiliza o C!-Connecting Lemma.

Lema 3.1.10. Existe um residual R em Dif f1(M) tal que se f € R, temos que para

todo ponto periddico hiperbélico p de f temos que

H(p) = Ws(p) N W*(p).

. Resolve o que queremos, pois tomando um f € Rj, sabe-se que o conjunto
Py, (f) é finito e supomos que seja { po, p1, ---, Pk }, logo existe um vizinhanga U(f, n)
na topologia C!, tal que se ¢ € U(f,n) entdo £P,(g) = #Py(f). Definimos a
aplicacdo

¢i(g) = H(pi(g),8)

onde i € {p1,p2, .., px} e afirmamos que ¢ é semicontinua inferiormente em
U(f,n). De fato se tivermos hy — h e p for um ponto periédico hiperbélico de &,
entdo existe um kg € IN tal que para todo k > ko temos que py — p, onde os pi
sdo continuagdes analiticas de p. Além do mais, z € W;(p) h W} (p), existe um
ki tal que para todo k > ko, k1 temos que as variedades associadas aos py também
se intersectam em pontos zx e zxy — z. Agora usando o seguinte resultado de

topologia
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Teorema 3.1.11. Se ¢ : Y — F(X) é semicontinua inferiormente (onde Y um espago
métrico e F(X) é uma familia de fechados ndo vazios de um espago métrico X). Entdo é

continua em algum residual de Y.

Portanto temos o que desejavamos

Teorema 3.1.12. Existe um conjunto residual Rs em Dif f1(M), tal que se f € Rj
temos que as classes homoclinicas de f dependem continuamente das Orbitas periddicas

de f na topologia de Hausdorff.

e Classe de cadeia recorrente com ponto periédico é classe homoclinica
Usando o C!-Connecting Lemma e suas variagdes podemos mostrar que para
difeomorfismos genéricos, a classe homoclinica de qualquer ponto periédico é a
sua classe de recorréncia por cadeia, ou equivalente qualquer classe de recorréncia
contendo um ponto periédico coincide com a classe homoclinica associada ao
ponto periddico. Existem classes de recorréncia por cadeia que ndo contém pon-
tos periddicos, mas usando o Connecting Lemma pode-se provar que generica-
mente elas sdo limites de Haunsdorff de pontos periédicos. Sobre isto temos o

seguinte resultado também encontrado em [1].

Teorema 3.1.13. Existe um residual Ry em Dif f1(M), toda classe homoclinica e uma
classe de cadeia recorrente. Equivalentemente, toda classe de cadeia recorrente contendo

um ponto periddico p é a classe homoclinica associada a esse ponto.
Como Diff'(M) é um espaco de Baire, obtemos o residual que desejavamos por
R=R1NRyNR3NRy
3.2 Decomposicao Dominada da Classe Homoclinica

Mostraremos que a classe homoclinica tem decomposicdo dominada usando o ar-

gumentos parecidos com os usados em [8]. Mostraremos que o angulo entre os subespa-

cos tangentes de pontos em um subconjunto denso em H(p) estd longe de zero, geral-
mente esse subconjunto é dos pontos peridédicos, mas faremos para o conjunto dos pon-

tos homoclinicos de H(p) e os candidatos a subespacos da decomposicao sdo TyW*(p)
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e TyW"(p). Para garantirmos esse controle provaremos que ndo pode haver tangéncias
entre variedades estdveis e instaveis de pontos homoclinicos, pois se houvesse poderia-
mos cria uma interse¢do plana e infinitas intersegdes transversais entre as variedades
estdveis e instdveis locais de um ponto homoclinico, logo esse comportamento contadiz
a expansividade C!-robusta de f. Conseguimos a dominacéo repetindo os passos da-
dos em [8]. Os resultados obtidos sdo vélidos também para todo difeomorfismo g em
uma vizinhanga de f na topologia C'.

Iniciaremos com o seguinte lema sobre linearizacdo de subvariedades do R" na vizi-

nhanga de um ponto x € W através de perturbag¢des arbitrariamente pequenas.

Lema 3.2.1. Seja W C R" é uma subvariedade tal que 0 € W. Entdo dado um € > 0 existe

um difeomorfismo ¢ = w : R" — R" e um eq arbitrariamente pequeno tal que

o Globalmente, ¢ estd e-préximo da identidade, na topologia C'.
e Fora da bola B(0, €p), temos que ¢ coincide com a identidade

e Paraalguma é € (0,€g) temos que (W N B(0,6)) C ToW

Proof. Ver em [15] Lema 2. O

O Préximo lema sera muito usado neste trabalho, pois é um instrumento impor-
tantissimo para perturbagdes na topologia C!, pois garante que se perturbamos de
forma linear a derivada de um difeomorfismo em um conjunto finito de pontos, pode-
mos encontrar um difeomorfismo préximo do original tal que a sua derivada realiza a

perturbagdo no conjunto de pontos.

Lema 3.2.2. (Lema de Frank’s) Sejam f € Dif f'(M) e U uma vizinhanga de f na topologia
Cl. Entdo existem V C U uma vizinhanga na topologia C' de f e € > 0 com a propriedade:

seg € Ve{xy, .., xu} é um conjunto finito de pontos, tais que L; : Tx, — T (y,) satisfazendo

(xi
||Li — Df(x;)|| < € e U uma vizinhanga do conjunto de pontos, entdo existe g € U e = g

em {x1,...,xp } U (M — U) de tal forma que Dg(x;) = L;.
Proof. Ver em [8]. H

O préximo resultado nos diz que as interse¢des na classe homoclinica sdo neces-

sariamente transversais.
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Lema 3.2.3. Considere p um ponto fixo hiperbélico de f com indice k e Hr(p), sua classe
homoclinica transversal tal que f sobre Hr(p) tem expansividade C'-robusta. Se tivermos

x € Wé(p) N WH(p) entdo W*(p) intersecta W"(p) transversalmente em x.

Proof. Asvariedades W3(p) e W*(p) sdo hiperplanos k e (d — k) dimensionais, imersos
em M. Se W¥(p) N W¥(p) em x ndo é transversal, ndo temos T,W?*(p) & T,W"(p) =
TxM, ou seja, ndo ha a soma direta, logo existe 0 # u € TyW*(p) + TeW"(p). Usando
o Lema de Frank, podemos provar que o subespaco < u > gerado por u, é o tnico

comum a TyW?®(p) e TyW*(p) e como
TW*(p) + TeW"(p) =< TLW*(p) U T:W*(p) >
temos que

dim(T.W*(p) + TW"(p)) = dim(TxW*(p)) + dim(T:W"(p))
— dim(T,W*(p) N TxW"(p))
= k+d—-k —-1=d-1.

Além domais k > d — k.

Escolhemos um € > 0 suficientemente pequeno tal que B(x, €) esteja inteiramente em
uma carta local e W2(x) contida no dominio fundamental de W?(p) e além do mais e
também tenhamos f"(W*(x)e) N B(x,€) = @ para todo n > 1 (isto decorre do fato de
x € W¥(p) N W¥(p)). Usando coordenadas locais, identificamos B(x, €) com uma bola

aberta do R" centrada na origem, dessa forma usando o Lema 3.2.1
W = W:(x) = hs = hs(WN B(x,0)) D Bs(0) em T, WZ(x)

W =W¢(x) = hy, = h,(WNB(x,6)) D B,(0) em T,yW}(x).

Definimos entdo g : M — M como

hyofohy! se y€ B(xe)
8y) =
fly) se y ¢ B(xe)

Como hg e hy, estdo definidas em R? e identificamos B(x,€) com um aberto no mesmo
e ¢ estd Cl-préximo de f.
Se y € B, entdo para todon > 1, ¢"(y) = f"(h;'(y)) — p quando n — oo,

pois h;1(y) € Wi(x) e f"(x) — p. Resultado similar temos para B,. Resumindo, a
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intersecdo W*(p,g) N W*(p, g) em coordenadas locais contém um segmento

I ={su:—-6<s<J} onde
I =<u>nN(Bs(0) UB,(0))

Seja w um vetor unitdrio em Ty M, sendo que w ¢ T,W?*(p, ) + T«W*(p, g). Definimos
a funcdo C®-Bump b(s) € [0,€'], tal que b(0) = €’ e suas derivadas de todas as ordem
se anulam na origem com suporte contido em [—¢’,€’]. No plano gerado por 0 e os
vetores w e u, nds consideramos a fungdo ¢ : v — R com o gréfico no mesmo, definida

por

0 se s=0
o(s) = 1
b(s)s’sent se s#0

Mudamos as coordenadas da carta local Y = (S, U, s, t), onde identificamos
(S,0,s,0) ~ B

(0,U,s,0) ~ B,

esejah : M — M dada por
(S,U,s,t) — (S, U,s, (t+¢(s))B(Y))

onde i = id fora de B(x,€) e B é a fungdo Bump da demosntracdo do lema ante-
rior. Definindo §: M — M por § = ho g, e ndo é dificil ver que Bs C W*(p,g) e
(0,U,s,1(s)) € W"(p,g). Além do mais, ndo é dificil mostrar que W*(p, %) e W*(p,g)
se intersectam transversalmente nos pontos x, = (0,0, %,47(%)), para n suficiente-
mente grande. Assim x € H(p, §), embora a interse¢do ndo seja transversal.

Observe que na construgdo, podemos tomar g e f suficientemente préximas.

Agora para finalizar provaremos que g, 7) ndo € a-expansiva para todo « > 0. Para

todo o > 0, existe um N(«) > 0 tal que
FN(WE(x)) € Wi (p)

—N
fWe(x)) € Wi(p).
Como g estd suficientemente proxima de f e tal fungdes coincidem em uma pequena

vizinhanga de x e também pela proximidade podemos conciderar o comportamento
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que f citado acima também para §. Mas x, — x, entdo nés podemos achar x, préximo

de x tal que
d(§(x), & (xn)) <

para todo j € [N, N]. Paratodo j > N ouj < —N também temos

d(§(x), & (xn)) < d((x),p) +d(F (xa), p) < o

Entdo ¢ ndo é a-expansiva para todo a > 0, contradizendo a expansividade C!-robusta

de f. O

Como consequéncia do Lema 3.2.3 temos que p estd C-longe de tangéncias, ou seja,
todo difeomorfismo g que esta C!-préximo de f nao tem tangéncias homoclinicas asso-
ciadas a p, (continuagao de p). Podemos ver tal resultado como H(p) = Hr(p). Além
do mais sendo Uy a vizinhanga de expansividade de f, entdo o resultado do Lema 3.2.3
vale para todo g € Uy.

Nosso objetivo é provar que a classe homoclinica tem decomposi¢do dominada e uma
condicdo suficiente para obtemos esse resultado é provar que os dngulos dos subespa-
¢os da decomposi¢do natural que supomos estdo afastados de zero, para isso vejamos

agora a defini¢do de dngulo entre esses subespacos.

Definicdo 3.2.4. Sejam E e F subespacos do R" tais que E © F = R", logo

dim(F) = dim(E+) e F é o grafico da aplicacdo linear L : E — E1 definida como:
se v € E* entdo existe um tnico par de vetoresu € Eew € F, talque v +u = w,
logo L(v) = u é linear e o Graf(L) = F. A partir de L definimos o dngulo entre os

subespacos E e F como Z(E,F) =|| L ||~!. Em particular dizemos que Z(E,E*+) = +c

Vale ressaltar que se dim(E) = dim(E~), podemos ter L : E* — E,logo Z(E,E*+) =
||L||, mas se E e E* tiverem dimensdes diferentes, isso ndo faz sentido.

Para enterdermos melhor a defini¢do acima vejamos o seguiente exemplo

Exemplo 3.2.5. Supondo em dimenséo 2, seja a matriz diferencial

A0
Dfy =
K v

Com autovetores (0,1) e (1, %) associados aos autovalores A e 7 respectivamente e
tais que

0< A <1< |y
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para determinar o dngulo entre os subespacos E =< (0,1) > e F =< (1, WTKA) >

utilizamos a transformagéo L : E — E+ =< (1,0) >, a qual definimos por

¥—A
que faz sentido, pois z € F, temos que
K
z = C(llf)/j)
K
= C((O,m) +(1,0))
¥y—A K
(0 =)+ (1L,0)

para C = %A pela observacdo feita acima temos

—A
/(EF) = |L| = 77

Proposigdo 3.2.6. Seja f € Dif f'(M) e H(p) com expansividade C'-robusta em Uy. Entdo

existe um y > Qe LAI} C Uy tal que para quaisquer § € LAI} ex € H(pg, g), temos que
Z(E°(x,8), E*(x,8)) > 7

Proof. Seja Uy uma vizinhanga de f na topologia C!, a qual todos os difeomorfismos
sdo expansivos. Tomamos entdo Uy C Uy do lema de Frank e do mesmo temos a
existéncia de uma é > 0 que nos sera ttil posteriormente.

Assumimos que C > sup{||Dxgl||; g € Up}, para algum C > 0.

A argumento da demonstracdo sera por contradi¢do. Portanto supomos que em Uy

temos que dados A, existem g, € Up e x, € H(py,, gn) tais que
Z(E*(xn,8n), E"(xn,8n)) < An

Se escolhessemos um A, < A, para termos o desejado para g, e todo x, € H(x,, gn),

mas haveria um g, em Uy e X, € H(Xy,, gn) tais que
L(ES(X,81), E*(xn,8n)) < An.

Por isso temos que

S u 1
Z(E*(xn,gn), E (xn, gn)) < "
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1

assim consideramos um certo 7 tal que tenhamos . < % e por simplicidade escrevemos

X = x, e g = gn, logo a expressdo acima fica

S

Z(E*(x,8), E*(x,8)) <

Usando a definigao de angulo entre subespacos do RY dada anteriormente temos

que, existem v € (E¥)+ e um w € E° tais que v+ w € E%, com ||w|| = 1e ||| < L.
Definindo
T:TyM — T)yM
por T|(gs). = 0 e caso contrério T(w) = —v . Dessa forma temos que ||T|| < £, pois
1T = supd [ T(w)| = | —ol} < < 2
- sup N n  C

Agora montaremos a transformacao linear que estara de acordo com as hipéteses
do lema de Frank

L: Ty M — TeM

definida por L = (Id +T) o Dy-1,g, e além disso satisfaz ||[L — Dg-1(,8|| < 6, pois

HL_ Dgfl(x)gH = H(Id—i_T) ODgfl(x)g_Dgfl(x)gH
= |[T o Dg-1(»8ll

< TJ[-/[Dg-1(8ll

)
<E.C—5

e afirmamos que w € L(E"_, ). De fato
g

(%)

L(E! 1)) = (14 T) 0 Dy (B

= Dgil(x)g(E;fl(x)) + T(Dgfl(x)g(ngl(x)))

como v+ w € Dg_l(x)g(Eg_l(x)) e T(w) = —v, podemos garantir o que afirmamos.
Tomando uma vizinhanga U = V-1, tal que O(x)NU = g~ '(x). Usando o lema de
Frank, existe um difeomorfismo g € Uy, tal que J(x) = g(x),paraj = -leg =g
fora de U. Além do mais, D,1(,1§ = L para x € H(pg, g).

Portanto x € H(pg, §) e temos também que

= L(E;,l(x)) =we Dg_l(x)g(E;‘,l(x)) =we Ef‘x,g) =we E?x,gN)'
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Por defini¢do w € E®(x,g) que implicaem w € E°(x,g), ouseja, w € E*(x,§) NE"(x,3)
e sendo w # 0, implica que a intersedo x € W*(pz) N W¥(pg) € ndo transversal, fato

que contradiz o resultado anterior. O

Para a préoxima demostragdo utilizaremos o resultado Corolario I1.10 encontrado

em [8]. Vejamos um caso particular

Lema 3.2.7. Suponha que R> = ES® E* e L : (E5)t — E° é como na definicio dada de
angulo. Entdo para todo v € E° ew € E" temos que

/(ES, E")

_ > _S\=a= )
lw =2l = 1+ Z(E5, EV)

[[l]-

Proof. Dado u € (E%)* de tal forma que w = u + L(u) € E*. Assim temos que

L(u) — v € E°, sempre quando v € E° usando o Teorema de Pitagoras
[lw = of[* = {|u+ L(u) = o[|> = [[u]? + ||L() = 0| > [|u]|
logo ||w — v|| > ||u||, mas usando a desigualdade triangular
[ ol | <l [+ L[} el | = [l [0+ L[]
que implica em

/(ES, E)

—ol| > =
e —oll = 15 el

O

Teorema 3.2.8. Considere p um ponto fixo hiperbélico de f com indice k e H(p), sua classe
homoclinica tal que f sobre H(p) tem expansividade C'-robusta. Entio H(p) tem uma decom-

posicdo dominada homogénea E ® F.

Proof. Na proposic¢do 2.2.15 é dada uma condicao suficiente para a existéncia de decom-

posi¢do dominada, supomos entdo que para todo m € Z* existe x, € H(p) tal

que
I DF* L E(xm) || - | DFT™ [ EX(f" (xm)) 12 %
paratodol <n <m.
Podemos para um m arbitrariamente escrever x = x, e tomando n = m, existem

w € E*(x), v € E*(x) tais que

| Df"(wn) || _ 1
IDft(on) || ~ 2
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A idéia é mostrar que na auséncia de decomposicdo dominada podemos perturbar a
f de tal forma a gerar um novo difeomorfismo (Usando o Lema de Frank) suficiente-
mente préximo do original, tal que o dngulo entre os subespagos estdvel e instavel do
ponto homoclinico que é o mesmo anterior ndo é limitado inferiormente e junto com a
estimativa dada pelo Lema 3.2.7 teremos uma contradigao.

Tomamos LAI} da Proposicdo 3.2.6. Pelo Lema de Frank existe um 6 > 0 que explicitare-
mos a seguir. Antes disso precisamos definir algumas transformacdes.

Seja L : E*(x) — E°(x) definida por L(v) = dw e ||L|| = J, logo notamos que
essa aplicacdo encolhe os vetores instaveis da decomposicdo de TyM. Considere a
P : TyM — TyM uma transformagdo linear definida por P|E = id, P|F = id + L
que deixa fixa a parte estdvel e aumenta os instaveis com magnitude determinada por
L. Portanto dadoum z € TyM tal que z = v+ w com v € E° e w € E* a transformacao

P age da seguinte forma
P(z) =P(v)+P(w) =v+ (1+)w

Agora definimos as transformagdes lineares T; : TeiyM = Tj: T\ M, que de grosso
modo fazem o papel contério da P, pois estdo definidas como T;|E*( fi(x)) = (14 6)id

e Tj|E“(f/(x)) = id. Para finalizar definimos as perturbagdes desejadas como
Go=TyoDfyoP

Gj = Tjs1 0 Dffiy

Vejamos como atua Gy

Go(z) = (TioDfyoP)(v)
= Ti(Dfx(v+ (1+0)w))
= Ti(Dfx(v) + (14 6)Dfx(w))
= (1+6)(Dfx(2))

logo essas sdo as perturbagdes que procurdvamos e que satisfazem ||G; — Df;(,[| < 6.
Pelo Lema de Frank’s existe um difeomorfismo ¢ : M — M em B:(f) C lAl}, onde
¢/(x) = f/(x). Podemos escolher vizinhancas Vii(x) suficientemente pequenas de tal

forma que exista uma vizinhanca de p que ndo pertenca ao suporte de g (que neste



36

caso depende da V) e dessa forma x também ¢é ponto homoclinico de g € Ui (f).

As diferenciais de ¢ na 6rbita de g sao Dgyjy = Gj, logo parav € F (x) temos
P(v)=(id+L)(v) =v+dw=u
aplicando a g m vezes, lembrando que Dgj(,) = Gj = D ff]-(x)

um = D' (1) = Dgom1(3)Dggn-2(x)--Dgg(x)Dgx (v + dw)
= Dffn-1(x)Df pn-2(x)-Df (x)Dfx(v) + Df pm-1(x) Df pn-2(x)-Df () D (6w)
Uy = Df(v) + (14 0)"DfY (dw).
O argumento para obtermos a segunda parcela da dltima linha foi que
Dg+(0w) = Go(dw) = Ty (Dfi)(6w) = (14 6) (6w).
Dada a constante <y da Proposicdo 3.2.6, existe um m tal que

5(146)" > 4+ % (3.1)

Usando o Lema 3.2.7 para w € E(x) onde m foi o escolhido em 3.1 e 7y da Proposigédo

3.2.6
IDF2 @) = lltm = (1+6)" D" (&0)]
> 1+,Yn |
= D" () + 61+ 0)" DA (w)]
= 601+ )" Df () ~ (~Df2 (o) |

> % [ 16(1+8)"Df ()| = (D () | -

Agora dividindo tudo por % |IDfI*(w)|| obtemos

Bz 1+ o) -1

pela suposicdo feita em 3.2 e usando 3.1 temos

1+9 1
> m__1
p 5(1+9) 5

SA+)" =2 1+7

que é uma contradicdo. O
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3.3 Contragao Por Blocos

Em seu trabalho [Ma], Mafié introduziu o conceito de sequéncia periédica de isomor-
tfismos lineares e com o uso de tais objetos provou um resultado que apresentaremos a

seguir. Vejamos antes algumas defini¢des necessarias.

Defini¢do 3.3.1. Seja GL(n) é o grupo dos isomorfismos lineares de R" e
L : Z — GL(n) uma sequéncia de isomorfismos lineares de R". Denotamos por £ ]S(L) 0

espago dos vetores v € R” tais que

n

5j(0) = sup{|(] [ Lj+i)ollin = 0} < oo
i=0

Igualmente se &;' (L)

ui(v) = sup{n(fg@j(im)—l)vn;n >0} < oo.

A sequéncia de isomorfismos lineares é hiperbélica se Ef(L) @ SJV(L) = R", para
todo j em Z.
Observe que na defini¢do acima é suficiente que seja vélido para um jo € Z, pois se

v e 5]-50(L) temos que

n n—k
s,(0) = sup{ ([T Liyss)ollin > 0} = sup{II([ T Ly 4:)0llin — k > 0} < o0
i=0 i=0

entdo v € & (L), para ip = jo +k, para k > 0. Igualmente podemos ter para & (L).
Caso exista um ng > 1 tal que L;j;,, = L; para todo j, dizemos que a sequéncia é
periddica.

A hiperbolicidade da sequéncia periddica de isomorfismos lineares L é equivalente a
hiperbolicidade da aplicagdo 1_[7261 L;. De fato se L for uma sequéncia hiperbolica,
supomos que H;'ial L; ndo é uma aplicagdo hiperbolica, assim tem pelo menos um
autovalor com médulo igual a 1 e associado a esse um autovetor v, logo temos

s0(v), up(v) < oo e pela poriodicidade da sequéncia L, ndo poderiamos ter

&/ (L) @ &'(L). Reciprocamente se a aplicacdo H;Zigl L; é hiperbdlica temos a decom-
posicdo E° @ E* = IR", onde E® é o espacgo estavel e E* o espaco instdvel, se v € E°
temos que ||(H;i’6°_1) L;)v|| — 0, quando k — oo, 0 que implica em so(v) < o, ou
seja, v € £5(L). Com argumentos semelhantes podemos garantir que se w € E¥, entdo

w € E§(L). Portanto E° C £5(L) e E* C &£§(L), necessariamente £;5(L) @ £} (L) = R",
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ou seja, a sequéncia L é hiperbdlica. Para melhorar a compreengdo do que foi definido

vejamos o seguinte exemplo.
Exemplo 3.3.2. Dado m € IN, onde m > 1 e considere a seguinte sequéncia

m 0

1
m

Ly, = Loyt =

o 3=

0
m
A sequéncia nao é hiperbdlica, pois para qualque v € R? temos que so(v), ug(v) < oo
e temos assim v € &5(L), EY(L), portanto ndo podemos ter E5(L) & EY(L) = R?,
embora as aplicagdes L; sejam hiperbdlica. Usando o argumento anterior a sequéncia

é periddica e ndo hiperbdlica pois

10
1

Lon-Lont1 =
nao uma aplicagao hipebdlica.
Acontece o contrério se considerarmos a seguinte sequéncia
m
Loy = Lony1 =
01 0

I O

Usando um argumento anterior, a sequéncia L é hiperbdlica, pois

m
Loy Lopi1 =

= o

é uma aplicagdo hiperbdlica.

Seja {L(¢);¢ € T} uma familia de sequéncias periédicas de isomorfismo lineares.
Duas familias K(¢) e L(¢) sdo ditas periodicamente equivalentes, se para todo € € 7
possuem o mesmo periodo minimo. Dizemos que tal familia é hiperbélica se toda
sequéncia é hiperbolica e sup{||[L(€),;e € Zen € Z} < oo. A hiperbolicidade da
familia é uniforme, se existe um J > 0 tal que para quaisquer familias K(¢) e L(¢)

periodicamente equivalentes satisfazendo d(K¢, L¢) < ¢ é também hiperbdlica, onde
d(KE, L) = sup{||[K¥) — L |;e € T,n € Z}.

Vale lebrar que a sequéncia peridédica uniformemente hiperbélica, temos contragdo e

expansdo em dire¢cdes complementares, para uma familia hiperbdlica dessas sequéncias,
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as taxas de contracdo e expansdo ndo necessariamente sdo as mesmas, mas o resultado
a seguir diz que se a familia for uniformemente hiperbélica, entdo pelo menos para
sequéncias com periodo suficientemente grande as taxas de contragdo e expansao sao

uniformes.

Teorema 3.3.3. (Maiié) Se {L\¢); e € A} é uma familia uniformemente hiperbélica de sequén-

cias de isomorfismos lineares de R", entdo existem constantes C > 0,0 < u < lem € Z*

tais que
k—1 m—1 () .
[T CTT L) [ £ (L€)) 1< C
j=0  i=0
@ k
l—g I (11 Lmj+i)7 | 5;1[(]‘4-1)(1‘(6) < Cu
j=0 =
Proof. Ver em [8] Proposigdo I1.3 O

O préximo exemplo nos d4 uma forma de obter sequéncias de isomorfismos li-

neares do resultado anterior que nos sera ttil.

Exemplo 3.3.4. Considere f : M — M e um ponto periédico hiperbélico de periédo n,

paratodo 1 <i > n temos que
Dffip) + TiyM = Tginn(nM

é um isomorfismo linear. A aplicacdo Df, € hiperbdlica e pelo que vimos acima, a

sequéncia definida por L; = Df(f/(p)) também ¢ hiperbélica.

Entdo para obtermos uma familia uniformente hiperbélica, basta que tenhamos um
conjunto onde os pontos periédicos sdo hiperbélicos, e ainda em uma vizinhanga no
espaco do difeomorfismo esta propriedade seja robusta. Dessa forma usando o exem-
plo acima podemos obter uma gama de familias de sequéncias periédicas uniforme-

mente hiperbélicas. Portanto faz sentido enunciarmos o seguinte resultado

Teorema 3.3.5. Seja f € Diff1(M) e H(p) com expansividade C'-Robusta. Entdo existem
uma vizinhanga Ug de f, m > 0,0 < p < 1e C > 0 tais que se g € Uy, q ¢ hiperbélico de
periodo 7t(q) e q ~ pq entio

k-1

[T 1 Dg" [ E(s™(q)) lI< Cu*
i=0
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k-1 ,
[T1IDg™™ [ E*(g~™(q)) ll< Cu*
i=0

m(q)

sendo k = [—.~

f.

|. Além do mais, as constantes C, y e m sio uniformes em uma vizinhanga de

Portanto se conseguirmos garantir as hipdteses do teorema de Mafié usando as do
Teorema 3.3.5 teremos a propriedade desejada. Dessa forma devemos provar que com
expansividade C!-robusta de flu , temos que familias de sequéncias periddicas lin-
eares de R¥ geradas por D f ao longo de um ponto hiperbélico g € H(p, f) eq ~ p com
indice(q) = indice(p) sdo uniformemente hiperbélicas. Antes de provarmos tal fato,
mostraremos outro resultado que utilizaremos.

Considerando um ponto periédico g de periodo 77(g), os autovalores normalizados de

D f; ) sao dados por
op 7(q)
{A™@; para A autovalor de Df; "' }.

Sendo agora g um ponto periédico hiperbélico tomamos seus k autovalores contrativos
0 < |M| <A <o <A < 1L

Assumimos que Ay sdo todos reais e de multiplicidade 1, dessa forma podemos supor
a existéncia de um 5 > 0 tal que para todo j € 1,2, ...,k — 1 tenhamos [A;| < |[Ag| — 17,
dizemos assim que esse autovalor é o menos contrativo. Segue que foi mostrado em
[HPS] a existéncia de variedades estaveis fortes W* de codimensdo 1 em W* e para
algum € > 0 nés temos que W \ W3 tem duas componentes. Um ponto g com tais
caracteristicas é chamado de #-simples para algum 1 > 0 e o valor 1 — || é dito a

abertura estavel do ponto periédico.

Definicdo 3.3.6. Seja ¢ um ponto periédico hiperbdlico tal que g ~ p. Dizemos que o

ponto q é ponto fronteira nio estdvel forte quando satisfaz
1. g é um ponto y-simples para algum 1 > 0.
2. W¥(p) intersecta ambas as componentes de Wi (q) \ W (g).

Proposicdo 3.3.7. Dados Uy uma vizinhanga de f, p > 0e qum ponto periddico nas condigdes
da defini¢do acima, entio existe um & > 0 tal que se g € Uy e qg um ponto ponto fronteira niio

estdvel forte com abertura estdvel menor que 6 e gg ~ pg temos que
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1. Existe um difeomorfismo g que estd p-proximo de g e pontos periddicos qy e qp de g tais

que g; ~ pgparai =1,2, 7(q1) = 70(q2) ed(§ (q1),§(q2)) < S para0 < j < 7 (q).

Além do mais § = g fora de uma vizinhanga arbitrariamente pequena de qq.

2. Existe um ponto periddico q de § fronteira nio estdvel forte de H(pg, &) com abertura

estdvel menor que 6(5) e § ~ pg.

Proof. A idéia da prova é bifurcarmos o ponto g, de tal forma a ser decomposto em
dois ponto periddicos hiperbélicos. Tal perturbacéo é feita sobre ¢ em uma vizinhanca
da 6rbita de g e o tamanho da perturbagdo é da ordem da perturbagdo linear ao longo
da 6rbita de g. Tomamos vizinhangas U; = U(g'(q)) disjuntas parai = 1,2,..., 7t(q) — 1
e usamos cartas locais para identifica-las com bolas do R? de tal forma que g'(p) seja
representado por 0. Identificamos W2 (g’(p)) como uma bola do R¥ centrada na origem
com de raio € de tal que forma que autovetor ssociado a A, seja representado por com
e1. Por hip6tese W"(p) intersecta ambas as componetes de W (g)\W3°(g), dessa forma
podemos tomar dois pontos z; e z; nessa interse¢do, mas um em cada componente e
um certo A > 0 arbitrariamente pequeno que determinaremos posteriormente.

Agora considere 0 : RY — R+ uma funcido Bump C®, 0 < ¢(x) < 1 onde o(x) = 1se
lx]| < 4, o(x) =0se ||x|| > Ae[|Vel| < £.

Definimos a matriz A, tal que agindo sobre R* x {0} é Ay 'Id e quando agir sobre
{0} x Rk ¢ Id.

Fagamos agora a primeira perturbagdo em g para obter g1, tal que se x € U; temos que

§1(3) = 0(x) A 0 Dgg(yyx + (1 - 0(x))g(x)

Observe que se 0'(x) = 0, entdo g1(x) = g(x) e se r(x) = 1 temos g1(x) = A.Dggi(,x.
Isso justifica o que tinhamos falado anteriormente sobre o tamanho da perturbagdo,

que seria da ordem da parte linear sobre a drbita.

consideremos C > ||Dg(x)|| para qualquer x e g € Uy e um 4, tal que C6 < f§. Se

considerarmos A pequeno o suficiente teremos que g; estd 5 proxima de g, além do
mais seja o conjunto

I:{tel}_T/\StS%}

(9)

O difeomorismo gf WeéldemIesew e WE(g) temos que por gir o ponto w converge

para um elemento em I, dessa forma com A suficientemente pequeno temos que z; e
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zy pertencem a W¥(p).

Dados g; e g2 pontos extremos de I, nds perturbamos g; e obtemos g arbitrariamente
proximo de g1, tal que g1 e g2 e 0 g que identificamos com o 0, sdo os tinicos pontos
periddicos (hiperbdlicos) em I e o indice dos pontos q; e g5 é k ambos com periodo 7(g)
ou 27t(q) (o segundo corresponde a gf(q) — —Id em I e neste caso ¢'("!) = g, e também
o contrério). Segue-se que d($/(q1,§(42))) < 6, paratodoi = 1,2,..., 7t(q;).Além do
mais z1 € W%(q1) e zp € W%(g2). Por outro lado W*(g;) N WE(p) # @ por continuagdo
de W"(g,g) no subconjunto compacto que implica em g; ~ pgz. Note também que os
pontos g; sdo simples com abertura estavel arbitrariamente pequena, assim concluimos
a primeira parte.

Observe que se g; e pg sdo homoclinicamente relacionados entdo estdo em um con-
junto hiperbdlico, portanto nesse vale a propriedade do sombreamento, assim pode-
mos tomar pontos periddicos que passem a maior parte do tempo préximos da orbita
de g1 e que é um ponto ponto fronteira nao estavel forte de H(pg, §). Entdo € um ponto

simples e sua abertura estdvel é arbitrariamente pequena. O

Proof. (Teorema 3.3.5) Queremos provar que toda familia hiperbélica de sequéncias
peridcicas de isomorfismos lineares de R gerada por Df ao longo da érbita de um
ponto periédico hiperbélico g € H(p, f) (onde g ~ p e indice(q)=indice(p)) é uni-
forme. Faremos a prova por contradigdo. Supomos entdo que dado € > 0 podemos
encontrar ¢ € H(p, f) homoclinicamente relacionado com p e uma sequéncia de iso-
morfismos lineares
Li: TpigM = Ty M

tal que || L; — fo,-(q) |< €, ondei = 0,1,2,..,7(q) — 1 e ndo hiperbdlica, ou seja,
H;T:(g)_l L; tem um autovalor de médulo 1.

Para podermos relacionar os isomorfismos definimos uma isotopia entre D ffi (q) eL;

por L;(t) com 0 < t <1 onde
Li(t) : [0,1] X Tfi(q)M — Tfi+1(q)M
diferenciavel, fixando um ¢ty temos que v — L;(tp)v é um difeomorfismo. Para t = 0
temos L;(0) = Dfi(,), assim
m(q)—1 m(q)—1

L) = [ pf"?

i=0 i=
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que é hiperbdlica (g é periédico hiperbdlico) e existe um ty # 1 tal que H;T:(g)_l Li(to) é
uma aplicagdo nao hiperbdlica.

Para todo t < ty a matriz Hf:(g)_l L;(t) é hiperbdlica, escolhemos assim um f tal que
t<tpe H?:(g)_l L;(t) tenha mesmo indice de g e possua um autovalor Ay com médulo
bem proximo de 1 e que dizemos ser | A, |< 1.

Por construgdo estamos com as hipéteses do lema de Frank’s, entdo existe um difeo-
morfismo ¢ € Uy tal que g é g-periédico, em particular hiperbélico com indice(q) =
indice(p) e Dg,i(;y = Li(t). Dessa forma Ay é também autovalor de Dgi(,) e com
modulo préximo de 1, podendo ser real ou complexo.

Podemos fazer se for necessério q ~ pg, basta tomarmos como o suporte de ¢ uma
vizinhanga arbitrariamente pequena da O(q) de tal forma que ndo contenha uma vizi-
nhanga de p,. Além do mais podemos ter g suficientemente préximo de f basta esco-
lhermos inicialmente € arbitra- riamente pequeno.

Se Ay for complexo tal que | Ax |< 1, mas pode néo ser entre os contrativos o mais
préximo de 1, para resolvermos o problema basta fazermos uma perturbacgao arbitrari-
amente pequena nesse autovalor.

Seja gs (—1 < s < 1) uma familia genérica a 1-paradmetro de difeomorfismo em Uf com
g1 = &1, sobre uma bifurcacdo Hopf em s = 0, temos que para um s > 0 préximo
de 0, existe um circulo invariante (peridédico) C que é normalmente hiperbélico tal que
g5 (@) |c é conjugada a rotagdo irracional, dessa forma herda da mesma as propriedades

topolégicas, uma delas é ter 6rbita densa e com isso podemos garantir que
WH(C) N W?(pg) # @

W (C) N W (pg) # @

logo C C H(py,, §s) 0 que contradiz a a robustez da expansividade de f em H(p, f).
Agora se Ay € real dados f > 0 e Uy uma vizinhanga de f contendo o difeomorfismo
g B-proximo de f. Usaremos a Proposi¢do 3.2.3 para construirmos uma sequéncia de
difeomorfismos g, e outra de pares de pontos periddicos (41 ,,2,4) € as usaremos para
chegarmos em uma situacdo de ndo expansividade C!-robusta de f.

Seja p = g e g0 = g, podemos também assumir que o ponto periédico g é fronteira ndo

estdvel forte com abertura estdvel menor que Jdy, e caso ndo fosse poderiamos fazé-lo

por pequenas perturbagdes (como ja temos que g é ponto periddico hiperbdlico de g
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quando fazemos uma perturbacdo em Ay para torna-lo o mais distante de 1, pois a aber-
tura de g é o valor 1 — |Ax| também é simples mediante pequenas perturbagdes para
afastd-lo dos outros autovalores, de tal forma que exista um > 0 tal que |A;| < [A] —
nparai=1,2,..,k — 1), entdo existe um difeomorfismo g; que estd pp-préxima de gp e
dois pontos periddicos 411, 421 de mesmo periodo tais que d( g]1 (911), g’l (g21)) < dpe
também a existéncia de um ponto ponto fronteira ndo estdvel forte § o que nos permite
usarmos para g1 novamente a Proposi¢do 3.2.3. Portanto temos garantido a existéncia
de g, esta zﬁ,,—préxima de g,—1 e que tem uma sequéncia (414, 42;) comi = 1,..,n de
pontos periédicos em H(py,, gn) tais que d(g5(q1,),8%(g2,:)) < d; para todo k € Z

Portanto g, é uma sequéncia de Cauchy em Diff!(M) logo ¢, — § quando n — oo

p

como as g estdo todas 5-proximas de f temos que § € Uy. Como pela contrugdo

podemos obter um par de sequéncias (41, 42,;) em H(pg, &) ondei = 1,2, .. tais que

A($(91,), 8 (q24)) < 6

para todo k € Zei = 1,2,... que contradiz a robustez da expansividade de f em

H(p, f). 0

A demonstracao foi feita para o difeomorfismo f, mas vale lembrar que o argu-
mento principal foi a expansividade C!-robusta, logo qualquer g que estd na vizinhanga
de expansividade também tem expansividade C!-robusta sobre a classe homoclinica

associada a um ponto hiperbélico continuagao de p, portanto segue-se o resultado.
3.4 Estrutura de Produto Local e Propriedade de Sombreamento

Nosso objetivo principal é provar que a classe homoclinica H(p) tem a propriedade
de sombreamento, mas para obtermos esse resultado usaremos o fato da classe ter
estrutura de produto local, e tal resultado decorre de podermos garantir que com ex-
pansividade C!-robusta de f sobre H(p) as variedades centro estaveis e instaveis de
fiy ) sdo verdadeiras variedades estaveis e instaveis locais. Se f sobre H(p) tem expan-
sividade C!-robusta pela invariancia da classe homoclinica podemos garantir a mesma
propriedade para f™ com m € INT e se ¢ é um ponto periédico hiperbélico homo-
clinicamente relacionado com p por f, temos pela invaridncia da variedades estdveis
e instdveis que o ponto g também ¢é periédico homoclinicamente relacionado por f™.

Com essas observagdes podemos por um motivo de simplicidade supor que m = 1
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no Teorema 3.3.5, ou seja, que existe C > 0e 0 < u < 1 tal que para g hiperbélico

homoclinicamente relacionado com p por f de periodo k segue-se que

k—1

Df Cuk
IQH f\Es(f,(q» < Cpu

k—1
D < cuk.
I_UO | f|Eu(f,l(q)) |< Cu

Em um conjunto que admite decomposi¢do dominada sempre existe variedades invari-
antes locais tangente aos subespacos da decomposicdo. Mais precisamente definimos

como
EmbA (D!, M) = {B: D. — M; D! disco de raiorei = dimE,dimF}

o espaco dos C! mergulhos tais que B(0) € A dotado com a topologia C!. Dessa forma

apresentamos a seguinte proposi¢do que pode ser encontrada em [6].

Proposicdo 3.4.1. Seja A = H(p, f) tendo uma decomposi¢io dominada E & F. Entio ex-
iste ° : A — EmbA(D;, M) e ¢" : A — EmbA(D], M) tais que definindo W (x) =
¢*(x)(De’) e We" (x) = ¢ (x)(Dg") temos

1. T\WE (x) = E(x)eTyWE" (x) = F(x)

2. Para todo 0 < €1 < 1existe um 0 < e < 1tal que f(WS(x)) C WE(f(x)) e
fHWEG (x) € WE(fH(x))-

No6s chamamos WS e WE* as variedades centro estaveis e instaveis locais. Pela
proposi¢do acima podemos concluir que para todo € > 0 existe um p(e) > 0 tal
que para qualquer x € H(p) a W (x) contém uma bola de raio p(e) dentro da var-
iedade centro estével local e 0 mesmo temos para W (x). Por simplicidade tomamos
p(e) = € quando y € WZ(x) temos que E(y) = T,W(x) da mesma forma se
y € W¢*(x) obtemos F(y) = T, W (x).

Para provar que as variedades W e W sao verdadeiras variedades estaveis e instaveis

locais precisamos dos dois seguintes resultados

Lema 3.4.2. Com C, A nas condigdes do Teorema 3.3.5e¢ 6 > 0tal que A(1+6) = A < 1le

q ~ p. Entdo existe 0 < €1 < € tal que se para todo 0 < n < 7t(q) acontece
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f1(WE(g)) € WE(f"(q)) para algum 0 < €3 < € entdo

FHD(WE ) € WE i, (@)

da mesma forma se f~"(Wek(q)) C WEH(f~"(q)) implica em

fTWE () € WE—nip, (@)-

Proof. Pela continuidade uniforme de Df dado um é > 0 existe €; > 0 tal que se

d(x,y) < € temos

(A =)[IDfy eIl < [IDfx |e Il < (1 +0)[[Dfy [£ |l (3-2)

e Com OS mesmos argumentos

A =)IDf F I <DL eI < A+ 8)IDf I -

Como por hipétese f"(We(q)) C WE(f"(q)) para x € WE(g) etodo 0 < n < 7t(qg)

usando a expressao 3.2 escrita acima para g = y e o Teorema 3.3.5 obtemos
n n ,
[11IDfi(9) [e [l < T T+ 8)IIDfi(q) | [| < (1+6)"CA" = CA™.

Em particular n = 71(q) temos que

[L1IDfi() e || < cA ) (3.3)

v : [a,b] — WE(g) um arco ligando os pontos g e y € WS (g) com comprimento
I(7), por 3.3 temos que || D(f™@ 09) |¢ || < TI7¢ |IDfi(9) [¢ || < CA""@) para todo
t € (a,b) podemos usar o Teorema do Valor Médio para f7(9) o v, dessa forma
1(f™@ o) < CA@](+y), portanto caminhos y em WE; (9) sdo mandados por @) em

caminhos sobre W¢*

) (q), como o y tomado na defini¢do de -y foi arbitrario temos

que

FHDWE) € WE i, (@)

e com argumentos semelhantes também temos

fPDWE(9) € WE i, (-
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Consideremos o conjunto dos pontos periédicos
N 1
S={p~qmn(q) =N, onde CA gz}

Nao é dificil ver que S = H(p), isto decorre do fato de que os pontos homoclini-
camente relacionados a p serem densos em H(p), portanto dado qualquer ponto na
classe homoclinica, préximo dele podemos encontrar pontos periédicos hiperbélicos

homoclinicamente relacionados a p e de periodos arbitrariamente grandes.

Lema 3.4.3. Seja f € R e H(p) com expansividade C'-Robusta. Para a é a constante de

expansividade de H(p, f). Entdo dado €1 < « , existe o > 0 tal que acontece o seguinte

1. Para todo q € S temos f"(Wg(q)) C WE(f"(q)),Vn > 0. Similarmente para as

centro-instiveis.

2. Paratodoy € WE(q) onde q € S temos que

lim d(f"(¢), f"(y)) =0

n—o0

Similarmente temos para as variedades centro-instdveis.

Proof. Pela Proposi¢do 3.4.1 para q ~ p, dado 0 < €; < 1 podemos encontrar um €(q)

tal que
FWE()) € W (f(a))
para determinadas escolhas para os € podemos ter

fTWE(q)) € We (f"(q))
desses escolhemos
e(q) = sup{e > 0| f*(We(q)) C We(f*(g))} >0
Se €(q1) < €(qa) temos que

NS (@) € W, (F(q:)) parai = 1,2.

Com isso um candidato a €; é o infimo do conjunto formado pelos €(g) , mas devemos

assegurar que ndo seja 0. Se esse for o caso €(q) — 0 quando n — oo, dessa forma
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podemos encontrar y, € WE(q) e my, > 0 tais que d(f™ (qn), f™ (yn)) = €1, pela

periodicidade de g, podemos supor que 0 < m, < 7(q,), como

W, (@) © WE(F™ (q,))

pelo Lema 3.4.2 temos que

fH W) (an) € WE

CAan)e(g,) (qn)- (3.4)

Temos que m, — oo quando n — co e 0 mesmo acontece com 77(g,) , assim tomando

subsequéncias podemos supor que

" (qne) —q e % (yu) =y

tais argumentos foram feitos para f, mas também podem ser feitos para f~!, assim

para todo k € Z temos
d(f(9), f () < e

Observe que como H(p) é fechado o ponto g estd em H(p), logo se y também estiver em
H(p) teremos uma contradi¢do sobre a-expansividade de f sobre H(p), ja que €1 < a.
Mostraremos entdo que com uma hipétese genérica sobre f, teremos que y € H(p).

Dado € > 0, como €(g,) — 0 existe um #n tal que €(g,) < € para n suficientemente
grande podemos encontra um €(g,) tal que f(gn) esteja €(gu)-proximo de f(yn)
, podemos se necessario tomar n ainda maior para garantir junto com o fato de y é
limite dos f™(g,) que f™(g,) estd também €(g,)-préximo de y e por continuidade
f(y) também de f"+1(g,). Por 3.4 temos que f7(4") (g, estd em W<

CAane(qn)
argumentos sdo suficientes para montarmos uma e-pseudo 6rbita periddica de g, a g,

(qn), tais

e contendo o ponto y como

G f ) oo £ Y) 0 ™ W) os FPY 7 (), G

A e-Orbita periédica contém y e um ponto periédico de H(p), portanto y pertence a
classe de recorréncia por cadeias de p, como f € R por argumentos genéricos i estd em
H(p), o que contradiz a a-expansividade de f|,). Isso conclui a prova do primeiro
item. O segundo item é consequéncia de que o conjunto dos pontos periédicos com

periodo fixado é finito, pois dessa forma como os periédicos sdo densos na classe, dado
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qualquer ponto em H(p) sempre tem um elemento de S suficientemente proximo, logo

como primeiro item é vélido podemos usar o Lema 3.4.2

frTOWE @) € WE e, (@)

portanto se y € W¢; (q) temos que

limn—ood (f*(q), f*(y)) =0

]

Como consequéncia da Proposi¢do 3.4.1 e dos Lemas 3.4.2 e 3.4.3 para todo x €
S as variedades W& (x) e W (x) sdo na verdade variedades estavel e instavel locais
respectivamente. O préximo resultado nos diz que este resultado é vélido ndo somente

para os pontos do conjunto S, mas sim para todo ponto da classe homoclinica.

Corolério 3.4.4. Para f € R e f em H(p) tem expansividade C'-robusta, entio para todo

x € H(p) dado um e1 > 0 existe um €3 > 0 tal que Vn > 0 temos o sequinte

L f"(We (x)) € Wel(f"(x))
2. Sey € W (x) N H(p) temos que d(f"(x), f*(y)) — 0 quando n — +oo.

Resultado andlogo temos para a W¢)'.

Proof. Segundo o resultado anterior sabemos que o primeiro item é verdadeiro para
todo x € S, como os pontos periédicos sdo densos em H(p) e para f difeomorfismo
genérico esses pontos sdo hiperbdlicos. Dado x € H(p) podemos assumir que su-
ficientemente préximo podemos encontrar pontos de S e por continuidade das var-
iedades W¢;(x) em x, o primeiro item é valido em toda a classe homoclinica. Para
provarmos o segundo item supomos que nao seja verdadeiro para pelo menos um y €
We (x) N H(p). Com esse raciocinio supomos que existam uma sequéncia ny — +0c0

para k — 400 eum p > 0 tais que

d(f™(x), f*(y)) = p (3.5)

Usando a compacidade de M temos que f"(x) — X, f™(y) — y quando ny — +oo e

por continuidade é também valido que

d(x,y) > p
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Como a classe homoclinica é fechada e f-invariante, X e y pertencem a H(p) , no-
vamente pela densidade dos periédicos hiperbélicos homoclinicamente relacionados
com p, podemos supor a existéncia de pontos de S suficientemente préximos de x para
podermos garantir o resultado do Lema 3.4.3 para y € WS (x), logo

f(y) € WE(f™(x)) implicando em

d(f"(x), f*(y)) < er. (3.6)

Portanto de 3.5 e 3.6 concluimos que par todo j € Z

d(f1(x), f(y)) < e
o que contradiz a expansividade de f sobre H(p). O

Uma boa interpretagdo do resultado anterior pode ser WS (x) C W¢ (x), ou seja,
que as variedades centro-instaveis sdo estaveis no sentido de d(f"(q), f"(y)) < €1 para
todox € H(p) ey € WS (x) etodon > 0. Pelo Lema 3.4.3 se x é ponto periédico temos
d(f"(q), f*(y)) — 0 quando n — +o0, caso x seja ndo periddico teremos 0 mesmo
, somente se, y € H(p), pois assim podemos encontrar pontos de S arbitrariamente
préximo de y.

Por motivos de simplicidade pode assumimos que €; = €2 = €. Nosso préximo obje-

tivo serd provar que a classe homoclinica tem estrutura de produto local.

Corolério 3.4.5. Seja f € R e f em H(p) tem expansividade C'-robusta, entdo existe um

€ > 0ed > 0 tais que para quaisquer x,y € H(p) satisfazendo d(x,y) < J temos que
W™ (x) NWE(y) # @ e We(x) NWEH(y) € Hp)

Proof. Igualmente como foi argumentado no Corolério 3.4.1, tomamos x e y em S ho-
moclinicamente relacionados com p. Seja ¢ = €, do Lema 3.4.3, sendo W&(x) C
Wi(x) e WE(y) € WE(y) e o mesmo para as WE*. Dessa forma sejam D° , D* dis-
cos em WY (p) e W:(p) respectivamente e que contenham as intersecdoes de W/ (p)
com W:i(x) e Wi(p) com W¥(y). Pelo A-lema, dado um e, > 0, existem m, e m;
tais que para um m > max{m,, ms} temos que os iterados f™«(D") e f~™s(D*) estdo
en-proximos das variedades W¥(x) e W(y) respectivamente. Fazendo €, — 0 pode-
mos dentre esses, garantir a existéncia de um ¢y tal que para todo € < ¢y tenhamos

f™(D*) N f~™(D%) # @, esta interse¢do estd em Wi(p) h W¥(p), além do mais tais
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pontos estdo suficientemente préoximos de pontos em W¥(x) N WE(y), entdo dado um
ponto z € W/ (x) N W;(y) existe uma sequéncia de pontos g, € Wi(p) M WZ(p) con-
vergindo para z. Portanto z € H(p).

Agora sejam quaisquer pontos x,y € H(p) se d(x,y) < ¢, para um tal que 6 > 0 sufi-
cientemente proximo deles podemos encontrar pontos de S, assim tomamos sequéncias
{xn} e {yn} de pontos periédicos homoclinicamente relacionados com p, lembrando
que podemos encarar as variedades WS (x) e W (x) como localmente variedades
estaveis e instdveis respectivamente , entdo por continuidade das mesmas W¢*(x,, ) con-
verge para WE(x) e W (y,) converge para WS (y). Pelo que foi provado na primeira

parte da demonstragdo temos
W (yn) NWE (xn) = zn € {za} € H(p)

como M é compacta

zn — z € W (y) N WE (x)
e como H(p) é fechado concluimos que z € H(p). Portanto WS*(y) N W& (x) € H(p),
tendoH (p) estrutura de produto local. O

Agora estamos em condic¢Oes de provar o principal resultado da secdo.

Lema 3.4.6. Se f € R e tem expansividade C'-robusta sobre H(p). Dado um n > 0 existe um
6 > 0 tal que qualquer 6-pseudo orbita periodica {x,} em H(p) é y-sombreada por um 6rbita
em H(p). Além do mais se 0, y forem menores que metade da constante de expansividade essa

orbita é tinica (se em particular a pseudo orbita for periddica a érbita é periddica).

Proof. Seja H(p) = A e f expansivo em H(p) pelo Teorema A.0.5, existe uma métrica

D e constantes k > 1, r > 0, tal que

max{D(f(x), f(y)), D(f~'(x), f~'(y))} = min{kD(x,y), r}

e define a mesma topologia que a métrica (Métrica Riemanniana). Tomando A = % <1
e € do Corolério 3.4.5, se for necessério quando tivermos d(x,y) < € entdo D(x,y) <

A2y = iz < r. Assim para quaisquer x,y € H(p)

max {D(f(x), (), D(f ' (x), f~'(y))} = min{kD(x,y),7}. (3.7)
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Sey € Wi(x) N H(p), logo d(x,y) < € pelo que foi mencionado acima e sendo k > 1

temos que

D(x,y) > % = kD(x,y) > % — min{kD(x,y),r} = kD(x,y)

Por 3.7 se x # y temos a as seguintes possibilidades ou D(f(x), f(y)) > kD(x,y)

Entdo pela invariancia de W (x) temos que

D(f*(x), f*(y)) = kD(f(x), f(y)) = K*D(x,y)

e da mesma forma D(f3(x), f3(y)) > k®D(x,y), assim até certo ng tal que k™ D(x,y) >
rlogo

D(f"(x), f%(y)) > KD(x,y) > rlogod(f™(x), f"(y)) > e

que contradiz o fato de y € WZ. Portanto resta a seguinte possibilidade

D(f(x), f(3)) < zD(x,y) = AD(x,y)

novamente pela invaridncia de W$(x) temos d(f(x), f(y)) < eassim D(f?(x), f2(y)) <
A?D(x,y) e assim para todo n > 0
D(f"(x), f*(y)) < A"D(x,y).
De forma andaloga se tomarmos y € W¥(x) teremos que para todo n > 0.
D(f™"(x), f"(y)) < A"D(x,y)

Com as duas desigualdades basta usarmos os mesmos argumentos da demonstragdo

da Proposicdo 2.2.10 para concluir o resultado. O

O préximo resultado nos da resultados globais sobre as variedades invariantes de
pontos na classe e ainda mais que qualquer ponto periédico no caso hiperbdlico na
classe tem 0 mesmo indice de p, usaremos isso para aumentar os possibilidades de

utilizacdo de Teorema 3.3.5.

Proposigdo 3.4.7. Seja f € R que sobre tem H(p) tem expansividade C'-robusta e um ponto
periédico q € H(p). Entdo nds temos

1. We(p)NW¥(q) #©D e W(q) NW"(p) # O

2. indice(p) = indice(q)
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Proof. Como H(p) tem estrutura de produto local e os pontos periédicos homoclinica-
mente relacionados com p sdo densos na classe, existe um ponto periédico hiperbdlico

z suficientemente préoximo de g e tal que z ~ p. Assim temos que

We(z) NWe(p) # @
We(p) NWe(z) # @

Lembrando que ja foi feita uma observa¢do que uma consequéncia da expansividade
robusta é a distdncia de tangéncia, logo as interse¢des sdo transversais e como z esta
relacionado a p

dim(W (p)) = dim(W*(z)) = dim(W*(q))

dim(W(p)) = dim(W"(2)) = dim(W"(g))

Por suposi¢des genéricas g € hiperbélico assim indice(q) = indice(p) e usando o A-lema

como na demonstragdo Lema 3.4.5 podemos garantir

We(q) N W¥(p) # @
We(p) NW"(q) # @

]

Para o proximo resultado assumimos que os periédicos em questdo sdo os com
periodo maior do que uma certa constante que explicitaremos na demonstragdo do
mesmo. A afirmacdo ndo particulariza o que objetivamos provar, pois por argumenta-
¢do genérica os periddicos sdo hiperbdlicos, logo fixando um periodo indesejado, ex-
iste uma quantidade finita de pontos periédicos de mesmo periodo e se excluirmos
esses pontos ndo afeta a classe, j& que pela densidade dos homoclinicamente relaciona-
dos com p, tais pontos sdo de acumulacdo, ou seja, podemos encontrar periddicos de-

sejaveis (com periodo os arbitrariamente grande) cada vez mais préximos.

Corolério 3.4.8. Para f € R e f em H(p) tem expansividade C'-robusta. Entio existe um

0 < A < lem > 1tal que se q é um ponto periédico em H(p) temos que

k-1 _
[TI D ES™ @) lI< A*
i=0

k—1 .
11 I DfF™ [E*(F7™(9)) [|< A*

onde sendo k = [%]
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Proof. Se g é periédico por argumentos genéricos é hiperbdlico e pela proposi¢do an-
terior é homoclinicamente relacionado com p, dessa forma pelo Teorema 3.3.5 existem

as constantes C > 0,0 < u < 1em > 0 tais que

k—1 '
,Fg | DF™ | ES(f™(q)) ||< Cp¥

k-1 ,
11 I DF™ | E*(f~"™(q)) ||< CH*

tomando um A < u < 1 existe um ko tal que para todo k > ko temos Cu* < AK, ou seja

k

_]_ ’
_Fg I D™ | EX(f™(q)) || < A¥

1

k-1 _
IDfF™ [ E*(F™ () lI< A*
i=0
para todo g satisfazendo [%] =k > ko. O
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Capitulo 4
TEOREMA PRINCIPAL

Assumindo o Corolério 3.4.8 sabemos que existem constantes m > 0, 0 < u <
leL > 0, onde é g € per(f) tal que g ~ p. Sendo y > 0 tal que (u(1+ 7)) < 1 existe
um v tal quese x,y € H(p) ed(x,y) < v temos que

D EW]
B AN

+ (4.1)

4.1 Teorema

Teorema 4.1.1. Existe um conjunto residual R em Dif f1(M) tal que se f € R tem um ponto
periédico hiperbélico com classe homoclinica H(p) com expansividade C'-robusta, entio H(p) é

um conjunto hiperbolico.

Proof. Desejamos provar a hiperbolicidade de H(p) entdo pela Proposigdo 2.2.2 basta
provar que existe um m > 0 e um k tal que para todo x € H(p) existe um

0 < k = k(x) < k onde
1

k-1

111 I Dfm\Es(fim(x)) < 5
e pela Proposigdo 2.2.2 temos garantido o comportamento hiperbélico .
Entdo supomos que a expressdo 4.1 ndo seja verdadeira para uma quantidade infinita
de pontos em H(p). Para cada m > 0 existe x,, € H(p) e para esse um k,, arbitraria-

mente grande tal que para todo 0 < k < k;, temos

N =

k—1 .
HO | D™ | E¥(f"™ (xm)) [|=

Definimos entao
K = inf{|| Df"|gs(s) % € H(p)}

e grosseiramente, a idéia é encontrar um absurdo da forma

OK®* < (O < OK®
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para isso usaremos a propriedade de contragdo dada pelo Corolério 3.4.8.

Como {x;, } € uma sequéncia infinita em M que é um variedade compacta, admite uma
m

subsequéncia {x;,, } que converge para um z em H(p) e pela continuidade da norma,

logo

NI =

k-1

[TIDf" I E(™=) 1=

i=0
pelas propriedades genéricas de f todo ponto periédico é hiperbdlico e pela expressao
acima temos que z ndo é, dessa forma { f"(z)} é uma sequéncia infinita e pelo mesmo
argumento feito anteriormente possui um subsequéncia {f"(z)} que converge para
um certo w que é um ponto de acumulagdo pelo fato da subsequéncia ndo ser constante
dessa forma os iterados de { f"(z)} estdo suficientemente préximos.

Agora utilizando z e w montaremos uma pseudo 6rbita periddica de z a z e us-

ando o Lema 3.4.6 para criar um ponto peridédico #-préximo dos ponto dos pontos da
pseudo-Orbita e usar o Corolério 3.4.8 para encontrarmos uma contradicéo.
Do Teorema da Decomposicio Espectral temos que f7(P)]| H(p) € topologicamente mis-
turadora, entdo tomando as bolas B(§, w) e B(6, z) existe 19 = ko7t(p) tal que para todo
m > 1 temos B(§,w) N f™"0(B(6,z)) # @, isso nos diz que existe um z; € B(§, w) tal
que f™"™(z1) € B(6,z), ouseja d(zy,w) < § ed(z, f""0(z1)) < .

e um jy tal que tenhamos [p(1 + )] "/ < JK" para todo j > jo. Usando o fato de
w ser um ponto de acumulagdo, podemos escolher um i, > jy tal que d(f*™(z),w) <
g assim temos por continuidade que f*"*1(z) esta g-préximo de w, sendo que esse
altimo esta g— préoximo do zj. Agora podemos determinar uma 6-pseudo 6rbita perio-

dica da seguinte forma

z,f(z),...,fik'm(z),zl, vy f1O1(29), 2.

Pelo Lema 3.4.6 dado 0 < 1 < 1 existe um 6 (0 mesmo da construgdo acima que pode
ser diminuido se necessério) tal que existe uma 6rbita periédica O(q) que y-sombreia
a Orbita acima e com o periodo m(ix + 1np) ou multiplo, pois podemos ter fechado a 6-

pseudo 6rbita bem antes do especificado. Para usarmos o Corolério 2.2.2 para o ponto
udC))

q a constante L deve satisfazer k > L lembrando que k = [=*] como m é fixo sabemos

que quanto menor for o #, maior serd o 7t(g) e assim cumprindo as hip6teses. Por 4.1
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temos que o produto dos 1y termos
IDF" [E@) I, | DF" T ES(f™ (@) Il | DF" [ ES(F5D7(2)) |,

| DF™ 1 E*(21) ||, oo Il DF™ | ES(FU07 D™ (21)) |

nao excede K" entao

ir—1 . np—1 .
%K"O < HO I Df™ [ ES(f™(2)) I - T% I DF™ [ E(f™(z0)) ] -

Como a propriedade de sombreamento garante que
d(f™(z),q) <n<v

d(f"(z1),q) <y <v

usamos 4.1, o Corolério 3.4.8 e 4.1 (ja que iy — 1 > jp)

=1 ) ng—1 .
%K”’O < 1}(“7) I D TE(f™ () | I} (L+7) [ DF* T E(f™(q)) |
ir+np—1 ‘
= II @+ IDf"IE(f") |
i=0

S (1 +,Y)ik+ﬂ0—1]/£ik+no—1 < %KYLO

contradicgao. O
4.2 Qutros Resultados

Para provarmos o Lema 3.4.3 usamos um argumento genérico. Supomos a existéncia

de uma sequéncia {q,} em S com certas propriedades e {y,} em Wechn)(qn) satis-

fazendo
d(f" (qn), f"" (yn)) = €
Para determinados 0 < m, < 7t(g,), tomando subsequéncia vimos que f™(g,) — x €
H(p) e f™(yn) — y, tais que
d(ff(x), f(y)) < &

para k € Z, provamos que para difeomorfismo genérico y € H(p), com a expressao

da pentltima linha chegamos a contradicio da expansividade C!-robusta de f sobre
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a classe homoclinica. Assim se conseguirmos uma outra forma de contradizer a ex-
pansividade C!-robusta sem utilizar argumentos genéricos estaremos abrindo o cam-
inho para provar a hiperbolicidade da classe com respeito aos difeomorfismos com as

hipéteses impostas. Com esse objetivo definimos o seguinte

Definic¢do 4.2.1. Dado um conjunto compacto f-invariante A C M nés dizemos que o

A-germe de f é expansivo ,se existe 6 > O tal quese x € H(p), y € Me

d(f"(x), f*(y)) <6
paratodon € Zentdoy = x.

Essa nogdo é uma fomar mais abrangente de hiperbolicidade no sentido de que
pede-se além do subconjunto ser expansivo tal caracteristica se ‘espalhe” pelo espaco
todo. Em [SV]assume-se que H(p)-germe de f é expansivo para provar o seguinte
resultado semelhante ao que provamos anteriormente, sem necessidade de suposi¢do

genérica

Lema4.2.2. Seja f € Diff1(M) e H(p) com expansividade C'-Robusta. Para a é a constante
de expansividade de H(p, f). Entdo dado €1 >  , existe €; > 0 tal que acontece o sequinte:
a) Para todo q € S temos f(WE(q)) C WE(f"(q)),Vn > 0. Similarmente para as centro-
instdveis.

b)Se €1 < a onde w é a constante de expansividade do H(p)-germe de f, entad para todos

y € WE(q) eq € S temos que

lim d(f"(q), f"(y)) = 0.

n—oo

Similarmente temos para as variedades centro-instdveis.

A idéia da demonstragdo é semelhante ao que fizemos, mas em vez de usar argu-
mentos genéricos para mostrarmos que y € H(p), usaremos a hipétese adicional de
que o H(p)-germe é expansivo. Portanto ainda que y nédo esteja em H(p) como x €
H(p) temos que isso contradiz a expansividade de f sobre a classe. Pela semelhanga
com o Lema 3.4.3 usando a hipétese da germe expansividade de H(p) no lugar da
argumentacdo genérica para provar b), se y € H(p) contradiz a robustez da expan-
sividade de f sobre a classe, ou se y ndo estd em H(p) lembrado que x € H(p) e

d(f*(x), f¥(y)) < €1, que contradiz o fato de H(p) ser um germe expansivo de f.



59

O que prova o resultado. No mesmo trabalho também prova-se, como mostramos
no Coroldrio 3.4.4 que as variedades WS (x) e WS (x) para todo x € H(p) sdo ver-
dadeiras variedades estdveis e instdveis, como faz uso apenas do Lema 4.2.2, tal re-
sultado também ¢é vélido para todo difemorfismo f € Dif f!(M) com expansividade
C!-robusta em H(p) e com classe sendo um germe expansivo. Nessas condi¢des temos

também que

e H(p) Tem estrutura de produto local

e H(p) Tem a propriedade de sombreamento

Para provarmos a Proposi¢do 3.4.8 usamos o argumento genérico de que todo ponto
periddico é hiperbdlico. Como ndo queremos usar os argumentos genéricos usamos

também a hipétese de que H(p) seu germe é expansivo e provamos que
Wi (p) N WH(q) # @

W?(q) N W"(p) # @.

Para garantirmos que indice(p) = indice(q), é preciso que g seja periddico hiperbdlico,
entdo se caso ndo seja, se fizermos uma pequena Cl-perturbacdo em f obtemos um
difeomorfismo g tal que g seja hiperbdlico, e tenha autovalores arbitrariamente proxi-
mos de 1, assim g ainda tem expansividade C!-robusta o que contradiz o Teorema 3.3.5.
Também temos como no Corolario 4.2.2 que o Teorema 3.3.5 é valido para periddico 4.

Portanto com esses resultados podemos provar

Teorema 4.2.3. Seja f € Diff"(M) onde r > 1 tem um ponto periédico hiperbélico p com
classe homoclinica H(p) com expansividade Cl-robusta e H(p) é germe-expansivo. Entdo

H(p) é hiperbélico.
Uma outra situagdo é quando M é uma superficie, Teorema 4.1.1 segue direto de

Teorema 4.2.4. ([PS]) Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C*> e M uma superficie.
Se A C Q(f) é um conjunto compacto f-invariante com decomposicio dominada TAM =
E® @ E" e com todos seus pontos periddicos hiperbolicos sela. Entdo A = A U Ay, onde
Ny é um conjunto hiperbélico e Ay é a unido de uma quantidade finita circulos normalmente
hiperbélicos C,...,C* dois a dois disjuntos tais que f™i(C;) = C'e f™i|~ é uma rotagio

irracional, para algum m; > 1
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Como a classe homoclinica H(p) é invariante compacta e ainda em [PS] é provado
que tem decomposi¢do dominada, mas H(p) ndo pode ter os circulos normalmente
hiperbélicos. De fato se existisse algum desses circulos, para algum iterado de f re-
strito a esse circulo deveria ser conjugado a uma rotagdo irracinal, o que ndo pode
acontecer ja que H(p) é um conjunto invariante e expansivo. Portanto em comparacéo
com o teorema acima, escrevendo H(p) = A, temos que A, = @, logoa H(p) = A é

hiperbdlico.
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Apéndice A
METRICA

Seja d uma métrica em A e € a constante de expansividade de f, vemos agora ex-

pansividade da seguinte forma

Je > O0tal que dadosx,y € A temos sup,czd(f"(x), f*(y)) > €

Teorema A.0.5. Se A um espago métricoe f : A — A é um homeomorfismo expansivo, entio
existe uma métrica D em A definindo uma mesma topologia que uma métrica d em A\ e niimeros

r > 0ek > 1 tais que

v,y € A max{D(f(x), f(y)), D(f~}(x), f~(y))} = min{kD(x,y),r}

Proof. Definimos o nimero ¢(x,y) = co se x = y caso contrario, se x # y

¢(x,y) = min{ng € N|maxjy<,,d(f"(x), f"(y)) > €}
indicando o tempo minimo para o afastamento € no passado e(ou) no futuro da érbita
de pontos e vale a pena ressaltar que a quantidade de inteiros tal que |n| < ng é finita,

pois € é a constante de expansividade. Definimos para uma & > 1 uma aplicacdo
p:AXAN— Ry

dada por p(x,y) = a?¥¥) e da defini¢ao é imediato que p(x,y) = p(y,x) e p(x,y) =
0 se, e somente, se x = y. Poderiamos por entusiasmo indagar que p define uma
métrica em A, mas tal fato ndo confere pois dados x e y em A tomados arbitrariamente
préoximos e um z com distancia de x , ¥ bem préxima de €, por continuidade temos
que p(x,y) é arbitrariamente grande e ambos os valores p(x,z) e p(z,y) sdo menores
que p(x,y), logo ndo necessariamente p satisfaz a desigualdade triangular. No entanto
p define a mesma topologia que d, isso decorre da expansividade de f.Se

max p(f(x), fi(y)) = max a#"CIF) <2 (A1)

lil<n—1 lil<n—1

O méximo em questdo ndo excede % e é obtido quando o expoente é minimo, logo esta

descartada a hipétese de ¢(f*(x), f'(y)) ser zero, para todo i, consequentemente temos
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que para x , y até o iterado |n — 1| ndo estdo a uma distancia superior a € entdo

max p(f'(x), f'(v),p(f 7 (x), f () = &"p(x,y).

li|<n—1

Agora faremos uma escolha precisa do a. Pela hipotese de expansividade podemos

encontar um m tal que para os pontos x,y € A satisfazendo d(x,y) > §, dessa forma

escolhemos o « por &’ < 2.

~ e ~

Dados pontos x,y € Aeum z tal que d(x,z) > 5 ed(y,z) > 5. Usando a desigualdade

triangular e pela defini¢do de m acima

¢(z,y) = max d(f"(z), /" (y))

In|<ng
< max d(f"(z), f'(x)) + max d(f"(x), f*(y))
<m+¢(x,y)

igualmente tem
¢(z,x) <m+P(x,y)

0 que equivale a

e(z,y) = a"p(x,y) > 2’ p(z,x) > a”

e das expressdes concluimos

p(x,y) < 2max{p(z,x),p(z,y)}

Pelo Teorema da Metrizacdo de Fink’s [Fi] existe uma métrica D tal que
D(x,y) < p(x,y) < 4D(x,y) (A2)

A expressdo anterior indica que ha uma equivaléncia entre as métricas, logo definem a

mesma topologia. Assim se A.1 é satisfeita por D, de A.2 temos que

max D(f(x),"(4)), D(F (). "(v) > “Dlx,y).

li|<n—1

~ n 7
Para a expressdo % (lembrando que &« > 1) escolhemos um 1 = g tal que o namero

1
k = a4 > 1. Finalmente definimos a métrica procurada por

Dlx,y) — max DU FW) A

li|<ng—1 k
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é facil de ver que realmente define uma métrica e a mesma topologia de D. Pela

defini¢do de D temos que

D(fi L f
max{D((x), £4), D (6, £ 1)) = max PEEREID
que é o méximo dos valores
A o DLW D), F) 5
0<i|<ng klil—=1 0<i|<ng klil
. D(f”“(kiof”O( ¥)

Semelhante a argumentac¢do de A.1se D(x,y) < ™ k"o ——1 por A4 e A.5 que temos

B > kD(x,y) (A.6)

Se D(x,y) > r entdo por A.5 e A.6 temos que

= W
max{D(f(x), f(y)), D(f " (x), f ()} = kD(x,y).

Sendo A compacto, podemos encontrar um r > 0 arbitrariamente pequeno tal que para

os pontos que satisfazem D(x,y) < W temos

max{D(f(x), f(y)), D(f ' (x), f ()} = .

Portanto para todo x,y € A temos que

max{D(f(x), f(y)), D(f " (x), f (1))} > min{kD(x,y), }.
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