PPGMAT - UFMA

UNIVERSIDADE FEDERAL DO MARANHAO

Programa de Pé6s-Graduacdo em Matematica

MESTRADO EM MATEMATICA

Sidnei Furtado Costa

Subvariedades tipo-espa¢o completas imersas no espaco
de De Sitter Szﬂg (1) com vetor curvatura média paralelo.

S&o Luis - MA
2012



Sidnei Furtado Costa

Subvariedades tipo-espaco completas imersas no espaco

de De Sitter S, " (1) com vetor curvatura média paralelo.

Dissertagao apresentada a Banca Examinadora do
Programa de P6s-Graduacao em Matematica da
UFMA como requisito parcial para obtencdo do
titulo de Mestre em Matematica sob a orientacao
do Professor Doutor Maxwell Mariano de Bar-

ros.

Séo Luis - MA
2012



Sidnei Furtado Costa

Subvariedades tipo-espaco completas imersas no espaco

de De Sitter SZJFP (1) com vetor curvatura média paralelo.

Dissertagao apresentada a Banca Examinadora do
Programa de P6s-Graduacdo em Matematica da
UFMA como requisito parcial para obtengdo do
titulo de Mestre em Matematica sob a orientacao
do Professor Doutor Maxwell Mariano de Bar-

ros.

Dissertagdo aprovada em 24 de Maio de 2012, pela BANCA EXAMINADORA:

©orextaoor)  Dr. Maxwell Mariano de Barros (UFMA)

Dr. Barnabé Pessoa Lima (UFPI)

Dr. Axel Peter Winterhalder (UEMA)



AGRADECIMENTOS

A Deus por sua generosidade.

A minha mée Maria das Gragas, pelo amor, dedicac¢do e por sua interminavel fé em
mim.

Ao meu orientador prof. Dr. Maxwell Mariano de Barros, por sua paciéncia durante
esse tltimo ano de mestrado e por sua contribui¢do na pesquisa e no desenvolvimento
desta dissertacéo.

Ao grande amigo e colega de mestrado Raimundo Nonato Launé Macédo, pelo
apoio e por seus diversos conselhos, que ndo se limitaram ao ambiente matemaético.

Ao prof. Dr. Marcos Antonio Ferreira de Aratjo, por ter dado crédito a um novato
em matemadtica, sempre incentivando e ajudando no que fosse necessario.

Aos demais professores, servidores e colegas da Universidade Federal do Maranhao,
cujo contato, de alguma forma, me permitiu obter algum aprendizado.

Aos professores do Departamento de Matemdtica e Informética da Universidade
Estadual Maranhao, pela oportunidade que me foi dada de fazer parte deste departa-
mento. Este fato foi, sem davida, o mais importante incentivo para a continuagdo deste

trabalho.



RESUMO

Neste trabalho consideramos uma subvariedade completa tipo-espaco M" imersa
no espago de De Sitter SZJFP (1) com vetor curvatura média pararelo. Usamos uma
desigualdade tipo Simons para obter alguns resultados de rigidez caracterizando sub-

variedades totalmente umbilicas e cilinndros hiperbdlicos em SZW (1).

Palavras-chave: espago de De Sitter, subvariedade tipo-espaco, vetor curvatura média

paralelo, desigualdade de Simons.



ABSTRACT

In this work we consider a complete spacelike submanifold M" immersed in the
De Sitter space SzﬂJ (1) with parallel mean curvature vector. We use a Simons type
inequality to obtain some rigidity results characterizing umbilical submanifolds and

hyperbolic cylinders in Sg+p (1).

Keywords: De Sitter space, spacelike submanifolds, parallel mean curvature vector,

Simons type inequality.
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INTRODUCAO

Uma variedade semi-Riemanniana conexa de dimensao n + p, indice p e de curva-
tura constante ¢, serd chamada uma forma espacial indefinida de indice p e notada por
QZ“’ (¢). Em particular, se ¢ > 0, n6s a chamamos de espago de De Sitter de indice p e
a denotamos por Sgﬂn (¢). Uma imerséo ¢ : M" — SZ+p(c) é chamada tipo espago se a
métrica induzida em M" da métrica de SZJFP (c) é positiva definida.

Em 1977 A.J. Goddard [11] conjecturou que hipersuperficies completas tipo espago
com curvatura média constante no espago de De Sitter ST“ sdo totalmente umbilicas.
Mas desde 1981 é conhecido um contra exemplo de Dajczer e Nomizu [9] de uma
superficie de curvatura média constante H > 1 em S} que néo é totalmente umbilica,

dado a seguir.

Exemplo 0.0.1. Parar > 0 seja f : R*> — S dada por

x . x y . y
x,y) = | rcosh =, rsinh =, v/1 + r?2 cos ———, 1+rzs1n—).
) = (reosh %, rsinh 2, LV 2

r e\/l—l—rz
V1412 ro

Esta é uma imersdo planar com curvaturas principais

Claramente f ndo é umbilicae H > 1.

A primeira solugdo parcial para a conjectura de Goddard foi dada por J. Rama-

nathan.

Teorema 0.0.1. ([27], 1987) Seja i : M? — S3 uma imersdo completa tipo espago com curva-

tura constante H, com H? < 1. Entdo y é totalmente umbilica.

Exemplo 0.0.2. Seja r > 0 e defina f, : S> — S} por f;(x) = (sinhrx,coshrx). A
imersdo f, tem curvatura constante H = tanh(r). Entdo, existe uma superficie com-

pleta tipo espago em S3 com curvatura média constante H para todo H> < 1 [27].

Teorema 0.0.2. ([2], 1987) Seja M"*(c) uma variedade de Lorentz de dimensio n + 1 e
curvatura constante ¢ > 0. Seja M"™ uma hipersuperficie completa tipo espaco com curvatura

constante H imersa em M"*1(c) tal que



1. |H| < o2 sen +2;
2. |H| <2[(n—1)c]2/n,sen > 2.
Entio M" é totalmente umbilica.

Um ano depois, S. Montiel resolveu a conjectura de Goddard para hypersuperficies

tipo espago compactas em S?“ sem restri¢do sobre o valor da curvatura média H.

Teorema 0.0.3. ([21], 1988) Seja M" uma hipersuperficie tipo espaco compacta imersa no
espago de De Sitter S?H com curvatura média constante H. Entdo ela é totalmente umbilica.
Além do mais, a menos de um movimento rigido em S}, M" coincide com alguma das hiper-

superficies descritas no exemplo abaixo.

Exemplo 0.0.3. Defina

M} ={xe St (x,a) =1},

onde a = (ap,ay,...,a,41) € RI2, |a|> = 0 = 0,1,—1 e 1> > ¢. A segunda forma

fundamental B de My, ;. ¢ dada por

T
Bv=—09
2 —0

para v tangente a M” .. Assim, M”  é umbilica com curvatura média H?> = —*—. E
’ ’ (T 7(7)

possivel verificar que Mj; ; cai em uma das seguintes trés categorias:

a) se o =1, entdo Mj _ é isométrica a um espaco hiperbdlico de dimenséo 7, curva-

—1
2-1

tura seccional e H? assume valores no intervalo (1, c0);

b) se o =0, entdo Ml _ é isométrica ao espago euclideano R" e H? = 1;

c) Seo = —1, entdo M", _ é isométrica a uma esfera de dimensdo 7 com curvatura

1

seccional constante —
41

e H? assume valores no intervalo [0, 1).

Observagio 0.0.1. Os exemplos acima descrevem todas as hipersuperficies tipo espacgo
(totalmente) umbilicas em STH. De fato, se M" é umbilica, N um vetor ortonormal
em M e A o autovalor da segunda forma fundamental, facamos 2 = Ai + N, onde
i: $"1 C R¥? ¢ a inclusdo natural. Entdo a € R} é constante, |a|? = A2 — 1 e M"

estd contido na intersecao de Si'™! e o hiperplano de R? ! determinado por a.



Exemplo 0.0.4. As outras, bem conhecidas, hipersuperficies completas tipo espago com

curvatura média constante sdo dadas por
M'={peStt pi 4+ +pi= cosh?r},

quando r € Re 1 < k < n. E possivel provar que M é isométrica ao produto Rieman-
niano H*(sinhr) x §"~¥(cosh ) de um espaco hiperbélico n-dimensional e uma esfera
(n — k)-dimensional de raio sinhr e coshr, respectivamente. M tem k curvaturas prin-
cipais iguais a cothr e (n — k) curvaturas principais iguais a tanhr, entdo a curvatura
média é dada por

nH = kcothr + (n — k) tanh .

Quando k = 1 a hipersuperficie M é isométrica ao produto Riemanniano H!(sinhr) x

S"1(coshr) e é chamada um cilindro hiperbélico.
Em [22], Montiel provou o seguinte teorema:

Teorema 0.0.4. Seja M" (n > 3) uma hipersuperficie completa tipo espago no espago de De
Sitter "1 (1), com curvatura média constante H = 2+/(n —1)/n. Se M niio é conexa no
infinito, isto é, M tem pelo menos dois fins, entdo M é, a menos de isometrias, um cilindro

hiperbélico.

Em 1997, Li [13], descobriu que o resultado de Montiel, acima, ainda se mantém
para subvariedades completas tipo espago de altas codimensdes no espago de De Sitter

SZW (1). De fato, ele provou o seguinte teorema

Teorema 0.0.5. Seja M" (n > 3) uma hipersuperficie completa tipo espago no espago de De
Sitter Sg+p(1), com vetor curvatura média paralelo. Se H*> = 4(n — 1) /n? e M ndo é conexa
no infinito, isto é, M tem pelo menos dois fins, entdo M é, a menos de isometrias, um cilindro

hiperbélico em S} (1),
Em 1991, Ki, Kim, Nakagawa [16, p. 206] obtiveram os seguintes resultados

Teorema 0.0.6. Seja M uma hipersuperficie completa tipo espaco com curvatura média cons-
tante de uma forma espacial de Lorentz M’f“ (¢). Se ela satisfaz uma das sequintes proprieda-

des:

a) ¢ <0,



b) c>0,n>3en’H> > 4(n—1)c,

c) c>0n=2en*H? > 4c,

entdo S < S (1), onde S é a norma da segunda forma fundamental de M e S; (1) é uma

constante positiva cujo quadrado é definido por

_ _ " (2 _ 202 _ 4(n —
nc+2(n_1) (nH + (n 2)H\/nH 4(n 1)c>.
Se a igualdade for satisfeita em um ponto p € M, entdo VB(p) =0

Como uma aplicagdo do teorema acima, um cilindro hiperbdlico de uma forma

espacial de Lorentz pode ser caracterizado.

Teorema 0.0.7. O cilindro hiperbélico é a tinica hipersuperficie tipo-espago completa com cur-
vatura média constante nio nula de MT“(C), cuja norma da segunda forma fundamental é

iqual a S (1).
Em 2001, X. Liu [18, p. 241], obteve o seguinte resultado

Teorema 0.0.8. Seja M" (n > 3) uma subvariedade completa tipo espaco no espago de De
Sitter SZer(c) com vetor curvatura média paralelo. Se H?> = 4(n — 1)c/n?, entdo M" ¢
totalmente umbilica, ou M" é o cilindro hiperbélico H' (c1) x S"~1(ca) em ST+ (c), ou M™
tem volume ilimitado e curvatura de Ricci positivae [,,, S"dv = co para qualquer m, onde S

é a norma quadrada da sequnda forma fundamental de M".
Observagio 0.0.2. Na notacdo de [16, p. 209], H'(c1) x S"~!(cp) é definida por
H'(c1) x S" Hea) = {(x,y) € ST (c) CRIFZ=RIxR" : |x> = —1/cy, [y]* = 1/c2}.
ondec; <0,cp >0el/c1+1/co=1/c.
Em 2003, Brasil, Colares e Palmas obtiveram em [4] um interessante teorema.

Teorema 0.0.9. Seja M", n > 3, uma hipersuperficie completa tipo espago em S’f“ com

curvatura média constante H > 0. Entdo sup |$|> < oo e

a) ¢ = 0e M" é totalmente umbilica; ou

b) By < +/sup |¢|? < B, onde By, < B, sio as raizes do polindmio

P(x) = 22— =2 p - mR). (1)
n(n—1)



Uma generalizagdo do resultado acima para altas codimensdes foi obtida por Brasil,
Rosa Chaves e Colares em [5], no ano de 2006. Como aplicacdo deste teorema foi

possivel caracterizar subvariedades totalmente umbilicas e cilindros hiperbdlicos em
n+p
Sy " (1).

Teorema 0.0.10. Seja M" (n > 3) uma subvariedade tipo-espaco completa no espago de De

Sitter Sz+p (1) com vetor curvatura média paralelo. Entdo ou
a) H?> < 4(2—;1) e M" é totalmente umbilica ou

b) H> > % e max{0,a” (n,H,p)} < sup|®| < at(n,H,p), ondea  (n,H,p) e

a™(n, H, p) sdo as raizes reais do polindmio quadritico

Py (x) = ¥_nn=2) g n(1— H?). )

p  nn—-1)
Além do mais, se a igualdade for satisfeita e M é ndo totalmente umbilica entdo p = 1.

Nesta dissertacdo, faremos um estudo da demonstracdo do teorema 0.0.10, inici-
ando com algumas nog¢des bésicas sobre variedades diferencidveis até os conceitos fun-
damentais que tornardo possiveis um total entendimento mesmo.

Grande parte do que é mostrado nos capitulos 1, 2, 3 e 4 encontra-se em O’neil [25]

de maneira mais detalhada.



Capitulo 1
VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Um sistema de coordenadas (ou carta) em um espago topolégico S é um homeo-

morfismo ¢ de um aberto U € S em um aberto ¢(«) de R". Se nds escrevermos

&(p) = (x'(p),...,x"(p)) paracadapec U

as fungdes resultantes x!, ..., x" sdo chamadas de fungdes coordenadas de ¢. Entdo
E=(x',...,x"): u—R"

Aqui n6s chamamos 7 a dimensio de ¢.

Dois sistemas de coordenadas n-dimensionais ¢ e # em S sdo chamados admissiveis
se as fungdes ¢ o7~ e 7 0 &~! sdo ambas diferencidveis. Explicitamente se ¢ : ¢ — R"
en: v — R", entdo 77 o £~ ! é definida no conjunto aberto &(2 M %) e tomando valo-
res em (U N V). Estas fun¢des sdo entdo necessariamente diferencidveis no sentido

Euclideano.

Definic¢ao 1.0.1. Um atlas A de dimensdo n em um espago S é uma cole¢do de sistemas

de coodenadas n-dimensionais em S tais que

e (Al) cada ponto de S esta contido no dominio de algum sistema de coordenadas

v, e
e (A2) quaisquer dois sistemas de coordenadas em A sdo admissiveis.

Um atlas em S faz com que seja possivel fazer calculos consistentemente em todo
0 S. Chame um atlas € em S completo se € contém cada sistema de coordenadas em S

que é admissivel com todos os sistemas de coordenadas de €.
Lema 1.0.1. Cada atlas A em S estd contido em um tinico atlas completo.

Demonstragdo. Se A tem dimensdo 1, seja A’ o conjunto de todos os sistemas de coor-

denadas n-dimensionais em S que é admissivel com cada elemento de A.



a) A’ éum atlas (de mesma dimensdo que A).
Sendo (A1) 6bvia, considere (A2). Se 11, 11, € A’, entdo por simetria nés pre-
cisamos apenas provar que a fungdo 71 077, 1 ¢ diferenciavel no sentido Eucli-
diano. Para qualquer ponto p € R"” em seu dominio, escolha um ¢ € € cujo
dominio contém 7, 1(p). Como uma composicdo de aplicacdes diferencidveis,
(m10& Y o(ion,!) édiferencidvel. Uma vez que esta fungio é igual a 17y 077, !
em uma vizinhanca de p, esta tltima é diferencidvel nesta vizinhanca. Sendo

diferenciabilidade uma propriedade local, a) segue.

b) A’ é completo. Se um sistema de coordenadas ¢ € S é admissivel com qualquer

elemento de A’ D A, entdo por defini¢do ¢ € A.

c) A’ é o tnico atlas completo contendo A.

]

Defini¢ao 1.0.2. Uma variedade diferencidvel M é um espaco de Hausdorff munido com

um atlas completo.
1.1 Aplicac¢des diferencidveis

Consideremos inicialmente o caso das fung¢des reais f definidas em uma variedade
M,istoé, f : M — R. Se¢ : U — R" é um sistema de coordenadas em M, entdo a
composta f o &1 : &(U) — R! é chamada a expressio coordenada para f em termos de

¢. Denotaremos por §(M) o anel das fungdes reais diferenciaveis em M.

Defini¢ao 1.1.1. Sejam M e N" variedades. Uma aplicacdo f : M — N é diferencidvel
quando a expressdo coordenada 77 o f o ! é diferencidvel no sentido Euclideano (e
definida em um conjunto aberto do IR"), para todo sistema de coordenadas ¢ em M e

nem N .

Definic¢ao 1.1.2. Um difeomorfismo f : M — N é uma aplica¢do diferencidvel cuja in-

versa é também diferencidvel.
1.2 Vetores Tangentes

Definic¢do 1.2.1. Seja p um ponto de M. Um vetor tangente a M em p é uma fungéo real

v:§(M) — R tal que



L. o(af +bg) = av(f) + bo(g)

2. o(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g) paratodos a,b € Re f, g € F(M).

Em cada ponto p € M seja T, M o conjunto de todos os vetores tangentes a M em p.
As defini¢Ges usuais de adigdo de fungdes e multiplicagdo por escalar fazem de T, M

um espaco vetorial sobre R. Explicitamente

(v +w)(f) = v(f) +w(f)
(av)(f) = av(f) para todos f € F(M),a € R

e T, M é chamado o espaco tangente a M em p.

Defini¢io 1.2.2. Seja ¢ = (x!,...,x") um sistema de coordenadas de M em p. Se
f e F(M), seja

%) d(fog 1

f () = WfoeT)

9t (P =~ g (&P)

onde u!,. .., u" sdo as coordenadas naturais do R"

Um célculo simples mostra que a funcao

)
%ily = 55| (M) =R

P
que leva cada f € (M) em (3f/9x')(p) é um vetor tangente a M em p.

Lema 1.2.1. Sejav € T,M. (a) Se f,g € §(M) sdo iguais em uma vizinhanga de p, entdo
v(f) =v(g). (b) Se h € F(M) é constante em uma vizinhhanga de p, entio v(h) = 0.

Este lema é um modo de expressar o fato que vetores tangentes sdo objetos locais,
de outro modo: Se U é um conjunto aberto em M entdo, como uma variedade aberta,

U tem espago tangente T, U em p € U. Se v € T, U defina

o(f) = v(f|u) paratodo f € F(M)

Evidentemente o € T,M, e a fungdo v — T é um isomorfismo linear, e por simplici-

dade, doravante escreveremos apenas T, U = T, M.

Teorema 1.2.1. Se ¢ = (x',...,x") é um sistema de coordenadas de M em p, entdo os vetores

coordenados 1|y, . . ., 9n|p formam uma base para o espago tangente T, M; e



n .
v=Y ov(x")o|, paratodove T,M
i=1

Demonstragio. A demonstragdo utiliza uma adaptagdo da expressdo coordenada de
fungdes. Considere que ¢ : U — V seja uma carta onde supomos, sem perda de
generalidade, que V é uma bola aberta de raio e com ¢(p) = 0, assim x!(p) = ... =

x"(p) = 0. Seja h : V — R uma funcdo diferencidvel, e f := h o ¢. N6s escrevemos

1 9h o o
hi(y) == ; ﬁ(t-y)dt (nota:h e C* = h; € C%)

e efetuamos o seguinte célculo:

que implica
L i [lon
Y hily) -t = [ SHE-y)at = h(y) ~ k)

i=1

Disto nés temos, usando as identidades f = ho ¢, f; = h; o ¢, x' = u' o ¢, a equagdo

para um ponto variavel . Aplicando 9;|,, nés temos por definigao

i

ox :fZ(P)

p

Dado um vetor tangente v € T, M, temos

n

o(f) = (f(P) Y i ) =0+ i;vui) A (p) + Y filp)o()

i=1

Jo
p

para toda f € F(M). Resta mostrar que os vetores coordenados 9d;|, sdo linearmente

QU

_ < f iy : i d
—2—i<p>-v<x>—<2v<x)-@

i—1 9% i—1

independentes. De fato, se }_a;0;|, = 0, entdo aplicando ambos os lados em x/, temos:

ox/

() = Yaim+(p) = Yaid] = .
4

d
0= Zﬂliﬁ
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1.3 Diferencial

Se v € TyM entdo a fungao vy : §(N) — R que leva cada g em v(g o ¢) é um vetor
tangente a N em ¢(p). Para provar a propriedade de Leibniz, por exemplo, sejam

f,g € F(N), entdo

vp(fg) =v(fgop) =v((fop)(gog)) = v(fod)f(op)+ f(gp)v(god)
= vy(f)g(¢p) + f(Pp)vgpve(8)-

Defini¢ao 1.3.1. Seja ¢ : M — N uma aplicacdo diferencidvel. Para cada p € M a
funcao

levando v em vy é chamada a diferencial de ¢ em p.

Entdo d¢, é caracterizada pela equagao
dpp(v)g = v(g o ¢)
para todos v € T,M e g € §(N). Disto segue que o diferencial é linear.

1.4 Fibrado tangente

Para uma variedade M, seja

T™M:= |J T,M
peM

Um ponto de TM sera notado por X, se X, € T,M. Existe uma projecdo natural
n:TM —- M

definida por 7(X,) = p.
As cartas locais de TM sdo constuidas da seguinte forma: a cada carta local de M,
(U, ) = (U;x,...,x") € 4, onde 4 é o atlas que define a estrutura diferencidvel em

M, associamos a carta local TM seguinte
(n_l(U),cp) = (71_1(U);x1 orm,...,x"o n,xl,...,x”)

onde ' sdo as fungdes reais definidas em 771 (U) através de #'(X,) = X,(x'). Mais

concretamente, as coordenadas locais de cada ponto X, € 7~ !(U) sdo dadas pelas
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coordenadas locais x’(p) de p = 7(X,) e pelas coordenadas de X, € T,M na base de
vetores coordenados 9;|p, isto &, X, = ¥ %'0;],.

Vemos portanto que a aplicagdo ¢ : 7~ 1(U) — R
¢: X, € mL(U) — <x1(p),...,xn(p),fcl(Xp),...,)'Cn(Xp)) € R>"

define uma bijecdo de 771 (U) sobre o aberto ¢(U) x R" C IR?". Definimos entdo uma
topologia em TM que tem como base os conjuntos da forma {¢~!(0)} 4 0), onde 0 é
um aberto de R?" e ¢ é a aplicacdo associada a (U, ¢) € 4, como definida acima. Desta

forma TM fica munida da estrutura de variedade de dimensao 2n.

Definic¢ao 1.4.1. Um campo de vetores (diferencidvel de classe C*) em M é uma secao
(diferencidvel) do fibrado tangente TM, isto é, uma fungdo diferencidvel X : M — TM

tal que mo X = id.

Se X é um campo de vetoresem M e f € §(M), entdo Xf denota uma funcio real

definida em M por

(Xf)(p) = Xp(f) paratodop € M.

Entdo X é diferencidvel sempre que Xf € §(M) para toda f € F(M).
Representaremos por X(M) (resp., X(U)) o conjunto dos campos de vetores de
classe C* em M (resp., no aberto U C M).
Se ¢ = (xl, ...,x™) é um sistema de coordenadas em U C M, entdo para cada
1 <i < n, 0 campo de vetores d; em U que leva cada p em 8i|p, é chamado o i-ésimo
campo de vetores coordenado de ¢. Estes campos de vetores sdo diferencidveis, pois

9;(f) = 9f /9x'. Dai é imediato do teorema da base que
X =Y X(x')o;
Defini¢do 1.4.2. Uma derivagdo em §(M) é uma fungdo D : F(M) — F(M) que satisfaz
1. D(af +bg) =aD(f) +bD(g), a,b € R;

2. D(fg) = D(f)g+ fD(g).

A defini¢do de vetor tangente mostra que para um campo de vetores X € X(M)

a funcdo f — Xf é uma derivag¢do em F(M). Reciprocamente, toda derivagdo D em
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§(M) provém de um campo de vetores. De fato, para cada p € M defina X, : §(M) —
R por X,(f) = D(f)(p). As propriedades 1 e 2 de derivagdo mostram que X, é um
vetor tangente a M em p; Isso signfica que X é um campo de vetores bem definido em
M. Mas Xf = D(f) € §(M) para todo f € §(M), entdo X é diferencidvel e determina
a derivagao D.

De agora em diante sera conveniente considerar campos de vetores como derivagdes
em §(M). Esta interpretagdo leva a uma operacdo em campos de vetores. Se V,W €
X(M), seja [V,W] = VW — WV. Esta funcdo de §(M) em §F(M) leva cada f em
V(Wf) —W(Vf). Néo é dificil ver que [V, W] é uma deriva¢do em F(M), e portanto

um campo de vetores em M, chamado o colchete de Ve W.

Lema 1.4.1. A operagio colchete em X (M) possui as seguintes propriedades:

a) [aV + bW, X] = a[V, X] + b[W, X], [X,aV + bW] = a[X, V] + b[X, W];
b) [W,V] = —[V,W];
0 [X[Y, 2] +[Y,[2 X]] +[Z,[X,Y]] = 0.

1.5 Fibrado cotangente

Consideraremos agora o fibrado cotangente T* M sobre M. Seja
T"M:= |J T,M
peM
onde T;; M é o espago dual a TyM, i.e., o espago das formas lineares 6, : T,M — R
(chamados as vezes "covetores tangentes em p’). Um ponto de T*M sera notado por 6,

se ), € T, M. Existe uma projegéo natural
m:T"M — M

definida por 7t(6,) = p.
A topologia e a estrutura diferencidvel definem-se de maneira analoga a do fibrado

tangente, usando agora as cartas locais de T*M dadas por:
(m Y Uu);xtom,...,x" om,p1,...,pn)

onde (U, ¢) = (U;x!,...,x") é uma carta local de M, e p; sdo as fun¢des reais definidas

em 71! (U) através de p;(6,) = 6,(9;|p). Mais concretamente, as coordenadas locais
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de cada ponto 6, € 7~ !(U) sdo dadas pelas coordenadas locais x'(p) de p = 7(6,)
e pelas coordenadas de 6, € T, M na base de covetores (dx"), dual a base de vetores
coordenados 9;],, i.e., (dx),(9j],) = (5; e, =Y pi(dx'),.

Vemos portanto que a aplicagdo ¢ : 71 (U) — R*":

¢:0, € H(U) (xl(p),. . .,x"(p),pl(ep),...,pn(ep))
define um homeomorfismo de 7r~!(U) sobre o aberto ¢(U) x R" C R?".

Defini¢do 1.5.1. Uma 1-forma diferenciavel em M é uma secdo diferenciavel do fibrado
cotangente T* M:
6: M — T"M.

Portanto uma 1-forma diferencidvel 6 associa a cada ponto p € M uma aplicacdo
linear 6(p) =60, € T*M.

Se 6 é uma 1-forma em M e X é um campo de vetores em M, denotamos por 6X a
fungdo real em M cujo valor em cada ponto p é 6,(X,). Uma 1-forma 6 é diferenciavel
se 0X é diferenciavel para todo X € X(M).

Denotaremos por X*(M) o conjunto de todas as 1-formas diferenciaveis em M.

1.6 Subvariedades

A grosso modo uma subvariedade P de uma variedade M é um subconjunto de M
que adquiriu a estrutura de variedade de M. Em particular nés iremos requerer que
P seja um subespaco topolégico de M, isto é, tem a topologia induzida, para a qual
um subconjunto ¥ de P é aberto se, e somente se existe um aberto 2V de M tal que

VNP =7.
Defini¢ao 1.6.1. Uma variedade P é uma subvariedade da variedade M se:
1. P é um subespago topoldgico de M;
2. Alinclusdo j : P — M é diferencidvel e em cada ponto p € P sua diferencial dj é
injetiva.
Se ¢ : U — R" é um sistema de coordenadas na variedade M, entdo fazendo n — m
fun¢des coordenadas constantes, produzimos uma subvariedade m-dimensional cha-

mada uma &-coordenada slice (fatia) & de . E fato que toda subvariedade pode ser

construida colando tais fatias.
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Defini¢do 1.6.2. Seja P um subconjunto de M". Um sistema de coordenadas ¢ : U —

R" em M é adaptada a P se uN P é uma ¢-coordenada slice de U

Por permutagdo das coordenadas, podemos sempre supor que as tltimas n — m co-
ordenadas é que sdo constantes. Entdo seja {p : 4N P — R™ a restrigdo de (x1,...,xm)
a UN P No caso P é uma subvariedade e segue-se usando o teorema da fungdo inversa
que ¢p é um difeomorfismo para a sua imagem (aberta) em R", e assim é um sistema

de coordenadas em P.

Proposicao 1.6.1. Se P" é uma subvariedade de M", entdo em cada ponto de P existe um

sistema de coordenadas de M adaptado a P.

Corolario 1.6.1. Seja P™ um subvariedade de M". Se f : N — M é uma aplicagio dife-

rencidvel tal que f(N) C P, entdo a aplicacdo induzida f : N — P ¢ diferencidvel.

Corolario 1.6.2. Um subconjunto P de uma variedade diferencidvel M pode ser feito uma

subvariedade de M por, no madximo, um caminho.

Proposic¢ao 1.6.2. Um subconjunto P de uma variedade M é uma subvariedade m-dimensional
se, e somente se, para cada ponto p € P existir um sistema de coordenadas de M adaptado a P

por m-dimensionais slices.

Um campo de vetores X em M é tangente a uma subvariedade P de M desde que
X, € TP para todo p € P.(Relembre que para uma subvariedade, T,,P é considerado

como um subespacgo de T, M.)
1.7 Imersoes

Lema 1.7.1. Seja f : M™ — N" uma aplicagio diferencidvel, e seja p um ponto de M. Entio

as seguintes afirmagdes sio equivalentes:

1. A diferencial df, é injetiva.

2. O matriz Jacobiana de df, tem posto m relativo a uma (e portanto todos) escolha de

sistemas de coordenadas.

3. Sey!,...,y" éum sistema de coordenadas de N em f(p), entdo existem inteiros 1 < iy <
-+ < iy < ntais que as fungoes yil of,.. .,yim o f formam um sistema de coordenadas

de M em uma vizinhanga de p.
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Definicao 1.7.1. Uma imersio f : M — N é uma aplicagao diferenciavel tal que df, é

injetiva para todo p € M.

Um mergulho de uma variedade P em M e uma imersao injetiva f tal que a aplicacdo
induzida P — f(P) é um homeomorfismo sobre o subespaco f(P) de M.

Subvariedades e mergulhos estdo rigorosamente relacionados: se P é uma subvari-
edade de M, entdo a aplicagdo inclusdo j : P <— M é um mergulho. Reciprocamente,
se f : P - M é um mergulho, faca de sua imagem f(P) uma variedade, tal que a
aplicacdo induzida f : P — f(P) seja um difeomorfismo. Entao f(P) é um subespago
de M, e a aplicacdo inclusdo j : f(P) < M é justamente f o 7_1, que pela regra da

cadeia é uma imersdo. Entdo f(P) é uma subvariedade de M.
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Capitulo 2
TENSORES

2.1 Algebra bésica

As seguintes defini¢des englobam os dois casos mais importantes que nés necesse-
citamos: o médulo X (M) sobre §(M) e o espaco vetorial T, M sobre R.

Sejam V1, ..., Vs médulos sobre um anel K. Entdo V; X - - - X V5 é 0 conjunto de todas
as s-uplas (v1,...,vs) com v; € V;. As defini¢des usuais de adigdo e multiplicagdo por
um elemento de K em cada componente, fazem de V; X - - - x V5 um moédulo sobre K,

chamado um produto direto. Se W é também um médulo sobre K, a funcdo
A:Vix---xVsg—>W

é K-multilinear se A for K-linear em cada componente, isto é, paral <i <sev; € V;
(j # 1), afuncdo
v— A(v1,...,0i-1,0,0i41,--.,0s)
é K-linear.
Se V é um moédulo sobre K, seja V* o conjuntos de todas as aplicacdes K-lineares de
V em K. As defini¢des usuais de adi¢do de fung¢des e multiplicacdo por elementos de

K fazem de V* um médulo sobre K, chamado o médulo dual de V.

Defini¢ao 2.1.1. Para inteiros ¥ > 0,s > 0 ndo simultdneamente nulos, uma func¢ao

K-linear A : (V*)" x V¥ — K é chamada um tensor do tipo (r,s) sobre V.

O conjunto T5(V) de todos os tensores do tipo (r,s) sobre V é um moédulo sobre
K, novamente com as defini¢des usuais de adi¢do de fung¢des e multiplicacdo por um

elemento de K. Um tensor do tipo (0,0) sobre V é simplesmente um elemento de K.
2.2 Campo de tensores

Um campo de tensores A em uma variedade M é um tensor sobre o §(M)-médulo X(M),

como definido acima. Entdo se A é do tipo (7, s), ele é uma fung¢do §(M)-multilinear

A X5 (M) x X(M)* = §(M).
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O conjunto de todos os campos de tensores em M sera denotado por T (M).

Se A € T,(M) e B € T/,(M), defina
ARB: X (M) x (M) = F(M)
por
(A®B)(0Y,...,0"" , Xq,..., Xery)
= A(6Y,...,0,X,..., X )B(OY, .., 0 Xein, ., Xers).

Entdo A ® B é um tensor do tipo (r + 7/, s +s’), chamado o tensor produto de A e B.

Observagio 2.2.1. Alguns casos especiais sdo:

1. (M) = X*(M).
2. TH(M) = X(M).

3. Se A: X(M)® — X(M) é §(M)-multilinear, defina A : X*(M) x X(M)" — F(M)
por

A0,Xq,...,Xs) =0(A(Xq,...,Xs)), paratodo 6 € X*(M) e X; € X(M).
Evidentemente A é §(M)-multilinear, e portanto é um (1, s)-tensor.

4. Um tensor A € T{(M) tem um valor A, em cada ponto p € M, este valor é a
fungao

Ay (T,M*) x (T,M)* — R
definida como segue. Se al,.. . € T;M exy,..., Xs € T,M,seja
Ap(ocl,...,ocr,xl,...,xs) = A(Gl,...,9r,X1,...,Xs)(p),
onde 6!,...,0" sdo quaisquer 1-formas em M tais que 0’|, = o’ (1 < i < 7r)e
Xi,..., Xs sdo quaisquer campos de vetores tais que X;|, = x; (1 <j <s).

Definigao 2.2.1. Seja ¢ = (x!,...,x") um sistema de coordenadas em U C M. Se

A € TL(M), as componentes de A relativas a ¢ sdo as fungdes de valores reais

A;izzzz:A(dxil,...,dxi’,ajl,...,ajs) em U,

onde todos os indices vdo de 1 até n = dim M.
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Lema 2.2.1. Seja x',...,x" um sistema de coordenadas em U C M. Se A é um (r,s)-tensor,

entdo em U,
A= ZA;iﬁﬁiZail ® - ®0,dN @ @dxk,

onde cada indice é somado de 1 até n.
2.3 Formas bilineares simétricas

A geometria semi-Riemanniana envolve um caso particular de (0,2) tensor em
espagos tangentes. Para estudar isso em geral, seja V um espaco vetorial real (de di-
mensdo finita). Uma forma bilinear em V' é uma fungdo R-bilinear b : V x V — R, e

noés consideraremos somente os casos simétricos: b(v, w) = b(w, v) para todos v, w.
Definic¢ao 2.3.1. Uma forma bilinear simétrica b em V é

a) positiva [negativa] definida desde que v # 0 implica b(v,v) > 0 [< 0];

b) positiva [negativa] semidefinida desde que b(v,v) > 0 [< 0] para todo v € V;

¢) ndo degenerada desde que b(v, w) = 0 para todo w implica v = 0.

Definigao 2.3.2. O indice v de uma forma bilinear simétrica b em V é o maior inteiro

que é dimensédo de um subespago W C V em que b|W é negativa definida.

Lema 2.3.1. Uma forma bilinear simétrica é nio degenerada se, e somente se sua matriz com

relagdo a uma (e portanto todas) base é inverstvel.
2.4 Produto escalar

Definicao 2.4.1. Um produto escalar g em um espaco vetorial V' é uma forma bilinear

simétrica ndo degenerada em V.

Aqui, e até o fim desta se¢do, V denotard um espaco com produto escalar, que é um
espago vetorial (real de dimenséo finita) munido com um produto escalar g.

Se W é um subespaco de V, seja
Wt={veV:vlW}

W+ é um subespago de V chamado W perp.
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Lema 2.4.1. Se W é um subespago de um espago com produto escalar V, entdo
a) dimW +dim W+ = n = dim V,
b) (W)L =w.

Observagio 2.4.1. Um subespago W de V é chamado ndo degenerado se g|W é ndo dege-

nerada.

Lema 2.4.2. Um subespagco W de V é nio degenerado se e somente se V é a soma direta de W

e Wt
Lema 2.4.3. Um espago com produto escalar V # 0 tem uma base ortonormal.

Lema 2.4.4. Sejam ey, ..., e, uma base ortonormal para V, com €; = g(e;, e;). Entdo cada

v € V tem uma 1inica expressio

v=Ye€ig(v,e)e.
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Capitulo 3
VARIEDADES SEMI-RIEMANNIANAS

3.1 Métrica

Defini¢do 3.1.1. Uma métrica em uma variedade diferencidvel M é um (0, 2)-tensor g

simétrico, ndo degenerado de indice constante em M.

Em outras palavras, ¢ € T9(M) associa diferenciavelmente a cada ponto p um

produto escalar g, no espaco tangente T, M, e o indice de g, € 0 mesmo para todo p.

Definic¢ao 3.1.2. Uma variedade semi-Riemanniana é uma variedade diferencidavel M mu-

nida com uma métrica g.

Assim, estritamente falando, uma variedade semi-Riemanniana é um par orde-
nado (M, g); duas métricas diferentes na mesma variedade constituem diferentes va-
riedades semi-Riemannianas. No entanto costumamos denotar uma Variedade semi-
Riemanniana com o nome de sua variedade diferenciavel M, N, .. ..

O valor comum v do indice de g, em uma variedade semi-Riemanniana M ¢é cha-
mado de indicede M: 0 < v < n =dim M. Sev = 0, M é uma Variedade Riemanniana;
cada g, é entdo um produto interno (positivo definido) em T,(M). Sev =1en > 2,
M é uma variedade de Lorentz.

Nos usamos ( , ) como uma notagdo alternativa para g, escrevendo ¢(v,w) =
(v,w) € R para vetores tangentes, e g(V,W) = (V,W) € §F(M) para campos de
vetores.

Se x1,...,x" é um sistema de coordenadas em U C M as componentes da métrica
gem U sdo

gij =(0;,0;) (i<i,j<n),

logo o tensor métrica pode ser escrito como

g =Y gijdx' ®dx/.
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Observagio 3.1.1. Como o tensor métrica é simétrico, é tradicional o escrevermos numa

base de tensores simétricos. O produto simétrico de w e 1 é o tensor

1
Wi = S (W +19w)

2

Note que wy = nw e que w” = ww = w ® w. Dai, segue que

g =) gidx' ®dx
N % (Lgidx' @do) + L g @) (pois g = g;1)
— % (Zgi]'dxi ®dd + Y gidd @ dxi> (trocando i <+ j no segundo termo)
= Z g,-]-dxidxj (defini¢do de produto simétrico).

Definic¢do 3.1.3. Um vetor v tangente a M é
a) spacelike (tipo espago) se (v,v) > 0ouv =0,
b) nullse (v,v) =0ev # 0.
c) timelike (tipo tempo) se (v, v) < 0.

Definigao 3.1.4. Sejam M e N variedades semi-Riemannianas com métricas gy e gN-

Uma isometria (local) de M em N é uma aplicagdo diferencidvel f : M — N tal que
(0, w)m = (dfy(0) dfp(w))n
para todos v,w € T,M, p € M.

3.2 Particao da unidade

Pelas consideragdes feitas até o momento, nada nos impede de perguntar: Existe uma
métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M arbitraria? Localmente ndo
existe problema em construir uma, basta escolher qualquer (g;;) que seja a0 mesmo
tempo positiva definida e simétrica. Para fazer a construgdo global, nés podemos usar
o método da partigio da unidade. Antes de discutir este conceito nés precisaremos de
algumas defini¢des preliminares.

Uma cobertura {A,} de uma variedade M por subconjuntos é chamada localmente

finita se cada p € M tem uma vizinhanga U que intersecta somente um namero finito
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de conjuntos Ay. Se {Ay} e {Bg} sdo coberturas de M, entdo Bg é chamado um refi-
namento de { A, } se cada By C A, para algum a. Nestas definigdes nés ndo supomos
que os conjuntos sdo abertos. Qualquer variedade diferencidvel M é localmente com-
pacta, pois é localmente Euclideana. Um espaco com a propriedade que toda cobertura
aberta tem um refinamento localmente finito é chamado paracompacto;

Recordemos que o suporte de uma funcéo f : M — IR, é o conjunto

supp(f) == {x € M : f(x) # 0}.

Definicdo 3.2.1. Uma particdo da unidade de classe C* em uma variedade diferenciavel
M é uma familia {f;};c; de fungdes de classe C®, f; : M — IR, com as seguintes

propriedades:
a) 0 < f; <1lparatodoi € [;
b) {supp(f;)}ic; formam uma cobertura localmente finita de M;

c) Yicr fi(p) = 1paratodop € M.

Note que em virtude de b) a soma é uma func¢do de classe C* bem definita em M,
pois cada ponto p € M tem uma vizinhanca em que somente um ndmero finito de
fi’s sdo diferentes de zero. Uma particdo da unidade é chamada subordinada a uma

cobertura aberta { A, } de M se para cada i, existir um A, tal que supp(f;) C Ax.

Observagio 3.2.1. A topologia de uma variedade diferencidvel M:

a) é de Hausdorff se dados dois pontos distintos de M, existem vizinhancas desses

pontos que ndo se intersectam.

b) tem base enumerdvel se M puder ser coberta por uma quantidade enumerével de

vizinhangas coordenadas.

Teorema 3.2.1. Uma variedade diferencidvel M possui uma particio diferencidvel da unidade

se e somente se toda componente conexa de M é de Hausdaroff e tem base enumerduvel.

De agora em diante, todas as variedades diferenciaveis consideradas serdo supostas

de Hausdorf e com base enumerével.
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Lema 3.2.1. Se existir uma particio da unidade em M tal que o suporte supp(f;) de cada
fungdo estd contido em alguma vizinhanga coordenada, entdo existe uma métrica Riemanniana

em M.

Demonstragio. Para cada i € I escolha g](.i) simétrica e positiva definida na vizinhanca

coordenada associada a supp(f;). Isto define localmente uma métrica Riemanniana
¢, e f; - ¢ ¢ diferencidvel e bem definida em M, j4 ela é identicamente nula fora de

supp(f;). Entdo nds definimos

g:=Y fi-g".

iel
E facil ver que g € simétrica e positiva semi-definida, pois f; > 0 e g(i) > 0, e de

Y. fi = 1 n6s vemos que g é positiva definida em todo ponto de M. O
3.3 Conexoes

Definic¢ao 3.3.1. Uma conexdo V em uma variedade diferenciavel M é uma funcdo

V:X(M)xX(M)— X(M) tal que
a) VyW é §F(M)-linear em V
b) VyW é R-linear em W
Q) Vy(fW) = (V)W + fVyW para f € §(M)
VyW é chamada a derivada covariante de W com respeito a V para a conexdo V.

Lema 3.3.1. O valor VxY(p) em um ponto p € M depende somente dos valores de Y numa

vizinhanga de p e de X em p.
Demonstragio. ver [20] pagina 13. O

Lema 3.3.2. Seja xY, ..., x" um sistema de coordenadas em U. Se X = X9, e Y = Yfa]' sdo

campos de vetores em U entdo
VxY = (XY* 4+ X'YIT})ox

onde as n® funcdes diferencidveis l"i.‘]. sdo os simbolos de Christoffel dados por V3,0; = l"i.‘].ak.
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Se M é uma variedade diferencidvel e {U, } um atlas diferencidvel em M entdo nos
podemos encontrar uma conexdo V* em cada U,. Afim de construir uma conexdo em

M, seja { fy } uma particdo diferenciavel da unidade subordinada a U,.

Teorema 3.3.1 (Existéncia de conexdes). Em qualquer variedade diferencidvel M existem

vdrias conexoes:
o
4

é uma conexdo em M.

Lema 3.3.3 (Existéncia e unicidade da derivada covariante de um campo de tensores).

Seja V : X(M) x X(M) — X(M) uma conexdo em M. Entdo existe uma tinica conexdo
V:X(M) x TH(M) — T3(M)

tal que

a) Vxf = Xf paratoda f € TY(M) = F(M)

b) VxY éa dada conexio para todos os campos de vetores Y € TV(M)

c) Vx(A®B)=VxA®B+A®VxB

d) VxtrA = trVxAparatodo A € T11(M)
A saber, para qualquer 1-forma w, V xw é a 1-forma dada por

(Vxw)(Y) = X(w(Y)) = w(VxY) (3.1)
e, em geral, para qualquer (r,s)-tensor A € TL(M), VxA é o r,s-tensor dado por
(VxA)(wh, ..., Yy, ..., Y) = X(A(WY, ..., 0", Y1,..., X))
— ZA(wl,...,w’,Yl,...,vXYi,...,YS)

— ZA(wl,...,waj...,wr,Yl,...,Ys).

1

para quaisquer escolha de s campos de vetores Y1, ..., Ys e r 1-formas w”, ..., w" em M.

Demonstragdo. ver [20] pagina 14. O
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3.4 Transporte Paralelo e Geodésicas

Proposicao 3.4.1. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo V. Entdo existe uma
linica correspondéncia que associa a um campo de vetores X ao longo de uma curva diferencidvel
c: I — M um outro campo de vetores DX /dt ao longo de c, denominado derivada covariante

de X ao longo de c, tal que
1. BaX+0bY)=aBX+b5L (a,beR),

2. %(fX) = th + fRX =, onde X é um campo de vetores ao longo de c e f é uma fungdo

diferenncidvel em I;

3. Se X ¢é induzido por um campo de vetores Y € X(M), ie.,, X(t) = Y(c(t)), entdo
DX = Ve mY.

Definigao 3.4.1. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao V. Um campo
de vetores X ao longo de uma curva ¢ : I — M é chamado paralelo quando = bx X =0,

paratodot € I

Proposicao 3.4.2. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexio afim V. Seja c :
I — M uma curva diferencidvel em M e Xo um vetor tangente a M em c(to), to € I (i.e.
Xo € Te(1,)M). Entdo existe um tinico campo de vetores X ao longo de c, tal que X(to) = Xo,

(X(t) é chamado o tranporte paralelo de X (t() ao longo de c).

Definicao 3.4.2. Uma geodésica em uma variedade semi-Riemanniana M é uma curva

v : I — M cujo campo de vetores 7’ é paralelo.

Corolario 3.4.1. Seja x1, ..., x" um sistema de coordenadas em U C M. Uma curva v em U

é uma geodésica de M se, e somente se suas funcoes coordenadas x* o vy satisfazem

d2 D xov)d(xfofn_
a

paral <k < mn.

De fato, estas expressoes sdo as coordenadas de " relativas aos campos de vetores
coordenados 91, ..., 0.
O teorema de existéncia e unicidade para equagdes diferenciais ordindrias da o se-

guinte resultado local.
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Lema 3.4.1. Se v € T,M existe um intervalo I centrado em 0 e uma tinica geodésica vy : I —

M tal que v/ (0) = v.

A ultima equagdo implica, é claro, que y(0) = 0; nds dizemos que y é uma geodésica

comecando em p com velocidade inicial v.

Lema 3.4.2. Sejam «, B : I — M geodésicas. Se existir um niimero a € I tal que o' (a) =

B'(a), entdo « = B.

Proposicdo 3.4.3. Dado qualquer vetor tangente v € T, M existe uma tinica geodésica 7y, em

M tal que
1. A wvelocidade inicial de vy, é v; isto é, v.,(0) = v;

2. O dominio I, de vy, é o maior possivel. Assim, se « : | — M é uma geodésica com

velocidade inicial v, entdo | C I, e & = yp]].

O item 2. justifica o fato de as geodésicas 1y, serem chamadas de maximais ou geode-
sicamente inextendiveis.

Uma variedade semi-Riemmanina M em que todas as suas geodésicas maximais
estdo definidas para todo t € R é chamada geodesicamente completa, ou simplesmente
completa. Para maiores detalhes sobre a completudo de uma variedade diferencidvel,

vide por exemplo [19, p. 250].
3.5 Conexdo Riemanniana

Em uma variedade Riamanniana existe uma conexao notavel.

Teorema 3.5.1. Uma variedade Riemanniana admite uma tinica conexdo simétrica compativel

com a métrica.

Esta particular conexdo é chamada a conexdo Riemanniana ou conexao de Levi-

Civita.
Definic¢ao 3.5.1. A conexdo V é simétrica se
VxY —VyX = [X,Y]

para todos os campos de vetores X, Y € X(M).
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Lema 3.5.1. Seja x',...,x" um sistema de coordenadas tal que [0;, 9] =0,1<4j<n

Entdo V é simétrica se, e somente se

T =Tk 1<ijk<n

Demonstragdo. V,0; — Vj.0; = (1"5‘] — rj.g.)ak O
Defini¢ao 3.5.2. A conexdo V é compativel com a métrica g se

X(Y,zZ) =(VxY,Z)+(Y,VxZ)
para quaisquer campos de vetores X, Y, Z € X(M).

Lema 3.5.2. Seja x1, ..., x™ um sistema de coordenadas. Entdo V é compativel com a métrica
g se, e somente se

Ogij = Thigje + Thigie, 1<, jk L <n
Demonstragio. 9x(0;,9;) — (V,9i,0;) — (9i, V,0j) = &ij — Ti&je — Fijgif u
Demonstragio do Teorema 3.5.1. Primeiro iremos mostrar a unicidade. Assuma que V é

uma conexdo simétrica que é compativel com a métrica g. Entdo

X(Y,Z) *ZN(VxY, Z) + (Y, VxZ) 2 (VxY, Z) + (Y, V2 X) + (Y, [X, Z])

para quaisquer campos de vetores X,Y,Z € X(M). Permutando X, Y, Z ciclicamente,

obtemos
X{Y,Z)—Z{X, YY)+ Y(Z,X) =2(VxY,Z)+ (Y, [X, Z]) — (X, [Z,Y]) + (Z,[Y, X])

e concluimos que

(VXY,Z) = L(X(Y,Z) = Z{X,Y) 4+ Y(X,Z) — (V,[X, Z]) + (X, [Z,Y]) ~ (Z,[¥, X]))

(3.2)

Esta equagdo mostra que V, se existir, estd determinada pela métrica. Agora, mostra-
. A . P . .d . t d d d l n

remos a existéncia. Para isso considere um sistema de coordenadas x-, ..., x" em uma

vizinhanga coordenada U tal que [d;,d;] = 0. A tinica possibilidade é colocar
1
rf; = Egkg(aigjﬁ — 948ij + 9;gie) (3.3)

porque

(0igje — 9egij + 9;8ir) (3.4)

N~

T?jgkzz = (V5,0,0¢) =
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pela equacao 3.2. Como Ff-‘j = F}‘i e

3.4

1
Thigje+ 148 = Thigei+Tigu = = (9kgij — 98k +9igjk) + > (0k&ij — 9igjk +9j8ik) = Ok&ij

N[~

esta conexdo V é simétrica e compativel com a métrica g (3.5.1, 3.5.2).

Lema 3.5.3. Seja V uma conexdo e g a métrica em M. As sequintes afirmagdes sdo equivalen-

tes:

a) V e g sdo compativeis (3.5.2);
b) Vg=0

c) %<V/ W) = (D:V, W) + (V, DiW) onde V, W sio campos de vetores ao longo de uma

curva diferencidvel.

d) (V,W) é constante, onde V, W sdo campos de vetores paralelos ao longo de uma curva

diferencidvel.

e) Transporte paralelo é uma isometria.
Demonstragio. ver [20] pagina 18. O

3.6 Curvatura

Lema 3.6.1. Seja M uma variedade semi-Riemanniana com uma conexdo de Levi-Civita V. A

aplicagio R : (M) x X(M) x X(M) — X(M) dada por
R(X, Y)Z - VYVXZ - VXVYZ - V[ylx]z
é um (1,3)-tensor em M chamado o tensor curvatura Riamanniana de M.

O tensor R pode ser visto como uma funcdo R-multilinear em vetores tangentes. Se

x,y € TyM o operador linear
R(x,y) : T,M — T,M

levando cada z em R(x, y)z é chamado um operador curvatura. As seguintes identidades

sdo as simetrias da curvatura.

Proposicdo 3.6.1. Se x,y,z,v,w € TyM, entdo
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1. Ry = —Ryy;
2. (Ryv,w) = —(Ryyw, v);
3. Ryyz + Ryzx + Roxy = 0;

4. <nyv, w> — <vax,y>
Demonstragdo. ver [25] pagina 75. O

As simetrias do tensor curvatura R conduzem para uma simetria, ndo tdo 6bvia, da

derivada covariante VR, chamada a segunda identidade de Bianchi.

Proposicdo 3.6.2 (Segunda Identidade de Bianchi). Se x,y,z € T, M, entio

(VzR)(x,y) + (VaR)(y, 2) + (VyR)(z,x) = 0

Demonstragio. ver [25] pagina 76. O

Lema 3.6.2. Em uma vizinhanga coordenada de um sistema de coordenadas x*, ..., x",

R(2;,0))9 = Y REd;

onde as componentes de R sio dadas por
¢ ¢
Rijk = aiij + Zrzm jk Zr]m ik
3.7 Curvatura Seccional

O tensor curvatura Riemanniana R é bastante complicado; agora iremos considerar

uma simples funcao real que determina completamente R.

Proposicdo 3.7.1. Parap € M, {,n1 € TyM defina

k(&) = (R(E,1)¢, 7).

Entdo, por 3.6.1, nds temos para quaisquer ¢,1,{,u € TyM

aZ
(REMG 1 = gager| (@ sE+ ) k(& +sp )}

Assim, a fungio k : T,M x T,M — R e as propriedades em 3.6.1 determinam completamente
R:TyM x T,M x T,M — T,M.
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Demonstracdo. Diretamente de 3.6.1-(2) e 3.6.1-(4). [

Proposicdo 3.7.2. Parap € M, {,n,{ € TyM, defina

Ri(E,m)E =(C,Om—n.0)¢,  ki(&,n) = (Ru(E,1)E, 1)

Entdo
k(Z,m) = (&) nm) — (& n)°

e Ry satisfaz 3.6.1(1-4). Além disso, se ¢, 1 sdo vetores tangentes linearmente independentes

em Ty M, entdo
_k(Gm)  (R(&n)Em)
K& =g@n = TEmE— @ e

estd bem defiinida e depende somente do subespago bi-dimensional determinado por ¢ e 1.

Demonstragio. Para a tltima afirmacao é suficiente notar que se «, 8, y,d sdo niimeros

reais e ¢, 77 vetores tangentes linearmente independentes em T, M, entéo

(R(ag + By, v+ 6n)(ag + B), vE + o) = (a6 — By)*(R(E,7)E, 1),

g + By + on|* — (a& + B, vE + o) = (a6 — By)*{|E[*|n1> — (& m)},

que implica a afirmagdo. O

Defini¢do 3.7.1. Nos referiamos a K(&,#) como a curvatura seccional do subespago bi-

dimensional determinado por ¢, 1.
3.8 Curvatura de Ricci e curvatura escalar

Definigao 3.8.1. a) Seja A um (1,1)-tensor, A, : T,M — T,M. N6s definimos a con-
tracdo ou trago CA por

i

onde ey, ..., e, é uma base ortonormal em T, M.
b) Seja A um (1,s)-tensor. Entdo para todo i € {1,...,s} e vetores fixos X;, j #
iAXy, ..., Xi—1,—, Xit1,...,Xs) € um (1,1)-tensor, cuja contragdo (ou traco) é deno-

tado por C; A:

n
CZ'A(Xl,. . .,Xl',l,XiJrl,. . .,XS) = Z(A(Xl, . .,Xl',l,e]',XiJrl,. . .,XS),E]'>
j=1
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C;A é entdo um (0,s — 1)-tensor.
c) O divergente de um campo de vetores Y é definido como o trago de VY, i.e,,
divY = tr(VY) =) (V,Y,¢).
i
d) O divergente de um (0, 2)-tensor simétrico A é definido por
(div A)(X) =Y (Vo A) (X, e)
i
Defini¢do 3.8.2. A segunda contra¢do do tensor curvatura R(X,Y)Z é dada pela ex-
pressao

(GR)(X,Z) = tr(T = R(X,0)Z) = Y (R(X,e)Z, ) (35)
i=1

e é chamado o tensor de Ricci Ric(Y,Z), ou brevemente, Ric = CR. O trago do tensor

de Ricci é chamado a curvatura escalar E, ou seja,

E= Z (ei,¢j)ei ).

Da equacdo 3.5, temos que Ric é uma forma bilinear simétrica em M. Para calcular

sua forma quadrética associada, escolha uma base {e1,...,en} para T,M tal que e, =

¢/|¢|; entdo
Ric(§,§) = {ZK ¢ ej }mz

Em particular, para uma base ortonormal {ey, ..., e, }, temos

Ric(ex, ex) = Rice = Y _(Rlex, ej)er,ej) = Y K(eg, ¢j). (3.6)
j j#k
e
n
E= Y  K(ejex) (3.7)
jAkk=1

Proposicao 3.8.1. Em uma variedade Riemanniana com curvatura seccional constante C,
a) R(X,Y)Z =C{(Z,X)Y — (Z,Y)X}
b) (R(X,Y)Z,W) =C{{Y,W)(Z,X)—(Z,Y)(X,W)}
c) Ric(X,Y)=(n—1)C(X,Y)

d S=n(n—1)C
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Demonstragio. A primeira e a segunda esquagdes sdo equivalentes. Ambos os lados
da segunda equacao sdo tensores com as propriedades simétricas do tensor curvatura.
Entdo eles sdo iguais, se eles sdo iguais para (X,Y,Z, W) = (X,Y,X,Y), com X,Y
ortonormais, afinal a curvatura seccional determina a curvatura Riemanniana. E neste
caso, o lado esquerdo da igualdade é K(X,Y) = C e o lado direito é C.

Ambos os lados da terceira equacdo sdo tensores simétricos. Entdo eles sdo iguais se
eles forem iguais para (X,Y) = (X, X), com X unitario. E neste caso, o lado direito da
igualdade é (n — 1)C pela férmula dada em 3.6 e o lado direito é também (n — 1)C.

A férmula dada em 3.7 diz que curvatura seccional constante C implica em curvatura

escalar constante de valor n(n —1)C. O
3.9 Alguns operadores diferenciais

Defini¢do 3.9.1. O gradiente V f de uma fung¢do f € §(M) é o campo de vetores metri-

camente equivalente ao diferencial df € X*(M). Entdo
(Vf,X) =df(X) = Xf paratodo X € X(M).

Defini¢do 3.9.2. A Hessiana de uma func¢do f € §(M) é a segunda derivada covariante

Hf = V(Vf).
Lema 3.9.1. A Hessiana H de f ¢ 0 (0,2)-tensor simétrico dado por
Hy(X,Y) = XYf = (VxY)f = (Vx(Vf),Y)
Demonstragio. Como V f = df,
Hy(X,Y) = V(df)(X,Y) = Vx(df)(Y) = X(df(Y)) —df(VxY) = XYf — (VxY)f.

As igualdades XY — YX = [X,Y] = VxY — VyX nos permitem, facilmente, perceber

que Hy é simétrica. E por fim,
(Vx(Vf)Y) = X(Vf,Y) = (Vf, VxY) = Hf(X,Y)
O]

Defini¢do 3.9.3. O Laplaciano Af de uma funcdo f € F(M) é o divergente do seu gra-
diente: Af = div(Vf) € F(M).
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Do lema 3.3.3 e da defini¢do 3.8.1, temos que

div(Vf) = tr(V(Vf)) = Y} (Ve (Vf)ei) = ) Hylei, i) = tr(Hy),

1
ou seja, o Laplaciano de f € o traco de sua Hessiana Hy.

Observagiio 3.9.1. Uma notagdo alternativa para a Hessiana é H¢(X,Y) = V% \ f = Fryr

onde
Viyf =VxVyf—Vyo,vf

= Vx(Y,Vf) = (VxY,Vf)
= (Y, VxVf)
= H¢(X,Y)
Usando esta nova notagdo para a Hessiana, doravante escreveremos o Laplaciano

como

Af = ; vé,el‘f = Zfll (38)
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Capitulo 4
SUBVARIEDADES

4.1 Introdugao

Sejam M", M""? variedades Riemannianas. Uma imers&o p: M — M""? ¢ uma
imersao isométrica se
(v,w)g = (d(v),dp(w)) o(q) (4.1)
para todo g € M" e todo par de vetores tangentes v, w € T,M".
Quando ¢ : M" — M""? ¢ uma imersdo isométrica, diremos que M" é uma subva-
riedade de M" 7.

Para qualquer p € M, o produto interno em T, M decompde T, M na soma direta
i 1

onde (T,M)+ é o complemento ortogonal de T,M em T, M.

Sev € T,M, p € M, iremos denotar a projecdo de v em T,M por 0T

v em TPML por o™,

, e a projecdo de

Agora é facil ver que o fibrado tangente ambiente TM|M se divide
TM|M = TM ® NM
na soma ortogonal direta do fibrado tangente de M com o fibrado normal NM — M,

NM= |J T,M".
peEM
Qualquer secdo de TM|M se divide ortogonalmente na soma direta de sua parte tan-

gencial e normal. Denotaremos por X(M)~ o conjunto dos campos de vetores normais

a M.
4.2 A conexdo induzida

Se X,Y € X(M) sdo campos diferenciaveis de vetores em M e V é a conexdo de Levi-
Civita de M, entdo VxY é uma segio diferencidvel bem definida de TM|M, ja que

depende apenas do valor de X em p € M e de Y ao longo de uma curva tangente a X,,.



35

Observe que para X,Y € X(M), a derivada covariante VW nao necessariamente

é tangente a M. Entdo é natural perguntar o que (VyW)T e (Vy W)Y sao.
Lema 4.2.1. Para M C M, se V,W € X(M), entio
VyW = (VyW)?,

onde V é a conexdo de Levi-Civita de M.
Demonstragio. ver [25] pagina 99. O
Lema 4.2.2. A funcio B : X(M) x X(M) — X(M)* dada por

B(V,W) = (VyW)N
¢ F(M)-bilinear e simétrica. B é chamada a segunda forma fundamental de M C M.

Demonstragio. ver [25] pagina 100. O

Observagdo 4.2.1. Como B é uma aplicacdo bilinear, para cada v € T,M*, podemos

associd-la a uma aplicagdo linear auto-adjunta A, : T,M — T, M dada por
(AvX,Y) = (B(X,Y),V),

onde V € X(M)=+. Podemos escrever esta aplicacao linear associada 4 segunda forma

fundamental em termos da derivada covariante da seguinte maneira:

onde V é qualquer extensao de v a algum elemento de X(M)*. De fato,

(Au(X),Y) = (B(X,Y),V)
= (VxY — VY, V)
= (VxY, V)
= —(Y,VxV)

(=VxV,Y)
= (= (VxV)",Y)
Logo,
(Au(X) = (VxV)1,Y) =0
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e, portanto,

Ay(X) = —(VxV)T.
A aplicagdo A, é conhecida como a aplicagdo de Weingarten.

D
e

Defini¢do 4.2.1. Uma imersdo isométrica f : M" — M (totalmente) umbilica se,

para cada ¢ € NM, existe Az € R tal que Az = Azid.

As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
1. f é umbilica;

2. Az = (h,¢)id, Vi € NM;

3. B(X,Y)=(X,Y)h,VX,Y € TM.

onde & é o vetor curvatura média como definido em 5.3.1.

Teorema 4.2.1. Seja M uma subvariedade semi-Riemanniana de M, com R e R seus tensores
curvatura Riemanniana e B a sequnda forma fundamental de M. Entdo, para campos de vetores

V,W,X,Y € (M),
(R(V,W)X,Y) = (R(V,W)X,Y) + (B(V, X), B(W,Y)) — (B(V,Y), B(W, X)).
Demonstragdo. ver [25] pagina 100. O

Definigdo 4.2.2. Uma subvariedade semi-Riemanniana M de M é totalmente geodésica

se B=0.

Proposigdo 4.2.1. Para M C M as seguintes afirmagdes sdo equivalentes.

a) M é totalmente geodésica em M.
b) Toda geodésica de M é também uma geodésica de M.
¢) Sev € T,M é tangente a M, entio as M geodésicas vy, encontra-se inicialmente em M.

d) Se a éuma curvaem Mev € Ty M, entio o tranporte paralelo de v ao longo de a é 0

mesmo para M e para M.
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4.3 A equacao de Codazzi

Definicio 4.3.1. A conexdo normal de M C M é a funcdo V* : X(M) x X(M)+ —
X(M)* dada por

ViZ = (VyZ)N paraV € X(M), Z € X(M)+

Vi:Z é chamada a derivada covariante normal de Z com respeito a V. As seguintes

propriedades sdo imediatas:

a) Vi Z é F(M)-linear em V e R-linear em Z.
b) Vi (fZ) = fVi+Z+ VfZ, onde f € F(M).
o V(Y,Z) = (V$Y,Z) + (Y, ViZ) onde Y, Z € X(M)*

Definigdo 4.3.2. Seja B a segunda forma fundamental de M C M. Se V, X, Y € X(M),
seja

(VyB)(X,Y) = Vi:(B(X,Y)) — B(VyX,Y) — B(X,VyY)

A equagédo de Gauss descreve (R(V,W)X)T, onde V,W, X sdo todos tangentes a
M, em termos do tensor segunda forma fundamental. A seguinte equagdo é o andlogo

para (R(V,W)X)N, e é conhecida como equagio de Codazzi.

Proposigao 4.3.1. Seja M uma subvariedade semi-Riemanniana de M. Se V,W,X € X(M)

entdo

(R(V,W)X)N = —(VyB)(W, X) + (VwB)(V,W).
Demonstragdo. O

Definigdo 4.3.3. Um campo de vetores Z € X(M)~ é normal paralelo se Vi;Z = 0 para
todo V € X(M).
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Capitulo 5
DEFINICOES E EQUACOES FUNDAMENTAIS

5.1 Equacgbes de estrutura

Para ¢, 7 em um espaco vetorial V, e a, B em seu espago dual V*, a defini¢do do

produto exterior serd dada por

(@A B)(E ) = a(&)Br) — a()B(E) (5.1)

Também para uma variedade diferencidvel M, campos diferencidveis de vetores X, Y

e uma 1-forma diferencidvel w em M, a derivada exterior dw sera dada por
dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) = w([X, Y]) (52)
Considere M munida com a conexdo V, com torsdo T e curvatura R associadas.
Definicdo 5.1.1. A derivada covariante de 1-formas é definida por
(Vxw)(Y) = X(w(Y)) — w(VxY)

isto é

X(w(Y)) = (Vxw)(Y) + w(VxY) (5.3)

(isto mostra que V xw é também uma 1-forma.)

Observe que
dw(X,Y) = (Vxw)(Y) = (Vyw)(X) = w(T(X,Y)) (5.4)

onde T denota o tensor torsdo de V.

Antes de prosseguir, precisamos definir o espaco ambiente SZW (1).

Defini¢do 5.1.2. Uma variedade semi-Riemanniana de dimensdo n + p conexa de indice

p e de curvatura constante c, serd chamada uma forma espacial indefinida de indice p e

sera notada por Q"7 (¢). Em articular, se ¢ = 1, nds a chamamos de espaco de De
P p P pag¢

Sitter de indice p e a denotamos por SZJFP (1).
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Definic¢do 5.1.3. Seja M" uma variedade Riemanniana de dimensdgo ne f : M" —
Szw(l) uma imersdo. A imersdo é chamada tipo espaco se a métrica induzida em M"

da métrica de SZ+p(1) é positiva definida. (ver [25] p. 141.)

Agora seja M" uma subvariedade completa tipo espago imersa no espago de De

Sitter SZJFP (1). Escolha um referencial mével pseudo-ortonormal {ej, ez, ...,e,4p} em
Sz+p(1) tal que, em cada ponto p € M", {ey,e,...,e,} é uma base ortonormal para o

espaco tangente T, M. Vamos usar a seguinte notagdo para os indices:
1<ABC,....<n+p 1<ijk....<n n+1<apB,7...,<n+p. (5.5)

Seja {w1, wy, ..., wn+p} seu referencial dual, de modo que a métrica semi-Riemanniana
de Sz+p(1) é escrita como ds? = Y, w? — Y, w2 =Y s€aw?, € =1lee, = —1.
Entédo, para qualquer vetor tangente ¢ a Sz+p (1), existe uma expansao de vge A em

termos da base {ey, ez, ..., enip},
Veea =) epwag()es. (5.6)
B

onde V denota a conexao de SZJFP (1).
Como Vzey é linear em ¢, a colecdo {wap : A,B=1,...,n+ p} forma uma matriz
de 1-formas diferencidveis, chamadas de 1-formas da conexdo V. Para qualquer &

tangente a S’;er (1), n6s temos por 5.3,

0= ¢(wc(ea))
= (Vewe)(ea) + we(Veea)
= (Vewe)(ea) + wac(E)-

Vewe =) €aVewe(ea)wa = =) ealwac(E))wa (5.7)
A A



Entdo nos temos,
dwa(X,Y) =) ep(wp Awpa)(X,Y)
B

= X(wa(Y)) = Y(wa(X) —wa([X,Y]))

=Y ep{wp(X)wpa(Y) — wp(Y)wpa(X)}
B
= X(wa(Y)) 4+ )_epwp(Y)wpa(X)
B
—Y(wa(X)) — ;eBwB(X)wBA(Y) wa([X,Y])
= X(wa(Y)) = (Vxwa)(Y)
—Y(wa(X)) + (Vywa)(X) — wa([X,Y])
= wa(VxY - VyX —[X,Y])
= —wa(T(X,Y))
nds portanto concluimos que
d(,dA = ZGB(UB NWpa — (,UA(T)
B

onde wap = —wgy, de fato

WAB = (VBA,€B> = —(eA,VeB> = —WEBA-

Como a conexdo V em SZJFP (1) é de Levi Civita, temos T = 0, o que implica

dwa = ZeBwAB N\ wWp
B
Agora noés consideramos por 5.2

dwap(X,Y) = X(wap(Y)) = Y(wap(X)) — wap([X, Y]).

Por fim, notemos que

=Y {Y(wap(X))ep +wap(X)Vyep}
B

{Y
- { wap(X Zechc CUCB(Y)}EB,

40

(5.8)

(5.9)



41

a partir do qual temos,
VyVxes —VxVyes — v[y,x] €A

=) {Y(WAB(X)) — X(wap(Y)) + Y ec(wac Nwep)(X,Y) — wap([Y, X])} ep
B c

=) {deB(Y, X)+) ecwac Awep(X, Y)} ep.
B C

entao

dwap = Zechc A wcp +ﬁAB (5.10)
C

onde Q) 43 é definido por
Q4p(X,Y) = —(R(X,Y)ea,ep)

As formas () 4p sdo formas de grau dois, logo elas podem ser escritas no referencial

{ei,es,...,en1p} como:

_ 1 _
Qup = —5 Y ecepRapcpwe A wp.
C.D
onde, por 3.8.1,
Rapep = €4€p(0acdBp — 6apdpC)- (5.11)

As equagoes 5.9 e 5.10 sdo conhecidas como as equagoes de estrutura do espago am-

. +
biente SZ P(1).
5.2 Lema de Cartan

Lema 5.2.1. (Lemma de Cartan) Seja V" um espago vetorial de dimensdo n, e sejam wy, . .., wy :
V' — R, r < n, 1-formas em V que sdo linearmente independentes. Suponha que existem 1-

formas 61,...,6,:V — Rtal que )y ; w; \6; = 0. Entdo
91' = Zﬁli]'a)]', com Eli]' = Ll]'i
j

Demonstragio. N6s completamos as 1-formas w; para uma base wy, . .., Wy, Wyt1, ..., Wy

de V* e nds escrevemos

r n
QiZZaijwj+ Z bilwl/ l:}’—|—1,...,1’l.
j=1 I=r+1
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Usando a hipétese nés obtemos
n
0= Zw,- NO; = Zai]w,- N wj + Zbizwi N wy
i=1 ij I

= Z (LZ,']' — aji)wi N wj + Z byjw; N\ wy.
i<j<p i<p<l

Como wg Aws, k <'s,k,s = 1,...,n sdo linearmente independentes, nés concluimos

que b =0ea;j = aj;. O

Lema 5.2.2. Seja U C SZ+p(1) e sejam wz, ..., wyyp 1-formas diferencidveis linearmente
independentes em U. Suponha que existe um conjunto de 1-formas diferencidveis wp, A, B =

1,...,n+ p que satisfazem as condigdes:

wap = —wpa, dwa =) epwpAwpa.
B

Entdo tal conjunto é tinico.

Demonstragio. Suponha que existem outro conjunto wp com
Wap = —wWpa, dwp =) €epwpAWpa.
B
entao

ZeBwB VAN (wBA — CUBA) =0
B

e, pelo Lemma de Cartan 5.2.1,

— A A A
WBA — WBA = ZGBcwCz Gpc = Gep

C

Note que

— A — B

Wpa —wpa = Y Ghewe = —(@Wap —wap) = — Y Gacwe,

C C
e, como as wc sdo linearmente independentes, Gg‘c = —Gﬁc. Usando as simetrias
acima, nds obtemos
B _ A _ A _ ~C _ ~C _ B _ B _
Gac = —Gpc = —Ggp = Gap = Gpa = —Gcp = —Gyc =0,

isto é, Wpa = wgA. ]
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5.3 Equacgdes fundamentais

O objetivo desta segdo é criar um ambiente favordvel a obtengdo de uma estimativa

para o laplaciano A|®|? de |®|?, sendo que

=) Plw; ® wj @ e, (5.12)

i,j,&
onde CIDf;- = hf; - %trH“éij, H* = (hf;) e hf; sdo os coeficientes da segunda forma funda-
mental na direcdo e,.

Comecaremos restringindo as formas w,, 5.9 e 5.10 a variedade M". Antes de mais

nada, w, = 0 em M". De fato, dado v = Zj vjej € T,M", temos

wq(v) = Zvjw,x(ej) =0, Va.
]

Disso, segue que

0=dwy, = Zwm A wj (5.13)
i

e, do Lema de Cartan 5.2.1,
Wy = thw], hla; = hf; (514)
J
Denotaremos por B =}, ; ; hf;-wiw]'e,x o tensor segunda forma fundamental de M".

Defini¢ao 5.3.1. O campo de vetores

1
h= =t B) =
» rago(B)

=

Y| LK e
o i
é chamado o vetor curvatura média de M".

O valor H = |h|, definido por

(5.15)

é chamado a curvatura média de M". Obviamente, se o vetor curvatura média i de
M'" é paralelo (ver defini¢do 4.3.3), entdo a curvatura média H de M" é constante. De

fato, se X é um campo de vetores em M", entdo

X (h,h) = 2(Vxh,h),
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como V%h = 0, temos que X (h,h) = 0. Logo, (h, h) = H? é constante.

Separando as equagdes de estrutura (5.10) em suas partes tangenciais e normais,

obtemos
dw; = qu Nwj, wjj = —Wjj, (5.16)
J
da)i]' = ;wik N Wi+ ;wm N Wej + ﬁl] (5.17)
dw;, = ;a),‘k N Wiy + %w,ﬁ; AN Wew + ﬁm, (5.18)
dwaﬁ = Zwaj Nwijg + Zwm N wyp + ﬁaﬁ- (5.19)
] v

As formas wj; s6 dependem da métrica Riemanniana de M" e da parte tangente do

referencial {e4 }. As formas
dw;; — ;wik A wij = O
sdo as formas de curvatura da métrica Riemanniana de M". As formas
dwyg — Y Way Nwyp = Qyg, (5.20)
0

onde
Qaﬁ = _E ZR“ﬁifwi N wj

sdo chamadas as formas de curvatura normal de M".

Da equacao 5.17 temos
1
) ;:Rijklwk A wp = Qjj
= dwl] - Zwik A wk]-
k

= Zwm VAN wa]- + 51]

I
( (hiichty — hij ?k)) wr N\ Wi
Kl

1
E Z ijklWk N wy,
k1

NIH

ou seja

Rija = dixdjn — 0udje — Y (el — hijhfy). (5.21)
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Da equagdo 5.19, concluimos de maneira andloga que
3 T Regijos Aoy = Qg
i

= dw,p — ;wm A wqyp

— ;w“k N wip + ﬁtxﬁ

E(pe) (pie) o

_ §2(2< i) )
—Z ZRa,Bz]wl N wj,

ij

ou seja

Rapij = — Y (Hhb — hHE). (5.22)
k

As equagdes 5.21 e 5.22 sdo conhecidas como Equagio de Gauss e Equagio de Ricci,
respectivamente.
Da defini¢do 3.8.2, da proposigdo 3.8.1 e da equagdo 5.21 obtemos a seguinte ex-

pressdo para o tensor curvatura de Ricci Ry,

Ry = (n—1) lk—Z(Zh) +Zh1] i (5.23)

e segue imediatamente da equacdo anterior (ver definigdo 3.8.2) que a expressdo para
a curvatura escalar E é dada por
E=tr(Ry) =n(n—1) ZZh + Y (h%)?
a,i,j

:n(n—l)—n2H2+S

onde S =}, ; i(h] ) é a norma quadrada de B.
Da proposigdo 4.3.1 a equagdo de Codazzi, no referencial {e, ..., en+p}, se escreve
como

h = i (5.24)

Nos iremos definir a segunda derivada covariante V'V B da segunda forma fundamen-
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tal B por

(VwVxB)(Y,Z) = Vig(VxB(Y, Z)) — (VxB)(VwY, Z)
— (VxB)(Y,VwZ) — (Vy,xB)(Y, Z)
= Viw[Vx(B(Y,Z)) — B(VxY,Z) — B(Y,VxZ)]
— Vx(B(VwY,Z)) +B(VxVwY,Z) + B(VwY, VxZ)
— Vx(B(Y,VwZ)) +B(VxY,VwZ) + B(Y,VxVwZ)
V%, x(B(Y,Z)) + B(Vy,xY,Z) + B(Y,Vy,xZ)
= ViyVx(B(Y,2)) — Viy(B(VxY, Z)) — Viy(B(Y, VxZ))
— Vx(B(VwY,Z))+B(VxVwY,Z) + B(VyY,VxZ)
— Vx(B(Y,VwZ)) + B(VxY,VwZ) 4+ B(Y,VxVwZ)
— Ve, x(B(Y,Z)) + B(Vy,xY, Z) + B(Y, Vy,xZ).
Para quaisquer campos de vetores tangentes X,Y,Z, W em M". Um célculo simples

mostra que
(VwVxB)(Y,Z) — (VxVwB)(Y,Z)

= ViV (B(Y,Z)) ~ V¥V (B(Y, 2)) — V&, x(B(Y,Z)) + V& w(B(Y,Z))
+B(VxVwY,Z) —B(VwVxY,Z) + B(Vy,xY,Z) = B(Vy,wY,Z)
+B(Y,VxVwZ) —B(Y,VwVxZ) + B(Y,Vy,xZ) — B(Y,Vy,wZ)

— (Vi V%~ VAVl — Vb, + V) B(Y,2)
+B(VxVwY = VwVxY + Vy,xY - Vy,wY, Z)
+B(Y,VxVwZ - VwVxZ +Vy,xZ - Vy,wZ)

= R+(X,W)B(Y,Z) — B(R(X, W)Y, Z) — B(R(X,W)Z,Y)

que no referencial {ej, ..., e, 1} se escreve como
h?;'kl — ?;'lk = Zh?mRm]'kl + Zh?mRmikl — Zhg‘Rwﬁkl' (5.25)
m m ‘B
O Laplaciano Ah"‘ de hj; é definido por

Ahlx Z hl]kk
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Da equacdo de Codazzi 5.24 e da equagdo 5.25, nés obtemos para qualquer a
Ahj; = ;hifijk

= Y Mg+ Y M Romije + ) i Rokic — ZhlfiR“ﬁjk
k k,m Bk

k,m

= ) Mg+ Y M Ruije + ) i R — Zh][jiszﬁjk- (5.26)
k k,m km B.k

Observagio 5.3.1. Seja M, (R) e espago vetorial real das matrizes n x n sobre R.
Entdo,

N(A):=tr(AA") >0, VA € M,x,(R),
em que A’ denota a tranposta da matriz M.

De fato, considere a matriz A, e chame B = Af. Notemos os elementos de AB por
(AB)ij = Yk aiby;. Recordando que b;; = aj;, temos
N(A) = tr(AA") = tr(AB) = ) (AB)ii =), <2aikbki) =Y agan =Y (ax)* > 0.
i i\ k ik ik
Proposic¢ao 5.3.1. Seja M" uma subvariedade tipo-espaco completa imersa no espaco de De

Sitter Szw(l) com vetor curvatura média paralelo h. Entdo nds temos

%AS = ). (hy)?* +nS—n*H> —nHY_tr(H"(H")?)
w,i,jk o
+Y [tr(H*HP)]* + Y N(H"HF — HPH"), (5.27)
wp wp

onde N(A) = tr(AA"), para cada matriz A = (aj;).

Demonstragio. como o vetor curvatura média é paralelo, implica que a curvatura média
H é constante. Se H = 0, M" é maximal e de [14] nés sabemos que M" é totalmente

geodésica. Se H # 0, nds escolhemos ¢, 11 = %, e da definicdo de h

1 1
h=a (Zh?fl) eniit ) (Zh> 2
i a>n-+2 i
obtemos diretamente que
trH"™ ' = nH, #rH* =0, a >n+2 (5.28)

onde H* denota a matriz (hf;) Como h é paralelo, temos

Y hfi =0, Vi (5.29)
k



1
Wantl = <vLem ent1) = —(ea, VLen—i—l> = _H<€txz vLh> =0, Va.

Além disso
HD(HTH-l — HrH_lHa.

De fato, como dw, ,+1 = 0, Va a equagado 5.20 resume-se a

1
5 Y Rutipijwi Awj =0
i

que implica, R, 114ij = 0. Dai pela equacéo 5.22 concluimos que

By _
;(hg“hfl — W) = 0.
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(5.30)

(5.31)

Logo, considerando o elemento genérico ij na representacdo matricial, podemos escre-

ver

1 _ 1.8 _ 1.8 _ Bpnt+l _ 1
(H""'HP); = Zl:h;f hy; = ;h;lﬁ hy, = Zl:hﬂh?]* = (HPH"');
De 5.26, 5.21 temos paraa = n + 1,

AR =) it R + kE iyt Ry — ; MR 1
,m ,

k,m

= ot~ gy~ DO ) |
k,m B

+ kZh”mjl {5mj5kk — SOt — %(hi M hﬁkhfj)}
M

— Y M (R, — W)

/S,k,m
= {Zh (0 — Ouikdy;) } - ; et (e — )
,m , M

+ {Zhﬁl(fsmﬂkk - 5mk5k,~)} — Y I e, — E )
km Bm
B 11,8 118
o Z hki(h;?nj hkm _th—’; hjm)
B/k,m

_ 1 11,8 1,8 11,8 1.8 11,8 1,8
= nh?].+ —nHéijJr Z h,’;ﬁ hmkhij—z Z h,’{’nt hmjhik+ Z hZ;lL h" h

‘B,k,m ﬁ/k/m ‘B,k,m

1 1 11,8 1B
—nH) Py R b
m B/k,m

mk'Tkj
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eparaa >n—+1

AR = nh + Y d b G =2 Y ng D 4 Y
B.k,m B.km B.k,m

mi m]

—nHY h Y e kbt
m B.k,m

E dai,
1
SAS = Y. (BE)?+ ) hiang = ) ( f;k)2+2h;?j+1Ah;?j+1+ Y. Yo nang
i,k a,i,j w,i,jk ij a>n+1 i,
_ 2 1\2 1 1pn+1pp 1B
= ) (W) +n ) (W)  —nHY Bgo+ ) B g b
o,i,fk i,j i,j B.i,jkm
1y,n+17,8 1,8 1pn+13,8 1.8
=2 ) R R+ Y Ry
B.i,jkm B.i,jkm
1p,n+17,n+1 1yn+17.6 1P
—nH YR e Y W W Y hh
i,j,m B.i,jkm a>n+1,i,
+ LY =2 Y Y bk
a>n+1B,ijkm a>n+1B,i,jkm
B 1B +1 B 1B
+ )Y Mk —nH Y Y gEL L Y Y b
a>n+1B,i,jkm a>n+1i,j,m x>n+1B,i,jk,m
_ 2 2142 B 1B B 1B
= Z( k)" +nS—n"H™ + Z i Moy — 2 Z i o i
o,i,fk w,B,i,j,km w,B,i,jkm
B 1B +1 B 1B
+ L R G —nH Y BRH  Y kS RE
w,B,i,5km o,i,j,m w,B,1,ikm
= )2 +nS—n?H>—nHY tr(H"(H")?
ijk
o,i,fk 14
+ Y [tr(H*HP))* + Y_ N(H*HP — HFH").
B ap

5.4 Uma desigualdade tipo Simons

Antes de demonstrarmos o teorema principal desta se¢cdo precisamos do seguinte lema

algébrico.

Lema 5.4.1. (Walcy Santos [28]) Sejam A,B : R" — R" aplicacdes lineares simétricas tais

que AB—BA =0etrA = trB = 0. Entdo

"2 A2 (B2 < trA?B < — T

2
n(n—1) vn(n—1)

(trA%)(trB*)1/2 (5.32)
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e a igualdade é satisfeita do lado direito (resp. do lado esquerdo) se e somente se n — 1 dos

autovalores x; de A e os correspondentes autovalores y; de B satisfazem

2\1/2
x| = M, xixj > 0,
n(n—1)
2\1/2 2)1/2
P U:io Sy (P i :io 5.3
n(n—1) n(n—1)

Teorema 5.4.1. (Uma desigualdade tipo Simons). Seja M" uma subvariedade tipo-espago

completa no espago de De Sitter SZ“ (1) com vetor curvatura média paralelo. Entdo a seguinte

desigualdade é satisfeita:

> n(n-2)
p n(n—1)

Demonstragido. Como o vetor curvatura média é paralelo ou H = 0 ou H # 0. Supo-

%A|<I>|2 > \cp\z< H|®| +n(1—H2)>. (5.34)

nhamos inicialmente que H # 0. Escolhemos um referencial ortonormal adaptado tal

que e, = % Como ¢,,41 é uma diregdo paralela, é facil verificar que

Ppntl iis CI)"‘ = hf;, a>n-+1,

1
= h;?]% — H;;
d"l = H"1 _HI, @ =H* a>n+1,

N(®" ) = ("2 = tr(H"1)2 — nH?, (5.35)

onde ®* e H* denotam, respectivamente, as matrizes (P ) (h"‘) Além do mais

tr(H"™H3 = tr(®"1)3 4 3Htr(®" )2 + nH3. (5.36)
E por defini¢ao
N(®Y) = tr((® Zcb;’;cbj; = Z )2,
1,
D> = ZN (@) =Y ( q>;?;) =S —n]Hz. (5.37)

a,i,j
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Substituindo, temos

1
EA|c1>|2 = Y (hy) +n ) (h 2—nHY tr(H"(H")?)
i,k a,i,j [
+ Y [tr(H*HP)]* + )" N(H"HP — HPH")
wp wp

2
= Y (@) +n Z (@4 + Hoy) " —nH? — nHtr(H"™1)?
w,i,jk

—nH Y tr <(<I>”“ + HI) (q>“)2> + (b (D)2 4 nH?)?
a>n+1

+ Y (@ + HI)(PF)2+ Y (tr((@%)(@"T + HI)))?
B>n+1 a>n+1
+ Y (tr(@"®F))2+ Y N(9"DF — P D)
w,p>n+1 a,B
= Y ( ) —|—n2(<b —|—2nZHCI>Z] 5 +nY (Hb;)* —n*H?

1,5k a,i,j i, i f

—nH(tr(®")° + 3Htr ("> + nH?) —nH Y tr(®"TH(d)?)
a>n+1
—nH* Y (DY) 4 (tr(®"T)?)? 4+ 2nHtr (") + n2H*
a>n+1
+ Y (tr(@"'F) + Hir(@F))2+ Y (tr(@"@") + Hir(P"))?
B>n+1 a>n+1
+ Y (tr(@"®F))2 + Y N(9"DF — P D)
a,f>n+1 a,p
= Y (D)7 +n Y (D)7 —nHY  tr(D"(D4)?)
a,i,jk a,i,j %
— nH? Ztr (@) + ) (tr(9*DF))* + Y N(P"DF — DPO?)
apB ap
= ) (@) — H?)|® —nHY_ tr(®"(9%)?)
i,k «
+ Y (tr(@"@P))2 + ) N(D"DF — DPDY)
B ap

Aplicando o lema 5.4.1 a ®* e ®" ! nés temos

n—2

n+1 x\2
|tr (@™ (D) )\<m

N(®"1)N (D). (5.38)

Agora fazendo a soma para todo & # n + 1 no lado direito da equagdo acima e usando
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5.37 nos temos

-2
r(@(@Y)2) < T2 /N(@n+) Y N(OY)
; vn(n—1) ;
< 122 jep (5:39)
n(n—1)
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

o = (;N(Cb”‘))z < <;12) (Z(N(q""))z) = P;NZ(CD”‘)

= pY (rd* @) < p ) (trd"®F)? (5.40)
o a,ﬁ

E segue de 5.4, 5.39 e 5.40 que a desigualdade 5.34 é satisfeita.
Se H = 0, M" é chamada maximal. Neste caso, ) ; h;; = 0 para todo «, que junto

com 5.27 implica que

1 1
E|c1>|2 =545 = Y. (hfy)? +nS + Y [tr(H*HF))?
w,i,jk a,p
+Y N(H"HF — HPH") > nS+ Y N?*(H")
«,B o
2 2 2 |CD|2
= n|®|*+)_ N*(H*) > |P| <7+n) : (5.41)
o

5.5 O Principio do Mdximo

Nesta se¢do iremos apenas mencionar um principio do méximo que desempenha um
papel importante no estudo de geometria diferencial em variedades Riemannianas. O

primeiro é conhecido como principio do médximo de Hopf.

Lema 5.5.1. Seja M um variedade Riamanniana compacta. Se uma funcio f de classe C* em
M satisfaz Af > 0ou Af <0, entdo f é uma fungdo constante, onde A denota o laplaciano em
M.

Como uma generalizagdo do principio do méximo de Hopf, Omori [24] e Yau [32]
provaram um importante teorema, que é conhecido como o principio do maximo genera-

lizado.
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Lema 5.5.2. (Principio do mdximo generalizado) Seja M" uma variedade Riemanniana com-
pleta conexa com curvatura de Ricci limitada por baixo e seja f : M" — R uma fungio de
classe C? que é limitada inferiormente em M. Entdo existe uma sequéncia de pontos {py} em

M" satisfazendo

lim f(px) =inf(f), Um |Vf(pr)|=0 e liminfAf(px) > 0.
k—oc0 k—o0 k—o0
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Capitulo 6
RESULTADOS DE RIGIDEZ

Antes de enunciar o resultado principal deste trabalho, deixaremos aqui o seguinte

lema técnico.

Lema 6.0.3. Seja Py o polinomio definido em 2, entdo:

a) Se H? < 4(n — 1)/n?, entdo Py (x) > 0 para todo x € R.

b) Se H?> = 4(n — 1) /n?, podemos escrever H = 2+/(n — 1) /n; a raiz (dupla) de Py é
n(n—2) o 2
2y/n(n—1) vn'’

tal que Py (x) = (x — (n —2)/+/n)? > 0 para todo x € R.

a(n,H,p) =

¢) Se H?> > 4(n —1)/n?, entdo Py tem duas raizes reais = (n, H, p) e at (n, H, p) dadas

por

«*(n, H, p) = ﬁ ((n—z)Hj: \/n2H2—4(n—1)). 6.1)

a™ (n, H, p) sempre é positiva; por outro lado, «~ (n, H, p) > 0 se, e somente se

(n—2)H —\/n2H2 —4(n —1) > 0,

que é satisfeita se e somente se 4(n — 1) /n* < H? < 1. De maneira andloga, o= (n, H, p) =

0 se, e somente se H> = 1ea™(n,H,p) < 0 se, e somente se H*> > 1.
6.1 Teorema Principal

Teorema 6.1.1. Seja M" (n > 3) uma subvariedade tipo-espago completa no espago de De

Sitter S;er (1) com vetor curvatura média paralelo. Entio ou

a) H2 < % e M" é totalmente umbilica ou

b) H> > 4(';—;1) e max{0,a~(n,H,p)} < sup|®| < at(n,H,p), onde a=(n,H,p) e
a™(n, H, p) sdo as raizes reais do polindmio quadritico
¥ n(n-2)

2
; n(n_l)Hx+n(1 H”). (6.2)

PH(X) =



Além do mais, se a igualdade for satisfeita e M é nio totalmente umbilica entio p = 1.

Demonstragio. Consideremos a fungdo positiva F em M" definida por F = W.

Um calculo simples mostra que

VIOPP L AP

2 A el I — ==
VER = fa+ jopp 200+ [O2)2

+ 3|VE2 (6.3)

Agora, de 5.34 e 6.3 n6s obtemos

N <|<I>|2_n<n—z)

—_ g2 2
=21+ @P)2 | p n(n—l)H|q>| +n(l—H )) +3|VF|~. (6.4)

Assuma que a segunda forma fundamental (h?].H) de M" com respeito a e, tenha

sido diagonalizada e que seus autovalores sejam iguais a /\?H. Logo

Ric(ej, ;) = (n—1)—<2h7].+1> hiE 2 2> (n—1) —nHh™ + Zh”“

J

_ (A?—H _ %) +(n—1) - 2H2 (6.5)

Assim a curvatura de Ricci de M" é limitada inferiormente. Como M" é tipo-espaco
e F > 0, podemos aplicar o lema 5.5.2 para a fun¢do F. Entdo podemos obter uma

sequéncia de pontos {pi} em M" tal que

lim F(px) = inf(F);

k—oc0
lim [0 (p) = sup @[ = (sup|@])% 66)
khm IVE(px)] = 0; liminfAF(pg) > 0.
—00

Aplicando 6.4 na sequencia obtida e usando 6.6 temos

lim F(px)AF(px) >0,
k—o0

lim 3|VF(pr)|* =0,
k—yo0

P (p) |®|2(Pk)_ n(n—2) 1P
i ST+ R < VT U H)>20'
e portanto

sup || sup |P]*  n(n—2) 2
— H S +n(l—H < 0. 6.7
(1+ sup |®|?)2 p nn—1) sup | @] + n( )] = (6.7)
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A desigualdade 6.7 mostra que sup |®| < co. Mais que isso, mostra que sup |$| = 0
ou max{0,a~ (n,H,p)} < sup|®| < a®(n,H,p). Se H®> < 4(n —1)/n?, da parte a)
do lema 6.0.3 implica Py (|®|) > 0 para todo |®|, mas como a igualdade em 6.7 é
verdadeira, temos que sup |®| = 0, e a conclusdo em a) do Teorema 6.1.1 segue. Agora

suponha que a primeira conclusdo de b) do Teorema 6.1.1 ndo seja satisfeita, i.e., que
sup |®| < a~(n,H,p) ou sup|®|>at(n H,p),

quando a~ (1, H, p) > 0, visto que sup |®| > 0. Entdo Py (sup |D|) é estritamente posi-
tivo, que implica que o lado direito de 6.7 é ndo negativo. Isto implica que sup |®|> = 0,
isto é, |<I>|2 =0, e entdo M" é totalmente umbilica.

Vamos supor agora que sup |®| = a~(n,H,p) > 0 ousup |®| = at(n,H,p). Em
particular, estes pressupostos implicam que M" nao é totalmente umbilica. Assumindo
além disso, que p > 2 vamos obter uma contradigdo. Como |®|> = ¥, N(P*) é uma
fungdo diferencidvel limitada por cima em M", podemos aplicar novamente o lema
5.5.2 para a funcio |®|?. Portanto, tomando subseqiiéncias se necessério, obtemos uma

sequéncia {px} em M" tal que

lim |®[*(py) = sup|®|* = (sup|®])?,

k— o0
klimN(CID“)(pk) = C, a=n+1,...,n+p,
—00
lim |[V|®[(p)| = 0, (6.8)
k—oo

lim sup(8|OP)(p) < 0,
k—o0

onde C, sdo constantes.
Recordemos que para provar a desigualdade 5.34 nés usamos as desiguadades 5.38
e 5.40. Entdo a igualdade ser4 satisfeita em 5.34 se, e somente se, for satisfeita em 5.38

e 5.40. Aplicando 5.34, 5.38 e 5.40 em (py), fazendo k — oo e usando 6.8 obtemos

1
0 > Ssup(Al®P)(py)

2 _
> sup |®|? sup [®I7_ _n(n—2) Hsup |®| +n(1—H?) |; (6.9)
p nn—1)
Cyi1sup |®|* < sup |®3; (6.10)
(sup [@*)? < p)_Cq. (6.11)

Como nos assumimos que sup |®| = a~(n, H,p) > 0 ousup |®| = a™(n, H, p), ambos

os lados da desigualdade 6.9 sdo iguais a zero. E como antes, a igualdade ser4 satisfeita
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em 6.9 se, e somente se a igualdade for satisfeita em 6.10 e 6.11. Mais precisamente,

6.10 e 6.11 podem ser escritas da seguinte forma

Cus1(sup|®@])> = Cuprsup|®[* = sup | = (sup |®])®,

(sup [®*)* = p})_Ci. (6.12)

Como M" néo é totalmente umbilica, 6.12 implica C,11 = sup |®| > 0 e entdo a se-
gunda férmula de 6.12 satisfaz (p —1)Cp; + p ZZIZH Ct = 0. Assim, se p > 2, como
todas as constantes C, sdo ndo-negativas, nés podemos inferir que 0 = C,,;1 = sup |P|

e M" é totalmente umbilica. O

Observagio 6.1.1. Quando a codimensdo de M" é 1, a subvariedade M" é chamada uma
hipersuperficie.
Dada uma hipersuperficie tipo-espaco M" com curvatura média constante H, para

cada g € M" n6s definimos o tensor ® : T,M — T, M por
(PX,Y) = (AX,Y) —H(X,Y),

onde A é o operador associado a segunda forma fundamental de M".
Nessa forma, é facil perceber que os autovalores de @ sdo da forma y; = x; — H, e
que
9 = T = g L)
Antes de provarmos o primeiro coroldrio do teorema 0.0.10, enunciaremos alguns
resultados importantes. O primeiro é um lema algébrico devido a M. Okumura [23] e
completado com o caso da igualdade por Alencar e do Carmo [3]. E o segundo é um

teorema de congruéncia devido a N. Abe, N. Koike, e S. Yamaguchi (Teorema 5.1 em

[1]).

Lema 6.1.1. Seja y;, i =1,...,n, niimeros reais com Y y; = 0 e Y u? = B> > 0. Entdo
n—2 3 3 n—2
_ -2 < I G
vn(n— 1)[3 SR vn(n—1)
e a igualdade é satisfeita se, e somente se (n — 1) dos niimeros y; sdo iguais a B//n(n —1)
ou (n — 1) dos niimeros y; sio iguais a —B//n(n —1).

B, (6.13)

Teorema 6.1.2. Seja M" uma hipersuperficie propria de uma forma espacial QTH (1). Assuma

que existem constantes A e u (A # p) e que o conjunto de todos os autovalores de A; é
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A, uy ou { A} para um vetor normal unitirio 1 em cada ponto de M". Entdo M" é localmente
M P Ui P

congruente ao cilindro hiperbélico

H'(c1) x §" Hea) = {(x,y) € ST Cc R!T? = R} xR

\x\z = —1/c¢q, \y|2 =1/cp}.
ondec; <0,c0>0el/c1+1/cp =1.

Corolario 6.1.1. Seja M" (n > 3) uma subvariedade tipo-espago completa em Sgﬂj (1) com
vetor curvatura média paralelo e H> > 4(';—;1). Se sup |®| < max{0,a (n,H,p)} ou

sup |®| > a™(n, H, p), entdo ou
a) M" é totalmente umbilica ou

b) sup |®| =a (n,H,p) > 0ousup|®| =at(n H,p).

Além disso, se sup |®| = a~ (n, H, p) > 0 e este supremo é atingido em M", entdo M"

é isométrica ao cilindro hiperbélico H* x S"~1,

Demonstragio. Observe, inicialmente, que a~ (1, H, p) < 0 pode implicar sup |®| = 0,

que de imediato nos dé a). Entdo suponha que
0 <sup|®| <a (nH,p)ousup|®| >at(n H,p),
da demonstracdo do teorema anterior, temos a). Restando as igualdades
sup [®| =a~(n,H,p) > 0ousup |®| =a™(n,H,p)

emb).

Vamos mostrar agora a segunda parte de b). Antes de tudo, da segunda parte de b)
do Teorema 6.1.1, concluimos que p = 1.

Supondo sup |®| = a~(n,H,p) > 0, nds temos |®| < a~ (n, H, p), isso significa
que Py (|®|) > 0 para cada |®|, onde Py é o polindmio 2. Este fato e a desigualdade
tipo Simons 5.4.1,

SAPP > [@2Py (),

implicam que A|®|?> > 0. Por hipétese, sup |®| é atingido em algum ponto de M",

entdo noés aplicamos o principio do maximo de Hopf (lema 5.5.1) para mostrar que ||
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é constante e assim |®| = a~ (1, H, p). Usando novamente a desigualdade tipo Simons

5.4.1, n6s obtemos

0= SAIRP > [®[Py(|®]) = (a (n,H,p)) Pu(a (n,H,p)) =0,

entdo a igualdade é satisfeita no lema 6.1.1. Disto segue que (n — 1) dos autovalores

ki — H de ®, sdo iguais a
@ _a(nHp)

Vnin—1)  /n(n—-1)"

ou igual ao negativo desta tltima expressdo. Isto significa que a hipersuperficie M"

tem (n — 1) curvaturas principais iguais e constantes. Como nH = }_k; e H é constante,
a outra curvatura principal também é constante. O teorema 6.1.2 mostra que M" é

isométrica a um cilindro hiperbdlico. O

Corolario 6.1.2. Seja M" (n > 3) uma subvariedade tipo-espago completa em Szﬂj (1) com
vetor curvatura média paralelo e H> > 4(7;—;1). Se M" tem curvatura escalar constante e
sup |®| < max{0,a(n,H,p)} ou sup|®| > at(n, H,p), entdo ou M" é totalmente

umbilica ou M" é isométrica a um cilindro hiperbélico H* x S"~1,

Demonstragio. A hipétese e o corolario 6.1.1 implica que M" é totalmente umbilica ou
sup |®| = a~(n,H,p) ousup |®| = a™(n, H,p). Como nds estamos assumindo que a

curvatura escalar E é constante, da expressao em 5.3,
E=n(n—-1)—n*H?>+5,
noés temos que S é constante, e da expressdo em 5.37,
|®|? =S —nH?,

concluimos que |®| também é constante.
Supondo inicialmente que sup |®| = a™ (1, H, p), obtemos |®| = a™(n,H, p), e da
equacdo 6.1
P2 = —nH?+

onde

Ci=-n+ n2H2—|—(n—2)H\/n2H2—4(n—1)>.

=

Usando novamente a equagao 5.37, temos

S=0Cy,
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e do teorema 0.0.7, M"* é um cilindro hiperbdlico.

Suponha agora que sup |®| = a~(n,H,p) > 0, como |P| é constante, sup |P| é
atingido em algum ponto de M" e, do corolério anterior, M"* é isométrica a um cilindro

hiperbélico. O
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