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RESUMO

Neste trabalho consideramos uma subvariedade completa tipo-espaço Mn imersa

no espaço de De Sitter Sn+p
p (1) com vetor curvatura média pararelo. Usamos uma

desigualdade tipo Simons para obter alguns resultados de rigidez caracterizando sub-

variedades totalmente umbilicas e cilinndros hiperbólicos em Sn+p
p (1).

Palavras-chave: espaço de De Sitter, subvariedade tipo-espaço, vetor curvatura média

paralelo, desigualdade de Simons.



ABSTRACT

In this work we consider a complete spacelike submanifold Mn immersed in the

De Sitter space Sn+p
p (1) with parallel mean curvature vector. We use a Simons type

inequality to obtain some rigidity results characterizing umbilical submanifolds and

hyperbolic cylinders in Sn+p
p (1).

Keywords: De Sitter space, spacelike submanifolds, parallel mean curvature vector,

Simons type inequality.
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INTRODUÇÃO

Uma variedade semi-Riemanniana conexa de dimensão n + p, ı́ndice p e de curva-

tura constante c, será chamada uma forma espacial indefinida de ı́ndice p e notada por

Qn+p
p (c). Em particular, se c > 0, nós a chamamos de espaço de De Sitter de ı́ndice p e

a denotamos por Sn+p
p (c). Uma imersão ψ : Mn → Sn+p

p (c) é chamada tipo espaço se a

métrica induzida em Mn da métrica de Sn+p
p (c) é positiva definida.

Em 1977 A.J. Goddard [11] conjecturou que hipersuperfı́cies completas tipo espaço

com curvatura média constante no espaço de De Sitter Sn+1
1 são totalmente umbı́licas.

Mas desde 1981 é conhecido um contra exemplo de Dajczer e Nomizu [9] de uma

superfı́cie de curvatura média constante H > 1 em S3
1 que não é totalmente umbı́lica,

dado a seguir.

Exemplo 0.0.1. Para r > 0 seja f : R2 → S3
1 dada por

f (x, y) =
(

r cosh
x
r

, r sinh
x
r

,
√

1 + r2 cos
y√

1 + r2
,
√

1 + r2 sin
y√

1 + r2

)
.

Esta é uma imersão planar com curvaturas principais
r√

1 + r2
e

√
1 + r2

r
.

Claramente f não é umbı́lica e H > 1.

A primeira solução parcial para a conjectura de Goddard foi dada por J. Rama-

nathan.

Teorema 0.0.1. ([27], 1987) Seja ψ : M2 → S3
1 uma imersão completa tipo espaço com curva-

tura constante H, com H2 < 1. Então ψ é totalmente umbı́lica.

Exemplo 0.0.2. Seja r ≥ 0 e defina fr : S2 → S3
1 por fr(x) = (sinh rx, cosh rx). A

imersão fr tem curvatura constante H = tanh(r). Então, existe uma superfı́cie com-

pleta tipo espaço em S3
1 com curvatura média constante H para todo H2 < 1 [27].

Teorema 0.0.2. ([2], 1987) Seja Mn+1(c) uma variedade de Lorentz de dimensão n + 1 e

curvatura constante c > 0. Seja Mn uma hipersuperfı́cie completa tipo espaço com curvatura

constante H imersa em Mn+1(c) tal que
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1. |H| ≤ c
1
2 se n + 2;

2. |H| < 2[(n− 1)c]
1
2 /n, se n > 2.

Então Mn é totalmente umbı́lica.

Um ano depois, S. Montiel resolveu a conjectura de Goddard para hypersuperfı́cies

tipo espaço compactas em Sn+1
1 sem restrição sobre o valor da curvatura média H.

Teorema 0.0.3. ([21], 1988) Seja Mn uma hipersuperfı́cie tipo espaço compacta imersa no

espaço de De Sitter Sn+1
1 com curvatura média constante H. Então ela é totalmente umbı́lica.

Além do mais, a menos de um movimento rı́gido em Sn+1
1 , Mn coincide com alguma das hiper-

superfı́cies descritas no exemplo abaixo.

Exemplo 0.0.3. Defina

Mn
σ,τ = {x ∈ Sn+1

1 ; 〈x, a〉 = τ},

onde a = (a0, a1, . . . , an+1) ∈ Rn+2
1 , |a|2 = σ = 0, 1,−1 e τ2 > σ. A segunda forma

fundamental B de Mn
σ,τ é dada por

Bv =
τ√

τ2 − σ
v

para v tangente a Mn
σ,τ. Assim, Mn

σ,τ é umbı́lica com curvatura média H2 = τ2

(τ2−σ)
. É

possivel verificar que Mn
σ,τ cai em uma das seguintes três categorias:

a) se σ = 1, então Mn
1,τ é isométrica a um espaço hiperbólico de dimensão n, curva-

tura seccional −1
τ2−1 e H2 assume valores no intervalo (1, ∞);

b) se σ = 0, então Mn
0,τ é isométrica ao espaço euclideano Rn e H2 = 1;

c) Se σ = −1, então Mn
−1,τ é isométrica a uma esfera de dimensão n com curvatura

seccional constante 1
τ2+1 e H2 assume valores no intervalo [0, 1).

Observação 0.0.1. Os exemplos acima descrevem todas as hipersuperfı́cies tipo espaço

(totalmente) umbı́licas em Sn+1
1 . De fato, se Mn é umbı́lica, N um vetor ortonormal

em M e λ o autovalor da segunda forma fundamental, façamos a = λi + N, onde

i : Sn+1 ⊂ Rn+2
1 é a inclusão natural. Então a ∈ Rn+2

1 é constante, |a|2 = λ2 − 1 e Mn

está contido na interseção de Sn+1
1 e o hiperplano de Rn+1

1 determinado por a.
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Exemplo 0.0.4. As outras, bem conhecidas, hipersuperfı́cies completas tipo espaço com

curvatura média constante são dadas por

Mn = {p ∈ Sn+1
1 : p2

k+1 + · · ·+ p2
n+1 = cosh2 r},

quando r ∈ R e 1 ≤ k ≤ n. É possı́vel provar que M é isométrica ao produto Rieman-

niano Hk(sinh r)× Sn−k(cosh r) de um espaço hiperbólico n-dimensional e uma esfera

(n− k)-dimensional de raio sinh r e cosh r, respectivamente. M tem k curvaturas prin-

cipais iguais a coth r e (n− k) curvaturas principais iguais a tanh r, então a curvatura

média é dada por

nH = k coth r + (n− k) tanh r.

Quando k = 1 a hipersuperfı́cie M é isométrica ao produto Riemanniano H1(sinh r)×

Sn−1(cosh r) e é chamada um cilı́ndro hiperbólico.

Em [22], Montiel provou o seguinte teorema:

Teorema 0.0.4. Seja Mn (n ≥ 3) uma hipersuperfı́cie completa tipo espaço no espaço de De

Sitter Sn+1
1 (1), com curvatura média constante H = 2

√
(n− 1)/n. Se M não é conexa no

infinito, isto é, M tem pelo menos dois fins, então M é, a menos de isometrias, um cilindro

hiperbólico.

Em 1997, Li [13], descobriu que o resultado de Montiel, acima, ainda se mantém

para subvariedades completas tipo espaço de altas codimensões no espaço de De Sitter

Sn+p
p (1). De fato, ele provou o seguinte teorema

Teorema 0.0.5. Seja Mn (n ≥ 3) uma hipersuperfı́cie completa tipo espaço no espaço de De

Sitter Sn+p
p (1), com vetor curvatura média paralelo. Se H2 = 4(n− 1)/n2 e M não é conexa

no infinito, isto é, M tem pelo menos dois fins, então M é, a menos de isometrias, um cilindro

hiperbólico em Sn+1
1 (1).

Em 1991, Ki, Kim, Nakagawa [16, p. 206] obtiveram os seguintes resultados

Teorema 0.0.6. Seja M uma hipersuperfı́cie completa tipo espaço com curvatura média cons-

tante de uma forma espacial de Lorentz Mn+1
1 (c). Se ela satisfaz uma das seguintes proprieda-

des:

a) c ≤ 0,
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b) c > 0, n ≥ 3 e n2H2 ≥ 4(n− 1)c,

c) c > 0, n = 2 e n2H2 > 4c,

então S ≤ S+(1), onde S é a norma da segunda forma fundamental de M e S+(1) é uma

constante positiva cujo quadrado é definido por

−nc +
n

2(n− 1)

(
n2H2 + (n− 2)H

√
n2H2 − 4(n− 1)c

)
.

Se a igualdade for satisfeita em um ponto p ∈ M, então ∇B(p) = 0

Como uma aplicação do teorema acima, um cilindro hiperbólico de uma forma

espacial de Lorentz pode ser caracterizado.

Teorema 0.0.7. O cilindro hiperbólico é a única hipersuperfı́cie tipo-espaço completa com cur-

vatura média constante não nula de Mn+1
1 (c), cuja norma da segunda forma fundamental é

igual a S+(1).

Em 2001, X. Liu [18, p. 241], obteve o seguinte resultado

Teorema 0.0.8. Seja Mn (n ≥ 3) uma subvariedade completa tipo espaço no espaço de De

Sitter Sn+p
p (c) com vetor curvatura média paralelo. Se H2 = 4(n − 1)c/n2, então Mn é

totalmente umbı́lica, ou Mn é o cilindro hiperbólico H1(c1)× Sn−1(c2) em Sn+1
1 (c), ou Mn

tem volume ilimitado e curvatura de Ricci positiva e
∫

Mn Smdv = ∞ para qualquer m, onde S

é a norma quadrada da segunda forma fundamental de Mn.

Observação 0.0.2. Na notação de [16, p. 209], H1(c1)× Sn−1(c2) é definida por

H1(c1)×Sn−1(c2) = {(x, y) ∈ Sn+1
1 (c) ⊂ Rn+2

1 = R2
1×Rn : |x|2 = −1/c1, |y|2 = 1/c2}.

onde c1 < 0, c2 > 0 e 1/c1 + 1/c2 = 1/c.

Em 2003, Brasil, Colares e Palmas obtiveram em [4] um interessante teorema.

Teorema 0.0.9. Seja Mn, n ≥ 3, uma hipersuperfı́cie completa tipo espaço em Sn+1
1 com

curvatura média constante H > 0. Então sup |φ|2 < ∞ e

a) φ ≡ 0 e Mn é totalmente umbı́lica; ou

b) B−H ≤
√

sup |φ|2 ≤ B+
H, onde B−H ≤ B+

H são as raı́zes do polinômio

PH(x) = x2 − n(n− 2)√
n(n− 1)

Hx + n(1− H2). (1)
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Uma generalização do resultado acima para altas codimensões foi obtida por Brasil,

Rosa Chaves e Colares em [5], no ano de 2006. Como aplicação deste teorema foi

possı́vel caracterizar subvariedades totalmente umbı́licas e cilı́ndros hiperbólicos em

Sn+p
p (1).

Teorema 0.0.10. Seja Mn (n ≥ 3) uma subvariedade tipo-espaço completa no espaço de De

Sitter Sn+p
p (1) com vetor curvatura média paralelo. Então ou

a) H2 < 4(n−1)
n2 e Mn é totalmente umbı́lica ou

b) H2 ≥ 4(n−1)
n2 e max{0, α−(n, H, p)} ≤ sup |Φ| ≤ α+(n, H, p), onde α−(n, H, p) e

α+(n, H, p) são as raı́zes reais do polinômio quadrático

PH(x) =
x2

p
− n(n− 2)√

n(n− 1)
Hx + n(1− H2). (2)

Além do mais, se a igualdade for satisfeita e M é não totalmente umbı́lica então p = 1.

Nesta dissertação, faremos um estudo da demonstração do teorema 0.0.10, inici-

ando com algumas noções básicas sobre variedades diferenciáveis até os conceitos fun-

damentais que tornarão possı́veis um total entendimento mesmo.

Grande parte do que é mostrado nos capı́tulos 1, 2, 3 e 4 encontra-se em O’neil [25]

de maneira mais detalhada.



sid
nei

fc

Dissertação de Mestrado em Geometria Diferencial - sidnei furtado costa

6

Capı́tulo 1

VARIEDADES DIFERENCIÁVEIS

Um sistema de coordenadas (ou carta) em um espaço topológico S é um homeo-

morfismo ξ de um aberto U ∈ S em um aberto ξ(U) de Rn. Se nós escrevermos

ξ(p) = (x1(p), . . . , xn(p)) para cada p ∈ U

as funções resultantes x1, . . . , xn são chamadas de funções coordenadas de ξ. Então

ξ = (x1, . . . , xn) : U → Rn

Aqui nós chamamos n a dimensão de ξ.

Dois sistemas de coordenadas n-dimensionais ξ e η em S são chamados admissı́veis

se as funções ξ ◦ η−1 e η ◦ ξ−1 são ambas diferenciáveis. Explicitamente se ξ : U → Rn

e η : V → Rn, então η ◦ ξ−1 é definida no conjunto aberto ξ(U ∩ V ) e tomando valo-

res em η(U ∩ V ). Estas funções são então necessariamente diferenciáveis no sentido

Euclideano.

Definição 1.0.1. Um atlas A de dimensão n em um espaço S é uma coleção de sistemas

de coodenadas n-dimensionais em S tais que

• (A1) cada ponto de S está contido no domı́nio de algum sistema de coordenadas

V , e

• (A2) quaisquer dois sistemas de coordenadas em A são admissı́veis.

Um atlas em S faz com que seja possı́vel fazer cálculos consistentemente em todo

o S. Chame um atlas C em S completo se C contém cada sistema de coordenadas em S

que é admissı́vel com todos os sistemas de coordenadas de C.

Lema 1.0.1. Cada atlas A em S está contido em um único atlas completo.

Demonstração. Se A tem dimensão n, seja A′ o conjunto de todos os sistemas de coor-

denadas n-dimensionais em S que é admissı́vel com cada elemento de A.
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a) A′ é um atlas (de mesma dimensão que A).

Sendo (A1) óbvia, considere (A2). Se η1, η2 ∈ A′, então por simetria nós pre-

cisamos apenas provar que a função η1 ◦ η−1
2 é diferenciável no sentido Eucli-

diano. Para qualquer ponto p ∈ Rn em seu domı́nio, escolha um ξ ∈ C cujo

domı́nio contém η−1
2 (p). Como uma composição de aplicações diferenciáveis,

(η1 ◦ ξ−1) ◦ (i ◦ η−1
2 ) é diferenciável. Uma vez que esta função é igual a η1 ◦ η−1

2

em uma vizinhança de p, esta última é diferenciável nesta vizinhança. Sendo

diferenciabilidade uma propriedade local, a) segue.

b) A′ é completo. Se um sistema de coordenadas ξ ∈ S é admissı́vel com qualquer

elemento de A′ ⊃ A, então por definição ξ ∈ A.

c) A′ é o único atlas completo contendo A.

Definição 1.0.2. Uma variedade diferenciável M é um espaço de Hausdorff munido com

um atlas completo.

1.1 Aplicações diferenciáveis

Consideremos inicialmente o caso das funções reais f definidas em uma variedade

M, isto é, f : M → R. Se ξ : U → Rn é um sistema de coordenadas em M, então a

composta f ◦ ξ−1 : ξ(U) → R1 é chamada a expressão coordenada para f em termos de

ξ. Denotaremos por F(M) o anel das funções reais diferenciáveis em M.

Definição 1.1.1. Sejam Mm e Nn variedades. Uma aplicação f : M→ N é diferenciável

quando a expressão coordenada η ◦ f ◦ ξ−1 é diferenciável no sentido Euclideano (e

definida em um conjunto aberto do Rn), para todo sistema de coordenadas ξ em M e

η em N .

Definição 1.1.2. Um difeomorfismo f : M → N é uma aplicação diferenciável cuja in-

versa é também diferenciável.

1.2 Vetores Tangentes

Definição 1.2.1. Seja p um ponto de M. Um vetor tangente a M em p é uma função real

v : F(M)→ R tal que
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1. v(a f + bg) = av( f ) + bv(g)

2. v( f g) = v( f )g(p) + f (p)v(g) para todos a, b ∈ R e f , g ∈ F(M).

Em cada ponto p ∈ M seja TpM o conjunto de todos os vetores tangentes a M em p.

As definições usuais de adição de funções e multiplicação por escalar fazem de TpM

um espaço vetorial sobre R. Explicitamente

(v + w)( f ) = v( f ) + w( f )

(av)( f ) = av( f ) para todos f ∈ F(M), a ∈ R

e TpM é chamado o espaço tangente a M em p.

Definição 1.2.2. Seja ξ = (x1, . . . , xn) um sistema de coordenadas de M em p. Se

f ∈ F(M), seja
∂ f
∂xi (p) =

∂( f ◦ ξ−1)

∂ui (ξ p)

onde u1, . . . , un são as coordenadas naturais do Rn

Um cálculo simples mostra que a função

∂i|p =
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

: F(M)→ R

que leva cada f ∈ F(M) em (∂ f /∂xi)(p) é um vetor tangente a M em p.

Lema 1.2.1. Seja v ∈ TpM. (a) Se f , g ∈ F(M) são iguais em uma vizinhança de p, então

v( f ) = v(g). (b) Se h ∈ F(M) é constante em uma vizinhhança de p, então v(h) = 0.

Este lema é um modo de expressar o fato que vetores tangentes são objetos locais,

de outro modo: Se U é um conjunto aberto em M então, como uma variedade aberta,

U tem espaço tangente TpU em p ∈ U. Se v ∈ TpU defina

v( f ) = v( f |U) para todo f ∈ F(M)

Evidentemente v ∈ TpM, e a função v → v é um isomorfismo linear, e por simplici-

dade, doravante escreveremos apenas TpU = TpM.

Teorema 1.2.1. Se ϕ = (x1, . . . , xn) é um sistema de coordenadas de M em p, então os vetores

coordenados ∂1|p, . . . , ∂n|p formam uma base para o espaço tangente TpM; e
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v =
n

∑
i=1

v(xi)∂i|p para todo v ∈ TpM

Demonstração. A demonstração utiliza uma adaptação da expressão coordenada de

funções. Considere que ϕ : U → V seja uma carta onde supomos, sem perda de

generalidade, que V é uma bola aberta de raio ε com ϕ(p) = 0, assim x1(p) = . . . =

xn(p) = 0. Seja h : V → R uma função diferenciável, e f := h ◦ ϕ. Nós escrevemos

hi(y) :=
∫ 1

0

∂h
∂ui (t · y)dt (nota : h ∈ C∞ ⇒ hi ∈ C∞)

e efetuamos o seguinte cálculo:

n

∑
i=1

∂h
∂ui (t · y) ·

d(tui)

dt
=

∂h
∂t

(t · y),

que implica
n

∑
i=1

hi(y) · ui =
∫ 1

0

∂h
∂t

(t · y)dt = h(y)− h(0).

Disto nós temos, usando as identidades f = h ◦ ϕ, fi = hi ◦ ϕ, xi = ui ◦ ϕ, a equação

f (q)− f (p) =
n

∑
i=1

fi(q) · xi(q)

para um ponto variável q. Aplicando ∂i|p, nós temos por definição

∂ f
∂xi

∣∣∣∣
p
= fi(p).

Dado um vetor tangente v ∈ TpM, temos

v( f ) = v

(
f (p) +

n

∑
i=1

fi · xi

)
= 0 +

n

∑
i=1

v( fi) · xi(p) +
n

∑
i=1

fi(p)v(xi)

=
n

∑
i=1

∂ f
∂xi (p) · v(xi) =

(
n

∑
i=1

v(xi) · ∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
( f )

para toda f ∈ F(M). Resta mostrar que os vetores coordenados ∂i|p são linearmente

independentes. De fato, se ∑ ai∂i|p = 0, então aplicando ambos os lados em xj, temos:

0 = ∑ ai
∂

∂xi

∣∣∣∣
p
(xj) = ∑ ai

∂xj

∂xi (p) = ∑ aiδ
j
i = aj.
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1.3 Diferencial

Se v ∈ TpM então a função vφ : F(N) → R que leva cada g em v(g ◦ φ) é um vetor

tangente a N em φ(p). Para provar a propriedade de Leibniz, por exemplo, sejam

f , g ∈ F(N), então

vφ( f g) = v( f g ◦ φ) = v(( f ◦ φ)(g ◦ φ)) = v( f ◦ φ) f (φp) + f (φp)v(g ◦ φ)

= vφ( f )g(φp) + f (φp)vφpvφ(g).

Definição 1.3.1. Seja φ : M → N uma aplicação diferenciável. Para cada p ∈ M a

função

dφp : TpM→ TφpN

levando v em vφ é chamada a diferencial de φ em p.

Então dφp é caracterizada pela equação

dφp(v)g = v(g ◦ φ)

para todos v ∈ TpM e g ∈ F(N). Disto segue que o diferencial é linear.

1.4 Fibrado tangente

Para uma variedade M, seja

TM :=
⋃

p∈M
TpM

Um ponto de TM será notado por Xp se Xp ∈ TpM. Existe uma projeção natural

π : TM→ M

definida por π(Xp) = p.

As cartas locais de TM são constuı́das da seguinte forma: a cada carta local de M,

(U, ϕ) = (U; x1, . . . , xn) ∈ A , onde A é o atlas que define a estrutura diferenciável em

M, associamos a carta local TM seguinte

(π−1(U), φ) := (π−1(U); x1 ◦ π, . . . , xn ◦ π, ẋ1, . . . , ẋn)

onde ẋi são as funções reais definidas em π−1(U) através de ẋi(Xp) = Xp(xi). Mais

concretamente, as coordenadas locais de cada ponto Xp ∈ π−1(U) são dadas pelas
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coordenadas locais xi(p) de p = π(Xp) e pelas coordenadas de Xp ∈ TpM na base de

vetores coordenados ∂i|p, isto é, Xp = ∑ ẋi∂i|p.

Vemos portanto que a aplicação φ : π−1(U)→ R2n:

φ : Xp ∈ π−1(U) 7→
(

x1(p), . . . , xn(p), ẋ1(Xp), . . . , ẋn(Xp)
)
∈ R2n

define uma bijeção de π−1(U) sobre o aberto ϕ(U)×Rn ⊂ R2n. Definimos então uma

topologia em TM que tem como base os conjuntos da forma {φ−1(O)}(φ,O), onde O é

um aberto de R2n e φ é a aplicação associada a (U, ϕ) ∈ A , como definida acima. Desta

forma TM fica munida da estrutura de variedade de dimensão 2n.

Definição 1.4.1. Um campo de vetores (diferenciável de classe C∞) em M é uma seção

(diferenciável) do fibrado tangente TM, isto é, uma função diferenciável X : M→ TM

tal que π ◦ X = id.

Se X é um campo de vetores em M e f ∈ F(M), então X f denota uma função real

definida em M por

(X f )(p) = Xp( f ) para todo p ∈ M.

Então X é diferenciável sempre que X f ∈ F(M) para toda f ∈ F(M).

Representaremos por X(M) (resp., X(U)) o conjunto dos campos de vetores de

classe C∞ em M (resp., no aberto U ⊂ M).

Se ξ = (x1, . . . , xn) é um sistema de coordenadas em U ⊂ M, então para cada

1 ≤ i ≤ n, o campo de vetores ∂i em U que leva cada p em ∂i|p, é chamado o i-ésimo

campo de vetores coordenado de ξ. Estes campos de vetores são diferenciáveis, pois

∂i( f ) = ∂ f /∂xi. Daı́ é imediato do teorema da base que

X = ∑ X(xi)∂i.

Definição 1.4.2. Uma derivação em F(M) é uma função D : F(M)→ F(M) que satisfaz

1. D(a f + bg) = aD( f ) + bD(g), a, b ∈ R;

2. D( f g) = D( f )g + f D(g).

A definição de vetor tangente mostra que para um campo de vetores X ∈ X(M)

a função f → X f é uma derivação em F(M). Reciprocamente, toda derivação D em
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F(M) provém de um campo de vetores. De fato, para cada p ∈ M defina Xp : F(M)→

R por Xp( f ) = D( f )(p). As propriedades 1 e 2 de derivação mostram que Xp é um

vetor tangente a M em p; Isso signfica que X é um campo de vetores bem definido em

M. Mas X f = D( f ) ∈ F(M) para todo f ∈ F(M), então X é diferenciável e determina

a derivação D.

De agora em diante será conveniente considerar campos de vetores como derivações

em F(M). Esta interpretação leva a uma operação em campos de vetores. Se V, W ∈

X(M), seja [V, W] = VW −WV. Esta função de F(M) em F(M) leva cada f em

V(W f )−W(V f ). Não é difı́cil ver que [V, W] é uma derivação em F(M), e portanto

um campo de vetores em M, chamado o colchete de V e W.

Lema 1.4.1. A operação colchete em X(M) possui as seguintes propriedades:

a) [aV + bW, X] = a[V, X] + b[W, X], [X, aV + bW] = a[X, V] + b[X, W];

b) [W, V] = −[V, W];

c) [X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X, Y]] = 0.

1.5 Fibrado cotangente

Consideraremos agora o fibrado cotangente T∗M sobre M. Seja

T∗M :=
⋃

p∈M
T∗p M

onde T∗p M é o espaço dual a TpM, i.e., o espaço das formas lineares θp : TpM → R

(chamados às vezes ’covetores tangentes em p’). Um ponto de T∗M será notado por θp

se θp ∈ T∗p M. Existe uma projeção natural

π : T∗M→ M

definida por π(θp) = p.

A topologia e a estrutura diferenciável definem-se de maneira análoga à do fibrado

tangente, usando agora as cartas locais de T∗M dadas por:

(π−1(U); x1 ◦ π, . . . , xn ◦ π, p1, . . . , pn)

onde (U, ϕ) = (U; x1, . . . , xn) é uma carta local de M, e pi são as funções reais definidas

em π−1(U) através de pi(θp) = θp(∂i|p). Mais concretamente, as coordenadas locais
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de cada ponto θp ∈ π−1(U) são dadas pelas coordenadas locais xi(p) de p = π(θp)

e pelas coordenadas de θp ∈ T∗p M na base de covetores (dxi)p, dual à base de vetores

coordenados ∂i|p, i.e., (dxi)p(∂j|p) = δi
j e θp = ∑ pi(dxi)p.

Vemos portanto que a aplicação φ : π−1(U)→ R2n:

φ : θp ∈ π−1(U) 7→
(

x1(p), . . . , xn(p), p1(θp), . . . , pn(θp)
)

define um homeomorfismo de π−1(U) sobre o aberto ϕ(U)×Rn ⊂ R2n.

Definição 1.5.1. Uma 1-forma diferenciável em M é uma seção diferenciável do fibrado

cotangente T∗M:

θ : M→ T∗M.

Portanto uma 1-forma diferenciável θ associa a cada ponto p ∈ M uma aplicação

linear θ(p) = θp ∈ T∗M.

Se θ é uma 1-forma em M e X é um campo de vetores em M, denotamos por θX a

função real em M cujo valor em cada ponto p é θp(Xp). Uma 1-forma θ é diferenciável

se θX é diferenciável para todo X ∈ X(M).

Denotaremos por X∗(M) o conjunto de todas as 1-formas diferenciáveis em M.

1.6 Subvariedades

A grosso modo uma subvariedade P de uma variedade M é um subconjunto de M

que adquiriu a estrutura de variedade de M. Em particular nós iremos requerer que

P seja um subespaço topológico de M, isto é, tem a topologia induzida, para a qual

um subconjunto V de P é aberto se, e somente se existe um aberto V de M tal que

V ∩ P = V .

Definição 1.6.1. Uma variedade P é uma subvariedade da variedade M se:

1. P é um subespaço topológico de M;

2. A inclusão j : P ↪→ M é diferenciável e em cada ponto p ∈ P sua diferencial dj é

injetiva.

Se ξ : U → Rn é um sistema de coordenadas na variedade M, então fazendo n−m

funções coordenadas constantes, produzimos uma subvariedade m-dimensional cha-

mada uma ξ-coordenada slice (fatia) Σ de U. É fato que toda subvariedade pode ser

construı́da colando tais fatias.
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Definição 1.6.2. Seja P um subconjunto de Mn. Um sistema de coordenadas ξ : U →

Rn em M é adaptada a P se U ∩ P é uma ξ-coordenada slice de U

Por permutação das coordenadas, podemos sempre supor que as últimas n−m co-

ordenadas é que são constantes. Então seja ξP : U ∩ P→ Rm a restrição de (x1, . . . , xm)

a U ∩ P No caso P é uma subvariedade e segue-se usando o teorema da função inversa

que ξP é um difeomorfismo para a sua imagem (aberta) em Rm, e assim é um sistema

de coordenadas em P.

Proposição 1.6.1. Se Pm é uma subvariedade de Mn, então em cada ponto de P existe um

sistema de coordenadas de M adaptado a P.

Corolário 1.6.1. Seja Pm um subvariedade de Mn. Se f : N → M é uma aplicação dife-

renciável tal que f (N) ⊂ P, então a aplicação induzida f : N → P é diferenciável.

Corolário 1.6.2. Um subconjunto P de uma variedade diferenciável M pode ser feito uma

subvariedade de M por, no máximo, um caminho.

Proposição 1.6.2. Um subconjunto P de uma variedade M é uma subvariedade m-dimensional

se, e somente se, para cada ponto p ∈ P existir um sistema de coordenadas de M adaptado a P

por m-dimensionais slices.

Um campo de vetores X em M é tangente a uma subvariedade P de M desde que

Xp ∈ TpP para todo p ∈ P.(Relembre que para uma subvariedade, TpP é considerado

como um subespaço de TpM.)

1.7 Imersões

Lema 1.7.1. Seja f : Mm → Nn uma aplicação diferenciável, e seja p um ponto de M. Então

as seguintes afirmações são equivalentes:

1. A diferencial d fp é injetiva.

2. O matriz Jacobiana de d fp tem posto m relativo a uma (e portanto todos) escolha de

sistemas de coordenadas.

3. Se y1, . . . , yn é um sistema de coordenadas de N em f (p), então existem inteiros 1 ≤ i1 ≤

· · · ≤ im ≤ n tais que as funções yi1 ◦ f , . . . , yim ◦ f formam um sistema de coordenadas

de M em uma vizinhança de p.
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Definição 1.7.1. Uma imersão f : M → N é uma aplicação diferenciável tal que d fp é

injetiva para todo p ∈ M.

Um mergulho de uma variedade P em M e uma imersão injetiva f tal que a aplicação

induzida P→ f (P) é um homeomorfismo sobre o subespaço f (P) de M.

Subvariedades e mergulhos estão rigorosamente relacionados: se P é uma subvari-

edade de M, então a aplicação inclusão j : P ↪→ M é um mergulho. Reciprocamente,

se f : P → M é um mergulho, faça de sua imagem f (P) uma variedade, tal que a

aplicação induzida f : P → f (P) seja um difeomorfismo. Então f (P) é um subespaço

de M, e a aplicação inclusão j : f (P) ↪→ M é justamente f ◦ f
−1

, que pela regra da

cadeia é uma imersão. Então f (P) é uma subvariedade de M.
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Capı́tulo 2

TENSORES

2.1 Álgebra básica

As seguintes definições englobam os dois casos mais importantes que nós necesse-

citamos: o módulo X(M) sobre F(M) e o espaço vetorial TpM sobre R.

Sejam V1, . . . , Vs módulos sobre um anel K. Então V1× · · ·×Vs é o conjunto de todas

as s-uplas (v1, . . . , vs) com vi ∈ Vi. As definições usuais de adição e multiplicação por

um elemento de K em cada componente, fazem de V1 × · · · × Vs um módulo sobre K,

chamado um produto direto. Se W é também um módulo sobre K, a função

A : V1 × · · · ×Vs →W

é K-multilinear se A for K-linear em cada componente, isto é, para 1 ≤ i ≤ s e vj ∈ Vj

(j 6= i), a função

v→ A(v1, . . . , vi−1, v, vi+1, . . . , vs)

é K-linear.

Se V é um módulo sobre K, seja V∗ o conjuntos de todas as aplicaçães K-lineares de

V em K. As definições usuais de adição de funções e multiplicação por elementos de

K fazem de V∗ um módulo sobre K, chamado o módulo dual de V.

Definição 2.1.1. Para inteiros r ≥ 0, s ≥ 0 não simultâneamente nulos, uma função

K-linear A : (V∗)r ×Vs → K é chamada um tensor do tipo (r, s) sobre V.

O conjunto Ts
r(V) de todos os tensores do tipo (r, s) sobre V é um módulo sobre

K, novamente com as definiçães usuais de adição de funções e multiplicação por um

elemento de K. Um tensor do tipo (0, 0) sobre V é simplesmente um elemento de K.

2.2 Campo de tensores

Um campo de tensores A em uma variedade M é um tensor sobre o F(M)-módulo X(M),

como definido acima. Então se A é do tipo (r, s), ele é uma função F(M)-multilinear

A : X∗(M)r ×X(M)s → F(M).
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O conjunto de todos os campos de tensores em M será denotado por Tr
s(M).

Se A ∈ Tr
s(M) e B ∈ Tr′

s′(M), defina

A⊗ B : X∗(M)r+r′ ×X(M)s+s′ → F(M)

por

(A⊗B)(θ1, . . . , θr+r′ , X1, . . . , Xs+s′)

= A(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs)B(θr+1, . . . , θr+r′ , Xs+1, . . . , Xs+s′).

Então A⊗ B é um tensor do tipo (r + r′, s + s′), chamado o tensor produto de A e B.

Observação 2.2.1. Alguns casos especiais são:

1. T0
1(M) = X∗(M).

2. T1
0(M) = X(M).

3. Se A : X(M)s → X(M) é F(M)-multilinear, defina A : X∗(M)×X(M)r → F(M)

por

A(θ, X1, . . . , Xs) = θ(A(X1, . . . , Xs)), para todo θ ∈ X∗(M) e Xi ∈ X(M).

Evidentemente A é F(M)-multilinear, e portanto é um (1, s)-tensor.

4. Um tensor A ∈ Tr
s(M) tem um valor Ap em cada ponto p ∈ M, este valor é a

função

Ap : (TpM∗)r × (TpM)s → R

definida como segue. Se α1, . . . , αr ∈ T∗p M e x1, . . . , xs ∈ TpM, seja

Ap(α1, . . . , αr, x1, . . . , xs) = A(θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs)(p),

onde θ1, . . . , θr são quaisquer 1-formas em M tais que θi|p = αi (1 ≤ i ≤ r) e

X1, . . . , Xs são quaisquer campos de vetores tais que Xj|p = xj (1 ≤ j ≤ s).

Definição 2.2.1. Seja ξ = (x1, . . . , xn) um sistema de coordenadas em U ⊂ M. Se

A ∈ Tr
s(M), as componentes de A relativas a ξ são as funções de valores reais

Ai1...ir
j1...js = A(dxi1 , . . . , dxir , ∂j1 , . . . , ∂js) em U,

onde todos os ı́ndices vão de 1 até n = dim M.
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Lema 2.2.1. Seja x1, . . . , xn um sistema de coordenadas em U ⊂ M. Se A é um (r, s)-tensor,

então em U,

A = ∑ Ai1...ir
j1...js ∂i1 ⊗ · · · ⊗ ∂ir ⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs ,

onde cada ı́ndice é somado de 1 até n.

2.3 Formas bilineares simétricas

A geometria semi-Riemanniana envolve um caso particular de (0, 2) tensor em

espaços tangentes. Para estudar isso em geral, seja V um espaço vetorial real (de di-

mensão finita). Uma forma bilinear em V é uma função R-bilinear b : V × V → R, e

nós consideraremos somente os casos simétricos: b(v, w) = b(w, v) para todos v, w.

Definição 2.3.1. Uma forma bilinear simétrica b em V é

a) positiva [negativa] definida desde que v 6= 0 implica b(v, v) > 0 [< 0];

b) positiva [negativa] semidefinida desde que b(v, v) ≥ 0 [≤ 0] para todo v ∈ V;

c) não degenerada desde que b(v, w) = 0 para todo w implica v = 0.

Definição 2.3.2. O ı́ndice ν de uma forma bilinear simétrica b em V é o maior inteiro

que é dimensão de um subespaço W ⊂ V em que b|W é negativa definida.

Lema 2.3.1. Uma forma bilinear simétrica é não degenerada se, e somente se sua matriz com

relação a uma (e portanto todas) base é inversı́vel.

2.4 Produto escalar

Definição 2.4.1. Um produto escalar g em um espaço vetorial V é uma forma bilinear

simétrica não degenerada em V.

Aqui, e até o fim desta seção, V denotará um espaço com produto escalar, que é um

espaço vetorial (real de dimensão finita) munido com um produto escalar g.

Se W é um subespaço de V, seja

W⊥ = {v ∈ V : v⊥W}.

W⊥ é um subespaço de V chamado W perp.
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Lema 2.4.1. Se W é um subespaço de um espaço com produto escalar V, então

a) dim W + dim W⊥ = n = dim V,

b) (W⊥)⊥ = W.

Observação 2.4.1. Um subespaço W de V é chamado não degenerado se g|W é não dege-

nerada.

Lema 2.4.2. Um subespaço W de V é não degenerado se e somente se V é a soma direta de W

e W⊥.

Lema 2.4.3. Um espaço com produto escalar V 6= 0 tem uma base ortonormal.

Lema 2.4.4. Sejam e1, . . . , en uma base ortonormal para V, com εi = g(ei, ei). Então cada

v ∈ V tem uma única expressão

v = ∑ εig(v, ei)ei.
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Capı́tulo 3

VARIEDADES SEMI-RIEMANNIANAS

3.1 Métrica

Definição 3.1.1. Uma métrica em uma variedade diferenciável M é um (0, 2)-tensor g

simétrico, não degenerado de ı́ndice constante em M.

Em outras palavras, g ∈ T0
2(M) associa diferenciavelmente a cada ponto p um

produto escalar gp no espaço tangente TpM, e o ı́ndice de gp é o mesmo para todo p.

Definição 3.1.2. Uma variedade semi-Riemanniana é uma variedade diferenciável M mu-

nida com uma métrica g.

Assim, estritamente falando, uma variedade semi-Riemanniana é um par orde-

nado (M, g); duas métricas diferentes na mesma variedade constituem diferentes va-

riedades semi-Riemannianas. No entanto costumamos denotar uma Variedade semi-

Riemanniana com o nome de sua variedade diferenciável M, N, . . ..

O valor comum ν do ı́ndice de gp em uma variedade semi-Riemanniana M é cha-

mado de ı́ndice de M: 0 < ν < n =dim M. Se ν = 0, M é uma Variedade Riemanniana;

cada gp é então um produto interno (positivo definido) em Tp(M). Se ν = 1 e n > 2,

M é uma variedade de Lorentz.

Nós usamos 〈 , 〉 como uma notação alternativa para g, escrevendo g(v, w) =

〈v, w〉 ∈ R para vetores tangentes, e g(V, W) = 〈V, W〉 ∈ F(M) para campos de

vetores.

Se x1, . . . , xn é um sistema de coordenadas em U ⊂ M as componentes da métrica

g em U são

gij = 〈∂i, ∂j〉 (i ≤ i, j ≤ n),

logo o tensor métrica pode ser escrito como

g = ∑ gijdxi ⊗ dxj.
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Observação 3.1.1. Como o tensor métrica é simétrico, é tradicional o escrevermos numa

base de tensores simétricos. O produto simétrico de ω e η é o tensor

ωη =
1
2
(ω⊗ η + η ⊗ω)

Note que ωη = ηω e que ω2 = ωω = ω⊗ω. Daı́, segue que

g = ∑ gijdxi ⊗ dxj

=
1
2

(
∑ gijdxi ⊗ dxj + ∑ gjidxi ⊗ dxj

)
(pois gij = gji)

=
1
2

(
∑ gijdxi ⊗ dxj + ∑ gijdxj ⊗ dxi

)
(trocando i↔ j no segundo termo)

= ∑ gijdxidxj (definição de produto simétrico).

Definição 3.1.3. Um vetor v tangente a M é

a) spacelike (tipo espaço) se 〈v, v〉 > 0 ou v = 0,

b) null se 〈v, v〉 = 0 e v 6= 0.

c) timelike (tipo tempo) se 〈v, v〉 < 0.

Definição 3.1.4. Sejam M e N variedades semi-Riemannianas com métricas gM e gN.

Uma isometria (local) de M em N é uma aplicação diferenciável f : M→ N tal que

〈v, w〉M = 〈d fp(v), d fp(w)〉N

para todos v, w ∈ TpM, p ∈ M.

3.2 Partição da unidade

Pelas considerações feitas até o momento, nada nos impede de perguntar: Existe uma

métrica Riemanniana em uma variedade diferenciável M arbitrária? Localmente não

existe problema em construir uma, basta escolher qualquer (gij) que seja ao mesmo

tempo positiva definida e simétrica. Para fazer a construção global, nós podemos usar

o método da partição da unidade. Antes de discutir este conceito nós precisaremos de

algumas definições preliminares.

Uma cobertura {Aα} de uma variedade M por subconjuntos é chamada localmente

finita se cada p ∈ M tem uma vizinhança U que intersecta somente um número finito
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de conjuntos Aα. Se {Aα} e {Bβ} são coberturas de M, então Bβ é chamado um refi-

namento de {Aα} se cada Bβ ⊂ Aα para algum α. Nestas definições nós não supomos

que os conjuntos são abertos. Qualquer variedade diferenciável M é localmente com-

pacta, pois é localmente Euclideana. Um espaço com a propriedade que toda cobertura

aberta tem um refinamento localmente finito é chamado paracompacto;

Recordemos que o suporte de uma função f : M→ R, é o conjunto

supp( f ) := {x ∈ M : f (x) 6= 0}.

Definição 3.2.1. Uma partição da unidade de classe C∞ em uma variedade diferenciável

M é uma famı́lia { fi}i∈I de funções de classe C∞, fi : M → R, com as seguintes

propriedades:

a) 0 ≤ fi ≤ 1 para todo i ∈ I;

b) {supp( fi)}i∈I formam uma cobertura localmente finita de M;

c) ∑i∈I fi(p) = 1 para todo p ∈ M.

Note que em virtude de b) a soma é uma função de classe C∞ bem definita em M,

pois cada ponto p ∈ M tem uma vizinhança em que somente um número finito de

fi’s são diferentes de zero. Uma partição da unidade é chamada subordinada a uma

cobertura aberta {Aα} de M se para cada i, existir um Aα tal que supp( fi) ⊂ Aα.

Observação 3.2.1. A topologia de uma variedade diferenciável M:

a) é de Hausdorff se dados dois pontos distintos de M, existem vizinhanças desses

pontos que não se intersectam.

b) tem base enumerável se M puder ser coberta por uma quantidade enumerável de

vizinhanças coordenadas.

Teorema 3.2.1. Uma variedade diferenciável M possui uma partição diferenciável da unidade

se e somente se toda componente conexa de M é de Hausdaroff e tem base enumerável.

De agora em diante, todas as variedades diferenciáveis consideradas serão supostas

de Hausdorf e com base enumerável.
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Lema 3.2.1. Se existir uma partição da unidade em M tal que o suporte supp( fi) de cada

função está contido em alguma vizinhança coordenada, então existe uma métrica Riemanniana

em M.

Demonstração. Para cada i ∈ I escolha g(i)jk simétrica e positiva definida na vizinhança

coordenada associada a supp( fi). Isto define localmente uma métrica Riemanniana

g(i), e fi · g(i) é diferenciável e bem definida em M, já ela é identicamente nula fora de

supp( fi). Então nós definimos

g := ∑
i∈I

fi · g(i).

É fácil ver que g é simétrica e positiva semi-definida, pois fi ≥ 0 e g(i) > 0, e de

∑i fi ≡ 1 nós vemos que g é positiva definida em todo ponto de M.

3.3 Conexões

Definição 3.3.1. Uma conexão ∇ em uma variedade diferenciável M é uma função

∇ : X(M)×X(M)→ X(M) tal que

a) ∇VW é F(M)-linear em V

b) ∇VW é R-linear em W

c) ∇V( f W) = (V f )W + f∇VW para f ∈ F(M)

∇VW é chamada a derivada covariante de W com respeito a V para a conexão ∇.

Lema 3.3.1. O valor ∇XY(p) em um ponto p ∈ M depende somente dos valores de Y numa

vizinhança de p e de X em p.

Demonstração. ver [20] página 13.

Lema 3.3.2. Seja x1, . . . , xn um sistema de coordenadas em U. Se X = Xi∂i e Y = Y j∂j são

campos de vetores em U então

∇XY = (XYk + XiY jΓk
ij)∂k

onde as n3 funções diferenciáveis Γk
ij são os sı́mbolos de Christoffel dados por∇∂i ∂j = Γk

ij∂k.
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Se M é uma variedade diferenciável e {Uα} um atlas diferenciável em M então nós

podemos encontrar uma conexão ∇α em cada Uα. Afim de construir uma conexão em

M, seja { fα} uma partição diferenciável da unidade subordinada a Uα.

Teorema 3.3.1 (Existência de conexões). Em qualquer variedade diferenciável M existem

várias conexões:

∇XY = ∑
α

fα∇α
XY

é uma conexão em M.

Lema 3.3.3 (Existência e unicidade da derivada covariante de um campo de tensores).

Seja ∇ : X(M)×X(M)→ X(M) uma conexão em M. Então existe uma única conexão

∇ : X(M)× Tr
s(M)→ Ts

r(M)

tal que

a) ∇X f = X f para toda f ∈ T0
0(M) = F(M)

b) ∇XY é a dada conexão para todos os campos de vetores Y ∈ T0
1(M)

c) ∇X(A⊗ B) = ∇X A⊗ B + A⊗∇XB

d) ∇XtrA = tr∇X A para todo A ∈ Tr+1
s+1(M)

A saber, para qualquer 1-forma ω, ∇Xω é a 1-forma dada por

(∇Xω)(Y) = X(ω(Y))−ω(∇XY) (3.1)

e, em geral, para qualquer (r, s)-tensor A ∈ Tr
s(M), ∇X A é o r, s-tensor dado por

(∇X A)(ω1, . . . , ωr, Y1, . . . , Ys) = X(A(ω1, . . . , ωr, Y1, . . . , Ys))

−
s

∑
i=1

A(ω1, . . . , ωr, Y1, . . . ,∇XYi, . . . , Ys)

−
r

∑
j=1

A(ω1, . . . ,∇Xω j . . . , ωr, Y1, . . . , Ys).

para quaisquer escolha de s campos de vetores Y1, . . . , Ys e r 1-formas ω1, . . . , ωr em M.

Demonstração. ver [20] página 14.
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3.4 Transporte Paralelo e Geodésicas

Proposição 3.4.1. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão∇. Então existe uma

única correspondência que associa a um campo de vetores X ao longo de uma curva diferenciável

c : I → M um outro campo de vetores DX/dt ao longo de c, denominado derivada covariante

de X ao longo de c, tal que

1. D
dt (aX + bY) = a DX

dt + b DY
dt (a, b ∈ R);

2. D
dt ( f X) = d f

dt X + f DX
dt , onde X é um campo de vetores ao longo de c e f é uma função

diferennciável em I;

3. Se X é induzido por um campo de vetores Y ∈ X(M), i.e., X(t) = Y(c(t)), então
DX
dt = ∇dc/dtY.

Definição 3.4.1. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão∇. Um campo

de vetores X ao longo de uma curva c : I → M é chamado paralelo quando DX
dt = 0,

para todo t ∈ I.

Proposição 3.4.2. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇. Seja c :

I → M uma curva diferenciável em M e X0 um vetor tangente a M em c(t0), t0 ∈ I (i.e.

X0 ∈ Tc(t0)M). Então existe um único campo de vetores X ao longo de c, tal que X(t0) = X0,

(X(t) é chamado o tranporte paralelo de X(t0) ao longo de c).

Definição 3.4.2. Uma geodésica em uma variedade semi-Riemanniana M é uma curva

γ : I → M cujo campo de vetores γ′ é paralelo.

Corolário 3.4.1. Seja x1, . . . , xn um sistema de coordenadas em U ⊂ M. Uma curva γ em U

é uma geodésica de M se, e somente se suas funções coordenadas xk ◦ γ satisfazem

d2(xk ◦ γ)

dt2 + ∑
i,j

Γk
ij(γ)

d(xi ◦ γ)

dt
d(xj ◦ γ)

dt
= 0

para 1 ≤ k ≤ n.

De fato, estas expressões são as coordenadas de γ′′ relativas aos campos de vetores

coordenados ∂1, . . . , ∂n.

O teorema de existência e unicidade para equações diferenciais ordinárias dá o se-

guinte resultado local.
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Lema 3.4.1. Se v ∈ TpM existe um intervalo I centrado em 0 e uma única geodésica γ : I →

M tal que γ′(0) = v.

A última equação implica, é claro, que γ(0) = 0; nós dizemos que γ é uma geodésica

começando em p com velocidade inicial v.

Lema 3.4.2. Sejam α, β : I → M geodésicas. Se existir um número a ∈ I tal que α′(a) =

β′(a), então α = β.

Proposição 3.4.3. Dado qualquer vetor tangente v ∈ TpM existe uma única geodésica γv em

M tal que

1. A velocidade inicial de γv é v; isto é, γ′v(0) = v;

2. O domı́nio Iv de γv é o maior possı́vel. Assim, se α : J → M é uma geodésica com

velocidade inicial v, então J ⊂ Iv e α = γv|J.

O item 2. justifica o fato de as geodésicas γv serem chamadas de maximais ou geode-

sicamente inextendı́veis.

Uma variedade semi-Riemmanina M em que todas as suas geodésicas maximais

estão definidas para todo t ∈ R é chamada geodesicamente completa, ou simplesmente

completa. Para maiores detalhes sobre a completudo de uma variedade diferenciável,

vide por exemplo [19, p. 250].

3.5 Conexão Riemanniana

Em uma variedade Riamanniana existe uma conexão notável.

Teorema 3.5.1. Uma variedade Riemanniana admite uma única conexão simétrica compatı́vel

com a métrica.

Esta particular conexão é chamada a conexão Riemanniana ou conexão de Levi-

Civita.

Definição 3.5.1. A conexão ∇ é simétrica se

∇XY−∇YX = [X, Y]

para todos os campos de vetores X, Y ∈ X(M).
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Lema 3.5.1. Seja x1, . . . , xn um sistema de coordenadas tal que [∂i, ∂j] = 0, 1 ≤ i, j ≤ n.

Então ∇ é simétrica se, e somente se

Γk
ij = Γk

ji, 1 ≤ i, j, k ≤ n

Demonstração. ∇∂i ∂j −∇∂j ∂i = (Γk
ij − Γk

ji)∂k

Definição 3.5.2. A conexão ∇ é compatı́vel com a métrica g se

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉

para quaisquer campos de vetores X, Y, Z ∈ X(M).

Lema 3.5.2. Seja x1, . . . , xn um sistema de coordenadas. Então ∇ é compatı́vel com a métrica

g se, e somente se

∂kgij = Γ`
kigj` + Γ`

kjgi`, 1 ≤ i, j, k, ` ≤ n

Demonstração. ∂k〈∂i, ∂j〉 − 〈∇∂k
∂i, ∂j〉 − 〈∂i,∇∂k

∂j〉 = ∂kgij − Γ`
kigj` − Γ`

kjgi`

Demonstração do Teorema 3.5.1. Primeiro iremos mostrar a unicidade. Assuma que ∇ é

uma conexão simétrica que é compatı́vel com a métrica g. Então

X〈Y, Z〉 3.5.1
= 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 3.5.2

= 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇ZX〉+ 〈Y, [X, Z]〉

para quaisquer campos de vetores X, Y, Z ∈ X(M). Permutando X, Y, Z ciclicamente,

obtemos

X〈Y, Z〉 − Z〈X, Y〉+ Y〈Z, X〉 = 2〈∇XY, Z〉+ 〈Y, [X, Z]〉 − 〈X, [Z, Y]〉+ 〈Z, [Y, X]〉

e concluı́mos que

〈∇XY, Z〉 = 1
2
(X〈Y, Z〉 − Z〈X, Y〉+ Y〈X, Z〉 − 〈Y, [X, Z]〉+ 〈X, [Z, Y]〉 − 〈Z, [Y, X]〉)

(3.2)

Esta equação mostra que ∇, se existir, está determinada pela métrica. Agora, mostra-

remos a existência. Para isso considere um sistema de coordenadas x1, . . . , xn em uma

vizinhança coordenada U tal que [∂i, ∂j] = 0. A única possibilidade é colocar

Γk
ij =

1
2

gk`(∂igj` − ∂`gij + ∂jgi`) (3.3)

porque

Γk
ijgk` = 〈∇∂i ∂j, ∂`〉 =

1
2
(∂igj` − ∂`gij + ∂jgi`) (3.4)
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pela equação 3.2. Como Γk
ij = Γk

ji e

Γ`
kigj`+Γ`

i`gi` = Γ`
kig`j +Γ`

i`g`i
3.4
=

1
2
(∂kgij− ∂jgik + ∂igjk)+

1
2
(∂kgij− ∂igjk + ∂jgik) = ∂kgij

esta conexão ∇ é simétrica e compatı́vel com a métrica g (3.5.1, 3.5.2).

Lema 3.5.3. Seja ∇ uma conexão e g a métrica em M. As seguintes afirmações são equivalen-

tes:

a) ∇ e g são compatı́veis (3.5.2);

b) ∇g = 0

c)
d
dt
〈V, W〉 = 〈DtV, W〉+ 〈V, DtW〉 onde V, W são campos de vetores ao longo de uma

curva diferenciável.

d) 〈V, W〉 é constante, onde V, W são campos de vetores paralelos ao longo de uma curva

diferenciável.

e) Transporte paralelo é uma isometria.

Demonstração. ver [20] página 18.

3.6 Curvatura

Lema 3.6.1. Seja M uma variedade semi-Riemanniana com uma conexão de Levi-Civita∇. A

aplicação R : X(M)×X(M)×X(M)→ X(M) dada por

R(X, Y)Z = ∇Y∇XZ−∇X∇YZ−∇[Y,X]Z

é um (1, 3)-tensor em M chamado o tensor curvatura Riamanniana de M.

O tensor R pode ser visto como uma função R-multilinear em vetores tangentes. Se

x, y ∈ TpM o operador linear

R(x, y) : TpM→ TpM

levando cada z em R(x, y)z é chamado um operador curvatura. As seguintes identidades

são as simetrias da curvatura.

Proposição 3.6.1. Se x, y, z, v, w ∈ TpM, então
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1. Rxy = −Rxy;

2. 〈Rxyv, w〉 = −〈Rxyw, v〉;

3. Rxyz + Ryzx + Rzxy = 0;

4. 〈Rxyv, w〉 = 〈Rvwx, y〉

Demonstração. ver [25] página 75.

As simetrias do tensor curvatura R conduzem para uma simetria, não tão óbvia, da

derivada covariante ∇R, chamada a segunda identidade de Bianchi.

Proposição 3.6.2 (Segunda Identidade de Bianchi). Se x, y, z ∈ TpM, então

(∇zR)(x, y) + (∇xR)(y, z) + (∇yR)(z, x) = 0

.

Demonstração. ver [25] página 76.

Lema 3.6.2. Em uma vizinhança coordenada de um sistema de coordenadas x1, . . . , xn,

R(∂i, ∂j)∂k = ∑ R`
ijk∂`

onde as componentes de R são dadas por

R`
ijk = ∂iΓ`

jk − ∂jΓ`
ik + ∑ Γ`

imΓm
jk −∑ Γ`

jmΓm
ik

3.7 Curvatura Seccional

O tensor curvatura Riemanniana R é bastante complicado; agora iremos considerar

uma simples função real que determina completamente R.

Proposição 3.7.1. Para p ∈ M, ξ, η ∈ TpM defina

k(ξ, η) = 〈R(ξ, η)ξ, η〉.

Então, por 3.6.1, nós temos para quaisquer ξ, η, ζ, µ ∈ TpM

〈R(ξ, η)ζ, µ〉 = 1
6

∂2

∂s∂t

∣∣∣∣
s=t=0

{k(ξ + sζ, η + tµ)− k(ξ + sµ, η + tζ)} .

Assim, a função k : TpM× TpM→ R e as propriedades em 3.6.1 determinam completamente

R : TpM× TpM× TpM→ TpM.
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Demonstração. Diretamente de 3.6.1-(2) e 3.6.1-(4).

Proposição 3.7.2. Para p ∈ M, ξ, η, ζ ∈ TpM, defina

R1(ξ, η)ζ = 〈ξ, ζ〉η − 〈η, ζ〉ξ, k1(ξ, η) = 〈R1(ξ, η)ξ, η〉

Então

k(ξ, η) = 〈ξ, ξ〉〈η, η〉 − 〈ξ, η〉2

e R1 satisfaz 3.6.1(1-4). Além disso, se ξ, η são vetores tangentes linearmente independentes

em TpM, então

K(ξ, η) :=
k(ξ, η)

k1(ξ, η)
=

〈R(ξ, η)ξ, η〉
|ξ|2|η|2 − 〈ξ, η〉2

está bem defiinida e depende somente do subespaço bi-dimensional determinado por ξ e η.

Demonstração. Para a última afirmação é suficiente notar que se α, β, γ, δ são números

reais e ξ, η vetores tangentes linearmente independentes em TpM, então

〈R(αξ + βη, γξ + δη)(αξ + βη), γξ + δη〉 = (αδ− βγ)2〈R(ξ, η)ξ, η〉,

e

|αξ + βη|2|γξ + δη|2 − 〈αξ + βη, γξ + δη〉 = (αδ− βγ)2{|ξ|2|η|2 − 〈ξ, η〉},

que implica a afirmação.

Definição 3.7.1. Nos referiamos a K(ξ, η) como a curvatura seccional do subespaço bi-

dimensional determinado por ξ, η.

3.8 Curvatura de Ricci e curvatura escalar

Definição 3.8.1. a) Seja A um (1, 1)-tensor, Ap : TpM → TpM. Nós definimos a con-

tração ou traço CA por

CA|p = tr(Ap) = ∑
i
〈Apei, ei〉

onde e1, . . . , en é uma base ortonormal em TpM.

b) Seja A um (1, s)-tensor. Então para todo i ∈ {1, . . . , s} e vetores fixos Xj, j 6=

i A(X1, . . . , Xi−1,−, Xi+1, . . . , Xs) é um (1, 1)-tensor, cuja contração (ou traço) é deno-

tado por Ci A:

Ci A(X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xs) =
n

∑
j=1
〈A(X1, . . . , Xi−1, ej, Xi+1, . . . , Xs), ej〉
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Ci A é então um (0, s− 1)-tensor.

c) O divergente de um campo de vetores Y é definido como o traço de ∇Y, i.e.,

div Y = tr(∇Y) = ∑
i
〈∇eiY, ei〉.

d) O divergente de um (0, 2)-tensor simétrico A é definido por

(div A)(X) = ∑
i
(∇ei A)(X, ei)

Definição 3.8.2. A segunda contração do tensor curvatura R(X, Y)Z é dada pela ex-

pressão

(C2R)(X, Z) = tr(ζ 7→ R(X, ζ)Z) =
n

∑
i=1
〈R(X, ei)Z, ei〉 (3.5)

e é chamado o tensor de Ricci Ric(Y, Z), ou brevemente, Ric = C2R. O traço do tensor

de Ricci é chamado a curvatura escalar E, ou seja,

E = ∑
i,j
〈R(ei, ej)ei, ej〉.

Da equação 3.5, temos que Ric é uma forma bilinear simétrica em M. Para calcular

sua forma quadrática associada, escolha uma base {e1, . . . , en} para TpM tal que en =

ξ/|ξ|; então

Ric(ξ, ξ) =

{
n−1

∑
j=1

K(ξ, ej)

}
|ξ|2

Em particular, para uma base ortonormal {e1, . . . , en}, temos

Ric(ek, ek) = Rickk = ∑
j
〈R(ek, ej)ek, ej〉 = ∑

j 6=k
K(ek, ej). (3.6)

e

E =
n

∑
j 6=k;j,k=1

K(ej, ek) (3.7)

Proposição 3.8.1. Em uma variedade Riemanniana com curvatura seccional constante C,

a) R(X, Y)Z = C{〈Z, X〉Y− 〈Z, Y〉X}

b) 〈R(X, Y)Z, W〉 = C{〈Y, W〉〈Z, X〉 − 〈Z, Y〉〈X, W〉}

c) Ric(X, Y) = (n− 1)C〈X, Y〉

d) S = n(n− 1)C
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Demonstração. A primeira e a segunda esquações são equivalentes. Ambos os lados

da segunda equação são tensores com as propriedades simétricas do tensor curvatura.

Então eles são iguais, se eles são iguais para (X, Y, Z, W) = (X, Y, X, Y), com X, Y

ortonormais, afinal a curvatura seccional determina a curvatura Riemanniana. E neste

caso, o lado esquerdo da igualdade é K(X, Y) = C e o lado direito é C.

Ambos os lados da terceira equação são tensores simétricos. Então eles são iguais se

eles forem iguais para (X, Y) = (X, X), com X unitário. E neste caso, o lado direito da

igualdade é (n− 1)C pela fórmula dada em 3.6 e o lado direito é também (n− 1)C.

A fórmula dada em 3.7 diz que curvatura seccional constante C implica em curvatura

escalar constante de valor n(n− 1)C.

3.9 Alguns operadores diferenciais

Definição 3.9.1. O gradiente ∇ f de uma função f ∈ F(M) é o campo de vetores metri-

camente equivalente ao diferencial d f ∈ X∗(M). Então

〈∇ f , X〉 = d f (X) = X f para todo X ∈ X(M).

Definição 3.9.2. A Hessiana de uma função f ∈ F(M) é a segunda derivada covariante

H f = ∇(∇ f ).

Lema 3.9.1. A Hessiana H f de f é o (0, 2)-tensor simétrico dado por

H f (X, Y) = XY f − (∇XY) f = 〈∇X(∇ f ), Y〉

Demonstração. Como ∇ f = d f ,

H f (X, Y) = ∇(d f )(X, Y) = ∇X(d f )(Y) = X(d f (Y))− d f (∇XY) = XY f − (∇XY) f .

As igualdades XY − YX = [X, Y] = ∇XY −∇YX nos permitem, facilmente, perceber

que H f é simétrica. E por fim,

〈∇X(∇ f ), Y〉 = X〈∇ f , Y〉 − 〈∇ f ,∇XY〉 = H f (X, Y)

Definição 3.9.3. O Laplaciano ∆ f de uma função f ∈ F(M) é o divergente do seu gra-

diente: ∆ f = div(∇ f ) ∈ F(M).
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Do lema 3.3.3 e da definição 3.8.1, temos que

div(∇ f ) = tr(∇(∇ f )) = ∑
i
〈∇ei(∇ f ), ei〉 = ∑

i
H f (ei, ei) = tr(H f ),

ou seja, o Laplaciano de f é o traço de sua Hessiana H f .

Observação 3.9.1. Uma notação alternativa para a Hessiana é H f (X, Y) = ∇2
X,Y f = f

XY
,

onde
∇2

X,Y f = ∇X∇Y f −∇∇XY f

= ∇X〈Y,∇ f 〉 − 〈∇XY,∇ f 〉

= 〈Y,∇X∇ f 〉

= H f (X, Y)

Usando esta nova notação para a Hessiana, doravante escreveremos o Laplaciano

como

∆ f =
n

∑
i=1
∇2

ei,ei
f = ∑

i
fii. (3.8)
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Capı́tulo 4

SUBVARIEDADES

4.1 Introdução

Sejam Mn, Mn+p variedades Riemannianas. Uma imersão ϕ : Mn → Mn+p é uma

imersão isométrica se

〈v, w〉q = 〈dϕ(v), dϕ(w)〉ϕ(q) (4.1)

para todo q ∈ Mn e todo par de vetores tangentes v, w ∈ TqMn.

Quando ϕ : Mn → Mn+p é uma imersão isométrica, diremos que Mn é uma subva-

riedade de Mn+p.

Para qualquer p ∈ M, o produto interno em TpM decompõe TpM na soma direta

TpM = TpM⊗ (TpM)⊥,

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM.

Se v ∈ TpM, p ∈ M, iremos denotar a projeção de v em TpM por vT, e a projeção de

v em TpM⊥ por vN.

Agora é fácil ver que o fibrado tangente ambiente TM|M se divide

TM|M = TM⊗ NM

na soma ortogonal direta do fibrado tangente de M com o fibrado normal NM→ M,

NM =
⋃

p∈M
TpM⊥.

Qualquer seção de TM|M se divide ortogonalmente na soma direta de sua parte tan-

gencial e normal. Denotaremos por X(M)⊥ o conjunto dos campos de vetores normais

a M.

4.2 A conexão induzida

Se X, Y ∈ X(M) são campos diferenciáveis de vetores em M e ∇ é a conexão de Levi-

Civita de M, então ∇XY é uma seção diferenciável bem definida de TM|M, já que

depende apenas do valor de X em p ∈ M e de Y ao longo de uma curva tangente a Xp.
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Observe que para X, Y ∈ X(M), a derivada covariante ∇VW não necessariamente

é tangente a M. Então é natural perguntar o que (∇VW)T e (∇VW)N são.

Lema 4.2.1. Para M ⊂ M, se V, W ∈ X(M), então

∇VW = (∇VW)T,

onde ∇ é a conexão de Levi-Civita de M.

Demonstração. ver [25] página 99.

Lema 4.2.2. A função B : X(M)×X(M)→ X(M)⊥ dada por

B(V, W) = (∇VW)N

é F(M)-bilinear e simétrica. B é chamada a segunda forma fundamental de M ⊂ M.

Demonstração. ver [25] página 100.

Observação 4.2.1. Como B é uma aplicação bilinear, para cada υ ∈ TpM⊥, podemos

associá-la a uma aplicação linear auto-adjunta Aυ : TpM→ TpM dada por

〈AυX, Y〉 = 〈B(X, Y), V〉,

onde V ∈ X(M)⊥. Podemos escrever esta aplicação linear associada á segunda forma

fundamental em termos da derivada covariante da seguinte maneira:

Aυ(X) = −(∇XV)T

onde V é qualquer extensão de υ a algum elemento de X(M)⊥. De fato,

〈Aυ(X), Y〉 = 〈B(X, Y), V〉

= 〈∇XY−∇XY, V〉

= 〈∇XY, V〉

= −〈Y,∇XV〉

= 〈−∇XV, Y〉

= 〈−(∇XV)T, Y〉

Logo,

〈Aυ(X)− (∇XV)T, Y〉 = 0
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e, portanto,

Aυ(X) = −(∇XV)T.

A aplicação Aυ é conhecida como a aplicação de Weingarten.

Definição 4.2.1. Uma imersão isométrica f : Mn → Mn+p é (totalmente) umbı́lica se,

para cada ξ ∈ NM, existe λξ ∈ R tal que Aξ = λξ id.

As seguintes afirmações são equivalentes:

1. f é umbı́lica;

2. Aξ = 〈h, ξ〉id, ∀ξ ∈ NM;

3. B(X, Y) = 〈X, Y〉h, ∀X, Y ∈ TM.

onde h é o vetor curvatura média como definido em 5.3.1.

Teorema 4.2.1. Seja M uma subvariedade semi-Riemanniana de M, com R e R seus tensores

curvatura Riemanniana e B a segunda forma fundamental de M. Então, para campos de vetores

V, W, X, Y ∈ X(M),

〈R(V, W)X, Y〉 = 〈R(V, W)X, Y〉+ 〈B(V, X), B(W, Y)〉 − 〈B(V, Y), B(W, X)〉.

Demonstração. ver [25] página 100.

Definição 4.2.2. Uma subvariedade semi-Riemanniana M de M é totalmente geodésica

se B ≡ 0.

Proposição 4.2.1. Para M ⊂ M as seguintes afirmações são equivalentes.

a) M é totalmente geodésica em M.

b) Toda geodésica de M é também uma geodésica de M.

c) Se v ∈ TpM é tangente a M, então as M geodésicas γυ encontra-se inicialmente em M.

d) Se α é uma curva em M e v ∈ Tα(0)M, então o tranporte paralelo de v ao longo de α é o

mesmo para M e para M.
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4.3 A equação de Codazzi

Definição 4.3.1. A conexão normal de M ⊂ M é a função ∇⊥ : X(M) × X(M)⊥ →

X(M)⊥ dada por

∇⊥V Z = (∇V Z)N para V ∈ X(M), Z ∈ X(M)⊥

∇⊥V Z é chamada a derivada covariante normal de Z com respeito a V. As seguintes

propriedades são imediatas:

a) ∇⊥V Z é F(M)-linear em V e R-linear em Z.

b) ∇⊥V ( f Z) = f∇⊥V Z + V f Z, onde f ∈ F(M).

c) V〈Y, Z〉 = 〈∇⊥V Y, Z〉+ 〈Y,∇⊥V Z〉 onde Y, Z ∈ X(M)⊥

Definição 4.3.2. Seja B a segunda forma fundamental de M ⊂ M. Se V, X, Y ∈ X(M),

seja

(∇V B)(X, Y) = ∇⊥V (B(X, Y))− B(∇V X, Y)− B(X,∇VY)

A equação de Gauss descreve (R(V, W)X)T, onde V, W, X são todos tangentes a

M, em termos do tensor segunda forma fundamental. A seguinte equação é o análogo

para (R(V, W)X)N, e é conhecida como equação de Codazzi.

Proposição 4.3.1. Seja M uma subvariedade semi-Riemanniana de M. Se V, W, X ∈ X(M)

então

(R(V, W)X)N = −(∇V B)(W, X) + (∇W B)(V, W).

Demonstração.

Definição 4.3.3. Um campo de vetores Z ∈ X(M)⊥ é normal paralelo se ∇⊥V Z = 0 para

todo V ∈ X(M).
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Capı́tulo 5

DEFINIÇÕES E EQUAÇÕES FUNDAMENTAIS

5.1 Equações de estrutura

Para ξ, η em um espaço vetorial V, e α, β em seu espaço dual V∗, a definição do

produto exterior será dada por

(α ∧ β)(ξ, η) = α(ξ)β(η)− α(η)β(ξ) (5.1)

Também para uma variedade diferenciável M, campos diferenciáveis de vetores X, Y

e uma 1-forma diferenciável ω em M, a derivada exterior dω será dada por

dω(X, Y) = X(ω(Y))−Y(ω(X))−ω([X, Y]) (5.2)

Considere M munida com a conexão ∇, com torsão T e curvatura R associadas.

Definição 5.1.1. A derivada covariante de 1-formas é definida por

(∇Xω)(Y) = X(ω(Y))−ω(∇XY)

isto é

X(ω(Y)) = (∇Xω)(Y) + ω(∇XY) (5.3)

(isto mostra que ∇Xω é também uma 1-forma.)

Observe que

dω(X, Y) = (∇Xω)(Y)− (∇Yω)(X)−ω(T(X, Y)) (5.4)

onde T denota o tensor torsão de ∇.

Antes de prosseguir, precisamos definir o espaço ambiente Sn+p
p (1).

Definição 5.1.2. Uma variedade semi-Riemanniana de dimensão n+ p conexa de ı́ndice

p e de curvatura constante c, será chamada uma forma espacial indefinida de ı́ndice p e

será notada por Qn+p
p (c). Em particular, se c = 1, nós a chamamos de espaço de De

Sitter de ı́ndice p e a denotamos por Sn+p
p (1).
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Definição 5.1.3. Seja Mn uma variedade Riemanniana de dimensão n e f : Mn →

Sn+p
p (1) uma imersão. A imersão é chamada tipo espaço se a métrica induzida em Mn

da métrica de Sn+p
p (1) é positiva definida. (ver [25] p. 141.)

Agora seja Mn uma subvariedade completa tipo espaço imersa no espaço de De

Sitter Sn+p
p (1). Escolha um referencial móvel pseudo-ortonormal {e1, e2, . . . , en+p} em

Sn+p
p (1) tal que, em cada ponto p ∈ Mn, {e1, e2, . . . , en} é uma base ortonormal para o

espaço tangente TpM. Vamos usar a seguinte notação para os ı́ndices:

1 ≤ A, B, C, . . . ,≤ n + p, 1 ≤ i, j, k, . . . ,≤ n, n + 1 ≤ α, β, γ, . . . ,≤ n + p. (5.5)

Seja {ω1, ω2, . . . , ωn+p} seu referencial dual, de modo que a métrica semi-Riemanniana

de Sn+p
p (1) é escrita como ds2 = ∑i ω2

i −∑α ω2
α = ∑A εAω2

A, εi = 1 e εα = −1.

Então, para qualquer vetor tangente ξ a Sn+p
p (1), existe uma expansão de ∇ξeA em

termos da base {e1, e2, . . . , en+p},

∇ξeA = ∑
B

εBωAB(ξ)eB. (5.6)

onde ∇ denota a conexão de Sn+p
p (1).

Como ∇ξeA é linear em ξ, a coleção {ωAB : A, B = 1, . . . , n + p} forma uma matriz

de 1-formas diferenciáveis, chamadas de 1-formas da conexão ∇. Para qualquer ξ

tangente a Sn+p
p (1), nós temos por 5.3,

0 = ξ(ωC(eA))

= (∇ξωC)(eA) + ωC(∇ξeA)

= (∇ξωC)(eA) + ωAC(ξ).

daı́,

∇ξωC = ∑
A

εA∇ξωC(eA)ωA = −∑
A

εA(ωAC(ξ))ωA (5.7)
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Então nós temos,

dωA(X, Y)−∑
B

εB(ωB ∧ωBA)(X, Y)

= X(ωA(Y))−Y(ωA(X)−ωA([X, Y]))

−∑
B

εB{ωB(X)ωBA(Y)−ωB(Y)ωBA(X)}

= X(ωA(Y)) + ∑
B

εBωB(Y)ωBA(X)

−Y(ωA(X))−∑
B

εBωB(X)ωBA(Y)−ωA([X, Y])

= X(ωA(Y))− (∇XωA)(Y)

−Y(ωA(X)) + (∇YωA)(X)−ωA([X, Y])

= ωA(∇XY−∇YX− [X, Y])

= −ωA(T(X, Y))

nós portanto concluı́mos que

dωA = ∑
B

εBωB ∧ωBA −ωA(T) (5.8)

onde ωAB = −ωBA, de fato

ωAB = 〈∇eA, eB〉 = −〈eA,∇eB〉 = −ωBA.

Como a conexão ∇ em Sn+p
p (1) é de Levi Civita, temos T ≡ 0, o que implica

dωA = ∑
B

εBωAB ∧ωB (5.9)

Agora nós consideramos por 5.2

dωAB(X, Y) = X(ωAB(Y))−Y(ωAB(X))−ωAB([X, Y]).

Por fim, notemos que

∇Y∇XeA = ∇Y

(
∑
B

ωAB(X)eB

)
= ∑

B

{
Y(ωAB(X))eB + ωAB(X)∇YeB

}
= ∑

B

{
Y(ωAB(X)) + ∑

C
εCωAC(X)ωCB(Y)

}
eB,
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a partir do qual temos,

∇Y∇XeA −∇X∇YeA −∇[Y,X]eA

= ∑
B

{
Y(ωAB(X))− X(ωAB(Y)) + ∑

C
εC(ωAC ∧ωCB)(X, Y)−ωAB([Y, X])

}
eB

= ∑
B

{
dωAB(Y, X) + ∑

C
εCωAC ∧ωCB(X, Y)

}
eB.

então

dωAB = ∑
C

εCωAC ∧ωCB + ΩAB (5.10)

onde ΩAB é definido por

ΩAB(X, Y) = −〈R(X, Y)eA, eB〉

As formas ΩAB são formas de grau dois, logo elas podem ser escritas no referencial

{e1, e2, . . . , en+p} como:

ΩAB = −1
2 ∑

C,D
εCεDRABCDωC ∧ωD.

onde, por 3.8.1,

RABCD = εAεB(δACδBD − δADδBC). (5.11)

As equações 5.9 e 5.10 são conhecidas como as equações de estrutura do espaço am-

biente Sn+p
p (1).

5.2 Lema de Cartan

Lema 5.2.1. (Lemma de Cartan) Seja Vn um espaço vetorial de dimensão n, e sejam ω1, . . . , ωr :

Vn → R, r ≤ n, 1-formas em V que são linearmente independentes. Suponha que existem 1-

formas θ1, . . . , θr : V → R tal que ∑r
i=1 ωi ∧ θi = 0. Então

θi = ∑
j

aijωj, com aij = aji

Demonstração. Nós completamos as 1-formas ωi para uma base ω1, . . . , ωr, ωr+1, . . . , ωn

de V∗ e nós escrevemos

θi =
r

∑
j=1

aijωj +
n

∑
l=r+1

bilωl, l = r + 1, . . . , n.
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Usando a hipótese nós obtemos

0 =
n

∑
i=1

ωi ∧ θi = ∑
i,j

aijωi ∧ωj + ∑
l

bilωi ∧ωl

= ∑
i<j≤p

(aij − aji)ωi ∧ωj + ∑
i≤p<l

bilωi ∧ωl.

Como ωk ∧ ωs, k < s, k, s = 1, . . . , n são linearmente independentes, nós concluı́mos

que bil = 0 e aij = aji.

Lema 5.2.2. Seja U ⊂ Sn+p
p (1) e sejam ω1, . . . , ωn+p 1-formas diferenciáveis linearmente

independentes em U. Suponha que existe um conjunto de 1-formas diferenciáveis ωAB, A, B =

1, . . . , n + p que satisfazem as condições:

ωAB = −ωBA, dωA = ∑
B

εBωB ∧ωBA.

Então tal conjunto é único.

Demonstração. Suponha que existem outro conjunto ωAB com

ωAB = −ωBA, dωA = ∑
B

εBωB ∧ωBA.

então

∑
B

εBωB ∧ (ωBA −ωBA) = 0

e, pelo Lemma de Cartan 5.2.1,

ωBA −ωBA = ∑
C

GA
BCωC, GA

BC = GA
CB

Note que

ωBA −ωBA = ∑
C

GA
BCωC = −(ωAB −ωAB) = −∑

C
GB

ACωC,

e, como as ωC são linearmente independentes, GA
BC = −GB

AC. Usando as simetrias

acima, nós obtemos

GB
AC = −GA

BC = −GA
CB = GC

AB = GC
BA = −GB

CA = −GB
AC = 0,

isto é, ωBA = ωBA.
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5.3 Equações fundamentais

O objetivo desta seção é criar um ambiente favorável à obtenção de uma estimativa

para o laplaciano ∆|Φ|2 de |Φ|2, sendo que

Φ = ∑
i,j,α

Φα
ijωi ⊗ωj ⊗ eα, (5.12)

onde Φα
ij = hα

ij −
1
n trHαδij, Hα = (hα

ij) e hα
ij são os coeficientes da segunda forma funda-

mental na direção eα.

Começaremos restringindo as formas ωα, 5.9 e 5.10 à variedade Mn. Antes de mais

nada, ωα = 0 em Mn. De fato, dado v = ∑j vjej ∈ TpMn, temos

ωα(v) = ∑
j

vjωα(ej) = 0, ∀α.

Disso, segue que

0 = dωα = ∑
i

ωαi ∧ωi (5.13)

e, do Lema de Cartan 5.2.1,

ωαi = ∑
j

hα
ijωj, hα

ij = hα
ij (5.14)

Denotaremos por B = ∑α,i,j hα
ijωiωjeα o tensor segunda forma fundamental de Mn.

Definição 5.3.1. O campo de vetores

h =
1
n

traço(B) =
1
n ∑

α

(
∑

i
hα

ii

)
eα,

é chamado o vetor curvatura média de Mn.

O valor H = |h|, definido por

H =
1
n

√√√√∑
α

(
∑

i
hα

ii

)2

. (5.15)

é chamado a curvatura média de Mn. Obviamente, se o vetor curvatura média h de

Mn é paralelo (ver definição 4.3.3), então a curvatura média H de Mn é constante. De

fato, se X é um campo de vetores em Mn, então

X〈h, h〉 = 2〈∇⊥X h, h〉,
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como ∇⊥X h = 0, temos que X〈h, h〉 = 0. Logo, 〈h, h〉 = H2 é constante.

Separando as equações de estrutura (5.10) em suas partes tangenciais e normais,

obtemos

dωi = ∑
j

ωij ∧ωj, ωij = −ωji, (5.16)

dωij = ∑
k

ωik ∧ωkj + ∑
α

ωiα ∧ωαj + Ωij (5.17)

dωiα = ∑
k

ωik ∧ωkα + ∑
β

ωiβ ∧ωβα + Ωiα, (5.18)

dωαβ = ∑
j

ωαj ∧ωjβ + ∑
γ

ωαγ ∧ωγβ + Ωαβ. (5.19)

As formas ωij só dependem da métrica Riemanniana de Mn e da parte tangente do

referencial {eA}. As formas

dωij −∑
k

ωik ∧ωkj = Ωij

são as formas de curvatura da métrica Riemanniana de Mn. As formas

dωαβ −∑
γ

ωαγ ∧ωγβ = Ωαβ, (5.20)

onde

Ωαβ = −1
2 ∑

i,j
Rαβijωi ∧ωj

são chamadas as formas de curvatura normal de Mn.

Da equação 5.17 temos

−1
2 ∑

k,l
Rijklωk ∧ωl = Ωij

= dωij −∑
k

ωik ∧ωkj

= ∑
α

ωiα ∧ωαj + Ωij

= ∑
α

(
∑
k

hα
ikωk

)
∧
(

∑
l

hα
jlωl

)
+ Ωij

=
1
2 ∑

k,l

(
∑
α

(hα
ikhα

jl − hα
ilh

α
jk)

)
ωk ∧ωl

− 1
2 ∑

k,l
Rijklωk ∧ωl,

ou seja

Rijkl = δikδjl − δilδjk −∑
α

(hα
ikhα

jl − hα
ilh

α
jk). (5.21)
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Da equação 5.19, concluı́mos de maneira análoga que

−1
2 ∑

i,j
Rαβijωi ∧ωj = Ωαβ

= dωαβ −∑
γ

ωαγ ∧ωγβ

= ∑
k

ωαk ∧ωkβ + Ωαβ

= ∑
k

(
∑

i
hα

kiωi

)
∧
(

∑
j

hβ
kjωj

)
+ Ωij

=
1
2 ∑

i,j

(
∑
k
(hα

kih
β
kj − hα

kjh
β
ki)

)
ωi ∧ωj

− 1
2 ∑

i,j
Rαβijωi ∧ωj,

ou seja

Rαβij = −∑
k
(hα

ikhβ
jk − hα

jkhβ
ik). (5.22)

As equações 5.21 e 5.22 são conhecidas como Equação de Gauss e Equação de Ricci,

respectivamente.

Da definição 3.8.2, da proposição 3.8.1 e da equação 5.21 obtemos a seguinte ex-

pressão para o tensor curvatura de Ricci Rik

Rik = (n− 1)δik −∑
α

(
∑

j
hα

jj

)
hα

ik + ∑
α,j

hα
ijh

α
jk (5.23)

e segue imediatamente da equação anterior (ver definição 3.8.2) que a expressão para

a curvatura escalar E é dada por

E = tr(Rik) = n(n− 1)−∑
α

(∑
j

hα
jj)

2 + ∑
α,i,j

(hα
ij)

2

= n(n− 1)− n2H2 + S

onde S = ∑α,i,j(hα
ij)

2 é a norma quadrada de B.

Da proposição 4.3.1 a equação de Codazzi, no referencial {e1, . . . , en+p}, se escreve

como

hα
ijk = hα

ikj (5.24)

Nós iremos definir a segunda derivada covariante∇∇B da segunda forma fundamen-
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tal B por

(∇W∇XB)(Y, Z) = ∇⊥W(∇XB(Y, Z))− (∇XB)(∇WY, Z)

− (∇XB)(Y,∇W Z)− (∇∇W XB)(Y, Z)

= ∇⊥W [∇⊥X(B(Y, Z))− B(∇XY, Z)− B(Y,∇XZ)]

−∇⊥X(B(∇WY, Z)) + B(∇X∇WY, Z) + B(∇WY,∇XZ)

−∇⊥X(B(Y,∇W Z)) + B(∇XY,∇W Z) + B(Y,∇X∇W Z)

−∇⊥∇W X(B(Y, Z)) + B(∇∇W XY, Z) + B(Y,∇∇W XZ)

= ∇⊥W∇⊥X(B(Y, Z))−∇⊥W(B(∇XY, Z))−∇⊥W(B(Y,∇XZ))

−∇⊥X(B(∇WY, Z)) + B(∇X∇WY, Z) + B(∇WY,∇XZ)

−∇⊥X(B(Y,∇W Z)) + B(∇XY,∇W Z) + B(Y,∇X∇W Z)

−∇⊥∇W X(B(Y, Z)) + B(∇∇W XY, Z) + B(Y,∇∇W XZ).

Para quaisquer campos de vetores tangentes X, Y, Z, W em Mn. Um cálculo simples

mostra que

(∇W∇XB)(Y, Z)− (∇X∇W B)(Y, Z)

= ∇⊥W∇⊥X(B(Y, Z))−∇⊥X∇⊥W(B(Y, Z))−∇⊥∇W X(B(Y, Z)) +∇⊥∇XW(B(Y, Z))

+ B(∇X∇WY, Z)− B(∇W∇XY, Z) + B(∇∇W XY, Z)− B(∇∇XWY, Z)

+ B(Y,∇X∇W Z)− B(Y,∇W∇XZ) + B(Y,∇∇W XZ)− B(Y,∇∇XW Z)

= (∇⊥W∇⊥X −∇⊥X∇⊥W −∇⊥∇W X +∇⊥∇XW)B(Y, Z)

+ B(∇X∇WY−∇W∇XY +∇∇W XY−∇∇XWY, Z)

+ B(Y,∇X∇W Z−∇W∇XZ +∇∇W XZ−∇∇XW Z)

= R⊥(X, W)B(Y, Z)− B(R(X, W)Y, Z)− B(R(X, W)Z, Y)

que no referencial {e1, . . . , en+p} se escreve como

hα
ijkl − hα

ijlk = ∑
m

hα
imRmjkl + ∑

m
hα

jmRmikl −∑
β

hβ
ijRαβkl. (5.25)

O Laplaciano ∆hα
ij de hα

ij é definido por

∆hα
ij =

n

∑
k=1

hα
ijkk.
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Da equação de Codazzi 5.24 e da equação 5.25, nós obtemos para qualquer α

∆hα
ij = ∑

k
hα

kijk

= ∑
k

hα
kikj + ∑

k,m
hα

kmRmijk + ∑
k,m

hα
miRmkjk −∑

β,k
hβ

kiRαβjk

= ∑
k

hα
kkij + ∑

k,m
hα

kmRmijk + ∑
k,m

hα
miRmkjk −∑

β,k
hβ

kiRαβjk. (5.26)

Observação 5.3.1. Seja Mn×n(R) e espaço vetorial real das matrizes n × n sobre R.

Então,

N(A) := tr(AAt) ≥ 0, ∀A ∈Mn×n(R),

em que At denota a tranposta da matriz M.

De fato, considere a matriz A, e chame B = At. Notemos os elementos de AB por

(AB)ij = ∑k aikbkj. Recordando que bij = aji, temos

N(A) = tr(AAt) = tr(AB) = ∑
i
(AB)ii = ∑

i

(
∑
k

aikbki

)
= ∑

i,k
aikaik = ∑

i,k
(aik)

2 ≥ 0.

Proposição 5.3.1. Seja Mn uma subvariedade tipo-espaço completa imersa no espaço de De

Sitter Sn+p
p (1) com vetor curvatura média paralelo h. Então nós temos

1
2

∆S = ∑
α,i,j,k

(hα
ijk)

2 + nS− n2H2 − nH ∑
α

tr(Hn+1(Hα)2)

+∑
α,β

[tr(HαHβ)]2 + ∑
α,β

N(HαHβ − HβHα), (5.27)

onde N(A) = tr(AAt), para cada matriz A = (aij).

Demonstração. como o vetor curvatura média é paralelo, implica que a curvatura média

H é constante. Se H = 0, Mn é maximal e de [14] nós sabemos que Mn é totalmente

geodésica. Se H 6= 0, nós escolhemos en+1 = h
H , e da definição de h

h =
1
n

(
∑

i
hn+1

ii

)
en+1 +

1
n ∑

α≥n+2

(
∑

i
hα

ii

)
eα

obtemos diretamente que

trHn+1 = nH, trHα = 0, α ≥ n + 2 (5.28)

onde Hα denota a matriz (hα
ij). Como h é paralelo, temos

∑
k

hα
kki = 0, ∀i, α. (5.29)
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e

ωα,n+1 = 〈∇⊥eα, en+1〉 = −〈eα,∇⊥en+1〉 = −
1
H
〈eα,∇⊥h〉 = 0, ∀α. (5.30)

Além disso

HαHn+1 = Hn+1Hα. (5.31)

De fato, como dωα,n+1 = 0, ∀α a equação 5.20 resume-se a

−1
2 ∑

i,j
Rn+1βijωi ∧ωj = 0

que implica, Rn+1βij = 0. Daı́ pela equação 5.22 concluı́mos que

∑
l
(hn+1

il hβ
jl − hn+1

jl hβ
il) = 0.

Logo, considerando o elemento genérico ij na representação matricial, podemos escre-

ver

(Hn+1Hβ)ij = ∑
l

hn+1
il hβ

l j = ∑
l

hn+1
jl hβ

li = ∑
l

hβ
ilh

n+1
l j = (HβHn+1)ij

De 5.26, 5.21 temos para α = n + 1,

∆hn+1
ij = ∑

k,m
hn+1

km Rmijk + ∑
k,m

hn+1
mi Rmkjk −∑

β,k
hβ

kiRn+1βjk

= ∑
k,m

hn+1
km

{
δmjδik − δmkδij −∑

β

(hβ
mjh

β
ik − hβ

mkhβ
ij)

}

+ ∑
k,m

hn+1
mi

{
δmjδkk − δmkδkj −∑

β

(hβ
mjh

β
kk − hβ

mkhβ
kj)

}

− ∑
β,k,m

hβ
ki(h

n+1
jm hβ

km − hn+1
km hβ

jm)

=

{
∑
k,m

hn+1
km

(
δmjδik − δmkδij

)}
−∑

β,m
hn+1

km (hβ
mjh

β
ik − hβ

mkhβ
ij)

+

{
∑
k,m

hn+1
mi (δmjδkk − δmkδkj)

}
−∑

β,m
hn+1

mi (hβ
mjh

β
kk − hβ

mkhβ
kj)

− ∑
β,k,m

hβ
ki(h

n+1
jm hβ

km − hn+1
km hβ

jm)

= nhn+1
ij − nHδij + ∑

β,k,m
hn+1

km hβ
mkhβ

ij − 2 ∑
β,k,m

hn+1
km hβ

mjh
β
ik + ∑

β,k,m
hn+1

mi hβ
mkhβ

kj

− nH ∑
m

hn+1
mi hn+1

mj + ∑
β,k,m

hn+1
jm hβ

mkhβ
ki.
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e para α > n + 1

∆hα
ij = nhα

ij + ∑
β,k,m

hα
kmhβ

mkhβ
ij − 2 ∑

β,k,m
hα

kmhβ
mjh

β
ik + ∑

β,k,m
hα

mih
β
mkhβ

kj

− nH ∑
m

hα
mih

n+1
mj + ∑

β,k,m
hα

jmhβ
mkhβ

ki.

E daı́,

1
2

∆S = ∑
α,i,j,k

(hα
ijk)

2 + ∑
α,i,j

hα
ij∆hα

ij = ∑
α,i,j,k

(hα
ijk)

2 + ∑
i,j

hn+1
ij ∆hn+1

ij + ∑
α>n+1

∑
i,j

hα
ij∆hα

ij

= ∑
α,i,j,k

(hα
ijk)

2 + n ∑
i,j
(hn+1

ij )2 − nH ∑
i,j

hn+1
ij δij + ∑

β,i,j,k,m
hn+1

ij hn+1
km hβ

mkhβ
ij

− 2 ∑
β,i,j,k,m

hn+1
ij hn+1

km hβ
mjh

β
ik + ∑

β,i,j,k,m
hn+1

ij hn+1
mi hβ

mkhβ
kj

− nH ∑
i,j,m

hn+1
ij hn+1

mi hn+1
mj + ∑

β,i,j,k,m
hn+1

ij hn+1
jm hβ

mkhβ
ki + n ∑

α>n+1,i,j
hα

ijh
α
ij

+ ∑
α>n+1

∑
β,i,j,k,m

hα
ijh

α
kmhβ

mkhβ
ij − 2 ∑

α>n+1
∑

β,i,j,k,m
hα

ijh
α
kmhβ

mjh
β
ik

+ ∑
α>n+1

∑
β,i,j,k,m

hα
ijh

α
mih

β
mkhβ

kj − nH ∑
α>n+1

∑
i,j,m

hα
ijh

α
mih

n+1
mj + ∑

α>n+1
∑

β,i,j,k,m
hα

ijh
α
jmhβ

mkhβ
ki

= ∑
α,i,j,k

(hα
ijk)

2 + nS− n2H2 + ∑
α,β,i,j,k,m

hα
ijh

α
kmhβ

mkhβ
ij − 2 ∑

α,β,i,j,k,m
hα

ijh
α
kmhβ

mjh
β
ik

+ ∑
α,β,i,j,k,m

hα
ijh

α
mih

β
mkhβ

kj − nH ∑
α,i,j,m

hα
ijh

α
mih

n+1
mj + ∑

α,β,i,j,k,m
hα

ijh
α
jmhβ

mkhβ
ki

= ∑
α,i,j,k

(hα
ijk)

2 + nS− n2H2 − nH ∑
α

tr(Hn+1(Hα)2)

+ ∑
α,β

[tr(HαHβ)]2 + ∑
α,β

N(HαHβ − HβHα).

5.4 Uma desigualdade tipo Simons

Antes de demonstrarmos o teorema principal desta seção precisamos do seguinte lema

algébrico.

Lema 5.4.1. (Walcy Santos [28]) Sejam A, B : Rn → Rn aplicações lineares simétricas tais

que AB− BA = 0 e trA = trB = 0. Então

− n− 2√
n(n− 1)

(trA2)(trB2)1/2 ≤ trA2B ≤ n− 2√
n(n− 1)

(trA2)(trB2)1/2 (5.32)
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e a igualdade é satisfeita do lado direito (resp. do lado esquerdo) se e somente se n − 1 dos

autovalores xi de A e os correspondentes autovalores yi de B satisfazem

|xi| =
(trA2)1/2√

n(n− 1)
, xixj ≥ 0,

yi =
(trB2)1/2√

n(n− 1)

(
resp. yi = −

(trB2)1/2√
n(n− 1)

)
(5.33)

Teorema 5.4.1. (Uma desigualdade tipo Simons). Seja Mn uma subvariedade tipo-espaço

completa no espaço de De Sitter Sn+1
p (1) com vetor curvatura média paralelo. Então a seguinte

desigualdade é satisfeita:

1
2

∆|Φ|2 ≥ |Φ|2
(
|Φ|2

p
− n(n− 2)√

n(n− 1)
H|Φ|+ n(1− H2)

)
. (5.34)

Demonstração. Como o vetor curvatura média é paralelo ou H = 0 ou H 6= 0. Supo-

nhamos inicialmente que H 6= 0. Escolhemos um referencial ortonormal adaptado tal

que en+1 = h
H . Como en+1 é uma direção paralela, é fácil verificar que

Φn+1
ij = hn+1

ij − Hδij, Φα
ij = hα

ij, α > n + 1,

Φn+1 = Hn+1 − HI, Φα = Hα, α > n + 1,

N(Φn+1) = tr(Φn+1)2 = tr(Hn+1)2 − nH2, (5.35)

onde Φα e Hα denotam, respectivamente, as matrizes (Φα
ij) e (hα

ij). Além do mais

tr(Hn+1)3 = tr(Φn+1)3 + 3Htr(Φn+1)2 + nH3. (5.36)

E por definição

N(Φα) = tr((Φα
ij)(Φ

α
ji)) = ∑

i,j
Φα

ijΦ
α
ji = ∑

i,j
(Φα

ij)
2,

|Φ|2 = ∑
α

N(Φα) = ∑
α,i,j

(Φα
ij)

2 = S− nH2. (5.37)
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Substituindo, temos

1
2

∆|Φ|2 = ∑
α,i,j,k

(hα
ijk)

2 + n ∑
α,i,j

(hα
ij)

2 − n2H2 − nH ∑
α

tr(Hn+1(Hα)2)

+ ∑
α,β

[tr(HαHβ)]2 + ∑
α,β

N(HαHβ − HβHα)

= ∑
α,i,j,k

(Φα
ijk)

2 + n ∑
α,i,j

(
Φα

ij + Hδij

)2
− n2H2 − nHtr(Hn+1)3

− nH ∑
α>n+1

tr
(
(Φn+1 + HI) (Φα)2

)
+ (tr(Φn+1)2 + nH2)2

+ ∑
β>n+1

(tr((Φn+1 + HI)(Φβ)))2 + ∑
α>n+1

(tr((Φα)(Φn+1 + HI)))2

+ ∑
α,β>n+1

(tr(ΦαΦβ))2 + ∑
α,β

N(ΦαΦβ −ΦβΦα)

= ∑
α,i,j,k

(Φα
ijk)

2 + n ∑
α,i,j

(Φα
ij)

2 + 2n ∑
α,i,j

HΦα
ijδij + n ∑

α,i,j
(Hδij)

2 − n2H2

− nH(tr(Φn+1)3 + 3Htr(Φn+1)2 + nH3)− nH ∑
α>n+1

tr(Φn+1(Φα)2)

− nH2 ∑
α>n+1

tr(Φα)2 + (tr(Φn+1)2)2 + 2nH2tr(Φn+1)2 + n2H4

+ ∑
β>n+1

(tr(Φn+1Φβ) + Htr(Φβ))2 + ∑
α>n+1

(tr(ΦαΦn+1) + Htr(Φα))2

+ ∑
α,β>n+1

(tr(ΦαΦβ))2 + ∑
α,β

N(ΦαΦβ −ΦβΦα)

= ∑
α,i,j,k

(Φα
ijk)

2 + n ∑
α,i,j

(Φα
ij)

2 − nH ∑
α

tr(Φn+1(Φα)2)

− nH2 ∑
α

tr(Φα)2 + ∑
α,β

(tr(ΦαΦβ))2 + ∑
α,β

N(ΦαΦβ −ΦβΦα)

= ∑
α,i,j,k

(Φα
ijk)

2 + n(1− H2)|Φ|2 − nH ∑
α

tr(Φn+1(Φα)2)

+ ∑
α,β

(tr(ΦαΦβ))2 + ∑
α,β

N(ΦαΦβ −ΦβΦα)

Aplicando o lema 5.4.1 a Φα e Φn+1 nós temos

|tr(Φn+1(Φα)2)| ≤ n− 2√
n(n− 1)

√
N(Φn+1)N(Φα). (5.38)

Agora fazendo a soma para todo α 6= n + 1 no lado direito da equação acima e usando
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5.37 nós temos

∑
α

tr(Φn+1(Φα)2) ≤ n− 2√
n(n− 1)

√
N(Φn+1)∑

α

N(Φα)

≤ n− 2√
n(n− 1)

|Φ|3 (5.39)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

|Φ|4 =

(
∑
α

N(Φα)

)2

≤
(

∑
α

12

)(
∑
α

(N(Φα))2

)
= p ∑

α

N2(Φα)

= p ∑
α

(trΦαΦα)2 ≤ p ∑
α,β

(trΦαΦβ)2 (5.40)

E segue de 5.4, 5.39 e 5.40 que a desigualdade 5.34 é satisfeita.

Se H = 0, Mn é chamada maximal. Neste caso, ∑i hii = 0 para todo α, que junto

com 5.27 implica que

1
2
|Φ|2 =

1
2

∆S = ∑
α,i,j,k

(hα
ijk)

2 + nS + ∑
α,β

[tr(HαHβ)]2

+∑
α,β

N(HαHβ − HβHα) ≥ nS + ∑
α

N2(Hα)

= n|Φ|2 + ∑
α

N2(Hα) ≥ |Φ|2
(
|Φ|2

p
+ n

)
. (5.41)

5.5 O Princı́pio do Máximo

Nesta seção iremos apenas mencionar um princı́pio do máximo que desempenha um

papel importante no estudo de geometria diferencial em variedades Riemannianas. O

primeiro é conhecido como princı́pio do máximo de Hopf.

Lema 5.5.1. Seja M um variedade Riamanniana compacta. Se uma função f de classe C2 em

M satisfaz ∆ f ≥ 0 ou ∆ f ≤ 0, então f é uma função constante, onde ∆ denota o laplaciano em

M.

Como uma generalização do princı́pio do máximo de Hopf, Omori [24] e Yau [32]

provaram um importante teorema, que é conhecido como o princı́pio do máximo genera-

lizado.
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Lema 5.5.2. (Princı́pio do máximo generalizado) Seja Mn uma variedade Riemanniana com-

pleta conexa com curvatura de Ricci limitada por baixo e seja f : Mn → R uma função de

classe C2 que é limitada inferiormente em M. Então existe uma sequência de pontos {pk} em

Mn satisfazendo

lim
k→∞

f (pk) = inf( f ), lim
k→∞
|∇ f (pk)| = 0 e lim

k→∞
inf ∆ f (pk) ≥ 0.
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Capı́tulo 6

RESULTADOS DE RIGIDEZ

Antes de enunciar o resultado principal deste trabalho, deixaremos aqui o seguinte

lema técnico.

Lema 6.0.3. Seja PH o polinômio definido em 2, então:

a) Se H2 < 4(n− 1)/n2, então PH(x) > 0 para todo x ∈ R.

b) Se H2 = 4(n− 1)/n2, podemos escrever H = 2
√
(n− 1)/n; a raı́z (dupla) de PH é

α(n, H, p) =
n(n− 2)

2
√

n(n− 1)
H =

n− 2√
n

,

tal que PH(x) = (x− (n− 2)/
√

n)2 ≥ 0 para todo x ∈ R.

c) Se H2 > 4(n− 1)/n2, então PH tem duas raı́zes reais α−(n, H, p) e α+(n, H, p) dadas

por

α±(n, H, p) =
√

n
4(n− 1)

(
(n− 2)H ±

√
n2H2 − 4(n− 1)

)
. (6.1)

α+(n, H, p) sempre é positiva; por outro lado, α−(n, H, p) > 0 se, e somente se

(n− 2)H −
√

n2H2 − 4(n− 1) > 0,

que é satisfeita se e somente se 4(n− 1)/n2 ≤ H2 < 1. De maneira análoga, α−(n, H, p) =

0 se, e somente se H2 = 1 e α−(n, H, p) < 0 se, e somente se H2 > 1.

6.1 Teorema Principal

Teorema 6.1.1. Seja Mn (n ≥ 3) uma subvariedade tipo-espaço completa no espaço de De

Sitter Sn+p
p (1) com vetor curvatura média paralelo. Então ou

a) H2 < 4(n−1)
n2 e Mn é totalmente umbı́lica ou

b) H2 ≥ 4(n−1)
n2 e max{0, α−(n, H, p)} ≤ sup |Φ| ≤ α+(n, H, p), onde α−(n, H, p) e

α+(n, H, p) são as raı́zes reais do polinômio quadrático

PH(x) =
x2

p
− n(n− 2)√

n(n− 1)
Hx + n(1− H2). (6.2)
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Além do mais, se a igualdade for satisfeita e M é não totalmente umbı́lica então p = 1.

Demonstração. Consideremos a função positiva F em Mn definida por F = 1√
1+|Φ|2

.

Um cálculo simples mostra que

|∇F|2 =
|∇|Φ|2|2

4(1 + |Φ|2)3 e F∆F =
−∆|Φ|2

2(1 + |Φ|2)2 + 3|∇F|2. (6.3)

Agora, de 5.34 e 6.3 nós obtemos

F∆F ≤ −|Φ|2
2(1 + |Φ|2)2

(
|Φ|2

p
− n(n− 2)√

n(n− 1)
H|Φ|+ n(1− H2)

)
+ 3|∇F|2. (6.4)

Assuma que a segunda forma fundamental (hn+1
ij ) de Mn com respeito a en+1 tenha

sido diagonalizada e que seus autovalores sejam iguais a λn+1
i . Logo

Ric(ei, ei) = (n− 1)−
(

∑
j

hn+1
jj

)
hn+1

ii + ∑
α,j
(hα

ij)
2 ≥ (n− 1)− nHhn+1

ii + ∑
j
(hn+1

ij )2

=

(
λn+1

i − nH
2

)2

+ (n− 1)− n2H2

4
. (6.5)

Assim a curvatura de Ricci de Mn é limitada inferiormente. Como Mn é tipo-espaço

e F > 0, podemos aplicar o lema 5.5.2 para a função F. Então podemos obter uma

sequência de pontos {pk} em Mn tal que

lim
k→∞

F(pk) = inf(F);

lim
k→∞
|Φ|2(pk) = sup |Φ|2 = (sup |Φ|)2; (6.6)

lim
k→∞
|∇F(pk)| = 0; lim inf ∆F(pk) ≥ 0.

Aplicando 6.4 na sequencia obtida e usando 6.6 temos

lim
k→∞

F(pk)∆F(pk) ≥ 0,

lim
k→∞

3|∇F(pk)|2 = 0,

lim
k→∞

−|Φ|2(pk)

2(1 + |Φ|2(pk))2

(
|Φ|2(pk)

p
− n(n− 2)√

n(n− 1)
H|Φ|(pk) + n(1− H2)

)
≥ 0,

e portanto

sup |Φ|2
(1 + sup |Φ|2)2

(
sup |Φ|2

p
− n(n− 2)√

n(n− 1)
H sup |Φ|+ n(1− H2)

)
≤ 0. (6.7)
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A desigualdade 6.7 mostra que sup |Φ| < ∞. Mais que isso, mostra que sup |Φ| = 0

ou max{0, α−(n, H, p)} ≤ sup |Φ| ≤ α+(n, H, p). Se H2 < 4(n − 1)/n2, da parte a)

do lema 6.0.3 implica PH(|Φ|) > 0 para todo |Φ|, mas como a igualdade em 6.7 é

verdadeira, temos que sup |Φ| = 0, e a conclusão em a) do Teorema 6.1.1 segue. Agora

suponha que a primeira conclusão de b) do Teorema 6.1.1 não seja satisfeita, i.e., que

sup |Φ| < α−(n, H, p) ou sup |Φ| > α+(n, H, p),

quando α−(n, H, p) > 0, visto que sup |Φ| > 0. Então PH(sup |Φ|) é estritamente posi-

tivo, que implica que o lado direito de 6.7 é não negativo. Isto implica que sup |Φ|2 = 0,

isto é, |Φ|2 ≡ 0, e então Mn é totalmente umbı́lica.

Vamos supor agora que sup |Φ| = α−(n, H, p) > 0 ou sup |Φ| = α+(n, H, p). Em

particular, estes pressupostos implicam que Mn não é totalmente umbı́lica. Assumindo

além disso, que p ≥ 2 vamos obter uma contradição. Como |Φ|2 = ∑α N(Φα) é uma

função diferenciável limitada por cima em Mn, podemos aplicar novamente o lema

5.5.2 para a função |Φ|2. Portanto, tomando subseqüências se necessário, obtemos uma

sequência {pk} em Mn tal que

lim
k→∞
|Φ|2(pk) = sup |Φ|2 = (sup |Φ|)2,

lim
k→∞

N(Φα)(pk) = C2
α, α = n + 1, . . . , n + p,

lim
k→∞
|∇|Φ|2(pk)| = 0, (6.8)

lim
k→∞

sup(∆|Φ|2)(pk) ≤ 0,

onde Cα são constantes.

Recordemos que para provar a desigualdade 5.34 nós usamos as desiguadades 5.38

e 5.40. Então a igualdade será satisfeita em 5.34 se, e somente se, for satisfeita em 5.38

e 5.40. Aplicando 5.34, 5.38 e 5.40 em (pk), fazendo k→ ∞ e usando 6.8 obtemos

0 ≥ 1
2

sup(∆|Φ|2)(pk)

≥ sup |Φ|2
(

sup |Φ|2
p

− n(n− 2)√
n(n− 1)

H sup |Φ|+ n(1− H2)

)
; (6.9)

Cn+1 sup |Φ|2 ≤ sup |Φ|3; (6.10)

(sup |Φ|2)2 ≤ p ∑
α

C4
α. (6.11)

Como nós assumimos que sup |Φ| = α−(n, H, p) > 0 ou sup |Φ| = α+(n, H, p), ambos

os lados da desigualdade 6.9 são iguais a zero. E como antes, a igualdade será satisfeita
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em 6.9 se, e somente se a igualdade for satisfeita em 6.10 e 6.11. Mais precisamente,

6.10 e 6.11 podem ser escritas da seguinte forma

Cn+1(sup |Φ|)2 = Cn+1 sup |Φ|2 = sup |Φ|3 = (sup |Φ|)3,

(sup |Φ|2)2 = p ∑
α

C4
α. (6.12)

Como Mn não é totalmente umbı́lica, 6.12 implica Cn+1 = sup |Φ| > 0 e então a se-

gunda fórmula de 6.12 satisfaz (p− 1)C4
n+1 + p ∑

n+p
α=n+1 C4

α = 0. Assim, se p ≥ 2, como

todas as constantes Cα são não-negativas, nós podemos inferir que 0 = Cn+1 = sup |Φ|

e Mn é totalmente umbı́lica.

Observação 6.1.1. Quando a codimensão de Mn é 1, a subvariedade Mn é chamada uma

hipersuperfı́cie.

Dada uma hipersuperfı́cie tipo-espaço Mn com curvatura média constante H, para

cada q ∈ Mn nós definimos o tensor Φ : TqM→ TqM por

〈ΦX, Y〉 = 〈AX, Y〉 − H〈X, Y〉,

onde A é o operador associado à segunda forma fundamental de Mn.

Nessa forma, é fácil perceber que os autovalores de Φ são da forma µi = κi − H, e

que

|Φ|2 = ∑
i

µ2
i =

1
2n ∑(κi − κj)

2.

Antes de provarmos o primeiro corolário do teorema 0.0.10, enunciaremos alguns

resultados importantes. O primeiro é um lema algébrico devido a M. Okumura [23] e

completado com o caso da igualdade por Alencar e do Carmo [3]. E o segundo é um

teorema de congruência devido a N. Abe, N. Koike, e S. Yamaguchi (Teorema 5.1 em

[1]).

Lema 6.1.1. Seja µi, i = 1, . . . , n, números reais com ∑ µi = 0 e ∑ µ2
i = β2 ≥ 0. Então

− n− 2√
n(n− 1)

β3 ≤∑ µ3
i ≤

n− 2√
n(n− 1)

β3, (6.13)

e a igualdade é satisfeita se, e somente se (n− 1) dos números µi são iguais a β/
√

n(n− 1)

ou (n− 1) dos números µi são iguais a −β/
√

n(n− 1).

Teorema 6.1.2. Seja Mn uma hipersuperfı́cie própria de uma forma espacial Qn+1
1 (1). Assuma

que existem constantes λ e µ (λ 6= µ) e que o conjunto de todos os autovalores de Aη é
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{λ, µ} ou {λ} para um vetor normal unitário η em cada ponto de Mn. Então Mn é localmente

congruente ao cilindro hiperbólico

H1(c1)× Sn−1(c2) = {(x, y) ∈ Sn+1
1 ⊂ Rn+2

1 = R2
1 ×Rn;

|x|2 = −1/c1, |y|2 = 1/c2}.

onde c1 < 0, c2 > 0 e 1/c1 + 1/c2 = 1.

Corolário 6.1.1. Seja Mn (n ≥ 3) uma subvariedade tipo-espaço completa em Sn+p
p (1) com

vetor curvatura média paralelo e H2 ≥ 4(n−1)
n2 . Se sup |Φ| ≤ max{0, α−(n, H, p)} ou

sup |Φ| ≥ α+(n, H, p), então ou

a) Mn é totalmente umbı́lica ou

b) sup |Φ| = α−(n, H, p) > 0 ou sup |Φ| = α+(n, H, p).

Além disso, se sup |Φ| = α−(n, H, p) > 0 e este supremo é atingido em Mn, então Mn

é isométrica ao cilindro hiperbólico H1 × Sn−1.

Demonstração. Observe, inicialmente, que α−(n, H, p) ≤ 0 pode implicar sup |Φ| = 0,

que de imediato nos dá a). Então suponha que

0 < sup |Φ| < α−(n, H, p) ou sup |Φ| > α+(n, H, p),

da demonstração do teorema anterior, temos a). Restando as igualdades

sup |Φ| = α−(n, H, p) > 0 ou sup |Φ| = α+(n, H, p)

em b).

Vamos mostrar agora a segunda parte de b). Antes de tudo, da segunda parte de b)

do Teorema 6.1.1, concluı́mos que p = 1.

Supondo sup |Φ| = α−(n, H, p) > 0, nós temos |Φ| ≤ α−(n, H, p), isso significa

que PH(|Φ|) ≥ 0 para cada |Φ|, onde PH é o polinômio 2. Este fato e a desigualdade

tipo Simons 5.4.1,
1
2

∆|Φ|2 ≥ |Φ|2PH(|Φ|),

implicam que ∆|Φ|2 ≥ 0. Por hipótese, sup |Φ| é atingido em algum ponto de Mn,

então nós aplicamos o princı́pio do máximo de Hopf (lema 5.5.1) para mostrar que |Φ|
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é constante e assim |Φ| ≡ α−(n, H, p). Usando novamente a desigualdade tipo Simons

5.4.1, nós obtemos

0 =
1
2

∆|Φ|2 ≥ |Φ|2PH(|Φ|) = (α−(n, H, p))PH(α
−(n, H, p)) = 0,

então a igualdade é satisfeita no lema 6.1.1. Disto segue que (n− 1) dos autovalores

ki − H de Φ, são iguais a
|Φ|√

n(n− 1)
=

α−(n, H, p)√
n(n− 1)

,

ou igual ao negativo desta última expressão. Isto significa que a hipersuperfı́cie Mn

tem (n− 1) curvaturas principais iguais e constantes. Como nH = ∑ ki e H é constante,

a outra curvatura principal também é constante. O teorema 6.1.2 mostra que Mn é

isométrica a um cilindro hiperbólico.

Corolário 6.1.2. Seja Mn (n ≥ 3) uma subvariedade tipo-espaço completa em Sn+p
p (1) com

vetor curvatura média paralelo e H2 ≥ 4(n−1)
n2 . Se Mn tem curvatura escalar constante e

sup |Φ| ≤ max{0, α−(n, H, p)} ou sup |Φ| ≥ α+(n, H, p), então ou Mn é totalmente

umbı́lica ou Mn é isométrica a um cilindro hiperbólico H1 × Sn−1.

Demonstração. A hipótese e o corolário 6.1.1 implica que Mn é totalmente umbı́lica ou

sup |Φ| = α−(n, H, p) ou sup |Φ| = α+(n, H, p). Como nós estamos assumindo que a

curvatura escalar E é constante, da expressão em 5.3,

E = n(n− 1)− n2H2 + S,

nós temos que S é constante, e da expressão em 5.37,

|Φ|2 = S− nH2,

concluı́mos que |Φ| também é constante.

Supondo inicialmente que sup |Φ| = α+(n, H, p), obtemos |Φ| ≡ α+(n, H, p), e da

equação 6.1

|Φ|2 = −nH2 + C1

onde

C1 = −n +
n

2(n− 1)

(
n2H2 + (n− 2)H

√
n2H2 − 4(n− 1)

)
.

Usando novamente a equação 5.37, temos

S = C1,
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e do teorema 0.0.7, Mn é um cilindro hiperbólico.

Suponha agora que sup |Φ| = α−(n, H, p) > 0, como |Φ| é constante, sup |Φ| é

atingido em algum ponto de Mn e, do corolário anterior, Mn é isométrica a um cilindro

hiperbólico.
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Tôhoku Math. J., 46:403–415, 1994.

[29] Shlomo Sternberg. Semi-Riemann Geometry and General Relativity. 2003.

[30] João Nuno Tavares. Curso de cálculo avançado. Internet, http://cmup.fc.up.
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