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RESUMO

No estudo da dindmica de C!-genérico difeomorfismos f, classes homoclinicas séo
objetos dindmicos de grande importancia, pois elas residualmente podem ser vista
como classes de cadeias recorrentes. Podendo falhar em ser uniformemente hiperbdlicas
classes homoclinicas podem apresentar um modo robusto de ter selas de indices dis-
tintos entdo podemos afirmar que para um C'-genérico difeomorfismos f com coin-
cidentes classes homoclinicas associadas as duas selas p e ¢ com indices distinitos a
e B respectivamente é possivel ter um subconjunto denso de selas de indices inter-
medidrios aos indices dados na classe homoclinica inicial. O objetivo desta disserta¢do
é o estudo da criacdo destas selas de indices intermediarios visando demonstrar tal
afirmacgdo. Estas novas selas sdo construidas através de cociclos lineares com transigdo
dentro do contexto de ciclos heterodimensionais que nos permitem criar selas de periodos
arbitrariamente grande e finalmente estas novas selas podem ser tomadas dentro da
classe homoclinica e isto é devido ao fato das classes homoclinicas coincidentes sdo

localmente residualmente coincidentes.

Palavras-chave: Classes homoclinicas, Ciclos heterodimensionais, Selas de indices

distintos, C!-genérico difeomorfismos.



ABSTRACT

In the study of the dynamics of Cl-generic diffeomorphisms f, homoclinic classes
are dynamic objects of great importance, because they can be seen as residually chain
recurrent classes. May fail to be uniformly hyperbolic homoclinic classes can pro-
vide a robust way to have saddles of different indices then we can say that for a C!-
diffeomorphisms f genérico coincident with homoclinic classes associated p e q two
saddles with different indices & and B respectively is possible to have a dense subset
of saddles of intermediate indices to indices homoclinic initial data in the class. The
goal of this dissertation is studying the creation of these saddles inidces intermediaries
seeking to establish such a claim. These new saddles are built through cociclos linear
with transition within the context of heterodimensionais cycles that allow us to create
arbitrarily large periods of saddles and finally these new saddles can be taken within
the homoclinic class and this is due to the fact that homoclinic classes are coincident

residually locally coincident.

Keywords: Homoclinic classes, heterodimensionais Cycles, Saddles indices distinct

e Cl-generic diffeomorphisms.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

O presente trabalho visa um detalhamento do elegante resultado em [1] que pode
ser visto continuacdo do [4] para conjunto robustamente transitivo. O conjunto dos
pontos periddicos hiperbdlicos desempenham um papel importante no estudo da dindmicas
de difeomorfismos e isso estd bem caracterizado no fato da derivada da aplicacdo neste
conjunto de pontos produzir dire¢ées que contraem ou expandem com taxa uniforme.
Na tentativa de estruturar a dindmica do conjunto de difeomorfisnos usando este con-
junto de pontos como esqueleto promissores resultados tem sido alcancados. A es-
tratégia de se entender a dindmica dos difeomorfismo olhando os pontos periédicos
deve-se em muito ao “Closing Lema de Pugh” que o conjunto dos pontos peridédicos
hiperbdlicos sdao densos no conjunto limite de f genericamente falando. Usando os
pontos periédicos tenta-se decompor a dindmica C!-genérico difeomorfismo em pecas
elementares na tentativa de imitar o teorema da decomposigdo espectral de Smale onde
acaba por ser uma espécie decomposicdo dindmica padrdo a ser perseguida. O bom
seria que estas pegas fossem como as classes homoclinicas duas as duas disjuntas e ide-
componiveis dinamicamente falando e ndo contida em pecas maiores. No objetivo de
descrever a dindmica no Cl-genérico contexto grandes resultados forma alcangados,
particularmente na descri¢cdo de bons candidatos para regra destas pegas elementares,
em [2] est4 provado que para genéricos difeomorfismo Dif f1(M) as pecas elementares
sdo classes de cadeias recorrentes. Também é conhecido que toda classe de cdeia recor-
rente com um ponto periédico p é classe homoclinica de p também devido ao ”Clos-
ing Lema de Pugh” e alguns resultados de [6] classes homoclinicas particionam um
denso subconjunto do L(f) de um genérico difeomorfismo. Ainda mais, [8] afirma que
classes de cadeias recorrentes para sdo limites de Hausdorff de classes homoclinicas de
genéricos difeomorfismos. Tais resultados ddo a real dimensdo da importancia de se
estudar classes homoclinicas em dindmica e nos motiva a obter uma total descricao
de classes homoclinicas fora do contexto uniformemente hiperbdlico. Introduzidas

por Newhouse em [14] classes homoclinicas sdo genreliza¢des das pecas basicas do



Teorema da Decomposi¢do Espectral de Smale (vé [18] ) sdo f-invariantes e transiti-
vas, isto €, existe um z na classe homoclinica H(py¢, f) de p tal que @-limite de z é
iguala H(py, f). Classes homoclinica podem falhar em ser uniformemente hiperbélica
pois podem apresentar num robusto modo selas tendo indices diferentes do de p, vé
construgdes em [10], [9]. Com isto em mente é razodvel indagar se os indices das
selas formam um intervalo em IN. Neste presente trabalho o objetivo principal é a

demonstracdo do teorema abaixo.

Teorema Principal 1. Existe um residual subconjunto Z de Diff'(M) de difeomor-
fismo f tal que, para todo f € Z, qualquer classe homoclinica H(p, f) contendo selas
hiperbélicas de indices « e B contém um subconjunto denso de selas de indice T para

todo T € [a, ) NIN

Na verdade o teorema é uma espécie de extensdo de um resultado andlogo provado
em [4] para conjuntos robustamente transitivos de tal forma que para todo f € Dif f1(M)
tendo um conjunto robustamente transitivo Ay, a propriedade dos indices das selas
de Ay formando um intervalo em IN € aberto e denso. O ingrediente chave na nossa
construgdo é a nogdo do ciclo heterodimensional onde é a principal maquina de criagdo
das novas selas.Os principais ingridientes da prova do teorema principal foram divi-
dos por uma questdo didatica em pequenos resultados para um melhor entendimento.
No primeiro resultado esta associado a propriedade localmente residualmente de que
sela pr e qf onde H(py, f) = H(qy, f) por uma pertubagio g de f tal propriedade
permanece e 0 mesmo acontece com a afirmagdo contrdria. No segundo resultado
é dado pelo lema de conexdo de Hayashi que nos permite criar ciclos heterodimen-
sionais associados a continuacdo da selas pr e qy. Através do desdobramento dos ci-
clos leva-nos a difeomorfismos g tendo sela r; de qualquer indice T entre « e 5. Em
principio esta nova sela pode nao pertencer a classe homoclinica H(pg, &) = H(q4,8),
mas em nosso contexto isto nao acontece, isto €, r, obtida depois de uma pertubagao
pode ser tomada dentro da classe homoclinica H(py, g) e genericamente isto implica
que H(pg, ) = H(rg, g). Isto é feito em duas etapas, a primeira vemos que a sela
r¢ pode ser obtida de tal forma W"(p,, g) intersecta transversalmente W*(r, g) e que
W¥(rg, g) intersecta transversalmente W*(q,, ) e isto implica que py, g, € 74 estdo na
mesma classe de cadeia recorrente e por fim se uma classe de cadeia recorrente pos-

sui num ponto periodico entdo esta mesma classe é a classe homoclinica deste ponto



periédico que nos dé a garantia de H(py, &) = H(rg, g) = H(qq,8). E encerrando
a explanacdo desta introducdo explanaremos a organizacdo deste trabalho dando o
esboco da porva doteorema principal. No capitulo 3 enumeramos as bdsicas pro-
priedades das classes homoclinicas e classes de cadeias recorrentes de um genérico
difeomorfismo e demonstra-se a genérica dicotomia de que classes homoclinicas per-
sistem coincidentemente ou de forma disjunta e ainda é demonstrado o resultado
técnico (Proposicdo 3.3.3): Existe um residual subconjunto G1 de Dif f1(M) consistindo de
difeomorfismos f tal que Perr (H(p, f)) é denso em H(py, f) para toda classe homoclinica ndo
trivial H(py, f) de f que é a chave a da construcao das selas de indices intermedidrios
que sdo obtidas via ciclos heterodimensionais associados a selas na classe homoclinica,
todavia a criacdo de tais selas esta bem entendida quando as selas do ciclo tem auto-
valores reais com multiplicidade 1. No capitulo 4 ciclos heterrodimensionais sao per-
tubados para criar um novo longo ciclo onde sua dindmica é essencialmente afim, sim-
plificando assim andlise dindmica do ciclo e por tltimo selas de indices intermedidrios

podem ser tomadas dentro da classe homoclinica provando assim o teorema principal.
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Capitulo 2
NOCOES PRELIMINARES

Iniciaremos com esse capitulo com uma breve explanagdo sobre os principais resul-
tados sobre dindmica topoldgica, hiperbélica e C! dindmica genérica além de outras

fracas formas de hiperbolicidadem ( para um maior detalhamento vé [13], [15], [17],

[5])

2.1 Recorréncia

Numa perspectiva simplificada diremos que um Sistemas Dindmicos é uma recente
area da matematica que objetiva estudar o comportamento dindmico de um par (M, f),
onde M é uma variedade compacta suave e f : M — M é um difeomorfismo, isto €, o
objetivo é estudar o comportamento de conjuntos do tipo { f"(x); n € Z} que é denom-
inado 6rbita de um ponto x € M que por sua vez tal conjunto pode ser traduzido como
o histérico do ponto quando f for repetida intimeras vezes para frente (n é positivo) ou
para tras (n é negativo). Diremos que x é um ponto fixo de f se f(x) = x e periodico
de periodo n se f*(x) = x para um inteiro n positivo. Em nossa andlise preliminar
estamos interessado em classificar os conjuntos de pontos de uma variedade M pelo
seu grau de recorréncia, perceba que apesar deste conceito ainda ndo ser inteligivel
para os fins que desejamos, estamos a procura de pontos que se comportam de forma

“parecida” com os pontos periddicos

Definic¢do 2.1.1. Seja X um espaco topolédgico e f : X — X uma aplicacdo continua.
Um ponto x de X é dito errante se existe uma vizinhanga U de x tal que f*(U) N U ndo
é vazio para todo k positivo, caso contrario diremos que é ndo-errante e sua existéncia é
assegurada para toda vizinhanca U de x onde f¥(U) U # @ para algum k positivo.

Denotaremos por Q)(f) o conjunto dos pontos ndo-errantes.

Nao ¢é dificil vé que Q(f) é fechado e sub-invariante (f(Q)) C Q) e se f é um
homeomorfismo f(Q)) = Q e ja que Q é fechado e um ponto periddico é visivelmente

ndo-errante entdo o fecho do conjunto dos pontos periédico estd contido em ().
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Defini¢do 2.1.2. Se f : X — X é uma aplicagdo continua e x € X. O conjunto @-limite

de x, @¢(x) é definido por
@(x) = {y € X | 3limy o0 f1(x) = v}
Se f é é um homeomorfismo, nds definiremos o conjunto a-limite de x analogamente

ap(x) = {y € X | 3limy s o0 f(x) = v}

Ainda mais diremos que L(f) = Uyex@f(x) UUxexar(x) € o conjunto limite dos pon-

tos x por f.

Observe que L(f) esta contida em Q)(f), pois dado y em L(f) em particular pode-
mos toma-lo no @y (x) e para alguma vizinhanga U de y podemos tomar m e n sufi-
cientemente grande onde m > n > 0 tal que f"(x) e f"(x) estdo em U. Dessa forma
podemos garantir que ™" (U) N U # @ concluindo entdo que y pertence a Q(f).O
teorema da decomposigdo espectral de Smale mostra-se um modelo a ser perseguido

na descri¢do da dindmica dos difeomorfismo.

Definic¢do 2.1.3. Suponha que X seja munido com uma métrica d. Dado f : X — X
e um namero real positvo ¢, uma sequéncia {x, },cz € uma e-pseudo orbita para f se
d(f(x;),xi11) < eVn € Z. Uma e-pseudo 6rbita de x é uma e-pseudo 6rbita periddica
se existe um n tal que x; = x;, para todo i.Diremos que um ponto x em X é e-pseudo

periddico se ele é o primeiro termo de uma finita e-pseudo 6rbita periddica.

Definigao 2.1.4. Seja X um espago métricoe f : X — X. Um ponto x € X é uma
cadeia recorrente se é e-pseudo periédico para todo € positvo. Denotaremos por R(f)

ou simplesmente R o conjunto dos pontos cadeias recorrentes.
E facil vé que R(f) é fechado e contém Q)(f).

Proposicao 2.1.5. Seja X um espago métrico e f : X — X uma aplicagdo continua entio

Q(f)CR(f)-

Proof. Seja x em Q)(f) e dado € positvo, mostraremos que x é um e-pseudo periédico

ponto. De fato tomando J < 5 temos pela continuidade de f

d(x,y) <é=d(f(x), f(y)) <

Nl
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Tomando uma vizinhanga U qualquer de x contida na bola de raio § centrada em x
e como x é ndo-errante existe n tal que f*(U) U # @. Dessa forma paran = 10
conjunto {x,x} é uma e-pseudo Orbita periédica; no caso de n > 1 existe y em U tal
que f"(y) estd em U e assim o conjunto {x, f(y), ..., f* 1 (y), x} é uma e-pseudo 6rbita

periddica. ]
Dessa forma temos

Per(f) € L(f) € O(f) € R(f)

2.2 Topologia C" e Conjuntos Residuais

Na matematica, a Distancia Hausdorff, ou métrica Hausdorff mede o qudo distante
dois subconjuntos de um espago métrico estdo um do outro. Informalmente falando,
dois conjuntos estdo pertos, do ponto de vista da distancia Hausdorff, se todo ponto
de cada conjunto estd perto a algum ponto do outro conjunto.Em outras palavras, é o
mais distante ponto de um conjunto que vocé pode estar para um ponto préximo de

um conjunto diferente.

Defini¢do 2.2.1. Seja X e Y dois subconjuntos ndo vazios de um espago métrico (M, d).

No6s definimos a distancia Hausdorff di (X, Y) por:

du(X,Y) = max{ sup inf d(x,y), sup inf d(x,y) },

xexX Y€ yey Y€X

Torna-se também importante a compreensdo do que corresponde uma métrica na
topologia C". Sejam M uma variedade compacta C", 1 < r < o e o espago do C"
difeomorfismos, Dif f"(M), escolhemos uma cobertura infinita de M por cartas. Todo
ponto x em M estd contido numa bola de raio ry, onde estd contida numa carta. As
bolas B(x,%) cobrem M, e podemos escolher uma subcobertura finita B(xy, 3, ...,
B(xy, 5§+). Sendo 6 = znf(%) Isto nos certifica que se duas fungdes f(x) e g(x) que
satisfazem a condigdo supyexd(f(x),g(x)) < ¢ existe uma carta contendo f(x) e g(x)
para todo x em M conforme a figura abaixo

Podemos agora calcular a C" distancia entre f e ¢ numa carta por calcular a diferenca
maxima entre as correspondentes derivadas de f e ¢ expressa na mesma carta. Neces-
sitaremos de algumas prévias defini¢des para lidar com as terminologias dos subcon-

juntos do espago de Baire X. Um subconjunto S C X é denominado denso em lugar
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Figure 2.1: Distancia em C"

nenhum se intS = @. Um subconjunto S C X é dito ser magro se pode ser escrito
como uma reunido enumerdvel de subconjuntos densos em lugar nenhum e é dito ser
residual se contem uma intersecdo enumeravel de abertos densos, equivalentemente
isto quer dizer que seu complementar X \ S é magro. Uma determinada propriedade
para um conjunto de pontos de X é satisfeita para um genérico ponto de X se ela é
satisfeita exceto para algum conjunto magro. Vale ressaltar que toda essa abordagem
é util se X é um espaco de Baire onde um residual subconjunto é necessariamente
denso. Nesta perspectiva de entender a dindmica de um conjunto de pontos numa
variedade M compacta suave é razoavel indagar sobre quais condi¢gdes um subcon-
junto de pontos na variedade M tem comportamento identico ou parecido com os dos
pontos periddicos a menos de uma pequena pertubacdo do sistema inicial f, sendo
mais especifico queremos enteneder quando pode-se obter Per(f) = Q(f) ou R(f) =
Q(f) genericamente em Dif f"(M)? Na dire¢do da resposta desta indagacdo temos o

teorema abaixo.

Teorema 2.2.2 (Densidade Geral de Pugh). Existe R C Dif f1(M), residual tal que para

todo f € R entio Per(f) = Q(f).

Um maneira de compreender a recorréncia de um homeomorfismo f & tentar mon-
tar a variedade M a partir de simples pecas, onde cada uma delas sdo isoladas e ass-
intoticamente especifica um invariante conjunto. Para tal objetivo precisamos de mais
definicoes. Uma filtragio M, associada a cada homeomorfismo f de uma variedade
M, é uma particio @ = Mg C My C My C ... C M,, = M onde cada M; é uma
subvariedade com dimensdo do bordo igual a dimensado do bordo da variedade M e

f(M;) C intM; e denotamos por M~ a filtracio do homeomorfismo f~!, dado por



14

@=M\M, C M\M,, 1 C..C M\My=Me f{(M\ M) Cint(M\ M;). Dada

uma filtracdo M definimos K;(M) como o maior compacto invariante de M; — M;_1:

Ki(M) = Nyez f*"(M; — M; 1)

e finalizando K(M) é unido dos conjuntos K;(M). A dindmica global fica bem en-
tendida com as filtra¢Ges, pois a 6rbita de um ponto que porventura visita M; fica
capturado dentro desta regido ou a 6rbita de pontos que entram em M; — M;_; estdo
eventualmente presas em W*(K;). Observe que R(f) C K(M) pois assumindo € como
a menor distdncia de f(M;) ao complementar de M; uma e-pseudo 6rbita que visita
M; permanece em M; para qualquer filtracdo M. Uma filtracdo M é adaptada num
compacto invariante A se A = K(M). Uma filtragdo N refina M, se para cada 7 ex-
iste j tal que N; — N;_1 C M; — M; 1. Uma sequéncia de filtragdo é um conjunto de
filtragoes {M; } tal que M, 1 refina M;. Uma sequéncia de filtra¢des, {M;}, é adaptada
a A se K({M;})=N; K(M;)=A. Se Ay e A, sdo compactos invariantes disjuntos, dize-
mos que uma filtracdo os separa se A; C K(M;) e Ay C K(M;) com i # j. Quando dois
compactos estdo separados por filtragdo, ndo podemos obter um compacto invariante

indecomponivel que os contenha.

Teorema 2.2.3. Hi uma sequéncia de filtragbes adaptadas a R(f) que separa as classes de

cadeias recorrentes
2.3 Hiperbolicidade

Conjuntos hiperbdlicos constituem um capitulo essencial no desenvolvimento da teo-
ria de sistemas dindmicos, isso éd divido garcas a riquezas de boas propriedades que

este conjunto goza

Definicao 2.3.1. Seja f : M — M e M uma variedade Riemanniana. Um conjunto
fechado A C M invariante por f é dito ser hiperbdlico se existe C > 0, A € (0,1) e para
todo y € A existem E°(y), E"(y)C T,M tais que

1. TyM = Es(y) @ E*(y)
2. |ldffv*|| < CAM||v°||, para todo v° € E*(x) en > 0;

3. |ldfiv*|| < CA"||v"||, para todo v* € E*(x) en > 0;
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4. dfiE°(x) = E°(f(x)) e dfxE"(x) = E*(f(x)).

Se existe uma vizinhanga ¢/ de um conjunto hiperbdlico A tal que A = N,z f"(U)

dizemos o conjunto hiperbdlico é isolado ou maximal.

Note que os subespagos E°(x) e E*(x) variam contiuamente com relagdio a x € A
e existe uma métrica Riemanniana < .,. >,, chamada méertica adaptada, para qual
f satisfaz as condi¢des de hiperbolicidadde com constante C' = 1, isto é, ||[dfv°|l. <

[0°]+, v* € E° e [ldfo" ||« < [lo"|+, v* € E".

Definic¢do 2.3.2. Seja f : M — M um difeomorfismo e p um ponto fixo de f. Dizemos
que p é hiperbdlico se Df, : T,M — T, M é hiperbdlico, isto é, ndo tem autovalores
iguais a 1 e se p é periddico de periodo 71(p) entdo é hiperbdlico se é um ponto fixo

hiperbélico de f7(P).

Em matemadtica é muito comum estudar o comportamento de uma determinada
aplicacdo f olhando par sua aproximacdo linear na expectativa de que tenhamos boas
informagdes sobre f. O teorema de Hartman-Grobman nos diz que na vizinhanga de
um ponto fixo hiperbdlico p a dindmica de f é idéntica no ponto de vista topoldgico

da dindmica de sua aproximacao linear

Teorema 2.3.3 (Hartman-Grobman). Seja f : M — M um difeomorfismo e p um ponto fixo
de f. Entdo f e Dfy sio localmente conjugados, isto ¢, existe uma vizinhanga U, de p em M e

uma vizinhanga de 0 em Ty M e um homeomorfismo h : U — V tal que ho f = Df, o h.
2.4 Cociclos Lineares

Definiremos cociclos lineares com a finalidade de tornar autosuficiente e inteligivel o

presente trabalho.

Defini¢do 2.4.1. Sejam f : X — X uma aplicacdo invertivel e GL(n,R) um grupo
de transformacdes lineares invertiveis de IR”. Diremos que a fungdo A : X x Z —

GL(n,R) é um linear cociclo sobre f , ou simplesmente um cociclo se

o A(x,m) = A(f" (x))..A(x) param > 0

o A(x,m) = A(f™(x)) L..A(f ' (x)) ' param < 0
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e A(x,0) = Id, logo segue-se que
Al m -+ K)=A(f(x), m) Az, K)

Seja (X, f, e, A) um linear cociclo, onde X é um espago topoldgico, f é um home-
omorfismo de X, € um linear fibrado Riemanniano sobre > e A é uma aplicagdo do
fibrado que é um compativel com f, isto é, A é uma aplica¢do linear A : E — E,
onde para cada x € X, A(x,-) é um isomorfismo linear de E(x) para E(f(x)) para os
objetivos destes trabalhos o subconjunto X de M é invariante e f é a restricdo de um
difeomorfismo para X, E para o fibrado tangente de ¥, e A a diferencial de f restrita
a E. Podemos definir naturalmente a n iteradas de A, denotada por A" e a inversa de
A serd denotada por A~!. Dizemos que um cociclo linear ¢ periédico se cada ponto
x € X é periddico de f. Em cada fibrado, existe uma norma que advém da métrica
Riemanniana que denotaremos por || - ||. Entdo o cociclo é dito limitado por k > 0 se a

seguinte desigualdade é verdadeira

max {sup |A(x)]|,sup ||A"L(x)]] }

xXeX xEL

. Para melhor entendimento dos conceitos citados abaixo vé [3]

Defini¢do 2.4.2. Dado ¢ > 0, um cociclo linear periédico (%, f,E, A), admite uma e-
transicdo se para toda familia de pontos de uma 6rbita peridédica xq,...,x, = x1 € Z
existe um sistema de coordenada ortonormal do fibrado linear E que pode ser consid-
erado como um sistema de matrizes (%, f, A) tal que para qualquer (i,]) € {1,2, ..., n}?
existe um k € IN dependendo de i e j e uma sequéncia finita de matrizes em GL(n,R)
[t]] = (ti’j , t;’j e t;;’j ) onde t;’j (x;) = xjparatodo! = 1,2,.., k satisfazendo as seguintes

propriedades:

1. Paratodom € IN,t = (i1, ...,im) € {1,..,n}", ea = (ay,...,ay,) € N™ considere

uma palavra
(W(t,a)] = [ [Ma (x3, )] [t [Ma (x5, )] [ [Mg ()]

, onde palavra
w(y,a) = ((xi,01), s (X4, &)

com letras em M x IN ndo é uma poténcia. Entéo existe x(1,a) € X talque
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e O comprimento de [W (s, a)] é o periodo de x(i,a)

e A palavra [M]4(x(t,a)) é e-proximo a [W (1, a)] e existe uma e-pertubacao de

A tal que a palavra [M] z(x(s,a)) é [W(1,a)].

2. Pode-se escolher x(1,a) tal que a disténcia entre as 6rbitas de x(,a) e qualquer
ponto x; € limitada por alguma funcdo de a; onde tende a zero quando &y vai

para o infinito.

Dado ¢ e 2 do mesmo modo definido antes, a palavra [t"/] ¢ uma e-transigdo de Xjax;e

a matriz T; ; é o produto das letras compondo [#"/].

Observagio 2.4.3. Considerando os pontos x1, ..., X, 1, X, = x1 € ¥ e e-transi¢des [t"]
de x; a x;. Entdo para todom > 0 el > 0a palavra [t/]([M](x;))"[t"]([M]a(x/))" &

uma ¢-transigdo de x; em si mesmo.

Diremos que um cociclo linear periédico admite transi¢des se para todo € > 0 ele
admite e-transicoes. E claro que para se ter um total entendimento do teorema e de

suas conclusdes é necessdrio algumas defini¢des e enuciado do mesmo.
2.5 Decomposicdo Espectral

Definicdo 2.5.1. Seja f : M — M um difeomorfismo. Dizemos que f é

difeomorfismo de Anosov se todos os pontos da variedade M é um conjunto

hiperbdlico.

R-hiperbodlico se o conjunto cadeia recorrente é hiperbdlico.

L-hiperbdlico limite L( f) é hiperbolico

Axioma A se o conjunto ndo errante Q)( f) é hiperbolico e Q(f)=Per(f)

Observe que se um sistema é Anosov entdo é R-hiperbdlico que por sua vez serd
Axioma A e que finalmente serd L-hiperbdélico de outro modo também teremos se Ax-
ioma A é necessario e suficiente que L(f)=Q(f). Um caso muito particular de sistemas

Anosov sdo os difeomorfismo Morse-Smale.

Definic¢do 2.5.2. Um difeomorfismo f : M — M é dito Morse-Smale se
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¢ O conjunto dos pontos periédicos é finito e hiperbdlico.

o Q(f)=Per(f).
e W*(p) e W"(gq) se intersectam trnasversalmente para todo p,q € Per(f).

Teorema 2.5.3 (Teorema da Decomposi¢do Espectral de Smale). Seja f : M — M um
difeomorfismo Axioma A ou L-hiperbolico. Entdo L(f) = A1 U...UA,onde A, i =1,..,n
sdo conjuntos compactos, f-invariantes, dois a dois disjuntos e transitivos (chamada de pegas

bdsicas) e cada A\; é maximal, isto é, ndo estd contida em pegas maiores.

Ainda no espirito da decomposicdo espectral Newhouse nomeia cada pega basica
de classe homoclinica e consegue relevante descri¢do matematica destes objetos.

Sejam f : M — M um difeomorfismo e p um ponto hiperbélico de M. Dizemos que
H(p, f) é a classe homoclinica de p se é o fecho dos pontos homoclinicos transversais
de p. Observe que no fendmeno de hiperbolicidade de um ponto p pode ocorrer que as
variedades invariantes de p podem se intersecta transversalmenteem ponto y e a este

ponto y denominamos de ponto homoclinico transversal de p.
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Figure 2.2: Ponto Homoclinico Transversal

Poderiamos também definir uma classe homoclinica como o fecho dos pontos ho-

moclinicamente relacionados a p.

H L W)
N
U U UvY
C:j

= =

W (@) =

> « —

q
W(q)

Figure 2.3: Pontos homoclinicamente relacionados

2.6 Decomposicio Dominada

Existem vérias maneiras de extender o conceito de hiperbolicidade uniforme no mesmo
espirito de requerer a existéncia de uma decomposicado invariante do fibrado tangente,
mas com a seguinte ressalva de que temos um ou mais subfibrados envolvidos para
ser tal que a derivada exibe uma mistura contracdo, neutro e expansao comportamento
ao longo dela. A decomposi¢do dominada se traduz em uma maneira de decom-
por o fibrado tangente em dois subfibrados: um deles é definitivamente o de maior
contracdo (ou menor expansdo) do que outro, depois de um niimero uniforme de it-

erados. Nosso objetivo nessa breve secdo é relatar de maneira concisa a no¢do mais
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geral de decomposicdo dominada e suas propriedades mais elementares que nos serdo

muito atil.

Defini¢do 2.6.1. Seja f : M — M um difeomorfismo numa variedade fechada M e K
um conjunto f-invariante qualquer. Uma decomposicdo ToM = Eq(x) P ... D Ex(x),
x € K do fibrado tangente sobre K é dominada se ela é invariante sobre a derivada D f
e existe £ € IN tal que para todoi < j, e todo x € K, e todo par de vetores unitdrios

u € Ei(x) ev € Ej(x), tem-se

IDF @] 1
DAl < 2

e a dimensao de E;(x) é independente de x € K para todoi € {1,.., k}.

A definicdo anterior pode ser reformulada equivalentemente, como segue: existe

C>0eA <1talque

D (x)ull n
IDf (o] < CA" para todon > 1

Quando é usada estanocdo, A e C pode ser tomada como medida de for¢a da dominacéo.

Dentre as propriedades elementares tteis estdo:

e Unicidade. A decomposicdo dominada é tinica se fixada a dimensdo dos subfi-

brados: Seja d a dimensdo da variedade ambiente M e seja
d=ny+n+ ..+ n.

Entdo existe pelo menos uma decomposigdo dominada Ty M = Eq1(x) @ ... @ Ex(x)
com dimensao de E;(x) igual a n; para todo i. Observe que sem a dimens&o re-

querida, pode existe mais de uma decomposi¢do dominada. E o caso do exemplo

da decomposicdo E° @ E° @ E¥ se dominada entdo também sao E°@ F e EQ E*

onde E=E"@E‘eF =E“@E"

e Transversalidade. O dngulo entre qualquer dois subfibrados de uma decomposicao
dominada sdo uniformemente limitada de zero. Isto quer dizer que quaisquer
dois subconjuntos disjuntos I,J em {1, ..., k} o dngulo entre os espagos @, E; e

.1 E; é uniformemente limitado de zero.
JE] =
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e Continuidade. Toda decomposicdo dominada é continua, isto é, os subfibrados

E;(x) dependem continuamente no ponto x.

e Extensdo ao fecho. Toda /-decomposi¢do dominada sobre um conjunto K pode
ser extendida para uma ¢-decomposi¢do dominada sobre o fecho de K. Ainda
mais, se g, é uma sequéncia de difeomorfismo convergindo para f e K;,, é um
gn-invariante conjunto com ¢-decomposicdo dominada, com dimensao indepen-

dente de 1, entdo o f-invariante conjunto
K =limsup Ky, = Ny Uy>n K

admite uma ¢-decomposi¢do dominada.

e Extensdo para uma vizinhanca. Seja K um f-invariante conjunto com uma decomposigao
dominada. Entdo tal decomposicdo pode ser extendida em um dominado modo

para o maximal invariante conjunto de f numa vizinhanga de K.

e Persisténcia. Toda decomposicio dominada persiste sobre C!-pertubagdes. De
um modo preciso, seja um f-invariante conjunto K com uma ¢-decomposicao
dominada. Entdo, para todo ¢ > 0 existe uma vizinhanca U de K e uma C!-
vizinhanca U de f tal que, para todo g € U, o maximal g-invariante conjunto no

D (x)ull/IIDf (x)ol|

3 + ¢, tendo as mesmas dimensdes da inicial decomposi¢do dominada sobre K.

A\

fecho de U admite (¥, ¢)-decomposi¢ao dominada, isto é,
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Capitulo 3
CLASSES HOMOCLINICAS

Neste fnicio de capitulo iremos enumerar as principais propriedades de C!-genérico

difeomorfismo f que iremos usar neste pequeno trabalho.
3.1 Genéricas Propriedades de C'-genérico difeomorfismos

(G1) f é Kupka-Smale (hiperbolicidade dos pontos periddicos e posicdo geral da var-

iedades estaveis);
(G2) Os pontos peridédicos de f sdo densos no conjunto ndo-errante do conjunto f;
(G3) Para todo par deselas pegde f,ou H(p, f)=H(q, f) ou H(p, f)NH(q,f)#D;e

(G4) Para todo par de selas p e g de f, a classe homoclinica H(pg, g) depende continua-
mente em ¢ em G; e Para afirmar as condi¢des genéricas (G5) e (G6) precisaremos
da nocdo de classe de cadeia recorrente. Um ponto y é f-cadeia atingivel do ponto
x se para todo € > 0 existe uma e-pseudo 6rbita indo de x a y. Os pontos x e y sdo
f-bi-atingtveis se x é cadeia atingivel de y e vice-versa. Um f-invariante conjunto A
é uma cadeia recorrente se para todo par de pontos de A sdo bi-cadeia atingivel. A
bi-cadeia atingibilidade relagdo define uma relacdo de equivaléncia no conjunto
cadeia recorrente R(f) de f (isto é, o conjunto dos pontos que sdo cadeia at-
ingiveis dele mesmo). A classe de cadeia recorrente sdo as classes de equivaléncia
de R(f) para a bi-cadeia atingibilidade relagdo. Estes conjuntos sdo conjuntos

maximais recorrentes.

(G5) A classe de cadeia recorrente de f forma uma particdo do conjunto cadeia recorrente

de f (i.e eles sdo dois a dois disjuntos e cobre R(f)).

(G6) Toda classe de cadeia recorrente A contendo um (hiperbélico) ponto periédico p

satisfaz A =H(p, f);
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3.2 Coincidéncia de Classes Homoclinicas

Dentre os resultados considerados essenciais em dindmica hiperbélica existe aquele
que se refere a continuagdo de um ponto periédico hiperbélico py de f, em termos
mais preciso quer dizer que existe uma vizinhanga U da 6rbita de p; na variedade am-
biente M e uma vizinhanga U de f em Diff!(M) tal que para todo ¢ em U existe um
tnico ponto periddico py proximo de py cuja Orbita estd contida em U. O ponto pg €
denominado de continuagdo de ps. Nosso objetivo nesta se¢do € garantir que pode-
mos ter uma espécie de resultado que reune a propriedade (G3) na continuacdo de
um ponto periédico num residual subconjunto de G, isto é, se as classes homoclinicas
de duas selas distinas coincidem ou sdo disjuntas entdo o mesmo deve acontecer para
continuacgdo das selas. O lema abaixo constitue tal resultado bastante conhecido em
C!-dinamica, mas antes do seu enuciado e prova vale lembrar que no residual G temos
(G1) e consquentemente pontos periddicos sdo hiperbdlicos e por isso o conjunto A
dos pontos periédicos de periodo menor que N é discreto, como a variedade é com-
pacta entdo A é finito, pois caso contrdrio teriamos A compacto que ndo admitiria uma

subcobertura finita.

Lema 3.2.1. Existe um residual subconjunto GoCG de Diff'(M) tal que, para todo difeomor-
fismo f€G e para todo par de sela py e gy de f, existe uma vizinhanga Uy em Gy tal que ou
H(pg,g)=H(qg,g) para todo g€U ¢, ou H(pg,g)H(qg,8)#D para todo gEU s

Proof. De fato o conjunto dos pontos periédicos de periodo N fixado é finito, pois
caso contrario terfamos uma sequéncia de pontos de periodo fixado que tem uma sub-
sequéncia convergente para um ponto p de mesmo periodo dos da sequéncia uma vez
que a variedade M é compacta e isto nos levaria a um ponto periédico hiperbdlico
suficientemente préximo a outros pontos como todo periédico é hiperbélico o ponto p
seria arrastado ou repelido pelas variedades estaveis ou instdveis dos pontos préximos
e isto seria um absurdo pois p tem periodo igual ao periodo dos pontos préximos.
Dessa forma para algum n > 1 fixado e dado f € G seja Pery(f) = {p}, pjz,, ceer pi{f(N)}
o conjunto finito dos pontos periddicos de periodo menor ou igual a N. Sabe-se que
existe uma vizinhanga U N(f) de f tal que este conjunto varia continuamente. Agora
seja Pern(g) = {pél,, pé, s pg(N)} a continuagdo de Pern(f) para cada ¢ €U n(f) onde

pé é continuagdo de pi,. Fixando f € G e sua vizinhanga Un(f). Para cada i,j €
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{1,....,k(N)} seja:

Vij={g € Un(f) N G :H(p, g) N H(p}, g) = @}

Bij=UN()\Vij)) NG

Por uma questdo didética divideremos aqui o restante da prova nas etapas (1) e

(2), a (1) objetiva argumentar que V; ; € um conjunto aberto e a (2) prova a existéncia

de um residual subconjunto que satisfaz as condigdes exigidas e é neste momento que

usaremos o cldssico argumento padrdo de Baire que se repetird ao longo deste trabalho

em outras demonstragoes.

(1)

()

Dado ¢ €V;; as disjuntas classes homoclinicas H (pé, Q) e H( p{g, Q) pela pro-
priedade (G6) sdo disjuntas classes de cadeia recorrente. Pela teoria de Conley (vé
em [16] e [7])esses conjuntos sdo separados por filtragdes, isto é, existe um aberto
U na variedade M tal que ¢(U)CU, e por g estd em Vj,j os pontos periddicos pfg e
Py que estdo em H (pé, g) e H(p}, g) por conseguinte estardo em U e M \ U respec-
tivamente. Por (G5) a propriedade g(U)CU é persistente para todo & numa C!-
vizinhanga de ¢ num contexto genérico, isto é, h(U)CU. Seja p;'1 a continuagao
de pé em U, mas U também é a regido de captura de todos iterados positivos de
de p! por h que implica em WFS’Z C U. De modo anédlogo temos p;l a continuacao
de p]g que estd no aberto M \ U que também seré a regido de captura de todos

os iterados negativo de p{l por h que implica em W*, C M\ U. Por defini¢do
Ph

de classe homoclinica obtemos H(pi,h) C U e H( p{l, h) ¢ M\ U dessa forma o

conjunto V; ; € um conjunto aberto.

Fagamos a seguinte construcao:

Seja On(f)=N;; (Vij U B;) o conjunto das finitas interse¢des. Observe que para
todo g em B;; H( pé, g)eH (p]é., <) tem interse¢do ndo vazia logo por (G3) sdo co-
incidentes. Por outro lado V;; U B;; ¢ aberto e denso em Un(f). Por ser uma
intersegdo enumeravel de abertos e densos Oy (f) é um aberto e denso. Observe
que localmente, em Un(f) o lema estd concluido para selas de g de periodos
menores que N para todo ¢ em On(f). Seja agora O a unido de todos os con-

juntos On(f), f € G. Finalmente o conjunto Gy é a interse¢do enumeravel de
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abertos e densos conjuntos Oy para todo N em IN. Por construgdo esse conjunto

é residual e satisfaz as hip6teses do lema.

3.3 Selas de Classes Homoclinicas

Dada uma classe homoclinica H(p, f), denote por Per,(H(p, f)) o conjunto das selas
hiperbdlicas g homoclinicamente relacionadas a p, e por Perg(H(p, f)) o subconjunto
de Per,(H(p, f)) de pontos g tal que todos os autovalores da derivada Df™(9)(g) sio
reais, positivos e tem multiplicidade um; aqui 77(q) denota o periodo de g4 e denom-
inaremos estas selas de selas perfeitas. Lembrando que um cociclo linear periédico é
uma 4-upla P=(%, f, E, A), onde f é um difeomorfismo, £ é um conjunto infinito de
pontos periddicos de f, E é um vetor fibrado Euclidiano definido sobre X, e Ac GL(Z,
f, E) é tal que A(x):Ex—E f(x) € um isomorfismo linear para cada x (Ex ¢ a fibra de E
em x).Dizemos que um cociclo periédico linear P=(%, f, E, A) é diagonalizavel em um

ponto x € X se a aplicagdo:

Ma(x) : Ex — Ey, Ma(x) = AT (x)) 0...0 A(f2(x)) 0 A(f(x)) 0 A(x)

somente tem autovalores reais positivos de multiplicidade 1. Em nogoes mais intu-
itivas um cociclo periddicos lineares com extra estrutura de transi¢do permite criar
para um dado ponto uma Orbita periddica que visita érbitas periddicas preescritas
diferentes, a tal transi¢do nos da uma espécie de propriedade de sombreamento no
tibrado tangente permitindo multiplicar derivadas de pontos em diferentes diferentes
Orbitas, essencialmente isto nos dd um ponto periédico com periodos arbitrariamente
grande. Talvez isso aparentemente ndo faz nenhum sentido dinamicamente falando,
entretanto no contexto das boas propriedades das classes homoclinicas este procedi-
mento é consistente. No esboco das idéias principais do que se propde ser uma prova
da proposigdo abaixo tornam-se imprescindiveis a compreengdo das idéias dos dois

seguintes lemas.

Lema 3.3.1 ([1], Lema 2.3). Seja H(py, f) uma classe homoclinica ndo-trivial. Entdo a

derivada Df de f induz um cociclo linear periédico com transigdo sobre Pery(H(py, f)).
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Lema 3.3.2 ([1], Lema 2.4). Para todo cociclo linear periédico com transicio P=(%, f,E, A)
e todo € > 0 existe um denso subconjunto ¥ de X e uma e-pertubagiio A’ de A definida em
Y/ onde é diagonalizdvel, isto é, M 4 tem autovalores reais positivos de multiplicidade um para

todo x em X'

Estes lemas afirmam que é possivel criar através de pequenas pertubagdes da derivada
Df uma nova 6rbita passando por distintas 6rbitas de selas densamente definidas em
Per,(H(py, f)) e estas selas por sua vez sdo perfeitas, isto ¢, sempre existe pertubagdes

de Df que tornam o sistema diagonalizavel sobre o conjunto denso em H(py, f).

Proposicio 3.3.3. Existe um residual subconjunto Gy de Diff'(M) consistindo de difeomor-

fismos f tal que Perr(H(p, f)) é denso em H(pyf) para toda classe homoclinica nio trivial
H(p f,f) de f .

Um outro 1til lema é o famoso lema de Franks que constitui um classico lema de
pertubagio na topologia C! que em grosseiras palavras afirma que se pertubarmos a
diferencial de um difeomorfismo f ao longo de uma 6rbita periddica sempre é possivel
encontrar uma g C!-préxima de f que realizard a mesma 6rbita periédica com a difer-
encial igual a pertubagdo da diferencial de f, em resumo o lema de Franks vem legitma
a existéncia de uma g préxima da f com o comportamento parecido coma de f numa

quantidade finita de pontos.

Lema 3.3.4 ([11]). Considere um difeomorfismo f e um conjunto finito f-invariante) . Seja A
uma e-pertubagio da derivada de f em X (isto é, a aplicacio linear D f (x) e A(x) sdo e-proxima

para todo x€Y"). Entdo, para toda vizinhanga U de Y, existe ¢ e-Cl-proxima a f tal que:

e f(x)=g(x) para todo x€Y_ e todo x¢U;
e Dg(x) = A(x) para todo x€Y_,

Com estas ferramentas em maos estamos habilitados a demonstrar a Proposicao

241

Prova da Proposigio 2.4.1. Pelo Lema 3.3.1, a derivada de f induz um cociclo linear
periédico com transicdo sobre Per, (H(p, f)) e pelo Lema 3.3.2 existe A e-pertubagdo
de Df definida sobre um subconjunto ¥’ denso em X=Per;,(H(p, f)) para todo ¢ > 0

tal que para todo 7y em X/ A através da 6rbita de 7 é diagonalizével, isto €, M (rf) =
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A(f”(rf)_l(rf)) 0..0 A(fz(rf)) o A(f(rf)) o A(rs) tem autovalores reais positivos de
multiplicidade 1 e por “Franks” temos uma g C'-préxima de f tal que sua derivada
é A e ainda temos r¢=r, é um ponto periédico de g cujo periodo é 7(rs). Dessa
maneira podemos concluir que Dg”(rg)(rg) = Mx(ry) é diagonalizavel, em melhores
palavras, temos um ponto periddico 7, de ¢ perfeito. Uma vez y é um ponto ho-
moclinico transversal de ps entdo podemos tomar ¢ cuja 6rbita O(rs) esté arbitrari-
amente préoxima da 6rbita do ponto homoclinico y. Sendo mais preciso o conjunto
A={O(ps)UO(x)} estd arbitrariamente proximo da drbita r; na métrica de Hausdorff.
Uma vez que A é um conjunto hiperbdlico de f, existe § > 0 tal que para qualquer 7/
cuja 6rbita O(ry, f) € Hausdorff 6-préximo a A e qualquer g que esta Cl-e préximo a
f, rg e pg sdo homoclinicamente relacionados assim r, € H(pg, &). Como H(py, f) é
compacta podemos tomar uma cobertura finita B, de bolas abertas B; de raio % para
cada n. Usando similar argumento do que foi feito acima podemos tomar em cada
bola B; uma sela 7y e uma pequena Cl-pertubagio ¢ € G com r¢ = rg. Lembrando
que H(py, g) varia continuamente com py, logo em cada B; temos ry € Perr(H(py, g))-
Considerando pertubagdes em cada bola B; e lembrando a continuidade das classes
homoclinicas em fun¢do de p, para ¢ € §, nds obteremos ¢ proxima a f tal que
Perr(H(pg, g)) é 2-denso em H(pg, g). Nao ¢ dificil vé que por continuidade H(py, §)
também estd contida na unido das bolas B;. Dessa forma para todo h préoximo a g em
G implica que Perg (H(py, h)) é 2-denso em H(py, h). Assim existe uma vizinhanca U ¢
de f em G e um aberto e denso subconjunto D (f) de Uy de difeomorfismos g tal que
Perr(H(pg, g)) é 2-denso em H(py, g). Fazendo D, a reuniéo de todos os D, (f) para

todo f em G logo a interse¢do enumeravel de D,, é residual em G. O
3.4 Criagao de interse¢des entre variedades invariantes

O objetivo principal dessa secio é mostrar a C!-genérica propriedade do difeomor-
fismo f com selas de indices diferentes onde suas classes homoclinicas coincidem entao
existe alguma intersecdo transversal entre as variedades invariantes. Seja Go=GoNG1,
onde sdo residuais subconjuntos de Diff!(M) no Lema 3.2.1 e na Proposigdo 3.3.3.
Isto nos diz que para todo f em G, com classes homoclinicas coincidentes existe uma
vizinhanga U de f tal que para todo § em U as continuag¢des das classes homoclinicas

em ¢ também coincidem e na classe homoclinica H(p, f) da sela p de f existe um sub-
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conjunto denso de selas perfeitas homoclinicamente relacionada a p. Dentre os lemas
de pertubagcio existe aquele que tenta realciona dois ponto distintos na topologia C!
onde ”6rbita futura” de um estd arbitrariamente préoximo da ”érbita passada” do outro
entdo podemos pertubar o sistema e encontrar uma f que “cole” as duas 6rbitas. Em

termos mais preciso podemos enuciar o seguinte lema que nos providenciara ciclos.

Lema 3.4.1 ([12], Lema de Conexdo de Hayashi). Seja as e by um par de sela de um difeo-

morfismo f tal que existem sequéncias de pontos y, e niimeros naturais k;, tal que
o yn =y € Wi lag, f)y #ag e

° fk”(yn) — Z € Wlsoc(bf’f)’z 75 bf

Entdo existe um difeomorfismo g arbitrariamente C1-proximo a f tal que W" (ag, §) e W*(bg, &)

tem alguma intersegdo arbitrariamente proxima de y.

Figure 3.1: Conexdo de Orbitas

Lema 3.4.2. Considere uma classe homoclinica H(ay, f), e qualquer sela by € H(ay, f), e
qualquer ponto homoclinico transverso y de ay. Entdo existe g arbitrariamente Cl-préximoa f

tal que W"(ag, &) e W*(by, §) tem uma intersecdo arbitrariamente proxima a y.

Proof. Observe que H(ay, f) é transitivo entdo existe w € H(ay, f) tal que H(ay, f) é
w-limite de w. Assim a 6rbita futura de w passa arbitrariamente proxima de ag, by e
y ele acumula em algum z € W} (by). Entdo existem sequéncias f"(w) convergindo
paraalgumz € W} (bs) e f'"(w) — y, onde my, > ry e my, — co. Tomando y, = f(w)

e k, = m;, — r, obteremos uma sequéncia y1, Y, ..., y» de acordo com as hip6teses do
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lema 3.4.1 entdo f* (y,) = f"(w) que implica em alguma intersecdo W*(ag, g) com

W?(bg, g) arbitrariamente préxima de y. O

Lema 3.4.3. Existe um residual subconjunto Gz de Dif f1(M) de difeomorfismo f tal que para
todo par de sela ps e qs de f de indices a e B, « < B, com H(py, f) = H(qy, f) é assegurado
que W"(pg, f) e W(qy, f) tem alguma intersecdo transversal.

Proof. Olhando para o lema anterior podemos fazer ay = py e by = g7 entdo existe
um g arbitrariamente Cl-préximo para f tal que W%(qq,8) € W*(py, g) tem alguma

intersegdo proxima de um ponto y homoclinico transverso de a;.

dim(W*(qq, g)) +dim(W"(pg,8)) = p+ (n—a) > p+ (n—p) =n

onde n é a dimensdo da variedade ambiente. Assim depois de uma pequena pertubagéo
de f podemos assumir que esta prévia intersegéo entre W*(q¢, g) e W*(py, g) é transversa.
Fixado N em N sejam p;\]i uma sela periodo N; nas mesma condigdes de py e q;\lj uma
sela periodo N; nas mesma condigdes de gy com N; < N; < N. Para alguma vizinhanga
Uy de f o subconjunto F(f) dos difeomorfismo que satisfazem as hipétese do lema
para as selas pj,\]" e q;\]j é aberto e denso em U ¢. Seja Fy a reunido dos Fn(f) para todo

f em G logo NnenF N € denso. ]
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Capitulo 4
CICLOS HETERODIMENSIONAIS

Ciclo heterodimensional constitue a maquina principal na constucado das selas de
indices diferentes, além de se mostra um robusto exemplo de obstrucdo de hiperboli-

cidade uniforme.
4.1 Ciclos heterodimensionais e criacdo de orbitas periodicas

Percebe-se evidentemente neste trabalho que selas sdo estruturas fundamentais na
descrigdo dinamica do que queremos mostrar. O indices de um ponto periédido hiperbélico
x é a dimensdo de sua variedade estdvel por convenc¢do. Dado um par de pontos
hiperbélicos p e g se a variedade instdvel da 6rbita O, de p intersecta transversalmente
a variedade estdvel da o6rbita O, de q denotaremos por p <;s g: existe um ponto
x € WHO,) NW*(O,) tal que TeM = TeW*(O,) + T:W*(O,). E importante notar
que a interse¢do transversal da variedade instdvel com a variedade estdvel é robusta
como jé foi observado na prova do lema 3.4.2, isto ¢, numa vizinhanga Uy de f tal
intersegdo persiste para toda pertubagdo ¢ de f em U. Dizemos que um difeomor-
fismo f tem um ciclo heterodimensional associado as selas p e g se p e g tem diferentes

indices e ambas as inter¢des W"(Op) N W*(O,) e W*(Op) N W*(Oy) ndo sdo vazias

W(%'P} We

(Oq)
4 A
Wide) ¢ W(0q)
e Sy

Figure 4.1: Ciclo Heterodimensional
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e finalmente um ponto p de periodo 77(p) de um difeomorfismo f tem autovalores

reais se todo autovalor do isomorfismo linear D f7(P)(p) : TyM — Ty, M é real.
4.2 Ciclos heterodimensionais afins

4.2.1 Definigdo

Seja f um difeomorfismo tendo um ciclo heterodimensional associado a pontos periédicos
p, q de indice a e B, a<f, e pontos heteroclinicos x € W*(O,) N W*(O,) ey € W*(Op) N
WH*(O,). Diremos que o ciclo heterodimensional é afim se todas as seguintes propriedades

sdo satisfeitas.

(Al) Os autovalores associados as selas p e g sdo todos reais e diferentes em moédulos e
tem multiplicidade um: denote os autovalores de Df™(?) e Df™@ por A4,... A, e
01,...,0n, respectivamente, tal que teremos 0<|A1|<...<|Aq|<1<|Agy1] <...<|A4]

e 0<|o|<...<|og|<1<|op 41| <...<|om].

(A2) Existem cartas locais ¢,: Up—R" e ¢;: U;—R" centradas nos pontos p e g tais
que os abertos Uy, f(Uy) ..., fTP)"1(U,), Uy, f(Uy) ,..., fTO71(Uy) sdo dois a
dois disjuntos. Além do mais, estas cartas linearizam a dindmica localmente:

nestas coordenadas locais, as aplicagdes

u,,ﬂf up — U,

Uq Nf " Uq — Uy
sdo lineares diagonal cuja k-ésima entrada diagonal sdo A e 0y, respectivamente.

E por fim, ¢, : (U, N f~"P)(U,)) e ¢q : (U; N f~7P)(U,)) contem o cubo [-2,2]"
do R™.

(A3) O ponto heteroclinico x € W*(O0,) N W*(O,) tem duas iteradas x~ = "+ (x) € U,

+ _ . . ~
ex™ = f (x) € Uy, onde n, <n, cujas as coordenadas locais sao

x~ =(0,..,0,1,0,...,0)
~—— N

4
o n—a—1
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(A4) Existe uma vizinhanga U, CU, de x~ tal que a vizinhanca U; =f"* (U, ) de x™
estd contida em Uy, onde ny=n{—n, . Além do mais, nas correspondentes co-
ordenas locais, U, e U, estdo contidas no cubo [-2,2]", a aplicacio Ty= f”)T :
Uy — U é afim e sua parte linear 7, é diagonal. Denotaremos as entradas diag-
onais de Ty por (ty1,...,txn). Logo pela definicdo de T, tem-se que

.,0)=1(0,..,0,1,0,...,0).

. 0,1,0,
& n—a—1 B—1 n—_pB

T:(0,

(A5) O ponto heteroclinicoy € W3(O,) N W*(O,) tem duas iteradas y~ = ™ (y) € Uy

+ : I
ey” = f"(x) € Up, onde n, <n, cujas as coordenadas locais sdo

*=1(0,..0,1,0,..,0).
a—1 n—u

(A6) Existe uma vizinhanga U, CUj, de y~ tal que a vizinhanga U, =f" (U, ) de y*

esta contida em U, onde ny:n;

ordenas locais, U, e U; estdo contidas no cubo [-2,2]", a aplicagdo T,= f”j :

—n, . Além do mais, nas correspondentes co-

u, —>U§F ¢ afim e sua parte linear 7, é diagonal. Denotaremos as entradas diag-

onais de 7y por (ty 1, ..., ty,n). Logo pela definigdo de T, tem-se que

T,(0,...,0,1,0,..,0) = (0,..,0,1,0,...,0).
N—— N—— N——"
B n—pB—1 a—1 n—uo

Lema 4.2.1. Seja f um difeomorfismo tendo um ciclo heterodimensional associado as selas p e q
, tendo autovalores reais e indices w e B, x <3, e 0s pontos heteroclinico x € W*( (’)p) N Ws( Oq)
ey € W(O,) N WHOy). Entio, para qualquer C'-vizinhanga U de f, existe g € U tendo um

ciclo heterodimensional afim associado as selalas p e q e aos pontos heteroclinicos x e y.

Proof. Observe que pelo terorema de Hartman-Grobman podemos identificar local-
mente a dindmica da aplicacdo f com sua parte linear numa pequena vizinhanga das
selas p e g e por isso através de uma pequena Cl-pertubagio de f estd justicada a ex-
isténcia das cartas linearizantes. Observe que também que x € W*(O,) N W*(O;) que

é transversal logo persistente por pertubagdes no caso de y € W*(O,) N W*(O,) ndo é
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Figure 4.2: Ciclo Heterodimensional Afim

transversal, mas ainda sim é possivel exibir (existe) um difeomorfismo C!'-préximo de
f que o mantem. Ja no caso das selas p e 4 ndo terem todos os autovalores de D f (P) (p)
e Df7(9)(q) diferentes em médulo podemos trocé-las por outras que tenham, pois no
nosso contexto genérico selas com estas propriedades sdo densas no conjunto dos pon-
tos homoclinicamente relacionados a p e a . Dessa forma est4 satisfeita as condigdes
(A1) e (A2). Pela intersecao W*(O,) N W*(O;) diremos que é quase-transversa (ist6 é
T,W*(0,) N T,W*(O,) = 0).

W u
=)} '-.,|I";|f{::‘:I

¥

Figure 4.3: Ponto Heteroclinico y
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Ainda por pequenas pertubagdes podemos prevenir que estas intersegdes pertencam
a forte variedade estdvel (maior contracdo) e a forte variedade instavel (maior ex-
pansdo), tal que a interse¢do heteroclinica pertenca a fraca estavel (menor contracdo) a
fraca instdvel (menor expansdo) variedades. Para explanar este ponto de forma mais
precisa e entendivel faremos de algumas representa¢des gréficas. Em nossas cartas

linearizantes nés definiremos as fracas variedades instdvel e estavel locais por

loc

Oy ={(0, ...,9, 5,0,..,0),s € [-2,2]},

B n—p—1
Wi 0p) = {(0,-,0,5,0,..,0),5 € [-2,2]},
a—1 n—uo

Considerando as itera¢des por f nés obteremos a global invariante fraca instdvel var-
iedade Wil (O;). Similarmente, iterando por f ~1 nés obteremos fraca estavel var-

iedade W¢*

io:(Op). De forma analoga podemos definir primeiro a local forte instavel

e estavel variedade por

Wige(Og) ={(0,..,0)} x [-2,2]""F71,
B+1

Wi (0p) = [-2,2]1 < {(0,... 0)},
n—a+1

As variedades globais forte instavel W**(O,) e forte estavel W**(O,) segue-se por ex-
tensdo das variedades locais pelas iteragdes de f*!. Depois de uma nova pertubagio

noés podemos assumir que y ndo pertence a W*(0p),
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Wiop)

S5

\\V (Op)

<

Figure 4.4: Variedade estdvel da 6rbita de p

usando a dominacgdo suas iteradas positivas acumulam em W (0O, ). Entao

88 S ss )
Wos [N we  WE -
f e

para n muite grande

[

-

'

'ﬂ1r

cs
O
0

g WS

Figure 4.5: Dominacéo 1

Entretanto, depois de uma nova pequena pertubac¢do, podemos assumir que y €
W(0Op). Com argumento similar, mas agora usando as iteradas negativas e depois de
uma arbitraria pequena pertubacdo podemos assumir que y € W(0;) como na figura

4.5.
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Figure 4.6: Dominagao 2

Entaoy € W*(O,) N W(0O,) isto implica (A5). Para obter (A3) procede-se analoga-
mente ao caso anterior, isto é, x € W*(O,) h W*(0O,), x ndo pertence a forte instavel
variedade de p e nem a forte estavel variedade de ¢, caso contrdrio, em nosso contexto
genérico podemos assumir depois de uma pequena arbitrdria pertubagdo que este é o
nosso caso. Considerando um ponto x com esta propriedade e usando a dominagdo,
nos temos que as Orbitas passadas de x acumulam na fraca instavel de p e similarmente
as iteradas futuras de x acumulam na fraca estavel de q. Para obter (A4)e (A6) basta
lembrar que em coordenadas locais f é linear na vizinhanca de p e g e por isso f"x é
linear afim na vizinhanga U, de x~ em U, observe que ap6s uma sequéncia de peque-
nas pertubagdes é razoavel indagar se ainda devemos ter que a diferencial de f ainda
peserva a ordem dos autoespacos ao longo da 6rbita heteroclinica de x, isto é equiv-
alente a dizer que por pequenas pertubacdes de f o sentido dos autovetores em cada
autoespago fica invariante. De fato por dominacéo e através de pequenas pertubagdes
é possivel preservar o fibrado unidimensional correspondendo a forte estavel A; e o7,
digo E1(p) e E1(q) e o n — 1-dimensional fibrado correspondendo ao restante dos au-
tovalores Ay, ..., Ay € 02, ..., 0, digo @3 Ei(p) e @5 Ei(q). Agora uma nova pertubacéo
mantendo invariante os prévios fibrados Ei(p), E1(q), @5 Ei(p) e @} Ei(q) focando
agora o unidimensional fibrado correspondendo aos autovalores A; e 03, digo Ex(p) e
E>(gq) e n — 2-dimensional fibrado correspondendo aos autovalores restantes As, ..., Ay
e 0s,....on, digo @5 E;(p) e @5 Ei(q). Dessa forma a prova segue indutivamente verif-
icando (A4) e (A6).

O
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4.3 Criando selas com indices intermedidrios

Sejam um difeomorfismo f com ciclo heterodimensional afim associado as selas p e g,
de indice « e B, ¥<p, e os pontos heteroclinicos x €W*(O,) N W(Oy) e y € W(O))
NW"(O,) conforme a notagdo usada na segdo 4.1. Considere uma sequéncia de pontos

(*1.m)1,men tendo coordenadas local em U, como segue:

a—1
- . _
1w = (0,...,0,1 Aail,o, )0, Aﬁiltx;m 0511,0,-,0),

ﬁ n—p—1

N

onde ty 5,1 é definido em (A4). Seguiremos definindo os pontos s; ,, = f7n(r;,,), onde
7, = I7t(p) + ny + mm(q) + ny. Pertubaremos f numa pequena vizinhanga Dy de
y+ = £ (y) onde é relativamente compacto em U, . Podemos assumir que Dy ¢é
disjunto do cubo f*(P)([~1 —¢,1 +¢]") C Uy, onde e > 0 é uma pequena constante:
isto é possivel devido f™(P)([~1 —¢,1 + ¢€]") é um pequena vizinhanca do cubo cuja
expressdo nas coordenadas de U, é [—|Aq], [A1]] x ... X [=|Ay], [Ay]] e devidoa Ay < 1

e DY é uma pequena vizinhanga do ponto y* = (0,...,0,1,0,..,0). Ainda mais, nds
—~— S~

a—1 n—u

podemos escolher D, disjunto das 6rbitas (Ff(x7)), k€ {0,...,nc—1}, e (f¥(x7)), k
{0, ..., ny — 1} e do conjuntos abertos Uy, f(Uy), ..., f*P) "1 (U,), Uy, f(Uy), ..., fFD71(U).
A proxima proposicao garante que é possivel criar sequéncias de pontos (77 ,,) € (5;,)
na vizinhanga U, onde estes pontos estdo arbitrariamente proximos de y* na fraca
variedade estavel de p. Isto nos da uma idéia de que estes pontos apresentam algum
tipo de recorréncia. Através disso e por pequenas pertubacdes podemos fechar a 6rbita
destes pontos. Um cuidado adicional a ser observado é de que o inicial ponto ndo visite
D; C U, antes da iterada desejada. A chave principal desta construgdo sao os ciclos
heterodimensionais afins.

Proposicao 4.3.1. Para todo I e m bastante grande, os pontos 1, ,, e s; ,, estdo bem definido,

nt

pertence a Uy, e a sequéncia (ry,,) e (s,,) convergem para o ponto y* = f" (y) quando
I,m — oo. Ainda mais, as iteradas intermedidrias fk(rllm), ke {1,..,m,, — 1}, nio inter-

secta o conjunto Dy

Proof. Como [Ayy1], [Agy+1| € |op41] sdo maiores que 1, a sequéncia (7;,,) converge para
o ponto
+
y*=(0,..,0,1,0,...,0).

\,—/
a—1 n—u
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Em particular, o ponto 7; ,,, estd bem definido para [, m grande, e pertence a U,. Agora,
para |, m grande, f*P)(r, ;) é um ponto em U, cujas coordenadas sdo

Dcfl

£ (1) = (0, TOALAL AT 0,0, 0, Ap i1 gt g - 0)
"g n—p—1

Os pontos intermediérios f*(r; ), k € {1,...,I7(p)}, ndo pertencem a U, quando k ndo
é mltiplo de 7(p), simplesmente note que os conjuntos Uy, ..., f*(P)=1(U,) sdo dois a
dois disjunto e pertence a f(P)([—1 —¢,1 4 €]") quando k é um mdltiplo de 7(p). Em

todos estes casos ndo intersecta D; . Assim para [, m bastante grande

a—1
/_/\ _ _
F ) = (0, 0,A4,1,0,...,0,t 4 10574, 0, ..., 0)

p

estd suficientemente préximo de

Como

T.(0, ...,0,1,0,...,0) = (0, ...,0,1,0, ..., 0).
~—— N~ ~—— N~
113 n—a—1 -1 n—pB

Entdo pela continuidade da transformagdo afim podemos concluir que

a—1
I " ! -1 -
Txfnwxmm»::@PWOJMMWOPWQ1jmﬂﬁnm4%j;&;ﬁp

Bg-1 n—p—1
estd bem definida e préxima de x* € U,. Ainda mais, os pontos f*(f"P)(r, ,)), k €
{0, ...,n,}, estdo muito préximo do ponto f*(x~) e sao disjunto de D; . Repetindo os
mesmo argumento, mostra-se que, para [, m bastante grande fk(Tx of I7(p) (r1m)) k €

{0,...,mm(q)} estdo muito préximos dos pontos de f*(xT) e disjuntos Dy e

a—1
—~
@) (T, o fimp olm»::(oP“JLqTHﬂALALnvqﬂﬂtagagm,anqg)
ﬁtl n—p—1

e pertence a U,;. Observe que |03/, |0a|, [A«| < 1, desta forma @) (Ty o F70) (1y,))
estd muito préximo de

" =(0,,010..0)
B n—p-l
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para m bastante grande. Assim, os pontos

sy = Ty(f"" W o Teo f7P) (1))

estdo bem definidos e lembrando que

T,(0,...,0,1,0,..,0) = (0,..,0,1,0, ...,0)
V/ V/ \,—/ V/
B n—p—1 a—1 n—u

pela continuidade da transformagao afim as coordenadas locais de s; ,,, sdo:

a—1
y A I m
Sl,m = (0, ooy 0, 1 + ty,atx’a)\a, O, ey O, ty"Bo-y,ﬁ,&..., O)

po1 n—p
logo esta proximo de y* e pertence a D; C Up. Ainda mais, os intermedidrios pontos
@) o Ty o f17P) (1) 1)), k € {0, ..., ny — 1} estdo proximos do pontos f¥(y~) e ndo
intersectam D; . Como |(7[5|, low|, |Ax| < 1, é facil vé que quando m — oo a sequéncia

(s1m) converge para y ™ = (&V,_Q, 1,0,..,0). O

a—1

W(p)

Figure 4.7: Orbita Heteroclinica

Lema 4.3.2. Sejam ¢(p) uma carta local definida numa vizinhanga Uy, de p e um vetor 0 ,, €
R" com coordenadas em ¢(p) definido por 11, = 51 + 6) , € ainda um difeomorfismo local
Oy, definido em D;r cuja expressiio em coordenadas locais de Uy, é ©,,(z) = z + ), e uma
vizinhanga Vy, de y* relativamente compacta no interior de D . Para qualquer C'-vizinhanga
U de f e para todo I, m bastante grande, existe um difeomorfismo h; ,,, coincidindo com @ ,, em

Vi e com a identidade fora de D; , tal que o difeomorfismo g1 ,, = hy ,, © f pertenceald.
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Proof. De fato para I, m tendendo ao infinito 6, ,, vai para 0 e pelo lema de Frank’s

temos a prova do lema. H

O lema anterior assegura a existéncia de um sequéncia (g ,,) de C-pertubagéo local
de f, g1m — f quando [, m — oo, cada uma fechando a 6rbita do correspondente ponto

11 » anuciado na proposigdo abaixo.

Proposicdo 4.3.3. Para todo I, m bastante grande, o ponto r; ,, né periodico de g; ,,, cujo periodo

é 11 . Ainda mais, a derivada Dg"m (ry ,,,) é
Dg™m (rim) = Ty o (DFT@ ()" o Tx o (DFW) (p))'.
Isto é, Dg™m (1, ,) € aplicagdo diagonal linear cuja k-ésima entrada diagonal é
ty,ko-lzntx,k/\gc'

Proof. Paral e m bastante grande, os pontos 7y, e s; ,, pertencem a Vy tal que © ,,(s;,,) =
"im— 60 m+ 01 =11, Comor;, es;,, = fTm(r,,) sdo dois pontos do segmento de
orbita 7y, f(r1 ), s f7m (71 ) DO sSuporte D; da pertubagdo h; ,,, tem-se que h;,, o
fm (1) = hppm(Spm) = ¥1.m- Logo o ponto r; ,, é periddico de periodo 71, para g .
Observe que a 6rbita de 7;,, foi construida sobre a estrutura do ciclo heterodimen-
sional afim que por sua vez apresenta um cociclo linear periédico com transicdo isto
nos permite olhar a derivada D f"m(r; ,,) como composicdo de aplicagdes lineares em

diferentes pontos, isto é,
Dfm(ry,,) = Ty o (DF(q))™ o Tr o (DFP)(p))".

Em coordenadas de V,, C Uy, a aplicagdo h;,, é uma translagdo, entdo obtém-se a

mesma expressdo para a derivada Dg™m (1 ,,). O

Corolario 4.3.4. Para qualquer T € {w, ..., B}, existe uma sequéncia (Iy, my), onde limy .o Iy =
limy_, o, my = oo tal que para todo k, o ponto ry, , é uma sela hiperbolica de g, tendo

indice T.

Proof. Dado T € {a +1,..., 5} vemos que a + 1 é o menor valor que T pode ser de tal
forma que Ar > 1 e para todo T em {«a + 1,..., B} tem-se que 0r < 1. Dessa forma
lor] < 1 < |A¢|]. Escolhendo-se cuidadosamente [ e m arbitrariamente grande (m

muito maior do que ) tal que o médulo do T-ésimo autovalor de r;,, que é igual a
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t, 0™ty AL|, pertenca ao intervalo [|c2|,|c+|], em particular é menor que um. Por
y,T™Vr X, T p ¢ T p q

outro lado a razdo entre os médulos do T + 1-ésimo e T-ésimo autovalores de 7, ,, é

|tyT+1 41 XT+1AT+1| _ |ty,T+1tx,T+1| |AT+1|)Z(|UT+1|)m
|ty,TO'T tx,T)\T| A< oz |

ty,
Uma vez que [Ar11| > |A¢] € |ory1| > |o¢|, se | e m sdo bastante grande, a razado entre
T + 1-ésimo e T-ésimo autovalores acima sio estritamente maior que |0 3|. Isto implica

que o médulo de T + 1-ésimo autovalor de 7},

t t A
| y,T+1 x,r+1| (| 41/ )l( |(7r+1|) > |0.—3’
t% |)‘T| |(TT|
Implicando em
Ity r1ty il Arsa | |oea ™ > |ty ' ore|™ o

Como |ty 0™ty 7AL| > |02]. Logo
|ty,r+1tx,r+1||)‘T+1|l|‘7r+1|m > |‘7r_1|

Por outro lado sabemos |07 !| > 1 e o corolério estd demonstrado. Na hipétese T = a

segue-se de forma similar. O
4.4 Controle das intersecdes heteroclinicas

Dados [ e m bastante grande, denote por A; o a-dimensional disco contido em U,

definido na correspondente coordenada local por

P = [F1= e T e X (A14,0,, 0 Aglyts10504,0, -, 0).
p—a—1 n—pg—1

Similarmente, considere o (n — B)-dimensional cubo A} =~ definido em coordenadas

locais de Uy por

ffm:(\O Otxvé)‘l%ro 0‘7/3) X [-1—¢14¢" P
a—1 ﬁ N— 1

Observe que 7y, € A e "W o Ty o f7W(ry ) = T, (r1m) € A},

Lema 4.4.1. Para todo I, m bastante grande,

° A?,m C WS(Vl,m/gl,m);
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o« Al CWHT, (1)

Proof. Observe que o a-dimensional disco A], esta contido em U, e como D; C Uy
entdo para todo k ndo multiplo de 7r(p) tem-se f* (A},,) N Dy = @, quando k é um
mdiltiplo de 77(p) a imagem é um disco contido no cubo f™(P)([~1 —¢,1+¢€]") C U,

por outro lado sabemos que g;,, = h;,, o f e que h;,, coincide com a identidade fora

. l o ) 1 . . .
de D; por isso gl,ﬂm(p ) coincide com fl,;:(p ) em Aj e gljrm(p )(A?,m) é um a-dimensional

disco contido em Uy onde f7(¥)(r; ) = gf/ﬂm(p )(Vl,m) € gflnm(p )(A?,m) de lado menor
que |(Ag)!(1 +¢)| uma vez que A, é o maior dos autovalores de p menores 1. Por

(A4) em um ciclo heterodimenal afim, T, estd definido em U, e como o diamétro

lﬂ(P)(

do disco g, "' (A} ) tende a zero quando ! vai para oo, tem-se que o disco estd con-

tidoem U, e Ty o gﬁr;(p)(Af’m) =g m( )+n"(AS ) é um arbitrario pequeno disco con-

I7e(p)

tendo o ponto Ty 0 g, P (r1,,) € Uy De um modo similar gﬂr(q) oTyo gﬁﬂ(p )(Aim)

(q) lrf(p)( ’

P . . — m
¢ um disco muito pequeno em U, que contem g; " oTxog "1m). De sorte

que T~}(V,) é uma pequena vizinhanga de y~ e para [, m bastante grande g;ﬂg @,

I7e(p)

Txog,, (A],) estd contido nesta pequena vizinhanca T-1(Vy) de y~. Como con-

(q)

A . ! L
sequéncia, g?y coincide com ©;,, 0 T, em g/ "\" o Ty o glﬂ(p )(AS ). O prévio argu-

,m
mento mostra g ”"(AS ) é o a-dimensional disco contendo 7, = gl ' (r1m) € cujo
didmetro tende a zero quando /,m tende a 4-00. Assim para [, m bastante grande, a
aplicacdo gl " aplica AS em si mesmo e é uma contracdo linear no disco, tendo r;,,
como ponto fixo. De maneira andloga seja (n — B)-dimensional disco A}, estd con-

7e(q)

tido em U,. Vé-se que gl_rT coincide com f~"7(@) em A}, e que o g;nTn(q)(A;fm) é
um (n — B)-dimensional disco contido em U, de lado menor que |(c,_g) " (1 + ¢)|
contendo g;nTn(q) o fmm@) o Ty o f@ (7, ) = Ty o f77@(r;,,). Como o didmetro do
disco tende a zero quando m vai para +co, tem-se que Ty o f/7(9) (r1m) C Uy, tal que
(Tx) " estd definido em g, "™ P(A% ) e (To) o g "™V (ALY = g ™7™ (ap)
é um arbitrdrio pequeno disco contendo o ponto f tre(p) (r1») em Uy . Analogamente

verifica-se que g; nlf(p ) o (Ty) o S, er( )(A}’fm) é um disco muito pequeno que con-

tem 7, Assim para [, m bastante grande g, nlf(p Vo (Ty) 1o gl_mm”( )(Al”’m) estd contida
numa pequena vizinhanga de y . Logo (T,) ' o 81;1l1n( ) o(Ty) to g;’Zm(q) (A7) é um
(n — B)-dimensional disco contendo T, * (1) e cujo didmetro tende a zero quando [, m
tende a infinito. Como g;;if’ = Ty o ™) o Ty o f™(P) entdo f™) o Ty o f*(P)(r; ) é um

ponto fixo para T, L(¥; ). Isso entdo conclui o lema. O
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Proposicao 4.4.2. Para | e m bastante grande, o difeomorfismo g ,,, satisfaz

P <us "im <us q
Proof. De fato, quando [, m — +oc0 na topologia C! o disco Aj ,, converge para o disco

A = [~1 -6 14¢* x {0}

onde é uma variedade estavel local de p. No contexto de classe homoclinica nédo trivial
a variedade estdvel de p intersecta transversalmente a variedade instdvel de p isso
nos sugere que para [, m bastante grande A]  intersecta transversalmente a variedade
instdvel de p. Pelo lema 4.4.1 visto anteriormente a variedade instdvel de p intersecta
transversalmente a transversal de 7; ,,,, assim p <ys 77,,. Do mesmo modo, temos que
a variedade instdvel de g intersecta transversalmente a variedade estdvel de g e como
disco A}, converge para variedade instével localde 4 quando I, m vao para o infinito
e o ponto f7) o Ty o f7P)(r,,,) = Ty_1 (r1,m) pertence ao disco A}, entdo a variedade
estével de ¢ intersecta transversalmente A} . Dessa forma r;,, <us q e a prova da

proposicdo estd completa. [

Teorema 4.4.3. Seja f um difeomorfismo tendo um ciclo heterodimensional associado as selas
periédicas py e gy, de indice a e p com o < p — 1, com autovalores reais. Entdo, para qualquer
Cl-vizinhanga U de f a para qualquer inteiro T com o < T < B, existe ¢ € U tendo um ponto

periddico rq de indice T tal que pg <ys rg <us qg-

Proof. Com adicional hipétese H(py, f) = H(qy, f) se temos um ciclo heterodimen-
sional associado as selas periddicas ps e gy de indices distintos pelo lema 4.2.1 existe
uma g € U para qualquer C!-vizinhanca U de f com um ciclo heterodimensional afim
associado a continuacgdo das selas para g. Pelo coroldrio 4.3.4 para qualquer T com
indice intermediario entre & e B existe uma sela r; de ¢ com indice 7 e finalmente pela

proposicdo 4.4.2 py <ys g <ys qg encerrando a prova do teorema. [
4.5 Ciclos heterodimensionais e pontos periédicos. Prova do teorema principal

Lema 4.5.1. Seja f € U um subconjunto aberto de G3 (o residual subconjunto de Dif f'(M)
no lema 3.4.2) tal que para todo f € U existem selas py e qy de indice a e B, « < B, dependendo
continuamente de f tal que H(pg, f) = H(qy, f). Entdo para todo T € (a, ) NN existe

um aberto e denso subconjunto V. tem um sela ry de indice T com H(pg, &) = H(qq, g) =

H(gg, 8)-
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Proof. Seja f € U suponha py e g sejam selas perfeitas, caso contrario pela proposi¢ao
3.3.3 podemos trocar as iniciais sela por selas perfeitas homoclinicamente relacionadas
a elas, isto é pr € Perr(H(py,f)) e qf € Perr(H(qy, f)). Pelo lema 3.4.3 sabemos
que para todo f em nosso residual Gz W"(py, f) e W*(qy, f) tem alguma intersecéo
transversal ndo-vazia. Esta propriedade persite para toda g préxima de f e é possivel
também obter uma h préxima de f onde W*(py,, h) e W3(qy, h) tem uma interse¢do néo
exatamente transversa que é fragil por pertubagdes. Isto nos da um ciclo heterodimen-
sional associado a selas pj, e gj,. Fixado T € («, ) "IN o teorema 4.4.3 garante existir
alguma g préxima de h que por sua vez é préxima de f tendo sela r¢ de indice T onde
Ps <us g <us 4g- Como esta propriedade é persistente por Cl-pertubagdes isto nos
da um aberto e denso subconjunto V; de U tal que para todo g € V; tem selas rg de
indice T tal que pg <ys g <us qg- Nosso objetivo agora é mostrar que para todo g € V¢
e todo ¢ > 0 existe uma e-pseudo orbita periddica contendo py, g4 € 7¢. Isto nos serd
util pelo fato de que em nossas boas propriedades genérica uma classe homoclinica é
igual a uma classe de cadeia recorrentes e se pg, g, e 1, estdo na mesma classe de cadeia

recorrente A de g
A = H(pg,8) = H((q5,8) = H(rg,8)

Assim as trés classes homoclinicas coincidem. Com esta explicacdo em mdos agora
iremos mostrar a existéncia desta e-pseudo 6rbita periddica. De fato fixado qualquer
¢ > 0 existe um finito segmento S, , de e-pseudo 6rbita indo de ¢ a py, isto se deve ao
fato de que uma classe homoclinica é transitiva entdo ela é @-limite de algum ponto z
em H(pg,g) = H(qg, &) De outro modo temos a intersegdo nao-vazia de W"(pq, g) e
W5(r¢, g) e pelo lema de conexdo de Hayashi existe uma 6rbita indo de pg a 7. Assim
existe um finito segmento S, , de e-pseudo orbita indo de pg a ;. De maneira anédloga
por W(r¢, &) e W¥(qg, g) existe um finito segmento S, ; de e-pseudo 6rbita indo de 7,
a gq. Ligando os segmentos de e-pseudo 6rbitas S, Sy, € S5 temos a e-pseudo 6rbita

periédica anunciada. N

Proposicio 4.5.2. Existe um residual subconjunto G4 de Dif f1(M) com a seguinte pro-
priedade: para todo f € Gy e todo par de sela py e qf tendo indice a e B, & < B, dependendo
continuamente em f tal que H(py, f) = H(qy, f), dado qualquer T € (a, B) NN existe uma

sela periddica hiperbélica r ¢ de indice T tal que

H(pys, f) = H(qy, f) = H(qy, f)-
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Proof. Fixado N em IN sejam p}\]" uma sela periodo N; nas mesma condigdes de py
e qj:]j uma sela periodo N; nas mesma condi¢des de g com N; < N; < N do lema
anterior. Para alguma vizinhanga U/ de f o subconjunto Hy(f) dos difeomorfismo
que satisfazem as hipétese do lema para as selas p}\’i e q}\lj é aberto e denso em U . Seja

Hn a reunido dos Hn(f) para todo f em G3 logo NnenHn € denso. O
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