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RESUMO

Numa primeira parte deste trabalho estamos interessados com a dinâmica dos flu-

xos hamiltonianos em variedades simpléticas, mais precisamente, em caracterizar as

integrais primeiras do sistema via colchete de Poisson. Numa segunta etapa, apresen-

tamos um teorema mais geométrico, que garante que campos hamiltonianos locais são

globais, se, e somente se, o primeiro grupo de Cohomologia de De Rham da variedade

simplética é zero.

Palavras-chave: Variedade Simplética, Fluxos Hamiltonianos, Campos de vetores

simpléticos, Campos de vetores hamiltonianos, Cohomologia de De Rham.



ABSTRACT

In the first part of this work we are interested with the dynamic of hamiltonian

flows on symplectic manifolds, more precisely, to characterize the conserved quantity

of the system by Poisson brackets. In the second part, we presented a geometric the-

orem, which says that Hamiltonian vector fields are global if, and only if, the first de

Rham cohomology group of symplectic manifold is trivial.

Keywords: Symplectic Manifolds, Hamiltonian Flows, Symplectic vector fields, ha-

miltonian vector fields and De Rham cohomology. .
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INTRODUÇÃO

Os sistemas hamiltonianos são estudados na mecânica clássica, mais especifica-

mente na mecânica hamiltoniana, a qual foi elaborada pelo matemático irlandês Wil-

liam Rowan Hamilton em 1833. Os sistemas hamiltonianos são um caso especial de

sistemas dinâmicos, onde suas equações diferenciais podem ser escritas na forma de

equações de Hamilton. Com o desenvolvimento da teoria de variedades diferenciá-

veis, principalmente no que diz respeito as variedades simpléticas, temos uma gene-

ralização de tais equações em variedades simpléticas, ou seja, uma “geometrização”

para os campos hamiltonianos. Esta geometrização será abordada neste trabalho no

último capítulo.

Boa parte dos fenomenos importantes na natureza são modelados por sistemas

dinâmicos que deixam invariante alguma medida interessante. Fluxos gerados por

sistemas hamiltonianos preservam, ao longo do tempo, volume, ou seja, a medida de

Liouville. Mas, apesar de preservar uma medida, nem todos sistemas hamiltonianos

são ergódicos. A ergodicidade de sistemas hamiltonianos não foi explorado ao longo

deste trabalho, mas poderia ser um conteúdo sequêncial desta dissertação, uma vez

que tais sistemas foram importantes na história do desenvolvimento da Teoria Ergó-

dica. Um estudo mais aprofundado com relação a geometria simplética, também pode

ser uma motivação para um estudo futuro. Apesar do surgimento da geometria sim-

plética ter raízes históricas na formulação geométrica da mecânica clássica, a geometria

simplética é hoje uma área de pesquisa independente da mecânica clássica e tem di-

versas aplicações.

Este trabalho tem como objetivo principal o estudo de dois aspectos gerais para sis-

temas hamiltonianos. Numa primeira parte estamos interessados com a dinâmica dos

fluxos hamiltonianos em variedades simpléticas, mais precisamente, em caractarizar as

integrais primeiras via colchete de Poisson, ou seja, a partir de uma estrutura algébrica,

no espaço vetorial das funções diferenciáveis, herdada da variedade simplética. Numa

segunta etapa, apresentamos um teorema mais geométrico, que garante que campos

hamiltonianos locais ou simpléticos são globais se, e somente se, o primeiro grupo de
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Cohomologia de De Rham da variedade simplética é zero. Mais precisamente, as duas

partes deste trabalho são direcionadas aos Teoremas 3.1.5 e 3.3.1.

No capítulo 1 apresentamos alguns noções preliminares que darão suporte aos ca-

pítulos posteriores. A Fórmula de Cartan que relaciona a derivada de Lie, derivada

exterior e o produto interior (iX) com relação a uma forma diferencial ω e um campo

X, i.e.,

LXω = dιXω + ιXdω,

será uma das ferramentas centrais no decorrer das demonstrações dos teoremas prin-

cipais. Ainda estaremos apresentando alguns resultados e propriedades das formas

diferenciais fechadas e exatas, como por exemplo o Lema de Poincaré que diz que

toda forma fechada é exata localmente. Por fim, definimos o primeiro grupo de Coho-

mologia de De Rham H1
dR(M) e apresentamos alguns resultados que serão úteis na

demonstração de resultados do capítulo 3.

No capítulo 2, damos uma introdução a variedade simplética. Dizemos que uma

variedade M é simplética quando admite uma 2-forma fechada e não-degenerada ω,

ou seja, uma condição analítica e algébrica, respectivamente para a 2-forma. Neste ca-

pítulo destacamos ainda o Teorema de Darboux que garante que toda variedade sim-

plética é localmente simplectomorfa a um aberto do R2n munida da forma simplética

canônica. Da Fórmula de Cartan e mais o fato que ω é fechada, segue que LXω = dιXω

para campo de vetor X na variedade simplética. E dizemos que um campo é simplético

se LXω = 0, ou seja, se iXω é fechada. E analogamente, um campo X é hamiltoniano

global, se iXω é uma forma exata, ou seja, existe h : M → R diferenciável tal que

iXω = dh, e neste caso denotamos o campo por Xh.

Como todo forma exata é fechada, temos que todo campo hamiltoniano global é

simplético. No capítulo 3, mostraremos que todo campo localmente hamiltoniano, isto

é, o campo é hamiltoniano apenas numa vizinhança de um ponto da variedade, é sim-

plético. E também mostraremos que campos hamiltonianos locais, são hamiltonianos

globais se, e somente se, H1
dR(M) = {0}. Neste último capítulo, ainda estaremos in-

teressados na dinâmica dos fluxos hamiltonianos, i.e., nas integrais primeiras para a

equação diferencial x′ = Xh(x). Veremos que a propria função h, chamada de função

hamiltoniana, é uma integral primeira para o sistema. Por fim, apresentaremos um re-

sultado que garante que uma função f é integral primeira para o sistema se, e somente
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se, {h, f } = 0, onde {, } denota o colchete de Poisson herdado da estrutura simplética

da variedade.

Nos trabalhos mais recentes a nível de pesquisa em fluxos hamiltonianos, destaca-

mos a Conjectura de Arnold sobre a existência de pontos fixos para simpleticomorfis-

mos em variedades compactas. Daremos aqui uma breve ideia sobre esta conjectura.

Seja (M, ω) uma variedade simplética compacta. Considere uma família de funções

suaves ht : M → R tal que ht = ht+1, isto é, ht é 1-periódica. Associada a cada função

ht temos um campo hamiltoniano vt que satisfaz a equação

ω(vt, ·) = dht.

Considere agora a família a 1-parâmetro de difeomorfismos ρ : M ×R → M, ge-

rada pela família de campos hamiltonianos vt, isto é,

dρt

dt
= vt ◦ ρt, ρ0 = id.

Para o tempo t = 1 consideremos o difeomorfismo ϕ = ρ1 : M→ M. Quando todos

os ponto fixos são não-degenerados chamamos ϕ de não-degenerada. A conjectura diz

então que para ϕ não-degenerada temos

#{pontos fixos de ϕ} ≥
2n

∑
i=0

dim Hi
dR(M)

O leitor interessado nesta conjectura e trabalhos de pesquisa relaconados pode ver

detalhes, por exemplo, em Arnold [1], Ana Cannas [3] e Bursztyn e Macarini [2].
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Capítulo 1

NOÇÕES PRELIMINARES

Neste capítulo introduziremos os conceitos e notações pertinentes para o entendimento

deste trabalho. Ao longo do texto estaremos sempre supondo que nossa variedade é

diferenciável e sem bordo. O leitor não familiarizado com variedades, pode procurar,

por exemplo, conceitos e propriedades de tal assunto nas referências [5, 7, 8, 10, 11, 12]

Sendo N e M variedades de dimensão n e m, respectivamente, dizemos que a apli-

cação F : N → M é diferenciável em um ponto p ∈ N, se existem cartas (V, ψ) sobre

F(p) ∈ M e (U, φ) sobre p ∈ N tais que a aplicação composição ψ ◦ F ◦ φ−1, definida

do subconjunto aberto φ(F−1(V) ∩U) ⊂ Rn para Rm, é diferenciável em φ(p) (veja a

figura 1.1). A aplicação F : N → M é diferenciável, se F é diferenciável em cada ponto

de N.

Figura 1.1: Aplicação diferenciável em um ponto

Para qualquer variedade diferenciável M, definimos o fibrado tangente de M, deno-

tando por TM, a união disjunta dos espaços tangentes em todos os pontos de M:

TM =
⋃

p∈M
TpM.

Os elementos de TM são escritos como pares ordenados (p, X), onde p ∈ M e X ∈

TpM. O fibrado tangente possui uma aplicação projeção natural π : TM → M, que

cada vetor em TpM associa o ponto p em que é tangente: π(p, M) = p.
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Seja M uma variedade diferenciável, um campo vetorial em M é uma seção da

aplicação π : TM → M. Mais pricisamente, um campo vetorial é uma aplicação dife-

renciável X : M→ TM, definida por p 7→ Xp, com a seguinte propriedade

π ◦ X = IdM,

ou equivalentemente, Xp ∈ TpM para cada p ∈ M.

Se X : M → TM é um campo vetorial e (U, (xi)) é uma carta coordenada de M,

podemos escrever o valor de X em qualquer ponto p ∈ U como combinação linear dos

vetores da base {∂/∂xi|p} do espaço tangente TpM, isto é,

Xp =
n

∑
i=1

Xi(p)
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

.

onde os coeficienter Xi são funções em U, chamadas funções componentes de X na carta

associada.

Dessa forma dados X : M → TM um campo vetorial e (U, (xi)) uma carta coor-

denada qualquer em M, então X é diferenciável em U se, e somente se, as funções

componentes com respeito a carta são diferenciáveis

O conjunto de todos campos vetoriais na variedade M, denotado por X(M), é um

espaço vetorial (ou melhor um módulo) sobre a adição e a muiltiplicação por escalar

(aX + bY)p = aXp + bYp. Também podemos multiplicar um campo por uma função,

ou seja, se f ∈ C∞(M) e X ∈ X(M), definimos um novo campo f X : M→ TM por

( f X)p = f (p)Xp.

Se X é um campo vetorial diferenciável em M e f uma função diferenciável, defini-

mos a fanção X f em M por

X f (p) = Xp f ,

para todo p ∈ M. Assim, um campo vetorial X na variedade M induz uma aplicação

linear X : C∞(M) → C∞(M) na álgebra C∞(M) das funções diferenciáveis em M, tal

que para cada f ∈ C∞(M) temos X f ∈ C∞(M).

Se X ∈ X(M) e f e g são funções diferenciáveis em M, então X( f g) satisfaz a regra

do produto

X( f g) = X( f )g + f X(g).
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O espaço X(M) é uma álgebra de Lie com o colchete dado por

[X, Y] = X ◦Y−Y ◦ X.

Em coordenadas local, se X = ∑i ai
∂

∂xi
e Y = ∑i bi

∂

∂xi
então

[X, Y] = ∑
i,j

(
aj

∂bi

∂xj
− bj

∂ai

∂xj

)
∂

∂xi
.

Se M, N são variedades diferenciáveis e F : M → N uma aplicação diferenciá-

vel. Para cada ponto p ∈ M definimos o Pushforward da F, como sendo a aplicação

F∗TpM→ TF(p)N dada por

(F∗X)( f ) = X( f ◦ F).

Para cada função f : N → R diferenciável. Se f ∈ C∞(N), então f ◦ F ∈ C∞(M)

portanto X( f ◦ F) esta bem definido.

Podemos observar que a aplicação F∗X é uma derivação em F(p) ∈ N. A prova

desta condição pode ser encontrado em Lee [7].

1.1 Formas Diferenciáveis

Sejam M uma variedade diferenciável n-dimensional e Tk M o conjunto dos k-tensores

definidos na variedade. O subconjunto de Tk M que consiste dos k-tensores alternados

é denotado por Λk M:

Λk M =
⋃

p∈M
Λk(TpM), para k=1 temos Λ1M = T∗M.

Uma seção de Λk M é chamada uma k-forma diferenciável, ou simplesmente uma k-

forma; isto é, uma k-forma é um campo tensorial ω que associa cada ponto p da varidade

M um k-tensor alternado ω(p) ∈ Λk(TpM). O número inteiro k é chamado de grau da

forma. Denotaremos o espaço das k-formas por Ωk(M). Observe que se k > n então a

k-forma ω(p) = 0 para todo p ∈ M. Assim, Ωk(M) = {0} para k > n.

Dada uma carta suave qualquer, uma k-forma ω pode ser escrita localmente como

ω = ∑
I

ωIdxi1 ∧ · · · ∧ dxik = ∑
I

ωIdxI ,

onde os coeficientes ωI são funções diferenciável definidas na carta associda, I = {1 ≤

i1, . . . , ik ≤ n} são os multi-indices de comprimento k e {dx1, . . . , dxn} é a base dual
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para cada espaço tangente TpM. Assim, temos que formas diferenciais como se segue:

dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

(
∂

∂xj1
, . . . ,

∂

∂xjk

)
= δI

J .

Portanto, as funções ωI de ω são determinadas por

ωI = ω

(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xik

)
.

Por definnição uma 0-forma é apenas uma função definida na variedade. O produto

exterior de duas formas diferenciáveis é definido em cada ponto por (ω ∧ η)p = ωp ∧

ηp. Assim, o produto exterior de uma k-forma ω por uma l-forma η é uma (k+l)-forma.

Se f é uma 0-forma e η é uma k-forma, o produto exterior f ∧ η é dado pelo produto

ordinário f η.

Uma forma de volume em uma variedade n-dimensional M é uma forma diferencial

ω de grau n sobre M tal que ω(p) 6= 0, ∀p ∈ M.

Se F : M → N é uma aplicação e ω é uma forma diferenciável em N, o pullback

F∗ω é uma forma diferenciável em M, definida por

(F∗ω)p(X1, . . . , Xk) = ω(F(p))(F∗X1, . . . , F∗Xk),

para cada p ∈ M e cada Xi ∈ TpM.

Proposição 1.1.1. Seja F : M→ N uma aplicação diferenciável. Então

(a) F∗ : Ωk(N)→ Ωk(M) é linear.

(b) F∗(ω ∧ η) = (F∗ω) ∧ (F∗η), para todo ω, η ∈ Ωk(N).

Em particular, se f ∈ C∞(N) e ω ∈ Ωk(N), então

F∗( f ω) = ( f ◦ F)F∗ω

(c) Em qualquer carta coordenada

F∗
(

∑
I

ωIdyI

)
= ∑

I
(ωI ◦ F)d(yi1 ◦ F) ∧ · · · ∧ d(yik ◦ F).
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Um caso interessante de pullback é quando a aplicação F citada na proposição

acima é uma curva diferenciável ϕ : [a, b] → M. Escrevendo em coordenadas ϕ(t) =

(ϕ1(t), ..., ϕn(t)) e a forma diferencial ω = ∑n
i=1 ωidxi, onde ωi é uma função para cada

i = 1, ..., n, temos que

(ϕ∗ω)t =
n

∑
i=1

(ωi ◦ ϕ)(t)d(ϕi)t

=
n

∑
i=1

(ωi(ϕ(t))(ϕi)′(t)dt. (1.1)

Exemplo 1.1.2 (1-Forma "elemento de ângulo"). Consideremos a 1-forma α sobre R2\{0}

dada por

α(x, y) =
−y dx + x dy

x2 + y2 .

Seja ϕ : [0, 2π]→ R2\{0} uma aplicação diferenciável definida por

ϕ(t) = (cos t, sen t).

Dessa forma, por (1.1) segue que

(ϕ∗α)(t) = (− sen t)(− sen t)dt + (cos t)(cos t)dt

= 1dt. (1.2)

Justificativas para chamar esta 1-forma de "elemento de ângulo", é que dado p ∈

R2\{0}, que existe um aberto V ⊂ R2\{0} de p, que não contem um círculo com centro

na rigem, tal que θ : V → R é uma função angulo (ver Elon [8] p.191) tal que dθ = α.

Mas, notemos que a função θ não está definida em todo o R2\{0}.

Proposição 1.1.3. Seja F : M → N uma aplicação entre variedades n-dimensional. Se (xi)

e (yj) são cartas coordenadas nos abertos U ⊂ M e V ⊂ N, respectivamente, e f uma função

diferenciável em V. Então para U ∩ F−1(V) temos que

F∗( f dy1 ∧ · · · ∧ dyn) = ( f ◦ F)(det DF)dx1 ∧ · · · ∧ dxn. (1.3)

Em particular, se (U, (xi)) e (Ũ, (x̃j)) são cartas em M, então para U ∩ Ũ temos

dx̃1 ∧ · · · ∧ dx̃n =

(
∂x̃j

∂xi

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn.
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Demonstração. Para cada ponto p ∈ M o tensor dx1 ∧ · · · ∧ dxn representa um gerador

para Λk(TpM). Então, dado
(

∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn

)
temos pela proposição 1.1.1

F∗( f dy1 ∧ · · · ∧ dyn) = ( f ◦ F)dF1 ∧ · · · ∧ dFn.

Onde obtemos,

dF1 ∧ · · · ∧ dFn

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

)
= det

(
dFj

(
∂

∂xi

))
= det

(
∂Fj

∂xi

)
.

Partanto, o lado esquerdo da equação 1.3 é dado por ( f ◦ F)det DF quando aplicado

em (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xn). Do lado direito da equação 1.3 temos o mesmo resultado, pois

dx1 ∧ · · · ∧ dxn (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xn) = 1. �

1.2 Derivada exterior e produto interior.

Se f ∈ C∞(M), onde M é uma variedade de dimensão n, a diferencial d fp é uma apli-

cação linear definida em cada espaço tangente da variedade. E denotamos por d f a

diferencial (ou derivada) da função f , que é uma 1-forma, d f : M → T∗M, diferenciá-

vel em todo ponto da variedade. A 1-forma d f também pode ser vista como a derivada

exterior da uma 0-forma f e o operador derivada exterior d pode ser extendido para

álgebra das formas diferenciáveis Ω∗(M) =
n⊕

k=0

Ωk(M) dada a seguir.

Seja M uma variedade, a derivada exterior é uma aplicação linear d : Ω∗(M) →

Ω∗(M) tal que

1. d : Ωk(M)→ Ωk+1(M) para todo k ≥ 0

2. d ◦ d = d2 = 0

Como para cada ponto p ∈ M temos uma carta coordenada (U, x1, . . . , xn), com

p ∈ U, então, qualquer k-forma ω ∈ Ωk(M) é escrita localmente como combinação

linear ω = ∑ aIdxI , onde aI ∈ C∞(M).

Se d é uma derivada exterior em U então

dω = ∑ daI ∧ dxI = ∑
j,I

∂aI

∂xj
dxj ∧ dxI .

Dada a derivada exterior temos as seguintes propriedades:
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1. d(aω + bη) = adω + bdη, a, b ∈ R, ω, η ∈ Ωk(M).

2. d(ω ∧ η) = (dω) ∧ η + (−1)kω ∧ (dη), ω ∈ Ωk(M), η ∈ Ωl(M)

3. Seja F : N → M uma aplicação diferenciável entre variedades. Se ω é uma k-

forma em M, então d(F∗ω) = F∗(dω).

Daremos agora um exemplo que é apenas uma aplicação direta dos resultados re-

ferentes a derivada exetrior e pullback, e não será utilizado nos capítulos posteriores.

O leitor familiarizado com estes assuntos pode pular exemplo a seguir.

Exemplo 1.2.1. Seja U o conjunto aberto (0, ∞)× (0, 2π) no plano R2 com coordenada

polares (r, θ). Defina F : U ⊂ R2 → R2 por

F(r, θ) = (r cos θ, r sen θ).

Se (x, y) ∈ R2 são coordenadas canônicas, e ω a 2-forma dx ∧ dy em R2, então temos

que

F∗dx = d(F∗x) = d(x ◦ F)

= d(r cos θ)

= cos θ dr− r sen θ dθ

...

F∗dy = d(F∗y) = d(y ◦ F)

= d(r sen θ)

= sen θ dr + r cos θ dθ

Calculando o pullback F∗ω temos

F∗(dx ∧ dy) = (F∗dx) ∧ (F∗dy)

= (cos θdr− r sin θdθ) ∧ (sin θdr + r cos θdθ)

= r cos2 θdr ∧ dθ − r sin2 θdθ ∧ dr,

,

onde usamos o fato de que dr ∧ dr = dθ ∧ dθ = 0 (anti-comutatividade). Dessa forma,

dθ ∧ dr = −dr ∧ dθ, portanto

F∗(dx ∧ dy) = rdr ∧ dθ.

Dado X ∈ X(M), o produto interior é a aplicação ιX : Ωk+1(M) → Ωk(M) definida

por

(ιXω)(v1, . . . , vn) = ω(X, v1, . . . , vn).

Quando ω ∈ Ω0(M) temos que ιXω = 0 por definição.

Se ω ∈ ωk(M), η ∈ Ωl(M), f ∈ C∞(M) e X ∈ X(M) então
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1. ιX(ω ∧ η) = (ιXω) ∧ η + (−1)kω ∧ (ιXη),

2. ι f Xω = ιX( f ω) = f (ιXω).

Como uma ilustração de como aplicar os resultados anteriores, podemos calcular o

produto interior iXω, quando X = x∂/∂x + y∂/∂y e ω = dx ∧ dy a 2-forma definida

no plano R2. Calculando o produto interior das 1-formas dx e dy temos que

ιX(dx) = dx(X) = dx
(

x
∂

∂x
+ y

∂

∂y

)
= x, e

ιX(dy) = dy(X) = dy
(

x
∂

∂x
+ y

∂

∂y

)
= y

E portanto

ιXω = ιX(dx ∧ dy) = ιX(dx) ∧ dy− dx ∧ (ιX(dy)) = xdy− ydx.

Um fluxo numa variedade M é uma aplicação φ : R× M → M tal que para cada

p ∈ M e t, s ∈ R temos:

1. φ(0, p) = p

2. φ(t + s, p) = φ(t, φ(s, p))

Para qualquer campo vetorial diferenciável X em M e p ∈ M, pelo Teorema de

Existência e Unicidade para Equações Diferenciais Ordinárias em Variedades (ver Lee

[7] ou Lopes [6] por exemplo), existe uma vizinhança U de p em que o campo vetorial

possui um fluxo local associado, ou seja, existem um numero real ε > 0 e uma aplicação

φ : (−ε, ε)×U → M

tal que se o conjunto φt(q) = φ(t, q), então

d
dt

φt(q) = X(φt(q)), φ0(q) = q para cada q ∈ U.

Ou seja, para cada ponto q ∈ U, φt(q) é uma curva integral de X com ponto inicial q.

Consequentemente, para cada t a aplicação φt : U → φt(U) é um difeomorfismo sobre

sua imagem. E pela propriedade de fluxo (ou cociclo), temos que a inversa de φt é a

aplicação φ−t, uma vez que

φ−t ◦ φt = φ−t+t = φt+(−t) = φt ◦ φ−t = φ0 = id.

Para mais detalhes sobre equações diferenciais e fluxos gerados pelas equações dife-

renciais veja, por exemplo, Lopes [6].
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Definição 1.2.2. Dados X, Y ∈ X(M) e p ∈ M, chamamos a Derivada de Lie do campo

Y com respeito a X em p ao vetor (LXY)p dado por:

(LXY)p = lim
t→0

φ−t∗(Yφt(p))−Yp

t
= lim

t→0

(φ−t∗Y)p −Yp

t
=

d
dt
(φ−t∗Y)p

∣∣∣∣
t=0

onde φt é o fluxo asssociado ao campo vetorial X.

Quando os campos X, Y ∈ X(M) são diferenciáveis, então (LXY)p existe para cada

p ∈ M e a aplicação p 7→ (LXY)p define um campo na variedade diferenciável M. A

demonstração desta afirmação pode ser encontrada, por exemplo, em Lee [7].

Exemplo 1.2.3. Tomemos os campos X(x, y) = x ∂
∂y − y ∂

∂x e Y(x, y) = x ∂
∂x + y ∂

∂y e o

ponto p = (1, 0). Calculando o fluxo do campo X obtemos

ϕt(x, y) = (x cos t− y sen t, x sen t + y cos t),

e seu inverso é dado por

ϕ−t(x, y) = (x cos t + y sen t,−x sen t + y cos t).

E assim temos

ϕ−t∗ = Jϕ−t =

 cos t sen t

− sen t cos t

 .

Assim,

(ϕ−t∗Y)p = ϕ−t∗(Yϕt(p)) = ϕ−t∗(Y(cos t, sen t))

= ϕ−t∗(cos t, sen t)

= (cos2 t + sen 2t,− sen t cos t + cos t sen t) = (1, 0)

Portanto, a derivada de Lie do campo Y com respeito ao campo X em p = (1, 0) será

(LXY)p =
d
dt
(ϕ−t∗Y)p =

d
dt
(1, 0) = (0, 0).

Proposição 1.2.4. Sejam X, Y campos vetoriais em uma variedade M, então a derivada de Lie

LXY coincide com o colchete de Lie [X, Y], ou seja

LXY = ∑
i,j

(
aj

∂bi

∂xj
− bj

∂ai

∂xj

)
∂

∂xi
= [X, Y]

onde X = ∑i ai∂/∂xi e Y = ∑i bi∂/∂xi.
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Definição 1.2.5. Dados o campo vetorial X e a k-forma ω, chamamos de Derivada de

Lie da forma ω com respeito ao campo X em p a forma LXω dada por

LXω = lim
t→0

φ∗t (ωφt(p))−ωp

t
= lim

t→0

(φ∗t ω)p −ωp

t
=

d
dt
(φ∗t ω)p

∣∣∣∣
t=0

Daremos agora alguns resultados sobre Derivada de Lie que serão úteis nos pró-

ximos capítulos. As demonstrações de tais resultados podem ser encontrados em Lee

[7].

Proposição 1.2.6. Seja X um campo vetorial na variedade M.

1. se f é uma função diferenciável, então LX f = X f .

2. se ω ∈ Ωk(M) e η ∈ Ωl(M), então LX(ω ∧ η) = (LXω) ∧ η + ω ∧ (LXη).

3. a derivada de Lie LX comuta com derivada exterior d.

4. (Formula de Cartan) LXω = dιXω + ιXdω.

Teorema 1.2.7. Seja φt : M→ M o fluxo associado ao campo X. Então

d
dt
(φ∗t ω) = φ∗t (LXω)

para todo ω ∈ Ωk(M).

Corolário 1.2.8. Se φt é o fluxo associado ao campo X, então para toda forma ω temos que

LXω = 0 ⇔ φ∗t ω = ω, para todo tempo t.

Daremos agora um exemplo que é aplicação direta dos resustados anteriores.

Exemplo 1.2.9. Sejam ω a 1-forma−ydx + xdy e X o campo vetorial tangente dado por

−y∂/∂x + x∂/∂y no circulo S1, então temos que

LX(−ydx) = −(LXy)dx− y(LXdx) = −(LXy)dx− y(dLXx) = −xdx + ydy.

Analogamente, LX(xdy) = −ydy + xdx. Portanto, LXω = LX(−ydx + xdy) = 0. E

asssim, se φt é o fluxo associado ao campo X, temos que φt preserva a 1-forma ω, isto

é, φ∗t ω = ω.
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Seja M uma variedade diferenciável. Dizemos que uma k-forma ω é fechada em M

se a derivada exterior desta é zero, ou seja, dω = 0. E dizemos que ω é exata em M

se existe uma (k-1)-forma η tal que ω = dη. A forma η é chamado de forma potencial

ou primitivo para ω. Como d2 = d ◦ d = 0 segue que toda forma exata é fechada. Esta

propriedade será útil ao longo deste trabalho.

Daremos agora um resultado que usaremos, num exemplo do Capítulo 3, para veri-

ficar que uma determinada 1-forma em S1 não é exata. A demonstração deste resultado

pode ser encontrado em livros básicos de variedades diferenciáveis.

Proposição 1.2.10. Seja M uma variedade n-dimensional, compacta e orientada. Para toda

n-forma exata ω temos que ∫
M

ω = 0.

1.3 Grupo de Cohomologia de De Rham

Seja M uma variedade diferenciável. Como a derivada exterior d : Ωk(M)→ Ωk+1(M)

é uma aplicação linear, seu núcleo e sua imagem são subespaços vetoriais lineares.

Assim, definimos

Z k(M) := ker[d : Ωk(M)→ Ωk+1(M)] = { k-formas fechada em M};

Bk(M) := Im[d : Ωk−1(M)→ Ωk(M)] = { k-formas exata em M}.

Como toda forma exata é fechada, segue que Bk(M) ⊂ Z k(M). Portanto, faz sen-

tido definirmos o k-ésimo grupo de cohomologia de De Rham de M, nome escolhido em

homenagem ao matemático George De Rham, como sendo o espaço vetorial quociente

Hk
dR(M) =

Z k(M)

Bk(M)
. (1.4)

Assim Hk
dR(M) é um espaço vetorial sobre R, e em particular um grupo com relação a

adição de vetores. Sendo assim o nome mais apropriado seria “espaço de cohomologia

de De Rham”, porém usaremos o termo “grupo” como a maioria dos livros.

Seja ω uma forma fechada em M. Denotamos por [ω] a classe de equivalência de

ω neste espaço quociente, onde chamaremos de classe de cohomologia de ω. Se k < 0

ou k > dim M então por convenção Ωk(M) = 0, o que implica em Hk
dR(M) = 0. Se

[ω] = [ω′], isto é, se ω e ω′ diferem por uma forma exata, ω = ω′ + dη, dizemos que

ω e ω′ são cohomólogos.
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Proposição 1.3.1. Para qualquer aplicação difereniciável G : M → N, o pullback

G∗ : Ωk(N)→ Ωk(M) leva Z k(N) em Z k(M) e Bk(N) em Bk(M)

Demonstração. Se ω é uma forma fechada então

d(G∗ω) = G∗(dω) = 0.

Portanto, G∗ω é fechada.

Se ω é uma k-forma exata então existe uma (k-1)-forma η tal que ω = dη o que

implica em

G∗ω = G∗(dη) = d(G∗η).

Logo, concluimos que G∗ω é exata. �

Assim, podemos definir a aplicação de cohomologia induzida G∗ : Hk
dR(N)→ Hk

dR(M)

dada por

G∗[ω] = [G∗ω],

para cada k-forma fechada ω.

Se ω′ = ω + dη então [G∗ω′] = [G∗ω + G∗(dη)] = [G∗ω]. Ou seja, se [ω′] = [ω] então

G∗[ω′] = G∗[ω]. Portanto, a aplicação dada acima esta bem definida.

Proposição 1.3.2. Sejam M, N e P variedades diferenciável e G : M→ N diferenciável.

a) Se F : N → P é diferenciável, então (F ◦ G)∗ = G∗ ◦ F∗ : Hk
dR(P)→ Hk

dR(M).

b) Se IdM é a aplicação identidade, então (IdM)∗ é a aplicação identidade em Hk
dR(M).

Corolário 1.3.3. Variedades difeomorfas possuem grupo de cohomologia de De Rham isomor-

fos.

Mais geral ainda, em Lee [7] e Elon [9] pode verificar-se que a cohomologia de De

Rham é uma inveriante topológica. Este resultado é supreendente, pois a definição de

grupos de De Rham de M está relacionado com a estrutura diferenciável, e portanto

não temos razão para esperar que estruturas diferenciáveis diferentes na mesma vari-

edade topológica dêem o mesmo grupo de De Rham.

Proposição 1.3.4. Se M é uma variedade diferenciável conexa, então H0
dR(M) é igual ao espaço

das funções constantes.
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Demonstração. Como Ωp(M) = 0 para todo p < 0, temos queB0 = Im[d : Ω(−1)(M)→

Ω0(M)] = 0. Uma 0-forma fechada é uma função diferenciável, f : M → R, tal que

d f = 0. Como M é conexo, temos que se d f = 0 então f é constante. Portanto,

H0
dR(M) = Z0(M) = {funções constantes}. �

Dizemos que um conjunto V ⊂ Rn é estrelado se existe q ∈ V tal que para todo

x ∈ V o segmento de reta de q a x está contido em V.

Proposição 1.3.5. Seja U um subconjunto aberto estrelado de Rn. Então Hp
dR(U) = 0 para

p ≥ 1.

A demonstração desta proposição segue essencialmente do fato que todo conjunto

estrelado é contrátil e do fato que a cohomologia de De Rham é a mesma para conjuntos

homotopicamente invariantes. Todos os detalhes podem ser vistos em Lee [7].

Proposição 1.3.6 (Localmente toda forma fechada é exata). Sejam M uma variedade dife-

renciável e ω uma p-forma fechada em M, p ≥ 1. Para cada q ∈ M, existe uma vizinhança U

de q na qual ω é exata.

A grosso modo, a demonstração desta proposição segue do fato que cada ponto q ∈

M possui uma vizinhança V difeomorfa a uma bola aberta do Rn, que é um conjunto

estrelado do Rn, pela carta (V, ϕ). E pela invariância difeomorfica da cohomologia

induzida ϕ∗ temos que

Hp
dR(V) ∼= Hp

dR(ϕ(V)) = 0.

Daremos agora duas proposições que serão utilizadas nos próximos capítulos.

Proposição 1.3.7. Se M é uma variedade simplesmente conexa, então H1
dR(M) = 0.

Este resultado segue do fato que toda curva fechada numa variedade simplesmente

conexa é homotópica a uma curva constante. E assim, toda integral de linha de uma

1-forma fechada ω ao longo de uma curva fechada γ é conservativa, i.e.,
∫

γ ω = 0, e

portanto a 1-forma ω é exata.

Proposição 1.3.8 (Cohomologia da Esfera). Para n ≥ 1, os grupos de cohomologia de De

Rham de Sp são

Hp
dR(S

n) =

 R se p = 0 ou p = n,

0 se 0 < p < n.
(1.5)
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A ideia da demonstração deste teorema é a seguinte. Como Sn é conexo temos pela

proposição 1.3.4 que H0
dR(S

n) ∼= R. Para n = 1 e p > 1, temos que Hp
dR(S

1) = 0,

pois p > dim(S1). Seja a 1-forma ângulo ω em R2 − {0}. Defina a forma ω0 = i∗ω,

onde i : S1 → R− {0} é a aplicação inclusão. Como
∫

S1 ω0 = 2π 6= 0, concluimos

que ω0 não é exata. Dada arbitrariamente a forma η ∈ Ω1(S1) (a forma η é fechada

pois dη ∈ Ω2(S1)), a forma (η − cω0), com c = (1/2π)
∫

S1 η, é exata. Dessa forma,

pela cohomologia de de Rham temos [η] = c[ω0], o que implica em H1
dR(S

1) ∼= R.

Usamos aqui o fato que uma forma η ∈ Ωn(Sn) é exata se, e somente se,
∫

Sn η = 0.

A parte final da demonstração segue por indução sobre n, com o uso da sequência de

Mayer-Vietoris (ver por exemplo em Lee [7] ou Elon [9]).

Como as esferas são orientáveis admitem uma forma orientação, ou ainda, uma

forma volume dV, que apesar da notação usada aqui, não são formas exatas, e portanto∫
Sn dV > 0. Além disso, [dV] é o gerador de Hn

dR(S
n).
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Capítulo 2

VARIEDADE SIMPLÉTICA

Neste capítulo objetivo principal é definir variedade simplética, a qual será defi-

nida por meio de uma forma bilinear e anti-simétrica no espaço vetorial tangente da

variedade. Portanto, faremos uma breve introdução sobre espaços vetoriais simplé-

ticos. Para mais detalhes sobre o assunto veja as seguintes referência Cannas [4],

Bursztyn e Macarini [2] e Arnold [1].

2.1 Espaços Vetoriais Simpléticos

Definição 2.1.1. Sejam V um espaço vetorial real e Ω : V ×V → R uma forma bilinear

anti-simétrica. Dizemos que a forma Ω é não-degenerada, ou simplética, se

Ω(u, v) = 0, ∀v ∈ V ⇒ u = 0

Ou seja, a aplicação Ω̃ : V → V∗ definida por v 7→ Ω(v, ·) é um isomorfismo linear.

Definição 2.1.2. Um espaço vetorial simplético (V, Ω) é um espaço vetorial V com uma

forma (ou estrutura) simplética Ω.

Definição 2.1.3. Um simplectomorfismo A entre dois espaços vetoriais simpléticos

(V1, Ω1) e (V2, Ω2) é um isomorfismmo linear A : V1 → V2 tal que A∗Ω2 = Ω1, ou

seja, (A∗Ω)(u, v) = Ω(A(u), A(v)), para todo u, v ∈ V1.

Se existe um simplectomorfismo A : V1 → V2, dizemos que (V1, Ω1) e (V2, Ω2) são

simplectomorfos.

Exemplo 2.1.4. (a) O espaço R2n com Ω0(u, v) = 〈Ju, v〉, para todos u, v ∈ R2n, onde

J é uma matriz, 2n× 2n, definida por

J =

 0 I

−I 0

 ,

e I é a matriz identidade em n× n.
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Sejam x, y ∈ Rn, u = (x, y) ∈ R2n. Então temos que

J(x, y) =

 0 I

−I 0

 x

y

 = (y,−x)

Assim temos que J pode ser vista como uma rotação horária de π/2 e J é um

operador ortogonal (suas colunas formam um conjunto ortonormal em R2n, no

caso). Portanto, J∗ = JT = −J = J−1. Com isso, obtemos que Ω0 é não-

degenerada e anti-simétrica. De fato, para vermos que é não-degenerado, con-

sideremos u 6= 0 ∈ R2n, e tomemos v = Ju. Assim, Ω0(u, v) = 〈Ju, Ju〉 =

〈u, JT Ju〉 = 〈u, u〉 = ‖u‖2 6= 0. A anti-simetria segue de Ω0(u, v) = 〈Ju, v〉 =

〈u, JTv〉 = −〈u, Jv〉 = −〈Jv, u〉 = −Ω0(v, u). (R2n, ω0) é chamado de espaço

vetorial simplético canônico.

(b) Seja W um espaço vetorial de dimenção n, e W∗ seu dual. Então o espaço vetorial

V = W ⊕W∗ possui uma estrutura simplética natural definida por

Ω((u, z∗), (v, w∗)) = w∗(u)− z∗(v).

(c) Seja V um espaço vetorial complexo de dimensão n sobre C. Seja h : V × V → C

um produto interno hermitiano e Ω = Im(h) a parte imaginária de h.

Dados u, v ∈ V podemos escrever h(u, v) = a(u, v) + ib(u, v). Como h é

hermitiano, dados u, v ∈ V temos h(u, v) = h(v, u) e portanto Ω é anti-simétrica.

Fixado u ∈ V, se h(u, v) = 0 para v ∈ V então u = 0. Daí temos que, Ω = Im(h)

é não-degenerado. Portanto Ω define uma estrutura simplética em V, visto como

espaço vetorial real, e qualqur transformação linear unitária é automaticamente

um simplectomorfisma.

2.1.1 Subespaço

Daremos nesta subseção algumas definições para subespaços vetoriais que aparecem

dentro do contexto do espaço vetorial simplético.

Seja (V, Ω) um espaço vetorial simplético. Dado um subespaço linear W ⊆ V,

definimos o seu ortogonal simplético como subespaço linear.

WΩ := {v ∈ V : Ω(v, u) = 0, ∀u ∈W}.
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Observação 2.1.5. (a) Note que embora V 6= W + WΩ, em termo de dimensões sempre

temos que dim(V) = dim(W) + dim(WΩ).

Basta considerarmos o nucleo e imagem da aplicação

Ω̃ : V → W∗

v 7→ Ω(v, ·)
∣∣
W

Temos que ker(Ω̃) = WΩ e Im(Ω̃) = W∗. E assim obtemos,

dim(V) = dim ker(Ω̃) + dim Im(Ω̃) = dim(WΩ) + dim(W)

(b) Para WΩ ⊆ V temos que W = (WΩ)Ω

Seja V um espaço vetorial simplético, o subespaço W ⊆ V é chamado de

• Simplético se W ∩WΩ = 0, isto é, se Ω
∣∣
W×W é não-degenerada.

• Isotrópico se W ⊆WΩ, isto é, se Ω
∣∣
W×W ≡ 0.

• Coisotrópico se W ⊇WΩ,

• Lagrangiano se W é isotrópico com dim(W) = 1
2 dim(V), ou seja, W = WΩ.

Exemplo 2.1.6. Qualquer subespaço unidimensional é isotrópico. De forma análoga,

todo subespaço de codimensão 1 é coisotrópico.

2.1.2 Bases Simpléticas

Seja (V, Ω) um espaço vetorial simplético. Chamamos de base simplética de V uma base

com 2n vetores {e1, . . . , en, f1, . . . , fn} para a qual valem as relações.


Ω(ei, ej) = 0,

Ω(ei, f j) = δij.

Ω( fi, f j) = 0.

∀i, j.

Com respeito a uma base simplética, temos

Ω(u, v) = ut

 0 I

−I 0

 v

onde I é a matriz identidade n× n e u, v são matrizes colunas.
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Teorema 2.1.7. Todo espaço vetorial simplético (V, Ω), com dim V = 2n, admite uma base

simplética.

Demonstração. Escolha e1 6= 0. Como Ω é não-degenerada, existe f1 ∈ V tal que

Ω(e1, f1) = 1.

Seja W1 o subespaço gerado por {e1, f1}. Note que W1 é simplético, e portanto V =

W1 ⊕WΩ
1 .

Como WΩ
1 é simplético, podemos repetir a construção até obtermos uma

decomposição

V = W1 ⊕W2 ⊕ . . .⊕Wn

onde cada Wi é gerado por ei, fi tal que Ω(ei, fi) = 1. Por construção, se i < j, então

Wj ⊂WΩ
i , portanto são satisfeitas as condições de base. �

Exemplo 2.1.8. Consideremos o espaço simplético canônico (R2n, Ω0). Os vetores

u, v ∈ R2n, representado na base canônica do Teorema anterior, podem ser escritos

como

u =
n

∑
i=1

(xiei + xn+i fn+i) e v =
n

∑
j=1

(yjej + yn+j fn+j).

E assim temos que

Ω0(u, v) = Ω0

(
n

∑
i=1

(xiei + xn+i fn+i),
n

∑
j=1

(yjej + yn+j fn+j)

)
= ∑

i,j
xiyjΩ0(ei, ej) + ∑

i,j
xiyn+jΩ0(ei, f j) + ∑

i,j
xn+iyjΩ0( fi, ej)

+∑
i,j

xn+iyn+jΩ0( fi, f j)

= ∑
i,j
(xiyn+j − xn+iyj)

= 〈J0u, v〉

onde J0 =

 0 −I

I 0


Proposição 2.1.9. Se (V1, Ω1) e (V1, Ω2) são dois espaços simpléticos de mesma dimensão,

então existe um isomorfismo linear A : V1 → V2 tal que A∗Ω2 = Ω1.

Demonstração. Pelo teorema 2.1.7, escolhemos as bases simpléticas (ei, fi), em (V1, Ω1),

e (êi, f̂i), em (V2, Ω2). Definimos então a aplicação linear injetiva A : V1 → V2 por Aei =
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êi e A fi = f̂i, para 1 ≤ i ≤ n. Para vermos que esta aplicação é um simplectomorfismo,

basta verificarmos se A∗Ω2 = Ω1 nos elementos da base. Assim,

A∗Ω2(ei, ej) = Ω2(Aei, Aej) = Ω2(êi, êj) = 0 = Ω1(ei, ej)

A∗Ω2( fi, f j) = Ω2(A fi, A f j) = Ω2( f̂i, f̂ j) = 0 = Ω1( fi, f j)

A∗Ω2(ei, f j) = Ω2(Aei, A f j) = Ω2(êi, f̂ j) = δij = Ω1(ei, f j)

Portanto, A∗Ω2 = Ω1. �

Corolário 2.1.10. Todo espaço simplético é simplectomorfo a (R2n, Ω0) para algum n.

Em particular, todo espaço vetorial simplético tem dimensão par.

Se V é um espaço vetorial real, uma estrutura complexa em V é um endomorfismo

linear J : V → V tal que J2 = −I. Note que fixar uma estrutura complexa J é

equivalente a munir V de uma estrutura de espaço vetorial sobre C, já que podemos

identificar o operador J com o multiplicação por i =
√
−1, isto é, J(v) = i · v, para todo

v ∈ V. O par (V, J) é chamado espaço vetorial complexo, e dizemos que (V, J) e (V′, J′)

são isomorfos se existe um isomorfismo linear ϕ : V → V′ tal que ϕ ◦ J = J′ ◦ ϕ.

Seja (V, Ω) um espaço vetorial simplético. Uma estrutura complexa em V é

compatível com Ω (ou simplesmente Ω-compatível) se, para u, v ∈ V,

g(u, v) := Ω(u, Jv), (2.1)

define um produto interno. Explicitamente, as condições de compatibilidade (simetria

e positividade de g) são

Ω(Ju, Jv) = g(Ju, v) = g(v, Ju) = Ω(v, J Ju) = −Ω(v, u) = Ω(u, v)

e Ω(u, Jv) > 0, u 6= 0.

Proposição 2.1.11. Seja (V, Ω) um espaço vetorial simplético. Então cada produto interno G

em V define, de forma canônica, uma estrutura complexa J : V → V que é Ω-compatível.

Demonstração. Seja G um produto interno em V. Como G# : V → V∗, G#(u)(v) =

G(u, v), é um isomorfismo, pois G(u, v) = 0, ∀v ∈ V ⇒ u = 0, segue que existe um

único automorfismo linear A : V → V tal que

Ω(u, v) = G(Au, v), ∀u, v ∈ V,
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isto é, A = (G#)−1 ◦ Ω̃. Note que A é anti-simétrico com respeito a G, já que

G(Atu, v) = G(u, Av) = Ω(v, u) = −G(Au, v).

Como consequência, temos que, na decomposição polar de A,

A = J |A| , onde |A| = (AtA)1/2 = (−A2)1/2,

o operador ortogonal J e o operador positivo-definido |A| comutam. Então A2 =

−J2A2, e portanto J2 = −Id. Note ainda que

Ω(u, Jv) = G(Au, Jv) = −G(JAu, v) = G(|A| u, v)

define um produto interno, mostrando a compatibilidade de J e Ω. �

2.2 Variedade Simplética.

Nesta seção daremos a definição de variedade simplética e exemplos. O leitor não

fimiliarizado com os conceitos de variedade e espaço vetorial tangente podem ver tais

definições no Capítulo 1.

Seja ω uma 2-forma diferenciável numa veriedade M, isto é, para cada p ∈ M, a

aplicação ωp : TpM× TpM→ R é bilinear e anti-simétrica no espaço tangente a M em

p, e ainda ωp varia suavemente em p.

Uma 2-forma diferenciável ω é dita simplética se ω é fechada e ωp é não-degenerada

para todo p ∈ M. Notemos que se ω for simplético, então dim TpM = dim M

deverá ser par. Uma variedade simplética é um par (M, ω) onde M é uma variedade

diferenciável e ω é uma forma simplética.

Exemplo 2.2.1. Seja M = R2n com coordenadas lineares x1, . . . , xn, y1, . . . , yn. A forma

ω0 :=
n

∑
i=1

dxi ∧ dyi (2.2)

é simplética e o conjunto{(
∂

∂x1

)
, . . . ,

(
∂

∂xn

)
,
(

∂

∂y1

)
, . . . ,

(
∂

∂yn

)}
é uma base simplética do espaço vetorial TpM.
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Exemplo 2.2.2. Seja M = S2 ⊂ R3 a esfera unitária. Os vetores tangentes a S2 em p

podem então ser identificados como vetores ortogonais a p.

Assim, a forma simplética em S2 é definido por

ωp(u, v) = 〈p, u× v〉 , para u, v ∈ TpS2 = {p}⊥

Esta forma é fechada porque dω é uma 3-forma na variedade de dimensão 2, e é não-

degenerada, pois dado u 6= 0 se tomarmos v = u× p temos 〈p, u× v〉 6= 0.

Exemplo 2.2.3. Um espaço vetorial simplético (V, ω) é uma variedade simplética. A

condição dω = 0 é automaticamente satisfeita, pois ω é uma forma constante, uma vez

que ωp não depende de p ∈ V.

Se ω é uma forma simplética qualquer num espaço vetorial V de dimensão 2n,

então, pelo teorema da base temos,

ωn = ω ∧ · · · ∧ω︸ ︷︷ ︸
n

6= 0

pois, em termos do Teorema da Base 2.1.7, podemos escrever

ω =
n

∑
i=1

ei ∧ fi.

Reciprocamente, dada uma 2-forma η ∈ Ω2(V∗), se ηn 6= 0 então η é simplética.

Se tomarmos V como o espaço vetorial tangente de uma variedade 2n-dimensional,

podemos notar que o produto exterior de ordem n de uma forma simplética ω é uma

forma volume. Assim, qualquer variedade simplética (M, ω) é orientada canonica-

mente pela estrutura simplética. A forma
ωn

n!
chama-se forma de Liouville (ou forma

simplética de volume).

Daremos agora uma definição que busca de alguma maneira classicar as variedade

simpléticas, ou seja, de certa forma dizer por exemplo quando duas variedade

simpléticas são “iguais”.

Definição 2.2.4. Sejam (M1, ω1) e (M2, ω2) variedades simpléticas 2n-dimensional e

ϕ : M1 → M2 um difeomorfismo. Então ϕ é um simplectomorfismo se ϕ∗ω2 = ω1.

Daremos agora uma breve ideia de como construir forma simplética no fibrado

cotangente de uma variedade qualquer. Ou seja, os fibrados cotangentes de variedades

são exemplos de variedades simpléticas.
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Seja Q qualquer variedade n-dimensional e M = T∗Q seu fibrado cotangente. Se

a estrutura da variedade Q é descrito pelas cartas coordenadas (U, x1, . . . , xn) com

xi : U → R, então em qualquer x ∈ U, as diferenciais (dx1)x, . . . , (dxn)x formam

uma base de T∗x Q. Se ξ ∈ T∗x Q, então podemos escrever ξ = ∑n
i=1 ξi(dxi)x para alguns

coeficientes reais ξ1, . . . , ξn. Isto induz a aplicação,

T∗U −→ R2n

(x, ξ) 7−→ (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn).

Segue que (T∗U, x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) é uma carta coordenada de T∗Q e suas coorde-

nadas são chamadas de coordenadas cotangentes associadas as coordenadas x1, . . . , xn

em U. Podemos ainda notar que as funções de transição são diferenciáveis, pois dadas

duas cartas (U, x1, . . . , xn), (U′, x′1, . . . , x′n), e x ∈ U ∩U′, se ξ ∈ T∗x Q então

ξ =
n

∑
i=1

ξi(dxi)x =
n

∑
i,j=1

ξi

(
∂xi

∂x′j

)
(dx′j)x =

n

∑
j=1

ξ ′j(dx′j)x

onde ξ ′j = ∑i ξi

(
∂xi
∂x′j

)
é diferenciável. Portanto, T∗Q é uma variedades 2n-dimensional.

Além disso, podemos definir a 2-forma ω em T∗U por

ω =
n

∑
i=1

dxi ∧ dξi.

Maiores detalhes que esta definição independe da escolha das coordenadas pode ser

visto em Cannas [4].

Outros exemplos importantes de variedades simpléticas são as variedades de Kähler

e as órbitas coadjuntas de grupos de Lie. O leitor interessado em tais exemplos pode ver,

por exemplo, em Cannas [4].

2.3 Teorema de Darboux

Enunciaremos agora um teorema clássico de variedade simplética e útil para escrever

os campos hamiltonianos em coordenadas locais no próximo capítulo.

Teorema 2.3.1 (Darboux). Seja (M, ω) uma variedade simplética 2n-dimensional e seja p um

ponto qualquer em M. Então existe uma carta (U, x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) contendo p, tal que

ω =
n

∑
i=1

dxi ∧ dyi.
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A prova do Teorema de Darboux pode ser encontrada, por exemplo, em Arnold [1],

Bursztyn e Macarini [2] e Cannas [4].

A carta (U, x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) mencionada no teorema acima é chamada de Carta

de Darboux e as coordenadas (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) de coordenadas canônicas(ou de

Darboux). Assim, por exemplo, o espaço vetorial padrão dado no Exemplo 2.1.8 possui

coordenadas de Darboux. As coordenadas cotangentes do fibrado Cotangente T∗M

foram escritas em coordenadas de Darboux.

Notemos então que uma variedade simplética 2n-dimensional pode ser vista local-

mente como R2n, com coordenadas locais (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) e a forma simplética

ω0 = ∑
i

dxi ∧ dyi.

2.4 Obstruções

Como podemos observar anteriormente, toda variedade simplética possui dimensão

par e é orientável. Uma questão central em geometria simplética é se, dada uma vari-

edade M satisfazendo essas condições, existe ou não alguma estrutura simplética em

M.

Daremos agora um resultado, que pode ser visto em Bursztyn e Macarini [2], que

garante uma obstrução para uma variedade ser simplética por meio da cohomologia

de De Rham.

Proposição 2.4.1. Seja M uma variedade compacta de dimensão 2n. Se M admite alguma

estrutura simplética, então existe um elemento a ∈ H2
dR(M, R) tal que an 6= 0. Em particular,

H2k
dR(M, R) 6= 0 para todo k = 1, . . . , n.

Demonstração. Se ω ∈ Ω2(M) é uma forma simplética, seja a = [ω] ∈ H2
dR(M, R).

Logo, ωn ∈ Ω2n é uma forma volume e portanto temos que∫
M

ωn 6= 0

Por outro lado, se an = [ω]n = [ωn] = 0, então ωn é exata, ou seja, existe uma (2n-1)-

forma η tal que ωn = dη. Pelo Teorema de Stokes, temos∫
M

ωn =
∫

M
dη =

∫
∂M

η = 0.

o que contradiz o fato de ωn ser uma forma volume. Potanto an 6= 0. �



35

Exemplo 2.4.2. Para n > 1 não existe estrutura simplética na esfera S2n, pois para

0 < k < 2n, H2k
dR(S

2n) = 0, que pode ser visto pelo Teorema 1.3.8. O mesmo ocorre

para S3 × S1 uma vez que

H2
dR(S

3 × S1) ∼= H2
dR(S

3)× H2
dR(S

1) ∼= 0.

Outras obstruções, como por exemplo topológicas, podem ser encontradas em

Bursztyn e Macarini [2, Cap. 3, p.40].
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Capítulo 3

FLUXOS HAMILTONIANOS.

Uma das mais importante construções em variedades simplética é uma proprie-

dade análoga ao gradiente para Variedade Riemanniana. Seja (M, ω) uma variedade

simplética. Então para cada ponto p ∈ M, ω̃p : TpM → T∗p M é um isomorfismo

induzido por ω conforme vimos no capítulo anterior. E portanto, dada uma função

H ∈ C∞(M), definimos o Campo Vetorial Hamiltoniano da função hamiltoniana H sendo

o campo vetorial XH definido por

XH := (ω̃)−1(dH). (3.1)

Ou ainda, de maneira equivalente, existe um único campo vetorial XH definido por

ιXH ω = dH. (3.2)

Em coordenadas locais (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn), o campo XH pode ser escrito local-

mente como uma combinação linear do tipo

XH =
n

∑
i=1

(
ai

∂

∂xi
+ bi

∂

∂yi

)
onde ai, bi ∈ C∞(M). Assim, calculando o produto interior da forma ω, escrita local-

mente em coordenadas de Darboux, para o campo XH segue que

ιXH ω = ιXH(∑
j

dxj ∧ dyj) = ∑
j

[
(ιXH dxj) ∧ dyj − dxj ∧ (ιXH dyj)

]
= ∑

j
(ajdyj − bjdxj).

Por outro lado, para a função hamiltoniana H temos que

dH = ∑
i

(
∂H
∂xi

dxi +
∂H
∂yi

dyi

)
.

E como dH = ιXH ω, concluimos que ai =
∂H
∂yi

e bi = − ∂H
∂xi

.

Portanto, o campo vetorial hamiltoniano pode ser escrito localmente como

XH =
n

∑
i=1

(
∂H
∂yi

∂

∂xi
− ∂H

∂xi

∂

∂yi

)
. (3.3)
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Fixado a base
{

∂
∂xi

, ∂
∂yi

}
também podemos representar XH como XH = J∇H, onde

J =

 0 In

−In 0

 .

Embora a definição do campo de vetores hamiltoniano seja análogo ao gradiente de

uma função em uma Variedade Riemanniana, estes diferem em alguns aspectos, como

pode ser observado na próxima seção.

Em R2n, ou numa variedade simplética (localmente neste caso), podemos por meio

das coordenadas de Darboux para campos hamiltonianos (ver (3.3)), dada uma curva

integral α(t) = (x(t), y(t)) do campo hamiltonino XH, podemos escrever a equação

diferencial α′(t) = XH(αt) como


dxi

dt
(t) =

∂H
∂yi

dyi

dt
(t) = −∂H

∂xi

, (3.4)

que são chamadas de Equações de Hamilton.

3.1 Integrais primeiras e Colchete de Poisson.

Dada a função hamiltoniana H, definimos o fluxo hamiltoniano φt : M → M sendo o

fluxo associado ao campo XH, ou seja, para x ∈ M, φt(x) é solução para a equação

diferencial ẋ = XH(x), com condição inicial φ0(x) = x. Aqui estamos supondo que o

fluxo existe para todo tempo t ∈ R, ou seja, que o campo XH é completo. Campos de

vetores em variedades compactas, por exemplo, sempre são completos.

Veremos agora, por meio de duas proposições, que o fluxo hamiltoniano φt

associado ao campo XH preserva a forma simplética ω e a própria função hamilto-

niana H.

Proposição 3.1.1. Para todo t, o fluxo hamiltoniano φt preserva a forma ω.

Demonstração. Dado o campo vetorial hamiltoniano XH. Como a forma simplética ω é

fechada e ιXH ω é exata, segue da Formula de Cartan que,

LXH ω = d(ιXH ω) + ιXH(dω)

= d(dH) = 0.
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Como o fluxo hamiltoniano preserva a forma simplética ω, segue que também pre-

serva a forma volume de Liouville, ωn

n! , e portanto preserva volume. Uma outra propri-

edade particular dos fluxos hamiltonianos, é que suas órbitas “moram” nos conjuntos

de níveis da função hamiltoniana associada ao campo hamiltoniano que gerou o fluxo.

Mais especificamente, temos a seguinte proposição.

Proposição 3.1.2. Sejam (M, ω) uma variedade simplética e H ∈ C∞(M). O fluxo φt do

campo vetorial hamiltoniano XH deixa a função H invariante, ou seja, H é constante ao longo

das curvas integrais de XH.

Demonstração. Seja αx(t) = φt(x) uma curva integral de XH, onde αx(0) = φ0(x) =

x ∈ M. Então,

d
dt

H(αx(t)) = dHαx(t)α
′
x(t) = dHαx(t)XH(αx(t)) = ω(XH(αx(t)), XH(αx(t))) = 0.

Portanto, concluimos que H(φt(x)) = H(x) para todo t ∈ R, ou ainda, em termos de

pullback, φ∗t H = H. �

Qualquer função f ∈ C∞(M) que é constante em cada curva integral de XH, mas

não é constante em conjuntos abertos, é chamada uma integral primeira (ou constante do

movimento, ou ainda integral do movimento) do sistema ẋ = XH(x). A proposição acima

garante que a função hamiltoniana H é uma integral primeira para XH.

Daremos agora uma definição de colchete para funções que será útil para encontrar,

se existir, mais integrais primeiras para o campo XH.

Definição 3.1.3. Sejam (M, ω) uma variedade simplética e f , g ∈ C∞(M). O colchete de

Poisson das funções f e g é definido por

{ f , g} := ω(X f , Xg) = d f (Xg) = Xg( f ). (3.5)

Geometricamente interpretamos o colchete de Poisson como sendo a taxa de varia-

ção da função f ao longo do fluxo hamiltoniano de g. Usando 3.3, podemos escrever o

colchete de Poisson da seguinte forma

{ f , g} =
n

∑
i=1

(
∂ f
∂xi

∂g
∂yi
− ∂ f

∂yi

∂g
∂xi

)
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Proposição 3.1.4. Sejam (M, ω) uma variedad simplética e f , g, h ∈ C∞(M) então o colchete

satisfaz as seguintes condições.

(a) { f , g} = −{g, f };

(b) { f , {g, h}}+ {g, {h, f }}+ {h, { f , g}} = 0;

(c) X{ f ,g} = −[X f , Xg].

O colchete de Poisson definido numa variedade simplética, permite adicionarmos,

com as condições acima, uma estrutura algébrica especial para o espaço vetorial das

funções diferenciáveis F(M). Não é difícil verificar que (F(M), {, }) é uma álgebra de

Lie. Além disso, o item (c) acima, garante que o colchete [, ] de dois campos hamilto-

nianos também é um campo hamiltoniano. E verificando a identidade de Jacobi para

campos hamiltonianos pode-se verificar que o conjunto de tais campos com o colchete

[, ] também é uma álgebra de Lie. O estudo de Álgebras de Lie e Grupos de Lie não

é o foco deste trabalho, mas o leitor interessado em tais assuntos para fluxos hamil-

tonianos e variedades simpléticas, pode encontrar maiores detalhes em Cannas [4] e

Bursztyn e Macarini [2].

Dada uma variedade simplética (M, ω) munida como uma função H ∈ C∞(M),

como esta função gera um único campo hamiltoniano XH, é comum chamar a tripla

(M, ω, H) de Sistema Hamiltoniano associado a H, e a função H de hamiltoniana do sis-

tema.

Daremos agora um resultado que relaciona integrais primeiras de um campo ha-

miltoniano com o colchete de Poisson de sua função hamiltoniana. O estudo deste

resultado é um dos principais objetivos deste trabalho.

Teorema 3.1.5 (Principal 1). Seja (M, ω, H) uma sistema hamiltoniano. Uma função f ∈

C∞(M) é constante ao longo de cada curva integral de XH se, e somente se, {H, f } = 0.

Demonstração. Suponha que f seja uma integral primeira então dado o campo XH

temos

0 = LXH f = XH( f ) = d f (XH) = ω(X f , XH) = { f , H}.

De forma analoga, supondo {H, f } = 0, concluimos que f é uma integral primeira. �
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Dada a equação diferencial x′ = XH(x) é interessante encontrar, se existir, um nú-

mero suficiente de integrais primeiras, a ponto de poder especificar as curvas definidas

pelas soluções da equação. E o teorema acima nos dá um mecanismo para procurar tais

integrais primeiras em variedades simpléticas.

Um conjunto de funções { f1, . . . , fn} diz-se independentes quando suas diferen-

ciais (d f1)p, . . . , (d fn)p são linearmente independentes em todos os pontos p de um

aberto denso de M. Em R2n isso significa verificar se os respectivos gradientes das

funções são linearmente independentes. Um sistema Hamiltoniano (M, ω, H) é dito

(completamente) integrável se possui n = 1
2 dim(M) integrais primeiras independentes,

f1 = H, f2, . . . , fn, tais que

{ fi, f j} = 0, ∀i, j = 1, ..., n. (3.6)

A grosso modo falando, o sistema é completamente integrável se possui o máximo de

integrais primeiras que comutam entre si em termos do colchete de Poisson. Como

ω(X fi , X f j) = { fi, f j} = 0,

se { f1, . . . , fn} são linearmente independentes então, pela álgebra linear simplética e

mais o fato que os campos X f j ’s geram o subespaço isotrópico de TpM, segue que n

pode ser no máximo 1
2 dim(M).

Exemplo 3.1.6. Dado o sistema hamiltoniano (R4, ω, H) com coordenadas locais (x1, x2, y1, y2)

e considere a hamiltoniana H : R4 → R definida por

H(x1, x2, y1, y2) = x1y1 − x2y2 − ax2
1 + bx2

2.

A função F : R4 → R definida por F(x1, x2, y1, y2) = x1x2 é uma integral primeira para

o campo hamiltoniano XH. Pois, pelo Colchete de Poisson temos que

{H, F} =
2

∑
i=1

(
∂H
∂xi

∂F
∂yi
− ∂H

∂yi

∂F
∂xi

)
= [(y1 − 2ax1) · 0− x1 · x2] + [(−y2 + 2bx2) · 0− (−x2)x1]

= 0

Assim, a função F é uma integral primeira para o sistema dado por x′ = XH(x), onde

neste caso XH = J∇H. Não é difícil verificar que ∇H e ∇F são linearmente indepen-

dentes em quase todo ponto do domínio R4.
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Exemplo 3.1.7 (Pêndulo Simples). Sejam θ o ângulo orientado entre a haste e a direção

vertical, ξ a coordenada ao longo da fibra de T∗S1 induzida pela coordenada ângulo

padrão em S1, l o comprimento da haste e m é a massa do corpo. A função hamiltoni-

ana H : T∗S1 → R definida por

H(θ, ξ) =
ξ2

2ml2 + ml(1− cos θ),

descreve o Pêndulo Simples em termo de energia (a constante universal foi omitida).

Portanto, o pêndulo simples é um sistema integrável trivial, pois este é um sistema ha-

miltoniano de dimensão 2, (Para maiores detalhes ver Ana Cannas [3, Cap. 18, p.132]).

Exemplo 3.1.8 (Pêndulo Esférico). Sejam m a massa, l o comprimento da haste e que

m = l = 1. Tomando as coordenadas esféricas ϕ e θ para a haste e as coordenadas

induzidas η e ξ em T∗S2. A função hamiltoniana apropriada para este sistema é a

função de energia H : T∗S2 → R definida por

H(ϕ, θ, η, ξ) =
1
2

(
η2 +

ξ2

sen 2ϕ

)
+ cos ϕ.

A função F : T∗S2 → R definida por F(ϕ, θ, η, ξ) = ξ é uma integral primeira do

sistema independente da hamiltoniana (Para maiores detalhes ver Ana Cannas [3, Cap.

18, p.132]).

Seja (M, ω, H) um sistema completamente integrável 2n-dimensional com as inte-

grais primeiras f1 = H, f2, . . . , fn. Seja c ∈ Rn um valor regular para f = ( f1, ..., fn).

Então a componente conexa de f−1(c) é difeomorfa a Rn−k×Tk, para algum 0 ≤ k ≤ n,

onde Tk é um toro k-dimensional. Quando esta componente é compacta, temos um toro

chamado de Toro de Liouville. O leitor interessado em maiores detalhes sobre a dinâ-

mica de sistemas integráveis, pode ver, por exemplo o Teorema de Arnold-Liouville

em Ana Cannas [3].

3.2 Campos Simpléticos e Hamiltonianos Globais.

Definição 3.2.1. Seja (M, ω) uma variedade simplética. Um campo vetorial X é cha-

mado Campo Vetorial Simplético se seu fluxo preserva a forma simplética ω, ou seja,

LXω = 0. (3.7)
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Pela formula de Cartan temos que LXω = ιXdω + d(ιXω) = 0. E como a forma

simplética ω é fechada, segue que d(ιXω) = 0. Dessa forma, temos que X é simplético

se, e somente se ιXω é fechada. E analogamente, um campo Y é hamiltoniano se, e

somente se ιYω é exata. Portanto, como toda forma exata é fechada, segue que todo

campo vetorial hamiltoniano é simplético.

3.3 Primeiro grupo de cohomologia de De Rham e campos hamiltonianos globais.

Um campo vetorial X em uma variedade M é dito globalmente hamiltoniano (ou ha-

miltoniano) se existe uma função f ∈ C∞(M) tal que X = X f e será dito localmente

hamiltoniano se para cada ponto p ∈ M existe uma vizinhança U de p, no qual o campo

X é hamiltoniano, ou seja, neste caso f ∈ C∞(U). Assim, todo campo hamiltoniano

(global) é localmente hamiltoniano.

Daremos agora um teorema que pode ser encontrado em Lee [7]. Este resultado foi

o segundo objetivo principal deste trabalho. Procuramos compreender o teorema e a

sua demonstração, fazendo alguns detalhes omitidos pelo autor.

Teorema 3.3.1 (Principal 2). Seja (M, ω) um variedade simplético. Então:

(a) Um campo X em M é simplético se, e somente se, este for localmente hamiltoniano.

(b) Todo campo localmente hamiltoniano em M é globalmente hamiltoniano se, e somente se,

H1
dR(M) = {0}.

Demonstração.

(a) Suponhamos que o campo X seja localmente hamiltoniano. Para que o campo X

seja simplético é necessário e suficiente que LXω = 0. Pela formula de Cartan

sabemos que

LXω = d(ιXω) + ιX(dω) = d(ιXω), (pois ω é fechada)

Portanto, significa que X é simplético se, e somente se, ιXω é fechada. Por outro

lado temos que X é localmente hamiltoniano se para cada ponto p ∈ M existe

uma vizinhança Up e f : Up → R, unicamente definida, tal que X = X f . E assim

ιXω = ιX f ω = d f .
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Logo ιXω é fechada (pois é exata) e X portanto é simplética. Reciprocamente,

suponhamos que o campo X seja simplética. Pela Proposição 1.3.6, temos que

cada ponto p ∈ M possui uma vizinhança Up tal que a 1-forma fechada ιXω é

exata. Logo, existe uma função f : Up → R difarenciável tal que ιXω = d f . Como

ω é não-degenerada segue que X = X f em Up (ou seja, ω(X, ·) = d f = ω(X f , ·)).

(b) Vamos supor que H1
dR(M) = 0, então toda 1-forma fechada é exata. Pelo item (a)

temos que qualquer campo locamente hamiltoniano X é simplético e portanto

ιXω é fechada. Como H1
dR(M) = 0, segue que ιXω é exata. Logo, existe uma

função f : M → R tal que ιXω = d f . Como ω é não-degenerada, temos que

X = X f e dessa forma X é globalmente hamiltoniana. Reciprocamente, seja η

uma 1-forma fechada e X o campo definido por X = ω̃−1η, onde ω̃ : TM→ T∗M

é o isomorfismo definido por ω̃(X) = ω(X, ·). Como ιXω = ω(X, ·) = ω̃(X) = η

é fechada, segue pela formula de Cartan que LXω = 0, e portanto X é um campo

simplético, e pelo item (a) X é localmente hamiltoniano. Por hipótese, segue que

X = X f onde f : M→ R é uma função diferenciável.

Logo, η = ω̃(X) = ω̃(X f ) = ω(X, ·) = d f , onde concluimos que η é exata.

�

Daremos agora dois exemplos de campos vetoriais que são simpléticos mas não

hamiltonianos globais. Vale ressaltar que não encontramos o primeiro exemplo em

nossas referências bibliográficas. Construímos fazendo uma analogia com algumas

propriedades de campos de vetores gradientes. Já o segundo exemplo, é encontrado

em Bursztyn e Macarini [2], porém as contas não foram explicitadas pelo autor.

Exemplo 3.3.2. Dada a variedade M = R2− {0} nas coordenadas (x, y) com estrutura

simplética ω0 = dx∧ dy. Seja o campo vetorial X definido por X(x, y) = a(x, y)∂/∂x +

b(x, y)∂/∂y para uma base fixada {∂/∂x, ∂/∂y}. Calculando o produto interior de dx e

dy para o campo X temos,

ιXdx = dx(X) = dx
(

a
∂

∂x
+ b

∂

∂y

)
= a, ιXdy = dy(X) = b
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dessa forma,
ιXω0 = ιX(dx ∧ dy)

= (ιXdx) ∧ dy− dx ∧ (ιXdy)

= a(x, y)dy− b(x, y)dx.

A forma ιXω0 é fechada se d(ιXω0) = 0, ou seja,

d(ady− bdx) =
∂a
∂x

dx ∧ dy− ∂b
∂y

dy ∧ dx =

(
∂a
∂x

+
∂b
∂y

)
dx ∧ dy = 0

o que implica em ∂a/∂x = −∂b/∂y.

Tomemos a(x, y) = x/(x2 + y2) e b(x, y) = y/(x2 + y2). Portanto a forma ιXω0 é

fechada pois,
∂a
∂x

=
y2 − x2

(x2 + y2)2 ,
∂b
∂y

=
x2 − y2

(x2 + y2)2 .

Como ιXω0 é uma forma fechada para as funções a e b dadas acima, concluimos que o

campo X assim definido é um campo simplético em R2 − {0}.

Seja U ⊂ R2 − {0} um aberto que contem uma circunferência C de raio R > 0

e centro na origem. Será que existe uma função diferenciável f : U → R tal que

X = −J0∇ f ? Ou seja, o campo X em U é hamiltoniano global em U?

Vamos supor por absurdo que o campo X é hamiltoniano em U. Como f é contínua e

C é compacto temos que existe p ∈ C tal que f assume seu valor máximo em C. Logo,

∇ f (p) é normal a C. Como 〈∇ f (p), X(p)〉 = 〈∇ f (p),−J0∇ f (p)〉 = 0

Segue que X(p) é perpendicular ao ∇ f (p) o que é absurdo, uma vez que

X(p) = X(p1, p2) =
1

(p2
1 + p2

2)
(p1, p2) = λ∇ f (p)

Logo, o campo X : U → R2 é simplético, mas não é globalmente hamiltoniano em U.

Exemplo 3.3.3. Considere o cilindro S1 × R com coordenadas cilíndricas (θ, h) e a

forma simplética dada por ω = dθ ∧ dh. O campo X = ∂
∂h é simplético pois

ιXω = (ιXdθ) ∧ dh − dθ ∧ (ιXdh) = −dθ é uma 1-forma fechada. Lembremos que

θ : V → R é a função ângulo mencionada no Exemplo (1.1.2), e portanto ela está defi-

nida em um aberto V que não contém todo o S1. A 1-forma ιXω = −dθ não é exata em

S1 e portanto X não é hamiltoniano (global).

Para provar que ιXω = −dθ não é exata em S1, podemos tomar o caminho fechado

em S1 dado por

γ : [0, 2π] → S1

t 7→ (cos t, sen t)
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e verificar que
∫

γ dθ 6= 0. Como α = dθ é a forma elemento ângulo, em coordenadas

cartesianas podemos escrevê-la como

α = − y
x2 + y2 dx +

x
x2 + y2 dy.

Ver por exemplo Elon [8] para maiores detalhes para esta expressão acima. Dessa

forma, conforme o pullback obtido em (1.1) e a Fórmula para Mudança de Variáveis,

temos que ∫
γ

α =
∫
[0,2π]

γ∗α

=
∫ 2π

0
αγ(t)(γ

′(t))dt

=
∫ 2π

0

[
− sen t · (− sen t) + cos t · (cos t)

sen 2t + cos2 t

]
dt

=
∫ 2π

0
dt = 2π.
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