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RESUMO

Neste trabalho obtemos uma desigualdade tipo Simons para o tensor
¢ = Yuij gbf‘].wiwje,x, onde cpf‘j = hl"; — H%5j;

e vamos aplica-la, a fim de obter alguns resultados que caracterizam subvariedades

umbilicas em uma forma espacial semi-Riemanniana.

Palavras-chave: Imersdo tipo-espago, Formas espaciais, Vetor curvatura média, Imersao

umbilica, Férmulas tipo Simons, Imersao totalmente geodésica.



ABSTRACT

In this paper we obtain an inequality for the tensor type Simons
¢ = Lai;j Piwiwjen, onde ¢f = hi; — H*0;;

and we apply it in order to get some results that characterize submanifolds umbilicas

in a semi-Riemannian space form.

Keywords: Immersion Type-Space, Shapes spatial, Mean curvature vector, Immer-

sion umbilica, Simons type formulas, totally geodesic immersion.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

Seja S"(r) uma esfera n-dimensional em R"*! com raio r e seja M" uma subva-
riedade mfnima imersa em $"*1(1). Denote por B a segunda forma fundamental da
imersdo e por S o quadrado da segunda forma fundamental. Em seu trabalho pioneiro

[12] ]. Simons prova a seguinte inequagdo para o laplaciano de S:

Ias>s (n - (z - 1) s) . (1)
2 p
Como uma aplicagdo de (1.1), Simons [12] obteve o seguinte resultado:

Teorema 1.0.1. Seja M" uma subvariedade minima fechada de S"*7(1). Entdo M" é total-

mente geodésica, ou S = é ousupS > 211 T

Mais tarde S.S. Chern, M. do Carmo e S. Kobayashi, em um famoso paper [7], ob-
tiveram uma desigualdade mais geral para AS e determinaram todas as subvariedades
minimas de §"77(1) satisfazendo S = -’+. Mais precisamente, eles provaram os
p

seguintes resultados:

Teorema 1.0.2. Seja M" uma subvariedade minima imersa em um espago (n+p)-dimensional

1AS >S5 (nc— (2—1> S) .
2 P
Teorema 1.0.3. Seja M" uma subvariedade minima de S" 7 (1). Assuma que S < 2—%’ entdo:
P

de curvatura constante, entio

n
2—

(i) S =0 (e M" é totalmente geodésica) ou S =

aSIl

(ii) S = 2—% se somente se:
p

(a) p =1e M" élocalmente um toro de Clifford S (\/§> x Gk ( ”T_k>

(b) p = n = 2 e M? é localmente uma superficie Veronese em S*(1).
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Para o caso de subvariedades M" de §""7(1) com vetor curvatura média ndo nulo
é conveniente modificarmos a segunda forma fundamental B e introduzirmos o tensor
modificado ¢ = B — Hg, onde H =| I | é a curvatura média e g é a métrica induzida
em M". Se p = 1, H. Alencar e M. do Carmo [2] obtiveram a seguinte desigualdade
para A | ¢ |

B lg P2l <n<1+H2>—MH|¢\—\¢\Z). 12)
n(n—1)

Paracada H > 0, considere py(x) = x>+ \/%Hx n(1+ H?) e seja By o quadrado

da raiz positiva de py(x). Por (1.2), Alencar e do Carmo [2] também mostram o

seguinte resultado

Teorema 1.0.4. Seja M" uma hipersuperficie de S"*1(1) com curvatura média H constante.

Assuma que | ¢ |>< By, entdo
(i) Ou |¢p|> = 0 (e M™ é totalmente umbilica) ou |¢|* =

(ii) |¢|> = By se somente se:

(a) H = 0e M" é localmente um toro de Clifford.

(b) H # 0, n > 3, e M" é localmente um produto em S"~ (r) x S1(v/1 —r2), com
r2 <l

(c) H#0,n =2, e M?élocalmente um produto em S* (r) x S'(v/1—12),0 < r? <
1, 1% # %

Seja IRZJFP um espaco vetorial (n+p)—dimensional com produto interno de indice p

dado por (x,y) = — ZP Xiy; + Z] p+1 Xiljs existe um sistema de coordenadas natural

I’H—}ﬂ ]Rn—|—p

x = (x1,x,- -,xn+p) em R, é chamado de semi-espago Euclidiano, esse

espaco tem curvatura constante ¢ = 0. Podemos definir as seguintes variedade semi-

Riemanianas:
n+p+1
1 1
Sz+p(c) — {(xlleI”'/xn—}—p+1) G]RZ+P—|— Zx + le . E}
j=p+

+ +p+1 1
HZ P(C) = {(X1,x2,---,xn+p_|_1) GIRZ—FT ZX + Z X }
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onde para a primeira variedade acima temos ¢ > 0 e para a segunda c < 0.

A partir de agora Q'ﬁp (c) denotara os trés espagos, vistos como variedades semi-
Riemaniana completas de indice p e curvatura constante c. SZHI (c) e II—IZJFP (c) sdo
chamados de semi-esfera e semi-espago hiperbdlico, respectivamente. Seja M" uma
subvariedade tipo espago (veja capitulo 5) de Qz+p (c) com vetor curvatura média h.

Entdo M" é maxima, isto é, h = 0. Ishihara [8] mostra a seguinte desigualdade para S
1AS >S5 (nc + §>
2 P

Ishihara [8] prova e mostra os seguintes resultados:

Teorema 1.0.5. Seja M" uma subvariedade tipo-espaco completa imersa em QZJFP (c),c>0.

Se M" é maxima, entdo M" é totalmente geodésica.

Teorema 1.0.6. Seja M" uma subvariedade tipo-espago completa imersa em QZHI (c),c <.

Se M" é mdxima, entdo 0 < S < —npc.

Seja M" uma hipersuperficie tipo espago de QZ“(C) com vetor curvatura média
constante H, no caso Riemaniano, é conveniente considerar o tensor ¢. De acordo com

Montiel [10], para M" imersa em S/ *1(1), temos

n(n—2)
n(n—1)

Nesta dissertagdo, vamos usar algumas desigualdade do laplaciano do quadrado

1
019" > |9l (|q>|2— Hg| +n(1—H2>>

danorma do tensor ¢, que serdo usadas para provar teoremas de caracterizacdo de sub-
variedades tipo espaco imersas em formas espaciais. Tais desigualdades sdo chamadas
de desigualdades tipo Simons. Este trabalho basea-se em resultados obtidos por Chaves

R.M.B e Sousa Jr.L.AM [1].
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Capitulo 2
PRELIMINARES

2.1 Variedades Diferencidveis

Seja M um espago topoldgico. Um sistema de coordenadas locais ou carta local em M é um
homeomorfismo ¢ : U — ¢ (U) de um subconjunto aberto U C M sobre um aberto
¢ (U) C R™. Dizemos que m é adimensdo de ¢ : U — ¢ (U).

Para cada p € U tem-se ¢ (p) = (¢1(p), ¢2(p),...,om (p)). Os nameros ¢; (p),
i=1,...,m,sdo chamados as coordenadas do ponto p € U no sistema ¢.

Um atlas de dimensdo m é uma colecdo I de sistemas de coordenadas locais ¢ :
U — ¢ (U) em M, cujos dominios U dos sistemas de coordenadas cobrem M. Os
dominios U dos sistemas de coordenadas ¢ € il sdo chamados vizinhangas coorder-
nadas de il

Um espago topoldgico M no qual existe um atlas de dimesdo m chama-se variedade
topolégica de dimensdo m. Em outras palavras, M é uma variedade topolégica de di-
mensdo m se, e somente se, cada ponto de M tem uma vizinhan¢a homeomorfa a um
aberto do R™.

Dados dois sistemas de coordenadas locais ¢ : U — ¢ (U)e p : V — B(V) no
espago topolégico de dimensao m, tais que U NV # O, cada ponto p € U NV tem
coordenada ¢; = ¢; (p) no sistema ¢ e coordenadas f; = B; (p) relativo ao sistema .

A correspondéncia (¢1 (p) , 92 (p),-- -, ¢m (p)) < (B1(p), B2 (P),---, Bu (p)) esta-
belece um homeomorfismo ¥, 5 = o : ¢ (UNV) — B(UNV)que é chamado de
mudanga de coordenadas. Se z : W — IR™ é outro sistema de coordenadas locais tal que
UNVNW # @entdo Yy, = Yp,0¥pp : o(UNVNAW) = (UNVNW). Tem-se
Yop = idpu) e ¥op = (‘ffpﬁ)_l-

Um atlas 4l sobre o espago topolégico M diz-se diferenciavel de classe C* (k > 1), se
todas as mudangas de coordenadas ¥ 5, com ¢, f € il sdo aplicacdes de classe CF. Em

particular, se escrevemos

Yop: (1 (P), @2(P), - om(p)) < (Br(p), B2 (pP), - B (P))
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99!
op!
Seja 4l um atlas de demenséo m e classe C* num espaco topolégico M. Um sistema

entdo o determinante jacobiano det ( ) é ndo nulo em todo ponto de ¢ (UN V).

de coordenadas ¢ : U — ¢ (U) diz-se admisstvel relativamente ao atlas i se, para todo
sistema de coordenadas § : U — B (U), pertencente a i, com UNV # &, a mudanga
de coordenadas ¥, € um difeomorfismo de classe Ck. Dizemos que os sistemas ¢ :
U— ¢@(U)ep:U— B(U) sdo compativeis.

Um atlas $I, de dimensdo m e de classe CK em M, diz-se mdximo quando contém
todos os sistemas de coordenadas locais admissiveis em relagdo a 4. Todo atlas de
classe C¥ em M estd contido em um tnico atlas maximo de classe C*. De fato, seja 2
um atlas em M de dimensao m. Se l é o conjunto de todos os sistemas de coordenadas
de classe CF m-dimensionais em M tal que cada sistema em $( é compativel com cada

sistema em 2.

1. 4l é obviamente um atlas (isso por defini¢do)
2. Temos que mostra que U é maximo.

Para isso basta mostrar que dados dois sistemas de coordenadas quaisquer ¢, em
{numa vizinhaga de um ponto p € M que pertenca a interseccdo dos dominios desses
sistemas de coordenadas, sdo compativeis. Consideremos um atlas méximo I'em M e
seja & € T tal que seu dominio esteja contido em (B (p)) " . A composicdo (pog1)o
(& o B71) é diferencidvel, pois trata-se de uma composi¢ao de aplicagdes diferencidveis.
Logo ¢ o B! é diferencidvel numa vizinhaca de p, analogamente prova-se que ¢! o 8

é diferenciavel. Portanto 4 é méximo.

3. Y é tinico. Como ¢ é compativel com ¢, quaisquer numa vizinhaca de p, entdo
¢ €U DA assimI' C Y. Mas com I' é maximo temos que I' D il e portanto,

I' = 4, finalmente provando a unicidade.

Definigao 2.1.1. Uma variedade diferencidvel, de dimensdo m e classe C* é um par (M, ()
onde M é um espaco topoldgico de Hausdorff, com base enumerével e {{ é um atlas
méximo de dimensio m de classe C¥ sobre M. As vezes dizemos que i é uma estrutura

diferencidvel de M.
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A exigéncia de que o atlas seja maximo ndo é essecencial mas é conveniente. Em
outros contextos admitem-se veriedades ndo-hausdorff ou sem base enumeravel. Note
que para todo r < k, uma variedade de classe C* pode ser olhada como uma variedade

de classe C’, pois qualquer atlas de classe C* estd contido em um tinico atlas de classe

C".

Exemplo 2.1.2 (Os espacos Euclidianos). Consideremos em R™ o atlas 4l contendo o
tinico sistema de coordenadas ¢ = id : R"— R™. E claro que 4l é uma atlas de classe
C* e de dimensdo m em R". Paracadak = 0,1,2, ... oo seja I, 0 atlas maximo de classe

Ck em R™ que contem 1. O par (R™, {l;) é uma variedade de dimensao m e classe CF.

De agora em diante, indicaremos uma variedade de dimensdo m apenas por M™

ou simplesmente M.

Defini¢ao 2.1.3. Sejam M"™ uma variedade diferencidvel e U C M uma vizinhanca
aberta de p. Uma fungdo f : M — RR é diferencidvel em p € U se dado um sistema de
coordenadas ¢ : U C M — R, a fungdo fo ¢! : ¢ (U) C R — R é diferencidvel em
p. A fungdo f : M — R é diferencidvel em M se for diferencidvel em todos os pontos

de M. Vamos denotar o conjunto de todas as fungoes diferencidveis de M por § (M).

Definicdo 2.1.4. Sejam M™ e N" variedades diferencidveis. Uma aplicagdo ¢ : M™ —
N"™ ¢é diferencidvel em p € M se dado um sistema de coordenadas f: V C N — R™em
¢ (p) existe um sistema de coordenadas ¢ : U C M — R" em p tal que ¢ (¢~ (U)) C
(B(V)) ™! e aplicacdo

Bopop ' :UCR" -V CR" (2.1)

é diferencidvel em ¢~ ! (p).

Dizemos que ¢ é diferencidvel em um aberto de M se é diferencidvel em todos os
pontos desse aberto. A aplicagdo (2.1) é chamada a expressdo de ¢ nas coordenadas ¢ e

B. As defini¢des independem da escolha do sistema de coordenadas.
2.2 Vetores tangentes

Definic¢do 2.2.1. Seja p um ponto na variedade M. Um vetor tangente a M em p é uma

fungdo de valores reais v : § (M) — R que é

1. R-linear: v (af +bg) =av (f) +bv(g), e
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2. Leibniziniana: v (fg) = v (f) g (p) + f (p) v(g) paratodoa, b € Re f, g € §(M).

Para cada ponto p € M, o conjunto de todos os vetores tangentes a M em p serd
denotado por T, M.

As defini¢bes usuais de adigdo de fungdes e multiplicagdo por escalar fazem do T, M
um espaco vetorial sobre o conjunto dos nimeros reais. (v+w) (f) = v (f) +v(f)
(av) (f) = av (f) paratodo f € § (M) ea € Re T,M é chamado de espago tangente a
Mem p.

Definicdo 2.2.2. Seja ¢ = (x1,x2,...,%y) um sistema de coordenadas para p € M. Se

f €3 (M), entdo g—JQ (p) = a(fgil) (¢(p)), (1 <i<m)ondeuy,uy, ...,uy,sdo fungdes

Ui

coordenadas do IR". A seguinte func¢do

d

9 |p= o

§(M) =R

associa cada funcdo f € § (M) ao ntimero real g—g (p), e este é um vetor tangente

a M em p. Podemos imaginar 9; |, como sendo o vetor tangente da i-ézima curva

coordenada passando por p.

Lema 2.2.3. Sejav € T, M.
1. Se f, g € § (M) sio iguais numa vizinhanga de p, entdo v (f) = v (g).
2. Seh € § (M) é constante numa vizinhanga de p, entdo v (h) = 0.

Demonstragdo. 1. Sejam f, g € § (M), taisque f (U) = g (U), onde U é uma vizinhanga
de p € M. Considere h = fg, entdo em U temos: v (h) = v (f)g+v(g) f, por
outro lado temos que v (h) = 2fv (f). Portanto, 2v (f) = v (f) +v(g) = v (f) =

v (g)-

2.S¢jaf € F(M)talqueem U, f(U) =1, entdov(f(U)) =v(l) =0v(l.1) =
v(1)1+1v (1) =2v(1). Portanto v (1) = 0.
Agora consideremos 1 € § (M), tal que em U, h (U) = ¢, onde c é uma constante,

entdiov (h) =v(c) =v(c.1) =cv (1) =0. O

Teorema 2.2.4. Se § (x1, X, ..., Xmm) um sistema de coordenadas de M em p, entdo os vetores

m
coordenados 91 |p, 92 |p, ..., 0m |p formam uma base do espago T,M, e v =Y _v(x;)9; |,
i

para todov € Ty M.
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Demonstragido. Podemos trabalhar apenas numa vizinhanga coordenada $l de .

Uma vez que v (c¢) = 0 sem perda de generalidade podemos assumir que ¢ (p) =
0 € R. Escolhendo se necessério l de modo que & () = {g € R™ :| g |< ¢}para algum
e> 0.

Seja ¢ uma funcdo diferencidvel em ¢ (4l) tal que, para cada 1 < i < m definimos
3 (7) = f 35 (tq) dt para todo g € ¢ (&),

Mostra-se pelo teorema fundamental do célculo que g = ¢ (0) + Y giju; em ¢ (H).

Assim se f € § (M), podemos fazer g = fo &1, entdo f = f (p) + ¥ fix; em L.

Aplicando v em f, temos

o(f) =0+ Lo () () + Lfi(p)o () = L3 (1) o ).

Isto vale para toda f € § (M).

Entdo os vetores tangentes v e } " v (x;) 9; | sdo iguais.

Resta mostramos que os vetores d; |, sdo linearmente independentes. Mais se
Y. a;0; |,= 0, entdo aplicando em x;, temos 0 = }_ aig—g (p) = a;.

Em particular, a dimenséo (espago vetorial) de T, M é a mesma dimensdo de M. [

Definic¢do 2.2.5. Seja ¢ : M — N uma aplicacdo diferencidvel. Em cada ponto p € M
a fungdo d¢ : T,M — Ty, N que associa o vetor v € T,M ao vetor vy = d¢p,(v)(g) €
Ty(p)N, onde g € F (N), é chamada diferencial da fungiio ¢ em p. Assim d¢ é caracteri-
zada pela equacdo d¢, (v) (§) = v (g0 ¢) paratodov € T,Me g € §F(N).

Mostra-se que a diferencial de uma aplicagao é linear.

Lema 2.2.6. Seja ¢ : M — N uma fungdo diferencidvel. Se ¢ = (x1,..., X)) é um sistema de
coordenadas de M em p,enp = (y1,. .. Yn) é um sistema de coordenadas de N em ¢ (p), entio
0 L0 (y09) 9

dgp (a—xl |p) —j;a—xi(P) 3,

para (1 <i<m), (1<j<n).

Demonstragiio. Seja w € Ty, N a parte esquerda dessa equagdo. Podemos escrever w

em fungao da base do Ty, N da seguinte forma w = Y w (v;) aiyl- o (p)-

Pela defini¢do de diferencial de uma aplicagdo,
0 9 (yjod) J
w (yi) = dp (a_xl- |p) = ]ga—xi (P35, low

para (1 <i <m). O
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Assim a matriz de d¢ com respeito as bases coordenadas é

(2tg00)

x; P)> . .
1<i<m, 1<j<n

chamada de matriz Jacobiano de ¢ relativoa ¢ e 7.

Lema 2.2.7. Se¢ : M — N ey : N — P sdo aplicacdes diferencidvies, entido para cada
peM,
d (lp © (P)p = d¢P © d(Pp

Demonstragio. Sev € T,Me g € § (p), entdo

d(po¢)(v)(g) =v(gopod)=dp(v)(goy) = (dpodp(v))(g)-
U

Definicao 2.2.8. Seja ¢ : M — N uma aplicagdo. Dizemos que ¢ é um difeomorfismo se
é diferencidvel, biunivoca, sobrejetiva e sua inversa ¢! é diferencidvel. A aplicacdo ¢
é um difeomorfismo local em p € M se existem vizinhancas U de p e V de ¢ (p) tais que

¢ : U — V é um difeomorfismo.

Teorema 2.2.9. Seja ¢ : M — N uma aplicagio diferencidvel. A diferencial dp em p € M é
um isomorfismo linear se somente se, existe uma vizinhanga V de um ponto p € M tal que

¢ | V é um difeomorfismo de V em uma vizinhanca ¢ (V) de ¢ (p) em N.
2.3 Curvas

Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplica¢do diferencidvel a : (—¢, ) — M é

chamada uma curva (diferenciavel) em M.

Defini¢do 2.3.1. Seja « : (—¢,e) — M uma curva. O vetor velocidade de « em t €
(—¢,¢) é dado por
/ d
14 (i’) =du (% |t> € Ta(t) (M) .
Algumas propriedades:
1. Derivada direcional. Pela defingdo de da, o vetor tangente « (t) aplicado numa
funcio f € § (M) fica definido por & (t) f = % (t).

Assim se a é uma curva qualquer tal que &’ (0) = v, entdo v (f) = (%) (0).
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2. Expressio coordenada. Seja xq, ..., X uma sistema de coordenadas em M no

ponto & () de «. Entdo &' = ¥ d(’;i;“) (t)0;.

onde 9; = %.
1

3. Reparametrizacdo. Se o : I — M (I intervalo aberto) é uma curvaeh : | — I (]
intervalo aberto) uma fungdo diferencidvel no intervalo J, entdo g = a (h) : | —

M é uma curva chamada reparametrizagio de a. Entdo = ( %) (s)a’ (h(s))

Defini¢ao 2.3.2. Para todo s € |, sejam ¢ : M — N uma aplicacdo diferenciavel e

«:] — Mumacurvaem M,entdopoa : I - N éuma curvaem N. E
dg (o« (1)) = (poa) (1
paratodot € I. Sea’ (t) # 0, a curva a é dita regular.

2.4 Campos de Vetores

Um campo de vetores V em uma variedade M é uma fun¢do que associa cada ponto
p € M a um vetor tangente V, € T, M.

Se V é um campo de vetores e f € §F (M), entdo Vf denota a fungdo com valores
reais em M dada por (Vf) (p) = V, (f) para todo p € M. Dizemos que V ¢é difer-
encidvel se V f é diferenciavel para todo f € § (M).

Vamos denotar o conjunto de todos os campos diferencidveis por X (M).

Campos de vetores podem ser somados entre si, ou multiplicados por fungdes f &
§ (M), de maneira 6bvia:

(fV),=f(p)Vp, (V+W),=V,+W,patatodop € M.

Se V e W sdo diferenciaveis, entdo os campos V + W e fV também o sdo.

Estas duas operacoes sobre o conjunto X (M) fazem de X (M) um médulo sobre o
anel § (M).

Se ¢ = (x1, ..., X;m) é um sistema de coordenadas em & C M, entdo paracadai €
{1,...,m} o campo de vetores 9; em {l que associa cada p € il ao vetor tangente 9; |, é
chamado de campo de vetor coordenado em ¢. Estes campos de vetores sdo diferencidveis,
pois 9; (f) = g—yé 0 sédo.

Segue-se imediatamente pelo teorema da base que para cada campo de vetor V

temos V =YV (x;) d; em 4L
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A derivada em § (M) é a fun¢do ® : § (M) — § (M) tal que
1. R-linear: ® (af +bg) =a® (f)+bD(g), (a, b e R),e

2. Leibniziana: © (fg) =9 (f) g+ 9 (g)-

A defini¢do de vetor tangente mostra que para um campo de vetor V € X (M) a
funcdo f — Vf é uma derivagdo em § (M). Por outro lado, cada derivagdo © em
§ (M) vem de um campo vetorial.

De fato, cada ponto p € M define V,, : §(M) — R por V, (f) = D (f) (p). As
propriedades (1) e (2) a cima implicam que V), é um vetor tangente a M em p; assim
V é um campo de vetor bem definido em M. Mais Vf = © (f) € § (M) para toda
f € § (M), entdo V é diferencidvel e determina a derivada D.

Quando conveniente vamos considerar um campo de vetor como uma derivada de
§ (M) e vice-versa. Esta interpretacdo leva a uma operacdo crucial para campos de
vetores.

SeV, W e X(M)seja[V, W = VW — WV. Esta funcdo de § (M) em § (M) associa
cada faV (Wf) —W (Vf).

Um caculo simples mostra que [V, W] é uma derivagdo em § (M), portanto é um
campo de vetores em M. A derivac¢do [V, W] é chamada colchete de V em W.

Em um ponto p, temos [V, W], (f) =V, (Wf) =W, (V).

Lema 2.4.1. Se X,Y e Z sdo campos de vetores diferencidveis de vetores em M, a, b € R e

f, 8 : M — R sdo fungoes diferencidveis, entdo
1. [X, Y] = —[Y, X] (anticomutativa)

2. [aX+DbY,Z) =a[X, Z]+b[Y, Z] e [X, aY +bZ] = a[X, Y]+ b[X, Z](R-biline-
aridade)

3. [[X, Y], Z) +[[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0. (identidade de Jacobi)
Demonstragio. [X, Y] =XY -YX=—-(YX-XY)=—-[Y, X];

[aX +bX, Z] = (aX+bY)Z—Z (aX +bY)
= aXZ+bYZ —aZX —bZX
= a[X, Z]+b[Y, Z];



20

Temos que
[X,Y],Z] = [X,Y]Z-Z[X,Y|=XYZ-YXZ—-ZXY+ZYX;
Y, Z], X] = [Y,Z]|X-XIY, Z| =YZX - ZYX - XYZ + XZY;
12, X],Y] = [Z, X|]Y-YI[Z, X]=2ZXY - XZY - YZX+YXZ;

Somando as trés parcelas acima obtemos a identidade de Jacobi.
A operacdo colchete que é R-bilinear, ndo § (M)-bilinear.

De fato, [fX, gY] = (fX) (gY) — (8Y) (fX)

Considerando um sistema de coordenadas qualquer no aberto U C M, podemos
escrever X = Zai% eY =Y bj%, onde cada a;, b; funcdes diferenciaveis de U em R.
! ]

Entao

e - pod (o)
= Lfo (;gbfaxiaxj L aizj%')
= Lfa (Zgbf%;. oLt 55) f’i>
- X falgb]axl +Zf”z( ng> 3%

P2 d b; 3
= Zf”igbfaxiax. + Zf”ibfa_xiﬁ i iZj:faiga_xia_xf

= Zf”ng]axa +f<2”b] ) Zf 1g8x, ox;
db; 9

_ oh. 98 9
- %falgb]axiaxf' o (Z al@"i) (;bJE)Xf) +Zfalga 9
e ainda

5 2
&Y) (fY) = ]Zgbfa_x]- (Zi:faia—xi)
7 3 2
= Zgbf (Zf”iaxax- L (af] Z+f8xl> 8x1>
aal

- Zgb]falax 0X; +Za_x]”1a_ Z ax,ax

da; d
B %gbjfaiaxjaxi o8 (; a_xl> (Za3> +Z ST
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Logo, [fX, gY] = (fX) (§Y) — (8Y) (fX)
22 of 2
%gaifbjaxiaxj +8 (lz-aia_xl) (Z J9x; > +Zga 8 ax] Zl:f 8% lax]ax

d d da;
f(bea_fj> (Z“a_x) Zfbf az ox;
)i 1
ab;
=X (f) Y+gf2<aza ai] b]g)Z;ax) fY (8) X

= fg[X, Y]+ fX(g)Y —gY (f) X.

2.5 K-Formas

Dado um espago vetotrial V denotemos por A (V) o conjunto das aplicacdes k-lineares
alternadasw : Vx --- xV — R,onde V x - - - x V tem exatamente k fatores. Alter-

nadas no sentido de
w (u1, e, uk) = — W <u1, sy, ui—l/ u]-/ .. ./uj—ll ui, ce, uk) , ] > l

Definicdo 2.5.1 (forma exterior). Seja M" uma variedade diferencidvel. Uma k-forma

exteriror w em M é uma escolha, para cada p € M, de um w (p) € A (T,M).

Dada uma k-forma exterior w e uma parametrizacdo x, : U — M em uma

vizinhaca de p € M, dizemos que a k-forma exterior w,, em U, C ", dada por

wi (9) (01, 06) = w (xa (9)) (d (xa)g (01) -+ d (x)y (), 01,0 R €
representacdo de w na parametrizagdo
Notagdo: wy (v, - -, vx) = w (d (x4) (v1),- - -, d (xa) (vg)), vy, 0 €R?

Observacao . Se mudarmos o sistema de coordenadas para (x[;, Uﬁ), obtemos que

(xlgl o xa>* wpg = Wy,

onde

(frw) (p) (v, -+ o) =w (f (9)) (dfq (v1),- - dfg (v)) 01, 0 ERY,

Uma aplicagdo diferencidvel f : R” — R é uma k-forma w em R".
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Defini¢ao 2.5.2. Uma forma diferencidvel de ordem k (ou k-forma diferencidvel) na
variedade M" é uma k-forma exterior cuja representacdo em um sistema de coorde-

nadas (logo em todos) é diferencidvel.

E interessante notar que todas as operacdes definidas para formas diferencidveis
em R”, como diferencial e integral, podem ser extendidas as formas em M" através de
sua representacao local.

Dada uma forma diferencidvel w em uma variedade M, dw é a forma em M cuja

representacdo local é dw,. Obviamente, dw estd bem definida, pois

dw, =d (xﬁ_l o x,x>* wp = <xl§1 o x“) ' dwﬁ.
Seja w uma 1-forma diferencidvel em uma variedade diferencidvel M e, sejam X e

Y campos vetoriais diferencidveis em M. E possivel mostrar que

dw (X,Y) = X (w (Y)) =Y (w (X)) —w ([X,Y]).

Mais geralmente, se Xj, - - -, Xj;1 sd@o campos diferencidveis e w é uma k-forma,
entdo
k+1 i+1
dw (Xl, Ty Xk+1) = Ziil (_1) Xiw (Xll o, Xi, Xi-l—l/ o '/Xk—l-l) +

25:11 (-1 w ([X;, X, Xy Xica, Xiga, -0 Xjo1, Xjga, -+ o0 Xpey) -

Defini¢do 2.5.3. O produto exterior de duas 1-formas lineares w; e w, em um espago

vetorial V é a forma bilinear alternada
w1 N\ Wy = Wy (’01) w»H (?}2) — w1 (’02) wo (’(’)1) , v, € V.

Além disso, se wy,- - -, w, é uma base do espago das formas lineares V*, entdo
wi Nwj, i,j =1, -+,mn, formam uma base para o espago vetorial A2 (V*) das formas
bilineares de V x V.

As 1-formas de uma variedade diferencidvel M sdo objetos do dual do campo de
vetores.

Em um ponto p de M o espago dual T, M* do espago T,M é chamado de espaco
contangente de M em p. Elementos do T, M* as vezes sdo chamados de covetores e sdo

funcgdes diferenciaveis de T, M em RR.
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Defini¢ao 2.5.4. Uma I-forma 6 em uma variedade M é uma funcdo que associa cada
ponto p a um elemento 6, do espaco cotangente T, M*. Se 6 ¢ uma 1-forma em M e
X é um campo de vetores em M, entdo X é uma a funcdo de valores reais em M cujo

valor em cada ponto p € o valor de 8, em X.

A 1-forma 6 é diferencidvel se 0X é diferencidvel em todo X € X (M).
O conjunto de todas as 1-formas de M sera denotado por X* (M).

Podemos munir X* (M) com uma estrutura de médulo, isto é

(O+w), =0p+wp,  (f0),=f(p)bp
para todo p € M. Assim X* (M) é um médulo sobre § (M).

Defini¢do 2.5.5. A diferencial de f € § (M) é uma 1-forma df tal que (df) (v) = v (f)
para cada vetor tangente v de M. Claramente df é uma 1-forma uma vez que em cada
ponto p a fungdo (df), : T,M — R élinear, ese V € X (M) a fungdo (df) (V) = Vf é

diferenciavel.

Se x1, ..., x;; € um sistema de coordenadas em U C M temos as 1-formas coorde-
nadas dxq,..., dx, em U.

Para cada ponto em U as 1-formas coordenadas fornecem uma base dual para os
campos de vetores coordenados 9, ..., d, uma vez que dx; (8]-) = % = J;j. Mostra-se
que para cada 1-forma 6,

0 =) 0(9;)dx;, em U,
Lema 2.5.6. O diferencial tem as seguintes propriedades:

1. d:§ (M) — X* (M) é R-linear.

2. Regra do produto: Se f, g € § (M), entdod (fg) = gdf + fdg.

/

3.Sefeg(M)eheF(R), entdod(h(f))=h (f)df.
2.6 Subvariedades

Definigao 2.6.1. Sejam M™ e N" variedades diferencidveis. Uma aplicagdo diferencidvel
¢ : M — N é uma imersio se d¢p : TyM — Ty(,)N € injetiva para todo p € M. Se, além
disto, ¢ ¢ um homeomorfismo sobre ¢ (M) C N, onde ¢ (M) tem a topologia induzida

por N, diz-se que ¢ é um mergulho.
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Se M C N eainclusdoi: M & N é um mergulho, diz-se que M é uma subvariedade
de N.

Observa-se que se ¢ : M™ — N é uma imersdo, entdo m < n; a diferenca n — m
é chamada codimensdo da imersdo ¢. Observa-se facilmente que M é um subespaco
topolégico de N, cuja topologia é induzida por N pelo mergulho ¢.

Se P é uma subvariedade de M e ¢ : M — N uma funcdo diferencidvel, entdo
a restri¢do de ¢ em P denotada por ¢ |p é uma aplicagdo diferencidvel, onde ¢ |p é
apenas ¢ o j,onde j : P — M é um mergulho.

Em particular, se f € § (M), entdo f |p€ §(P). Uma vez quedj : T,P — T,M é
injetiva para todo p, ignoramos dj e consideramos T, P um subespaco vetorial de T, M.

Sejam P uma subvariedade de M de dimensdo k (k < m)e ¢ : U — R™ um sis-
tema de cooredenadas em M. Podemos definir uma restricio de ¢ em P (denota-se ¢p)
escolhendo-se as k primeiras fun¢des cooredenadas de ¢ e mantendo as m — k coorde-
nadas constantes.

Entdo, &p : UN P — R¥ é uma restricdo de & em U N P.

Prova-se que {p é um sistema de coordenadas em P, e prova-se também que para
cada ponto de P existe um sistema de coordenadas em M que pode ser restrito a P

dando origem a sistema coordenado em P. Dizemos que {p é um sistema de coordenadas

adaptada a P por ¢.

Proposicao 2.6.2. Um subconjunto P de uma variedade diferencidvel M pode ser transformado

em uma subvariedade de M de uma uma tinica forma.

Demonstragio. Por definicdo a P deve ser dada uma topologia induzida. Suponha dois
atlas associados ao espago P, produzindo assim duas variedades P; e P,. Essas vari-
dades sdo subvariedades de M, pois, as identidades id; : Py =+ M eidy : P, = M sdo
mergulhos. Como P; e P, possem os mesmos elementos, entdo as identidades P; — P
e P, — P; sdo difeomorfismos inversos. Daqui resulta que os atlas maximos de P; e P,

sdo idénticos. O]

Proposicdo 2.6.3. Um subconjunto P de uma variedade M é uma subvariedades k-dimensional
se (e somente se) em cada ponto p € P existe um sistema de coordenadas de M que pode ser

adaptado para P k-dimensionalmente (ou seja, o sistema coordenado adaptado tem dimensdo k).

O campo de vetores X sobre M ¢é tangente a subvariedade P de M sempre que X, €
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T, P para todo p € P. (Lembre-se que para uma subvariedade, T, P é um subespaco de
T,M).

Proposicao 2.6.4. Seja P é uma subvariedade de M.

1. Se X € X (M) é tangente a P, entdo a restri¢do X | P de P é um campo de vetores

diferencidvel em P.

2. Além disso, se Y € X (M) também é tangente a P, entdo o colchete [X, Y] é
tangentea Pe [X, Y] | P=[X|P, Y| P].

2.7 O Fibrado Tangente

Seja M uma varidade diferencidvel e seja TM = {(p, v);p € M, v € T,M}. Munindo
TM de uma estrutura diferencidvel (dimensdo 2n) TM sera chamado de fibrado tan-

gente de M.

2.8 Orientabilidade

Definic¢do 2.8.1. Uma variedade M é orientdvel desde que exista uma colegdo O de
sistemas coordenados em M cujos dominios cobrem M e tal que paracada ¢, 7 € O o
determinante da funcdo jacobiano | (¢, ) = det (%) é positivo. (O é chamado atlas
]

da orientacdo de M.)
2.9 Tensores

Defini¢do 2.9.1. Para inteiros r > 0, s > 0, a fungdo K-multilinear A : (V*) x V¥ — K

é chamado de tensor (1, s) ao longo de V.

O conjunto 7 (V) de todos os tensores do tipo (r, s) sobre V é um moédulo sobre K,
com as defini¢des usuais de adi¢do de fun¢des e multiplicagdes por elemento de K.

O tensor do tipo (0, 0) sobre V é simplesmente um elemento de K.

Campo de Tensores

Um campo de tensores em uma variedade M é um tensor sobre X (M). Assim, o tensor

A do tipo (1, s) € uma fun¢do § (M)-multilinear

A X (M) x X (M) = §(M).
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Entdo, A é uma méquina que quando alimentada de r 1-formas 6y, ..., 6, e s campos
de vetores Xj, ..., X; produz uma funcdo real de § (M). Os 0; sdo as entradas con-
travariantes, e Xj sdo as entradas covariantes de A.

O conjunto T} (M) de todos os tensores do tipo (r, s) sobre V é uma moddulo sobre
§ (M). Parao casoder = 0, s = 0, o campo de tensores do tipo (0, 0) é uma fungéo
f € F (M); ouseja, TY (M) = F (M).

Se w é uma 1-forma numa variedade diferencidvel M, entdo a fungdo X — w (X) é
§ (M)-linear de X (M) para § (M), portanto é um campo de tensor (0, 1).

Cada campo de tensor (0, 1) é conseguido dessa forma aparte de uma tinica 1-forma,

de forma que podemos escrever
(M) = x* (M).

Se V é um campo de vetores diferencidvel em M, define

para todo 0 € X* (M). A fungdo V : X* (M) — § (M) é § (M)-linear, portanto é um
campo de tensores (1, 0). Cada campo de tensor (1, 0) é conseguido dessa forma apartir

de um tnico campo de vetor, logo
T (M) = X (M).

Um tensor T é um objeto pontual. Fixe p € M e seja U uma vizinhanca de p em
M onde é possivel definir campos Ej, ..., E, € X (M), tais que em cada q € U, os
vetores {E;}, i = 1, ..., m, formam uma base de T;M; diremos, neste caso que {E;} é

um referencial mével em U. Sejam
Yl = ZyllElll .. .Yr = ZyirEir/ 11, ey i1’ — 1/ e, m,
il ir

as restri¢des a U dos campos Y, ..., Yy, expressas no referencial moével {E;}.

Por linearidade,
T(Yi, ...,V )= Y, vin---YirT(E1, ..., Em).
i1, iy

As fungdes T (Ey, ..., Em) = T;

iy,...,iy em U sdo chamadas as componentes de T no

referencial {E;}.
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2.10 Formas Bilineares Simétricas

Defini¢ao 2.10.1. Uma forma bilinear simétrica em um espaco vetrorial sobre os reais V é
uma funcdo R-bilinear b : V x V — R, e a consideramos simétrica quando: b (v.w) =

b (w, v) paratodov, w € V.

Defini¢ao 2.10.2. Uma forma bilinear simétrica b em V é
1. Definida positiva (negativa) se para v # 0 temos b (v, v) > 0 (< 0),
2. Semidefinida positiva (negativa) se b (v, v) > 0 (< 0) paratodov € V,

3. Nio-degenerada se b (v, w) = 0 para todo w € V implica v = 0.

Se b é uma forma bilinear e simétrica em V, entdo para qualquer subespago W de

V arestricdo b | (W x W) denotada por b | W, é simétrica e bilinear.

Se b é (semi-) definida, isso vale para b | W também.

Defini¢ao 2.10.3. O indice v de uma forma bilinear simétrica b em V é o maior inteiro
positivo que é dimensdo de um subespaco W C V em que b | W é definida negativa.

Assim 0 < v < dimV, ev = 0 se somente se b é semidefinida positiva.

Entdo a fun¢do g : V — R dada por g (v) = b (v, v) é uma forma quadritica associada
a forma bilinear simétrica b.
Com a forma quadratrica g ndo perdemos nemhuma informagéo, pois podemos

reconstruir b apartir de 4 com a seguinte identidade:

b(o, @) = 5[4 (0+w) ~ 4 (o) ~q (®)].

Se e1, ..., ey € uma base de V, entdo a matriz (b;;) = b (ej, ej)é chamada de

nxn
matriz de b relativa a base eq, . .., ey. Portanto se b é simétrica, entdo a matriz relativa é
simétrica.

Claramente o determinante de b é dado por

b (Z 0ié;, Zw]e]) = Zbl]vlw]

Lema 2.10.4. Uma forma bilinear simétrica é nio degenerada se, e somente se a matriz relativa

a uma base (portanto para todas) for invertivel.
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Demonstragio. Seja ey, ..., e, uma basa de V. Sev € V, entdo b (v, w) = 0 para todo
w € V se, esomentese b (v, ¢;) = 0parai =1, ..., m. Mais isto equivale a dizer que
as colunas de (b;;) dependem linearmente, ou seja, (b;j) € singular. Portanto, se b é ndo

degenerada, a matriz (b;j) é invertivel. O
2.11 Produto Escalar

Definic¢ao 2.11.1. Um produto escalar ¢ em um espago vetorial V é uma forma bilinear

simétrica ndo degenerada em V.

Um produto interno define um produto escalar, um exemplo canénico é produto do
R™, dador por v -w = ) v;w;.

Muitas propriedades dos produtos internos sdo transferidas para produtos escalares,
porém alguns novos fendmenos surgem quando ¢ é indefinida.

Os vetores v, w € V sdo ortogonais, denota-se v L. w, se g (v, w) = 0.

Subconjuntos A e B de V sdo ortogonais, denota-se por A 1 B, se v L w para todo
vec Aetodow € B.

A norma de uma vetor v € V, denotada por | v |, é definida por | g (v, v) |%, pois,
g (v, v) pode ser negativo.

Um vetor unitdrio u é um vetor de norma 1, tal que, g (u, u) = +1.

Como de costume, um conjunto de vetores unitarios mutuamente ortogonais é dito
ortonormal, e para m = dimV, qualquer conjunto de m vetores ortonormais em V é

necessariamente uma base para V, esta base é chamada de base ortonormal.

Lema 2.11.2. Um espago V com produto escalar possui uma base ortonormal.

A matriz de g relativa a base ortonormal ey, ....e; de V é diagonal; de fato,
1, i=j
glee) =dyej,  g=g(e o) =+1 e b=
0, i#]

Chamamos ¢ j de sinal.

Lema 2.11.3. Sejamey, . .., ey, uma base ortonormal de V, e e; = g (e;, e;). Entido, cadav € V

tem uma expressio tinica

v=1Y &g (v, &)e;
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Demonstragdo. Fagamosh = v—Y ¢, (v, ¢;) e, entdo g (h, ¢;) = g (v — L eig (v, €;) e, ¢j).
Mas,

g(v—Y eig(v, e)ei, ¢)) =g (v,e) —g () eig (v, ei)ei, e)) =g (v,e)) —g (v,e) =0

g(h e)=0

paratodoj=1,..., m. O
2.12 Variedades Semi-Riemanianas

Definicao 2.12.1. Uma métrica semi-Riemaniana ou uma estrutura semi-Riemaniana em
uma variedade diferencidvel M é uma correspondéncia que associa cada p € M a um
produto escalar g, : T,M X T,M — IR, essa correspondéncia varia diferencialmente no
seguinte sentido: se { = (x1, Xy, ..., X;;) € um sistema de coordenadas parap € U C M,

entao

0 0
8ij (p) = 3p a_xl |pr a_x] |P

é diferencidvel em U paracadai, j=1,..., m.

Uma maneira equivalente de exprimir a diferenciabilidade de uma métrica semi-
Riemaniana é dizer que para cada par de campos de vetores diferencidveis X, Y numa
vinhanga V de M, a fun¢do g (X, Y) : V — R é diferencidvel.

Entendemos por indice da métrica g no ponto p € M, como o maior inteiro que é
dimensdo de um subespago V C T,M com g, | V definida negativa. Se o indice de g
independe do ponto p € M dizemos que esse indice é o da métrica semi-Riemaniana
g (indice da estrutura semi-Riemaniana).

Caso o indice seja nulo diremos que g é uma métrica Riemaniana, caso o indice seja
igual a 1 diremos que a métrica é Lorentziana. Se o indice da métrica depende do ponto
p dizemos que a métrica é indefinida.

Usaremos <, > como notagdo alternativa para g, escrevendo g (v, w) = (v, w) € R
para vetores tangentes, e g (V, W) = (V, W) € § (M) para campos de vetores.

Se ¢ = (x1,x2,...,%m) é um sistema de coordenadas em U C M, e 9y, ..., 9y, SdO

os campos de vetores coordenados, vamos denotar g (ai, aj) por gij, ou seja,
gij =8 (9i, 9j) = (91, 9;)

Assim para os campos V, W € X (M) temos
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g (V, W) = <V, W> = <ZV (xi) al‘,ZW (x]) 8]> = Z <V (xl-) ai,W (x]) 8]> =
Y&V (xi) W (x)) .

Como g é ndo degenerado, em cada ponto p € U a matriz (g;; (p)) é invertivel, e
sua inversa serd denotada por (g (p)).

A forma usual de obtencdo da matriz inversa mostra que as fungdes (gij (p)) sdo
diferenciaveis em U.

Como g é simétrica temos que gij = gﬁ paral <i,j < m.

Defini¢ao 2.12.2. Uma variedade diferencidvel munida da métrica semi-Riemaniana
é chamada de variedade semi-Riemaniana. Assim estritamente falando, uma variedade
semi-Riemaniana é um par ordenado (M, g): duas métricas diferentes associada a uma

mesma variedade diferencidvel gera duas variedades semi-Riemanianas distintas.

O indice v da métrica semi-Riemaniana ¢ é chamado de indice da variedade semi-
Riemaniana (M, g): 0 < v < m = dimM. Por questdes de praticidade vamos denotar
a variedade semi-Riemaniana (M, g) simplesmente por M.

Se a métrica é Riemanaiana a variedade é dita variedade Riemaniana, se a métrica é
Lorentziana, entdo a variedade é dita variedade Lorentziana.

Consideremos o produto escalar candnico do R™, isto é

g (v, w) =) vw;

onde v;, w; sdo as coordenadas de v e w em IR™.

O R™ munido com o atlas maximo identidade é uma variedade. Logo,

g (v, w) = Zviwi

define uma uma métrica Riemaniana em IR", e portanto o par (IR, g) é uma variedade
Riemaniana, chamado de m-espago Euclidiano. Seja a fun¢do de R™ em IR definida por
1% m
hiv,w)=—=Y vwi+ ) vjw;.
i=1 j=v+1
Prova-se facilmente que esta fun¢do define um produto escalar em IR, cujo indice

é v. O par (R™, h) é uma variedade semi-Riemaniana de indice v. Denota-se esta

variedade por R}
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Obeserve que o indice v de uma variedade semi-Riemaniana é constante. Usaremos
a seguinte notagao
—1lse 1<i<m
& =

+1se v+1<i<m

Definic¢do 2.12.3. Um vetor tangente v em M é

1. Tipo espago se (v, v) > 0ouv =0,
2. Nullse (v, v) =0ev #0,

3. Tipo Tempo se (v, v) < 0.

O conjunto de todos os vetores null é chamado de cone de luz em p € M. No caso
de variedades de Lorentz, vetores null sdo também chamados tipo luz.
Seja q (v) = (v, v) para cada vetor tangente v de M. Em cada ponto p de M, 4 uma

forma quadratica associada do produto escalar em p.

Definicdo 2.12.4. Sejam M e N variedades semi-Riemanianas. Um difeomorfismo f :

M — N é chamado uma isometria se :

(0, u), = (dfy (©), dfy (0))
paratodop € M, u, v € T,M.
Defini¢ao 2.12.5. Sejam M e N variedades semi-Riemanianas. Uma aplica¢do difer-

encidvel f : M — N é uma isometria local em p € M se existe uma vizinhanga U C M

de p talque f : U — f (U) é uma difeomorfismo satisfazendo (1).

2.13 Imersdes Isométricas

Seja f : M™ — N"*F uma imersdo. Se N tem uma estrutura semi-Riemaniana, f induz

uma estrutura semi-Riemaniana em M por

(0, u), = (dfp (v), dfy (”)>f(p)
Parau, v € T,M.
A métrica de M é chamada métrica induzida por f, e f é uma imersio isométrica.
Portanto, se P é uma subvariedade da variedade semi-Riemaniana M, P torna-se uma
subvariedade semi-Riemaniana de M, cuja métrica é induzida pelo mergulhoi : P —

M.
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2.14 Conexio de Levi-Civita

Defini¢ao 2.14.1. Sejam uy, ..., u, coordenadas naturais em R]’. Se Ve W =) W;0;

sdo campos de vetores em IR}, entdo o campo de vetores
VyW =) V(W)
é chamado derivada covariante natural de W com respeitoa V.

Defini¢do 2.14.2. Uma conexdo V em uma variedade diferencidvel M é uma fungdo

V:X(M)xX(M)— X(M) tal que
1. VyW éF (M)-linear em V,
2. VyW é R-linear em W,

3. Vy (fW) = (VFf )W+ fVyW para f € §(M). Onde Vy (fW) é chamada de

derivada covariante de W com respeito a conexao V.

Proposicao 2.14.3. Seja M uma variedade semi-Riemaniana. Se V. € X (M), seja V* uma
1-forma de M tal que
Vv (X) = (V, X)

para todo X € X (M). Entio a fungido V- — V* é um isomorfismo
§ (M)-linear de X (M) para X (M).

Teorema 2.14.4. Em uma variedade semi-Riemaniana M existe apenas uma conexio V tal que
4. [V, W] =VyW -VuV,e
5 X(V, W) =(VxV, W)+ (V, VxW),

paratodo X, V, W € X (M).

Demonstragido. Suponhamos que a conexdo V satisfaz (4) e (5). Entao
@ W(V, X) =(VwV, X)+(V, VwX)

(b) V <X, W> = <VVX, W> + <X, va>
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(©) X (W, V) = (VxW, V) + (W, VxV)

Somando a e b e subtraindo de ¢, teremos

W <V, X> +V <X, W> — X <W, V> = <va, X> + <V, wa>
+ <VVX, W) + <X, va>
— (VxW, V) — (W, VxV)

WV, X)+ VX, W)—X(W, V) = (DyV, X)+(V, VwX — VxW)
+ (W, VyX —VxV)+ (X, VyW)

WV, X) 4+ V (X, W) — X (W, V) = (X, ViV + VyW) + (V, [W, X]) + (W, [V, X])

W(V, X)+ V (X, W)= X (W, V) = (X, [W, V]+VyW+VyW)
+ (V, [W, X))+ (W, [V, X])

WV, X)+V (X, W)= X (W, V) = (X, [W, V])+2(X, VyW)
+ (v, W, X])+ W, [V, X])

2(VyW, X) = V (W, X)+ W (X, V) — X (V, W) — (V, [W, X]) + (W, [X, V]) (X, [V, W]).

A ultima igualdade mostra que a conexdo V é tinica. V é chamado de conexdo de
Levi-Civita de M, e é caracterizada pela formula de Koszul
2(VyW, X) = VW, X)+W (X, V)-X(V, W)
— VW, X))+ (W, [X, V) + (X, [V, W)
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Defini¢ao 2.14.5. Seja x1, ..., x;; um sistema de coordenadas em uma vizinhanca U
de uma variedade semi-Riemaniana M. Os simbolos de Christoffel neste sistema de

coordenadas, sdo as fun¢des de valores reais Fi.‘j em U tal que
Dy =Y Thoe  (1<i, j<n).
Uma vez que [9;, 9;] = 0, mostra-se de (4) que V;,0; = Va,0i, protanto Fi-‘]. = F;‘l

Proposicao 2.14.6. Para um sistema de coordenadas x1, ..., x,, em U,

1. Vy, (Z W]-a]-) =Y {%—% + Z]- l"f.‘].Wj} ok, Onde os simbolos de Christoffel sido dados por

9gjm 0Lim 9gij
2. riﬁj:%zmgkm{g_f+g__ 21}.

dax; axj X,

Demonstragio. (1) é uma consequéncia imediata de (3). Da férmula de Koszul, temos

0 0 0

2{Vadj ) = 5o (8m) + 5 (8im) = 5 (85)

Da definicdo dos simbolos de Christoffel, temos
2(V3,0j, 0m) =2 Tiigam.
a

Assim chegamos facilmente ao resultado desejado fazendo alguns calculos simples

nas duas tltimas equagdes. O

Definicdo 2.14.7. Seja V um campo de vetores em uma variedade semi-Riemaniana M.

A (Levi-Civita) derivada covariante Vy é o tinico tensor derivada em M talque
Vyf=Vf
para f € § (M) e VyW é derivada covariante de Levi-Civita para todo W € X (M).

Definigao 2.14.8. A derivada covariante de um tensor A (r, s) em M é o tensor V A (r,

s+1) tal que
(VA) (91, L0 X, Xs, V) = (VyA) (91, L0 X, Xs>
paratodo V, X; € X (M) e 0/ € X* (M).

Quando nos referirmos a tensores de do tipo (0,7) diremos apenas tensores de or-

dem r
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Definicao 2.14.9. Sendo T um tensor de ordem r, a diferencial covariante VT de T é
um tensor (r+1) dado por

VT (Y1,..Y, Z) = Z (T (Y1,.., ) = T(VzYe,.,Yy) — - — T (Y1,..Y,_1,V2Y,) .

As componentes de VT no referencial ortonormal local {ey, ..., e;, } serdo denotadas

por

Ty = VT (e, i)

Defini¢ao 2.14.10. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo V. Um

campo vetorial V ao longo da curva « : I — M é chamado paralelo quando V4V =0,
dr

para todo t € I.

Proposicao 2.14.11. Seja M uma variedade com uma conexdo V. Seja o : I — M uma curva
diferencidvel em M e Vi uma vetor tangente a M em w (tg), to € 1. Entdo existe um tinico
campo de vetores paralelos V ao longo de w, tal que Vy (tg) = Vo, (V(t) é chamado o transporte

paralelo de V (tg) ao longo de w)
2.15 Geodésicas

Agora podemos generalizar a nogdo euclidiana de linha reta.

Uma geodésica em um variedade semi-Riemanniana M é uma curva y : I — M cujo
campo vetorial o’ é paralelo. Equivalentemente, geodesicas sdo curvas cuja aceleracdo
é zero: v/ = 0. Sey : I - M é uma geodésica e [a, b] C I a restrigad de 7y a [a, b] é

chamada de (segmento de ) geodésica ligando 7y (a) a y (b).

Proposic¢do 2.15.1. Seja x1, ..., x, um sistema de coordenadas em U C M. Uma curva vy em

U é uma geodésica de M se somente se as fungdes coordenadas xy o 7y satisfazem

d? (xg o) d(xjoy)d(xjoy)
VT +ZU dt dt =0

para 1 < k < n. Por questdes de coveniéncia vamos escrever Xy o <y simplesmente como xk.

Portanto, a equagio acima serd escrita como

dx; dx;
k 1)
dt2 ZFU dt dt

A existéncia e o teorema de unicidade para equagdes diferenciais ordindrias da o

seguinte resultado local.
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Lema 2.15.2. Se v € T,M, entio existe um intervalo I contendo 0 e uma tinica geodésica
v : I — M tal que o' (0) = v. A dltima equagdo implica, naturalmente, que y (0) = p;

dizemos que vy é um geodésica a partir de p, com velocidade inicial v.

Lema 2.15.3. Sejam w, B : I — M geodésicas. Se existe um niimero a € I tal que o' (a) =

B’ (a), entdo a = B.

Proposigdo 2.15.4. Dado qualquer vetor tangente v € T, M existe uma tinica geodésica vy, em

M tal que
1. A velocidade inicial de 1y, é v; isto é, 7., (0) = v.
2. O dominio de I, de ¥, é 0 maior possivel.

Portanto, se « : | — M é uma geodésica com velocidade inicial v, entdo | C I e

[X:')’vll-

Lema 2.15.5. Seja v um campo tangente de M, isto é, um elemento do fibrado tangente T M.
Entio existe uma vizinhanga N de v em T M e um intervalo I em torno de zero tal que (w, s) —

Yw (8) é uma fungdo bem definida e diferencidvel de N x I em M.
2.16 Curvatura

Defini¢dao 2.16.1. A curvatura R de uma variedade semi-Riemaniana M é uma cor-
respondéncia que associa a cada par X, Y € X (M) uma aplicagdo R (X, Y) : X (M) —
X (M) dada por

R(X,Y)Z=VyVxZ—VxVyZ+VixyZ=VixyZ- X, Y|Z Z € X (M)

onde V é a conexdo semi-Riemaniana de M.
Observagdo. Se M = R"”, entdo R(X,Y)Z = 0 para todos X, Y, Z € X (R"). De fato,

dados X, Y, Z € X (R"), considere a base candnica ey, ..., e,, do R", e escreva

n n n
X = ZXZ'EZ', Y = ZYiei, /= ZZiei,
i=1 i=1 i=1
entao,

n
VXZ = VX (Z Zi€i>

i=1
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= ZZiVXei + vaziei
= ZZ,‘VXei + ZX (Z;) e
=) X(Zi)e

Pois, sendo ¢; uma campo constante, a sua derivada covariante, na dire¢cdo de qual-

quer vetor, é nula. Segue-se que

VyVXZ = Vy {ZX (Zi) Ei}

=Y X (Z;) Vyei+ ) _VyX(Z;)e

=Y X (Z;) Vyei+)_ Y [X(Z)]e

=) Y[X(Z)]ei.

Analogamente temos,

VxVyZ =) _X[Y(Z)]e;.

Portanto,
VyVXZ = VxVyZ =) Y[X(Z)]ei =Y X[Y(Z)]e;
=) Y, X] (Z)} e
=Y AV, X](Zi)}ei + ) ZiV}y xpei
- V[y’)qz
Dai,

R(X,Y)Z=VyVxZ-VxVyZ+VixyZ=VyxZ+VixyZ
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R (X, Y) Z - —V[X/y]z + V[lelz - 0

Com base nisso, pode-se interpretar R como uma maneira de medir o quanto M

deixa de ser euclidiana.

Proposicao 2.16.2. A curvatura R, de uma variedade Riemanniana M, tem as seguintes pro-

priedades:

1. R ébilinear em X(M) x X(M), isto é,

R(fX1 +gX21 Y) = fR(Xll Y) +gR<X2/ Y)/

R(X, fY1+g8Y2) = fR(X, Y1) + gR(X, Y2),

paratodo f,g € §(M), X, X1, X2, Y, Y1, Ys € X(M).

2. Para todo par X, Ye X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) é
linear, isto é

R(X,Y)(Z+ W) =R(X,Y)Z+R(X, Y)W,

R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z,

paratodo f € F(M)Ze Z, We X(M).
De agora em diante vamos escrever por conveniéncia R(X,Y)Z = RxyZ e R(x,y)z =
Ryyz quando os campos X, Y e Z estiverem restritos ao ponto p € M.

Se x, y € T, M operador linear
Ryy : X(M) — X(M)
que leva cada z a Ryyz é chamado de operador curvatura.

Proposig¢ao 2.16.3. Sejam x, y, z, v, w € Ty M, entdo
].. ny — _Ryx,

2. (Ryyv, w) = — (Ryyw, ),
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3. Ryyz + Ryzx + Rz = 0, (primeira identidade de Bianchi)
4. (Ryyv, w) = (RowX, ).

Proposicdo 2.16.4 (Segunda identidade de Bianchi). Sejam x, y, z € T, M, entdo

(VzR) (x, y) + (VxR) (v, z) + (V4R) (z, x) = 0.

Lema 2.16.5. Em uma vizinhanca de um sistema de coordenadas x4, - - , Xy,

R3k9za - ZRJkl’

e as componentes de R sdo dadas por

. o . o . .
i i i m__ i Tm
Riy = o Iy 9xg U + ;rk] ;rkm I

Demonstragio. Para campos de vetores coordenados, temos

Rya,97 = Va, (Va,9j) — Va, (Va,9)) -

0

Va, (ng;am):;a I79y + Y T},

{Z axlrkf + Zrlm k]}
Desenvolvendo de forma analoga a outra parcela da diferenca e subtraindo as duas

expressoes conseguidas chega-se ao resultado procurado. O

2.16.1 Curvatura seccional

Podemos relacionar ao tensor curvatura R uma fun¢do com valores reais que determina
completamente R. Seja ¢ C T, M um subespago bidimensional ndo degenerado em
TyM e sejam v, w € o dois vetores linearmente independentes. Entéo,

(Rowv, w)

(v,v) (w,w) — (v,w)z

K(v,w) =

ndo depende da escolha dos vetores v, w € o, e é chamado de curvatura seccional K(c)
de 0. A importancia da curvatura K(c) vem do fato de que se a conhecermos para todo

o a curvtura R fica totalmente determinada.



40

Lema 2.16.6. Seja V um espago vetorial de dimensdo > 2, munido de um produto interno (, ).
Sejam R : VXV xV — Ve R : VXV xV = V aplicaces trilineares satisfazendo o

Teorema 2.16.3. Se x,y sdo dois vetores linearmente independentes, escrevamos,

_ (Rxyx,y) K (0) = <Rl"yx’y>

x) (yy) — (ny)® (x,x) (y,y) — (x,y)°

onde o é 0 subespago bidimensional gerado por x e y. Se para todo ¢ C V , K (¢) = K (),

entioR = R,

Demonstragiio. Basta provar que (Ry,z,t) = <R/xyz,t> para quaisquer x,y,z,t € V.
Observemos que por hipétese, temos que (Ryyx,y) = <R;yx,y>, para todo x,y € V.
Facamos (Ryyz, t) = (x,y,2,t) e <R’xyz,t> = (x,v,2, t)l, entdo

/

(x+zyx+zy) =(x+zyx+zy)

onde

(xy,xy)+2(xyzy)+(zyzYy) = (L yxy) +2(xy,.2Yy) +(2Y,2Y)

e portanto

xy,zy) = (% y,2Y) .

paratodox,y,z € V.

Usando o que acabamos de provar, temos

(x,y+tzy+t)= (x,y+t,z,y+t)/,

onde

!

(x,y,z,t) + (x,t,z,y) = (x,y,2,t) + (x, t,z,y)/,

que ainda pode ser escrita como

!/ !/ !/

(x,y,2z,t) — (x,y,2,t) = (y,z,x,t) — (y,2,x,1)

!
Ou seja, a expressado (x,y,z,t) — (x,y,z,t) éinvariante por permutagdo ciclica dos

primeiros trés elementos. Portanto, por (3) da Proposicao 2.16.3, temos
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3 [(x,y,z,t) —(x,y,z, t)/ = O} ,

Dessa forma obtemos

/
(x,y,z,t) = (x,y,2,1)
paratodox,y,z,t € V. O
As variedades Riemanianas que possuem curvatura seccional constante desempe-
nharam um papel muito importante no desenvolvimento da Geometira Riemaniana.
O lema anterior nos permite obter uma caracterizacdo de tais variedades por meio

das componentes R;j; da curvatura em uma base ortonormal. Isto decorre do lema

abaixo.

Lema 2.16.7. Sejam M uma variedade Riemaniana e p um ponto de M. Defina uma aplicagio
trilinear Q : T,M x TyM X TyM X T,M — T, M por

QX Y, W,Z) =(X,W)(Y,Z) - (Y,W) (X, Z), para todo X,Y,W,Z € T,M. Entio
M tem curvatura seccional constante iqual a K, se e sé se R = K,Q, onde R é a curvatura de

M.

Demonstragio. Admita que K (¢) = K, para todo ¢ € T, M. Observe que Q satisfaz o

Teorema 2.16.3. Como

Q(X,Y,W,Z) = (X,X) (Y,Y) — (X,Y)?,

temos que, para todo par de vetores X, Y € T, M,

(Rir X, Y) = Ko (|XPYP = (X)) = KQ(X, Y, X,Y),
Pelo lema 2.16.6, isto implica que, para todo X, Y, Z, W,
(RxyW, Z) = K,Q (X, Y, W, Z)
onde R = K,Q (X,Y, W, Z). A reciproca é imediata. O

Corolério 2.16.8. Sejam M uma variedade Riemaniana, p um ponto de M e {e1,-- -, en},
n = dim M, uma base ortonormal de T, M. Escreva Rij = <Reie]~ek/ el>, ij,kl=1,---,n

Entio K (¢) = K, para todo o C T, M, se e s se
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Rijir = Ko (001 — 0udjk) ,
onde
1, se i=j
0, se i#]
Em outras palavras, K (o) = Kq para todo ¢ C T,M se e s6 se R;jij = —R;jji = K, para todo

ij

i#7je Rl-]-kl = 0 nos outros casos.

2.16.2 Curvatura de Ricci e curvatura escalar

Defini¢do 2.16.9. O tensor curvatura de Ricci (Ric) relativo ao referencial moével {ey, ..., e, }
é dado por
RiC(X, Y) = Z<RXem Y; em>/

m

Definicdo 2.16.10. A curvatura escalar S de M é definida por
S = ZK(Bi,Ej) =2 ZK(ei,ej).
i#] i<]
Prova-se que as curvaturas de Ricci e escalar ndo dependem da escolha do referen-

cial.

Definic¢do 2.16.11. Uma variedade é dita (geodesicamente) completa quando toda sequéncia
de Cauchy da variedade é convergente. Ou equivalentemente, as geodésicas vy (t) que

partem de p estdo definidas para todos os valores do parametro ¢t € I.
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Capitulo 3
IMERSOES ISOMETRICAS

Seja f : M" — M uma imersdo, de uma variedade diferencidvel M em uma
variedade Riemaniana M. A métrica Riemaniana de M induz de maneira natural uma
métrica Riemaniana em M": se v e v,€ T, M, define-se (v1,v2) = (df,(v1),dfp(v2)).
Assim f passa a ser uma imersdo isométrica. Para qualquer p € M, existe uma
vizinhanga U C M de p tal que f|y é um mergulho, isto é, f (U) subvariedade de
M. Em outras palavras, existe uma vizinhanca U C M de f (p) e um difeomorfismo
¢ : U — V C RFnum aberto de R* tal que ¢ aplica f (U) N U num aberto do subespaco
R" C R,

Vamos identificar U e f(U).

Para cada p € M, o produto interno em Tf(p)ﬂ decompde Tf(p)M na soma direta

T — L
TjpyM = T,M & T,M*,
onde T,M = df, (T,M) e T,M* = (df, (T,M))" é o complemento ortogonal de T, M
em Tf(p)M
Se v € Tg(,)M, p € M, podemos escrever

v=n0o"l —I—UN, = oM e oN e TpML.

T N

Denominamos v a componente normal de v. Tal

componente tangencial de v e v
decomposigdo é evidentimente diferencidvel no sentido que as aplicagdes de TM em

TM dadas por

(po) = (po") e (po) = (poY)
sao diferencidvies.

A partir da decomposigdo acima, obtemos o fibrado normal em M

uE uE
T™M- = |J T,M™.
peM
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Neste caso, As projecoes

0" : T™M |sy— TM

ON: TM | ()~ TMT
sdo ditas tangencial e normal, respectivamente. A conexdo Riemaniana de M serd indi-
cada por V. Se X e Y sdo campos locais de vetores em M e suas respectivas extensdes
locais a M sdo X e Y, definimos a conexdo em M por
= o T
3.1 Segunda forma fudamental

Seja X (U)L o conjunto dos campos de vetores em U normais a F(U) ~ U.

A aplicacdo B : X (U) x X (U) — X (U)* dada por

B(X,Y)=VxY —VxY

é denominada segunda forma fundamental de f e independe das extensdes X e Y.

Proposigdo 3.1.1. Se X,Y € X (U), a aplicagdo B : X (U) x X (U) — X (U)" dada por

B(X,Y) = VY —VxY
é blinear e simétrica.
A aplicacdo
Hy: T,MxT,M — R

(x,y) = Vxn= Hy(xy)=(B(xy),n

é uma forma bilinear simétrica. Onde x = X (p) ey =Y (p) .

Defini¢do 3.1.2. A forma quadrética I, definida em T, M por

I, (x) = Hy (x, x)
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é denominada a segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal 7.

A aplicagdo Hj, é bilinear e simétrica no espago vetorial T, M. Portanto existe uma

tnica aplicagdo autoadjunta A, : T,M — T, M associada a H,, satisfazendo

(Ayx,y) = Hy(x,y)

Proposicdo 3.1.3. (Formula de Weingartem) Sejam p € M, x € TyMen € (TPM)L. Seja

N uma extensdo local de n normal a M. Entdo,

Demonstragio. Dados x,y € T,M, denotemos por X e Y as extensodes locais, respectiva-
mente, de x e y tangentes a M e por X e Y as estensdes locais de X e Y, respectivamente,

tangentes a M, entdo

(A4y(x),y) = Hy(x,y) = (B(x,y),n) = (VxY — VxY,N)(p)

Portanto,

]

Defini¢ao 3.1.4. (Imersdo totalmente geodésica) Uma imersdo f : M" — M e
geodésica em p se, para todo 17 € (T,M)", a segunda forma fundamental I1,, é iden-
ticamente nula em p. A imersdo f é totalmente geodésica se for geodésica em todo

ponto de M.

o o ~ s . . ~ ——n+m s
Definicdo 3.1.5. (Imersdo minima) Uma imersao f : M" — M ¢ minima se, para

todo p € M e todo 7 € T,M, tem-se, trA, = 0.

Escolhendo um referencial ortonormal {e1, ..., e, } de vetores em X (U)*, onde U
¢ uma vizinhanca de p na qual f é uma mergulho e tomando H, = H;, podemos

escrever

m
B(x,y) = ZHi(x,y)ei(p),‘v’x,y € T,M.
i=1
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O vetor normal

H(p) =

S

m
Z (trAi)ei
i=1

onde A; = A, é denominado vetor curvatura média de f e ndo depende da escolha

do referencial. Além disso, f € minima se, e somente se, H = 0.

Definicdo 3.1.6. (Imersdo umbilica) Uma imersdo isométrica f : M" — M 6 dita
umbilica em p € M quando A, = p(p)I, para todon € T,M, onde p(p) € Reléa

identidade emT, M. Uma imersdo € umbilica quando é umbilica em todo ponto de M.

Proposicao 3.1.7. As seguintes afirmagoes sio equivalentes:
(i) f éumbilicaem p € M;
(i) Ay = (H(p),n)Lparatodon € T,M*;
(iii) B(x,y) = (x,y)H(p), para quaisquer x,y € T, M.

Demonstragido. Consideremos um referencial ortonormal Ej, - - -, E;, em X (U)l e seja
{e1, - -,eq} abase de T,M formada por autovetores de A,.

(i) = (ii) De fato, dado n € (T, M) *, temos que 77 = Y, aje; (p), onde
a;=(n.ei(p)) e Ay=p(p)l

Entdo

B(x,y) = éHi (x,y)ei(p)-

Em outras palavras,

H;i(x,y) = (B(x,y),ei(p)) = (Ai (x),y),  Ai= Ay

Logo
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=) (trA)) = Z np;e; Z pie;
nis i=1
Concluimos que
(H(p) &) = pi
Como
m
= Z ap;-
i=1
e

(Ay(x),y) = (B (x,y), 1) = i (B(x,7),¢ (p)) = i (A (%), ),

obtemos A, (x) = Y a;A; (x) = Y/, a;p;x e, portanto,

n) = zp = (1, H (p))-

(i1) = (ii ) Visto que A,7 (H (p),n) 1, paratodo i € T,M", temos que

(B(x,y),1m) = (Ay (x),y) = (H(p),n)x,y) = (H(p),n) (x,y) = (H(p)(x,y),1),
VneTpM.
Logo

B(xy) = {xy) H(p).
(iii) = (i) Suponhamos que B (x,y) = (x,y) H (p), para todo x,y € T, M.

Dai obtemos

(Ay (0),y) = (B(x,y),1m) = {xy) H(p), ) = (H(p),m (x,y) = (H(p),n) xy).

Portanto

Ay=(H(p),mIL  VpeT,(M).

Se X € TM e € TM*, vimos na proposicao 3.1.3, que

(Vo) = -4, (X).
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Agora vamos estudar a componente normal de Vx7, que denominamos a conexio nor-
mal V+ da imersao f,isto €,

vio xU) xx U —  x(U)
(X,1) — V= V- (Vxn) =V + A, (X).

Observacio. V= é linear em X, aditivaem 77 e
Vx(gm) =8Vx(n) +X(g)y, Vg eFU).

A partir de V+ introduz-se uma nogdo de curvatura no fibrado normal que é dita

curvatura normal R+ da imersao f e é definda por
RH(X,Y)yp = VynVn = Vi Vyn — Vi yl
Proposicao 3.1.8. Sdo verificadas as sequintes equagdes:
(a) Equacio de Gauss

(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) — (B(Y,T),B(X,Z)) + (B(X,T),B(Y, Z)).

(b) Equacgdo de Ricci
R(X,Y)1,0) — (RY(X,Y)1,0) = ([Ay, AX, ).
onde [Ay, A¢] = Ayo Ay — Aro Ay
Teorema 3.1.9. (Gauss) Sejam x,y vetores ortonormais em T,M C Tf(p)M ep € M. As

curvaturas seccionais K(x,y) e K(x,y), respectivamente, de M e M no plano gerado por x e y

satisfazem

K(x,y) = K(x,y) = (B(x,x), B(y,y)) — |B(x,y)|*.
Defini¢ao 3.1.10. Dizemos que um fibrado normal de uma imersdo é plano (ou flat) se
Rt =0.

Suponhamos K constante em M, entdo pelo lema 2.16.7, obtemos

(R(X,Y)n, ) = K{(X,)(Y.0) = (Y, n)(X,0)} =0,

para quaisquer X,Y € X(U) e todo ,{ € X(U)*. Assim, a equagio de Ricci é equiva-
lente a

(R(X,Y)n,8) = —([Ay, AX,Y)
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Portanto, Rt = 0 se, e somente se, [Ay, A;] = 0 para todo 7, e todo p € M. Em
outros termos, existe uma base de T, M, para qualquer p € M, que diagonaliza simul-
taneamente todos os A;. Seja X(U)" o espaco dos campos diferencidveis de vetores
normais a M. A segunda forma fundamental pode ser considerada como um tensor

B:X(U) x X(U) x X(U)* — F(M), definido por
B(X,Y,n) = (B(X,Y), 7).
A nocdo de derivada covariante deste tensor se estende de maneira natural:
(VzB)(X,Y,n) = Z(B(X,Y,1)) = B(VzX,Y, ) = B(X,VzY,1) = B(X,Y, V7).
Proposicdo 3.1.11. (Equacio de Codazzi) Com a notagdo acima, temos
(R(X,Y)Z,y) = (VyB)(X,Z,n) — (VxB)(Y, Z,7).

Observacio. Se o espago ambiente M tem curvatura seccional constante a equagao

de Codazzi se reduz a
(VYB)(X,Z,n) = (VxB)(Y,Z,1)

Consideremos a imerséo f : M" —s M"*"=k. Vimos que Tf(p)m = T,M P T,M",

dessa forma vamos escolher um referencial {ey, . .., en, €,11, . .., e} tal que, 0s n primeiros
J_ .

vetores geram T, M e o restante geram (T,M)—. Seja {wy, ..., Wy, Wy41,..., Wi} O cOI-

referencial associado ao referencial {ey,...,en, €441,...,6¢}. A segunda forma funda-

mental pode ser considerada como o tensor dado por
k
B(X,Y) = Z<VXY—V)(Y,€5>€5, n+1< ﬁ <k, VXY € %(M)
i=p
Assim em f(p), temos

B(x,y) = Y (Viy—Vaiyea)ea =) Ha(x,y)en

o

= ZH’X (ZX,‘Q,Z%‘Q) ey = inyjHoc (61', 8]') €a
o i j

a,i,j
=) Ijw; (x) wi (y) e

a,i,j
Ou seja, podemos escrever a segunda forma como
— & orympy.
B =) hiwwje,.
Dé,i,j

1<ij<n, n+l1<apB<n+p,  hj=H(ee)=(Bee), ea)
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Capitulo 4
METODO DO REFERENCIAL MOVEL

Lema 4.0.12 (Cartan). Seja V um espago vetorial de dimensdo n. Sejam wy, - - -, w, : V — R,
r < n, formas lineares de V linearmente independentes.

Suponhamos que existam formas lineares 0y, - - -, 0, satisfazendo a seguinte condigdo:

Entdo, exitem niimeros reais ajj tais que
91' = Zai]‘w]', L,]= 1,- <., T, 111']' = aﬁ.
]

Seja M uma variedade Riemanniana de dimensdo n munida com uma conexao
de Levi-Civita V. Um referencial ortonormal {ey, - - -.e,} sobre um aberto U C M é
chamado um referencial mével. Existe um tinico correferencial {w+, - - -, wy } satisfazendo
w; (€]> = 51]
As formas de conexdo wj; no referencial {ey, - - -.e, } sdo as 1-formas diferencidveis

em U dadas para X € X (M) por
w,-j (X) = <Vxei, €]> .

Segue imediatamente das propriedades da conexdo de Levi-Civita que w;; sdo, de fato,
1-formas diferencidveis e
wij + wji = 0

para todos 1 < i,j < n. Em particular, w;; = 0 para todo i.

As formas de curvatura no referencial {ej, - - -.en}, sdo as 2-formas ();; em U dadas,
para X,Y € X (M) por

Q,‘j (X, Y) = <R (ei, 6]) X, Y> .

As simetrias do operador de curvatura garantem, imediatamente, que as Qij sdo de

fato 2-formas em U, tais que (};; + (3j; = 0 Note que

Qs (exser) = (R (eir¢j) e e1) = Rij
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Assim, temos

Q;(XY) = @ﬁ%@Xﬂ§:<R¢wD§ﬁ%M;Y%>
— ;{:Xle (R (e, €)) e, e1) = ;{;wk (X)wy (Y) (R (i e;) ex, )

Logo, segue que

1
Ql‘]‘ = 5 %Rijklwk A wj.

O ponto fundamental no método do referencial mével € que as formas w;, w;; e ();;
satisfazem as chamadas equacdes de estruturas de Elie Cartan.
As duas proposicdes seguintes apresentam, respectivamente, a primeira e a se-

gunda equagdes de estruturas.

Proposicao 4.0.13. As formas de conexdo satisfazem

j
Demonstragio. Para X,Y € X (M), temos que

dw; (X,Y) = X(w;i(Y)) =Y (w;i (X)) —w; ([X,Y])
= X(Y,e) =Y (X,ei) — ([X, Y], &)
(VxY,e) + (Y, Vxe;) — (VyX,e)
— (X, Vyei) = ([X, Y], &)
(Y, Vxei) — (X, Vye;)

— ;«nqﬂ%vmywx@ﬂ%vwm

= ;(wk (Y) wi (X) — wi (X) wi (Y))

= Zwk Nwi (X,Y).
k

Proposicdo 4.0.14. Nas notagoes acima, temos, para todo1 <1i,j <mn

dwl-]- = Zwik N Wij + sz 4.2)
k
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Demonstragio. Para X,Y € X (M), temos que

dwij (X,Y) = X (wij(Y)) =Y (w;j (X)) —w;j ([X,Y])
— X (Trere) ~ Y (Vaers) — (Vimers)
= (VxVyei,e) +(Vye;, Vi) — (VyVxeie;)
— (Vxe;, Vye;) — <V[X,Y]ez'/€j>

<VXVy€i — VyVxei — Vix v, e]’>

+ (Vye;, Viej) — (Vxe;, Vye;)

<R (X, Y) e;, €]>

+ Z (<eri/ €k> <€k, vx€j> - <vXei/ €k> <€k, VY€i>>
k

= (R(X,Y)ei )+ ; (wir (V) wjk (X) — wir (X) wig (Y))

= Q,‘]‘ (X,Y)+ Zwik N Wik (X,Y).
k

]

A proposicdo a seguir mostra que as formas de conexdo sdo tnicas e inteiramente
determinadas pela anti-simetria em relacdo aos seus indices e pela primeira equagdo

de estrutura.

Proposicdo 4.0.15. Seja {e1, - - -.en} uma referencial ortonormal sobre um aberto U C M e
sejam Wi; e 0;; dois conjuntos de formas diferencidvies em U, anti-simétricas (w;; = —wj;) e

satisfazem 3.1. Entdo wij = 0;; para todos 1 < i,j < n.

Demonstragio. Segue de 3.1 que, paral <i,j <mn,

2 (wij = 6;) A w; = 0.

J

Potanto, pelo lema de Cartan, tem-se para cada p em U
wijlp — O3y = Y15 (p) wil -
k

Assim, ficam definidas as func¢des h;‘j : U — R, tais que hi‘] = h{k ew;; —b0ij = )i hi-‘]-wk
para todo i, j. Obeserve que

Yk hﬁwk = wji — 0j; = — (w;j — ;) = — L hf]wk
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Logo,
k j i j j k
hij = _hji = hy = Iy = —hy = _hij'

]

A idéia basica do método do referencial mével pode ser descrita da seguinte maneira.
Seja x : M — N""7 uma imersdo de uma variedade diferencial de dimensdo n em uma
variedade Riemaniana N"*4. E uma consequéncia do teorema da fungio inversa que
para todo p em M existe uma vizinhanca U C M de p tal que a restricdo x|U de x
a U é injetiva. Seja V. C N"*7 uma vizinhanga de x(p) em N"*1 de tal modo que
V O x(U). Admitamos V suficientemente pequeno para que exista um referencial
mobvel {el, R S P en+p} em V com a propriedade que quando restrito a x(U),
os vetores ey, - - -, e, sejam tangentes a x(LI) e os vetores e, 1, -, Cntp sejam normais a
x(U). Um tal referencial é dito um referencial adaptado a x.

A existéncia de um referencial adaptado pode ser provada da seguinte maneira. Se
V é suficientemente pequeno, existe um difeomorfismo ¢ : V — V tal que g o x (U)
é um aberto de uma subvariedade de dimensdo n de N"*7. A existéncia de um ref-
erencial {f1,- -+, fu, fut1,- - - futp} adaptado a go x (U) em g(V) é imediata. A in-
versag ' (f1), -+, ¢ (fatp) de um tal referencial pode ndo ser ortonormal. Podemos
utilizar o processo de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt em cada ponto de V. Ob-
servando que os vetores obtidos de um tal processo variam diferencialmente com os
vetores dados, obteremos em V um referencial ortonormal adaptado a x(U).

Em V estdo definidas as formas w; do correferncial de{e;} e as formas de conexao
wj; que satisfazem as equagoes de estrutura (3.1) e (3.2). A aplicagdox: U C M — V C
N"*? induz formas diferenciais x* (w;), x* (w;;) em U. Como x* comuta a derivagdo
exterior e com o produto exterior, tais formas em U satisfazem as equagoes de estrutura
(3.1) e (3.2). Acontece que toda geometria métrica local da imersao x estd contida nestas

equacgdes de estrutura.
4.1 Aplicagdes as superficies em R?

Seja S uma variedade de dimensdo 2 e x : S — R? uma imerséo. Para cada ponto p € S

fica entdo definido um produto interno (, ) , em T},S pela regra: se v, v, € T}S,

p

(v1,02), = (dxp (v1),dxp (v2)),



54

Onde no segundo membro aparece o produto interno usual do R3. E facil ver que
{, >p é diferencidvel e define, portanto uma métrica Riemaniana em S, chamada de
métrica induzida pela imersao x.

Sejall C S uma vizinhanga de p em S tal que a restri¢do x|U seja injetiva. Seja
V uma vizinhaga de x(p) € R® tal que V O x(U). tomando V e U suficientemente
pequenos, podemos escolher em V um referencial ortonormal mével ey, e;, e3 adaptado
a x, isto é, quando restrito a x(U), e1, e, sejam tangentes a x(U) e e3 seja normal a x(U).

Em V estdo definidas as formas w; do correferencial de {e;}, i = 1,2,3 e as formas
de conexdo wy, = —wpy1, W3p = —Wy3, W13 = —ws1. lais formas satisfazem em V as
equacgdes de estrutura:

dwy = wy AN wyy + w3 A w3q,

dwy = wy A wip + w3 A w3y,

dws = wy A w3 + wy A wo3,
dwip = wiz A w3y,
dwiz = wip A Wo3,
dwyz = wy1 N w13,

Aimersdo x : U C S — V C R®induz em U formas x* (w;), x* (wij), ij =123
Como x* comuta comd e A, tais formas satisfazem as mesmas equagdes acima. Observando-
se que x*(w3) = 0, pois todo g em U e todo v em T},S, teremos dx(v) = aje; + azer, e
portanto

(x*w3) (v) = ws (dx (v)) = w3 (a1eq + azez) = 0.

Por comodidade convecionaremos

* *
X w; = w;, X wl‘]‘ = wl-]-.

Tais formas satisfazem portanto as equagdes de estrutura, com a relagdo adicional w3 =
0.

Dessa forma, temos que

dws = w1 A wyz + wy Awyz =0

e pelo lema de Cartan,

w13 = hyywy + hpwy

wo3 = hp1wy + hoywy
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onde hij = h]-l-, i,j = 1,2, sdo fungdes diferencidveis em U.
Observe que
wiz(e1) = hyyws (e1) + hpwy (e1) = hiy,
wiz(e2) = hiz,
was(er) = hot,
wys(e2) = hoo.

Por outro lado, como de; = Y. wijej,
des (x) = w31 (v) e1 + w3z (V) e,

para todo g em U e todo v em T,S. Portanto, escrevendo v = aje; + aze;, obtemos

a —hy1 —hp a

ap —hy1 —hxp ap

Isto é, (—h;;) é a matriz da diferencial da aplicagdo e3 : U — R? na base {e1,e;} com
le3| = 1, esta aplicagdo tem valores na esfera unitaria S> C R>.

A aplicacdo e3 : U — S? C R3 é chamada de aplicagio normal de Gauss em U.

Portanto (—h;;) é a matriz da diferencial da aplicagdo normal de Gauss na base
{e1,e2}.

Como h;; € uma matriz simétrica, concluimos que a diferencial da aplicagdo normal
de Gauss é uma aplicagdo linear auto-adjunta, portanto, tal aplicacdo pode ser diago-
nalizada, com auto-valores —A, —A; reais e auto-vetores ortogonais.

E usual definir curvatura Gaussiana K de S em p por
K = det (deg)p = MAy = hy1hyy — h%z,

onde as fung¢des envolvidas sdo calculadas em p. Decorre da definicdo de K que

dwiy = wiz Awzp = — (hwy + hipwy) A (hpwy + hypwy) = (hiihay + hiy) wy A
wy, = —Kwq A\ wy.
A expressdo dwyy; = —Kwj A\ wy permite demonstrar um dos teoremas mas impor-

tantes da teoria das superficies, descoberto por Gauss.
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Teorema 4.1.1 (Gauss). A curvatura Gaussiana K depende apenas da métrica induzida de S,
isto 6, se x,x' : S — R3 sdo duas imersdes de S cujas métricas induzidas em S coincidem,
entdo K(p) = K'(p), p € S, onde K e K’ indicam as curvaturas Gaussianas de x e x/,

respectivamente. (veja [5], pagina 15)

O teorema de Gauss signifca que a curvatura Gaussiana, embora tenha sido definida
usando o espago ambiente R3, s6 depende de medidas feitas sobre a superficie.

Em geral, entidades geométricas em S que podem ser calculadas a partir de wy, w;
e wip dependem apenas da métrica induzida de S e devem poder ser definidas sem

fazer mensdo a alguma a imersao.

4.1.1 Formas qudrdticas em S

A primeira forma quadrética I, € simplesmente a forma quadratica associada a forma

bilinear (, >p, isto é,

I, (v) = (v,v), veT,S.

Em um referencial adaptado local ej, e, e3 a primeira forma quadratica se escreve

I, (v) = (L;v'e;, Y v'e) = Y (Ui)z =Y (w; (v))* = (w} + w3) (v)

Iy (v) = (w% + w%) (v) (4.3)

Portanto a primeira forma quadratica se escreve

I, = w% + w3
A segunda forma quadraética 11, € definada em um referencial local adaptado ey, e, €3

por
I, (v) = (wizwy + wsws) (v) = L ; hijwiw; (v), i,j=1,2.
[Ty (v) = ¥ j hijwi (v) wj (v) = = (de3 (v),0),

I, (v) = — (de3 (v),v),,, v e T,S

Um fato interessante é que as formas quadrétrica I e II determinam a imersdo

x : S — R3 a menos de um movimento rigido de R3. Assim, podemos dizer que a
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geometria local da imersdo x estd inteiramente contida nas formas quadréticas e por-

tanto, nas equagdes de estrutura que lhes deram origem.
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Capitulo 5

IMERSOES TIPO-ESPACO EM VARIEDADES COM CURVATURA
CONSTANTE

Vamos denotar por Qzﬂj (c) uma variedade completa com conexdo semi-Riemaniana
de indice p e com curvatura constante c. Tais variedades sdo chamadas de formas espa-
ciais.

Seja M" uma variedade Riemaniana e seja ¥ : M" — Qzﬂj (¢) uma imersdo. A
imersao é dita tipo-espago, se a métrica induzida em M é definida positiva.

Seja M uma variedade Riemaniana imersa em Qzﬂ) (c). Como a métrica indefinida
de QZJFP (c) induz uma métrica Riemaniana em M", a imersdo é chamada tipo-espago.
Podemos escolher um referencial mével ortonormal {ey, e, ..., €41} em uc QZJFP (¢)
tal que, em cada ponto de M" o conjunto {ey,...,e, } gera o espago tangente de U =
U N M. Esse referencial é um referencial adaptado a imersdo. Usaremos as seguintes
convencgoes de indices

1<A,B,C,...,<n+p, 1<4,j,k ..., <mn, n+1<apB,7..<n+p.

Associado a esse referencial temos o correferencial {wy, w», .., wn+p} de modo que
a métrica semi-Riemaniana de QZJFP (c) é dada por

d§2=Z£Aw34, ei=1,¢e=-1,1<i<n n+1<a<n+p
A
Assim, as equagdes de estrutura de QZJFP (c) sdo dadas por

dezzeBwAB/\wB wag +wpa =0 (5.1)
B
1
dwap =) gcwac Nwep — 5 Y _ecepKapcpwe Awp (5.2)
C CD
Kapcp = ceaeg (0acdpp — d4pJBC) (5.3)

Se X € X (U), entdo w, (X) = (X,ex) = 0, pois, ey € 3€(U)L

wy (X) =0, n+1<a<n+p (5.4)
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A métrica Riemaniana em M" é dada por ds* = Y w?.
i

Desde que 0 = dw, = Zwm A w;, pelo lema de Cartan, temos
o

w = Ylwy, K= I (55)
]

onde, hf‘]- : U — R sdo fungdes diferencidveis, uma vez que w,; sdo diferencidveis.
Logo, concluimos que para todo ponto em U e campos em X (U)
dw; = Zwic ANwe = Zwij AN w; + Zwm AWy = Zwi]- A w;j
¢ j « j
ou seja, a restri¢do destas formas satisfazem a equagao de estrutura dada acima.
Assim as equag0es de estrutura de M" sdo dadas por

dw; = Zwl] A wj, Wwij + Wj; = 0 (5.6)
j

1
dwij = Zwik N wk]- - EZRijklwk N w; (57)
k k1

Vamos defenir a segunda forma fundamental de M" por B = Zh%wiwjea e denotar por

a,i,j

2
h=1y (YK |eepor H= |n| =1
« i

norma do vetor curvatura média, que serd chamada apenas de curvatura média de M"

Z th‘l o vetor curvatura média e a
® i

respectivamente.
Se {e1, ey, ..., En+p} for um outro referencial ortonormal adaptado a imersdo em U C

n+ ~ ~ o . .

Qp P(c) come, = ey e e = Za;‘ek. Vamos omitir a somatdria, ou seja, usaremos a
k

convencdo de Einstein, em que indices subscritos e sobrescritos repetidos naturalmente

indicam soma, entdo w; = a;.‘wk.

ib/[xi (X) - <€Xfé/0(/fé/l> = <€X€a,ai‘(8k> - u§<€xetx, ek> = afwak (X)
Daqui temos que

Ef;- = Wy (¢j) = kW, (&) = 5w,y (a;‘el) = ai-‘a}‘wak (e)) = a;‘a;‘hgl.

Portanto

S'wsezx

n_ T~~~ k kpa v
B = Zhi]-wlw]e,x = Zaiajhklaiwra]

lx,i,j a/i/j
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Como @j = aF

i Wks temos que

1=6; =@ () = adwy (&) = aiaSwy () = aaidyealas = 0.

Logo,

B= Zékrélsh"‘lwrwsea = Y hjw,wse, = B
wk,l

Ou seja, B ndo depende da escolha do referencial ortonormal. Analogamente prova-se
que h também independe do referencial ortonormal.

Usando as equagdes de estrutura, podemos obter a equagio de Gauss.

Rijkl — Kz’jkl = <B (Ei, ek) ,B (Ej, €l)> — <B (ei, 61) , B (6]', ek))

onde
Riji = (R (e €f) e, ep), Kijii = ¢ (6ixdjx — 0udj)
B (ej, ex) = Zh?‘kwi (ei) wy (ex) ex = Zhﬁ‘kea
o,k w,ik
Portanto,

Riji — ¢ (0ibjc — 0udie) = =) (h;xkh;xk hf(lh;xk)
14

Rijir = ¢ (Oidjx — 6udjx) — ) ( ikl — hi ;‘k> (5.8)
o

As componentes dos tensor curvatura de Ricci (Ric) e a curvatura escalar R sdo

dadas respectivamente por:

o,l

R=cn(n—1)—n*H>+S (5.10)

de fato,

Rjx = Z<R (3]/ e;) ex, e;) ZR]zkz = Z [

i i

(050 — idie) — X (Iht — h;",hf‘k)]
L4

Rj = cdjr (n —1) Z (2}1 ) i+ Y,
i

R= Z (ej,ei) e, i) ZRJW_Z[ (9ji0ii — 8jidi) Z(h}x]hﬁ h;‘ﬁfﬁ)]

1,] o
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Desenvolvendo a primeira parcela de da equagdo acima, temos

ZC (5]](5” — (5]151]) = ZC (1’1 — 1) =Ccn (1’1 — 1)
LJ

]

Desenvolvendo segunda parcela

¥ (1)

a1,]

)3 (h]]h - h]h]> = (;h]]> (g) -y (h;;f _ Z <Zh)2 B

Wi « w6
2 2
Como H2 = %Z (Zh;’;) , chamando ) | (hﬁ) de S obtemos
x \ w0

R=cn(n—1)—n*H*+S

Note que S denota 0 quadrado do comprimento da segunda forma fundamental da
imersdo.

Podemos também obter as equagdes de estrutura do fibrado normal de M".

dw, =) weg A wg, Wop + wg =0 (5.11)
p
1
dw,x‘g = Zwm A ZU%B - EZRﬂéﬁijwi A w] (512)
v ij
onde
Rugij = Y (Wiyhf; — nyhf) (5.13)
I
Lembremos que a diferencial covariante VT de um tensor T de ordem r é um tensor
(r+1) dado por
VT (Y1,.Y:,2)=Z(T(Y1,..Y:)) —T(VzY1,.., Vo) — - =T (Y1,..Y,—1,V2Y;).

As componentes de VT no referencial ortonormal local {e, ...,e} serdo denotadas

por Ti1---~irj =VT (eil, ...,eir,ej).
Proposicdo 5.0.2. Nas notagdes acima, temos
Zj Til....iijj = dTiln--iyj + Z]- T]‘iz....irw]'il + Z]' EljiS""irwjiz + -+ Z]- Til""irfl]‘w]‘ir

Demonstragdo. Y; Ty jiy....i,jWji, (6) = Lj T (ei,....e;,) (Veej e;,) ondei = 1,...,n. Como T

¢ linear e (Veej e;,) = (Veeiy, €)),
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Zf Tiyjige-irjWjiy (e)) = —T (eil’ Z:]'<v€iei2’e]'>e]" Cigreer eir) =T (ei1'v€ieiz'ei3""'eir)

Portanto,

ZTilji3"~-irjwji2 (ei) = ZTil““ir](Sl] - T i VT( "eir’ei)

j j
= ¢ (T (e, ..e;)) — T (Veei, e ... )
— T (61‘1, Vgie,-Z,e,-S, ceey el-y) —---=T (eil,eiz,eiS, veey Vgieiy)
= dT, iq+e-lpf ez + Z 1rw]11 ez
+ ZTil]'%““irw]'iz (ei) et ZTil""ir—ljwjir (ei) .-
j j
O
Da proposicdo acima temos que as componentes de Vj; satisfazem
Zhl]kwk = dit + thkwk] + ;h;’-‘kwki - %h‘jwﬁ (5.14)
Aplicando a derivada exterior em (5.5) obtemos a equagio de Codazzi
h“k = hlk] (5.15)

De fato,
dw,; = Zdh /\w]+2h dw;

Substituindo a equacgao 5.14 obtemos

dw,; = th]kwk ANw;+ thkw]k ANwj+ Zh]szk Aw;+ th]wﬁ“ Nw;+ th]w]k A Wy
k.j k.j k.j k.j

Obeserve que

Zh?‘kw]'k AN ZU] = — th;w]k N Wy
k,j k/]

B _
Zhijwﬁ“ Nwj = 0
B

Portanto

dw,; = Zh%kwk Nwj+ Zh;‘kwik N w;j (5.15.1)
k,j k/]
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Por outro lado temos das equagdes de estrutura que

dwy; =Y Wy Nwei — ZgCSBKmCDwC Awp
C 280

Kpicpwe = c€ai (8ucdip — dapdic) =0

Assim dwy; = Y - Wyc N\ Wei = Y. Waj N Wji + Y g Wap N W
Para campos X,Y € X (U) C M temos que

Z (wa'g N wﬁz Zwaﬁ ) A We; (Y) =0,
B

pOiS, wﬁi (Y) = <Vy€5, €i> = —<Vy€,',€ﬁ> =0

Logo, temos

dw,; = Zwa]- Nwj; = Zh}’-‘kwk Nwj; = Zh]sz] A Wy (5.15.2)
j k,j k,j
Comparando (5.15.1) e (5.15.2) concluimos que
0= Zh%kwk/\wj = Z < ?;'k — ?kj) Wi A W;.
k,j k<j

resultando assim na equacdo de Codazzi.
De maneira andloga a (5.14) prova-se que a derivada covariante segunda de h;’;

satisfaz a seguinte igualdade
Zh%lkw[ dhzjk + Zh Wi + Zhllkwl] + Zhlﬂwlk th]kwﬁa
1

Derivando exteriormente 5.14 temos a equagdo de Ricci

h%kl Zﬂk thmRMJkl + Zh]mRmZkl + thijx/Skl (5.16)

De fato,
Y d (hg;.kwk) —d (azh;;.) +Yd (hwyy) + Xyd (h;?‘kwki) Y d (hl ]wﬁ,x) .
) (dh;?;.k A wy + h;?;.kdwk) = Vi (dh8 A wyg + hedwy) + Xy (dh Awy + h Jkdwh)

= (dhﬁ A W + hﬁdw/;,x> . (5.16.1)
B
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Resolvendo cada termo separadamente, temos

Zdh%k N Wy (h%klwl N Wy — h?jkwlj N Wy — hf‘lkwli N Wy — h;-’;-lwlk N wk>
k

=)
k1
+ ghgkw‘ga/\wk.

Y i = Y hiy (L wig Awy) -

Y dhl A wyi = T (X hywr A wyg — i A wyj — by Awyj) + Ty p b wge A g,
Vi hdwy; = Y, W Awyj — 5 Yt 15 Rijim01 A win.

L dhig; A wii = Yoy (hzﬂwl N Wi — hgw; A wy; — hjwge A wki) + Xk hfjw/sa A W
L hgjdwri = Yok, o A wri — 5 Yhim hieiReitmwi A\ @i

Yl A g = 0.

Y hidwp, = Y R g

Substituindo cada termo acima em (5.16.1), temos

p
Zk,l hf;.klwl N Wy — h(lxjkwli N Wy — ]’l?‘lkwl]' N Wy — h‘j}lwlk Nwg | + Zk,,B hijkw,B“ ANwe| +

1 2 3

Zh?;'k (Z Wy N\ wl> =
k l

(. J/
-~

3

Yk Zh?‘klwl N Wij — hf‘lwlk N Wij — h,"{‘lwli Nwgj | + Zk,ﬁ h'inw‘B(x Nwgj| +
l NV N NV

— 4 5
2

1
Y g Awij— 5 Ygepm M Rijimwi A wm | +
k,
— ———

6

p
Yip | Hxjtor A wii — higwij A wi — Koy Awg |+ X p 1iit0pa A wii | +

1 5 6

Zhl”(‘jwkl N wy; — % Zk,l,m h%Rkﬂmwl N Wy | — [% Z/} hg‘R,Bzxklwk N W
k
'Z_V_/

6
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Usando as equacdes de estrutura e observando que as somas com mesmo nimero

se anulam, obtemos
1
Zh%klwl N Wy + Zhgkwﬁ“ Nwy, = thkwﬁtx VAN Wij — E Z h;'kakjlmwl N Wiy
k1 kB kB
+ Zhlejwﬁ‘" N Wy — Z hk]szlmwl N Wiy
T 2 i
— Zthﬁzxklwk A wj.
p

Para vetores em X (U) C M as parcelas

th]kwﬁa A Wy, thkwﬁfx A wyje Zh e N\ W

kB
se anulam. Assim
Eh%kzwl ANwy = Z iRm0y A Wi — Z hiiReitmwi A W
k1 k I,m kl m
%hinﬁaklwk AN wj.

o . . 1
Com base na equacdo acima analisemos a diferenga il h il

« «
hijkl z]lk 2 ZT s h1]rsw5 A Wy (ek’ el)

1
(_E Zr,s,m h?{mRrjsmwS N Wy — 2 Zr,s,m mj RyismWs N\ Wy — 2 Z‘B h,‘]‘Rﬁzxklwk A wl) (ek/ 61)

Mija — e = <Z M Rejim + )_ Mo Reim + ) 1 5Raﬁk1>
m m B

5.1 O Gradiente, o Divergente e o Laplaciano

O grandiente (grad f ou V f) de uma fungéo f € §F (M) é um campo de vetores metrica-

mente equivalente ao diferencial df € X (U), que satisfaz
(grad f,X) =df (X) =Xf, VXeX(U)

Seja X um campo vetorial suave em M". A divergéncia de X é a fungdo

divX : M" — R, dada por

(divX) (p) = tr{Y, = (VyX),}
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em que tr denota o trago da aplicagdo linear

O laplaciano Af de uma fungédo f € § (M) é o divergente do gradiente
Af =div (grad f) € § (M)

Sejam f € §F (M) e {ey,...,en} um referencial ortonormal em uma vizinhanga aberta

U c M". Entdo em U, temos
L Vf=Ye(f)es
2. divX =Y {e; (a;) — (Vee;, X)}, onde X = Y, aze;;
3. Af =Y{ei(ei (f) — (Veei) f}
Proposicdo 5.1.1. Sejam f,g € § (M) e X,Y € X (U), entdo
L V(f+g) =Vf+Vg
2.V(fg) =gVf+fVg
3. div (X +Y) = divX + div Y;
4. div (fX) fdiv X +divY
5. A(f8) = 8Af + fAg +2(Af,Ag)

Em particular temos,
1
SO = FAf+ |V f12

O laplaciano Ahf;- é definido por Ahf;. =Y h?}kk' Assim, temos

Anj; = );h?}kk = ;hlo{‘ijk = ); (hloéijk — hjir + h%kij)

m m k k.

k
= Y + X M Rmik + D M Rk + ) Rapj
k m,k m,k ko

Ay = LM+ L MR+ 2 o R + kzhgcRrxﬁjk (5.17)
m, m, S
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Seja, H # 0.Vamos escolher e, 1 = %, ou seja

o1 1 1 .
- SR (Zh) e
th (Zzhﬁ) & !
1

— [th—l a1+
\/(Zi hﬂl) <Zz hn+2>2 ce ( th+p) €n+1

Zhn+23n+2 +- 4+ Zhnﬂjenﬂﬂ]

Ez hn—‘rl
ep+1 = 5 2€n+1
(51 (B s (2007)
hn+2
+ L Sent2 T
\/ (T hZH) (T hm) o ()
+ ihZer e
n+1 n+2 2 n+p 2 "
() = (o) e (o)
Como €y,41,€n42, - - -, €ntp SA0 linearmente independentes, temos que ) _h% = 0, para

i

a>n+2.
Denotando a matriz [hlﬂ por h* e Ltrh® por H, temos
H"2 = Lypnt2 =
n

Assim, apenas H n+1 ¢ ndo nulo, e portanto faremos
H'l =H (5.18)

Mostra-se usando 5.8, 5.13,5.17 e 5.18 que

Ah;-1j+1 = nHi]' + CTth+1 — CTlHéij + Z hlizntlhikhiﬁj

B.km
_ 2‘3; hn-l—lhi]hg( 'Bkz hn-l-lhikhf] _nHZhn-i—lhn-l-l
/KM K,
+ Y W (5.19)

B.k,m
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AR = nHE 4 cnhl + Y B0 HE =2 Y g Hh B Y e
Bkm Bk,m Bk,m
— nHY B HSEY B bR, Ya> 2 (5.20)
m

Bkm
Seja M" uma variedade tipo-espaco imersa em Q?,ﬂ] (c). Se o vetor curvatura média
for ndo nulo, entdao

%AS = ) ( ‘l-’;-k>2 +n ) hEHS +c (nS - nZHZ) — nH;tr (h”Jrl (h“)z)

w,i,jk a,i,j
2
+ Z/;’ [tr (h“hﬁ)] n %N (h“hﬁ _ hﬁh"‘> . (5.21)

Demonstragdo. Temos que
. . 2 2
308 =5 (’ﬁ’;) = L M AN + Lk <h$k>
Lembrando que
ARy = Yo Mg+ Lok My Romijie + Lo e i Rk + Lo 1 R gk
substituindo igualdade acima em

Yo h‘l?‘jAh‘?‘ temos

ij’
1 2 \2
5 = X ()
+ )k (Z Mij + 3 e Romie + ) i Ry + ZhﬁcRaﬁjk>
w,i,j k m,k m,k kg
2
= © ()" £ () + S (Dt
wigk i k wij  \mk
+ ) (Z hﬁqiRmkjk> + )N (2715(&[;]7()
a,if m,k o,i,j kB
2
= ¥ (m) + X Mkt L R
i,k w,i,jk i, km
D DR SR S T
a,ijkm B,k

Vamos calcular as parcelas da soma acima separadamente
: Xpx n+1
(i) Ea,i,j,k hi]-hkkij = Zi,j hi]' (”H)ij'

i) Yo I R = €S — cn?H2 + X g [t (°hP) )" — X, br (H*HE)*
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i) Y0 M5 Ronie = €S = 08 + Lo [t (WHPRAR)® — m Ty tr ()2 1)

ij’ mi

. 2
GQv) Yo p,ijik h‘i’;-hg(Ra/;jk = Yaplr (h“hﬁhﬁh“) — Yaplr (h“hﬁ) .

(V) 2, ptr (hHPHPR) — 2%, gtr (hPh%)? = ¥, s N (h*hP — hPR®) .

Demonstragio (i) Com o referencial adotado temos ) ; i1, = 0, Va € {n+2,---,n+p},

assim temos

Z h%hzkij = Zh?,-“hz'?éjl - Zh?jﬂ (; hZ;:;}) ¢

Ué,i,j,k i/]/k 1/]

Além disso, como nH = ¥ h};! segue que
(nH); = (hﬁrl +- +hZ,1“) L
ij

Portanto,

1
Y i = Y hi (nH);,
wijk i

Demonstracio (ii) Por (5.8), temos que

Y. KR =) hihg, (C (OOt = Omiig) — ) (hquhfi - hizﬁﬁ))
wi,jk,m wi,jk,m B
= Z h?;- %mémjéik —C Z h?;- %mtsmk&j
ai,jkm i, km
SR L LT S DT O
a,Bi,jkm o,B,i,jkm
= ¢ Z h;xmh;xm —C Z héxzhgnm + Z hf; %mhikhg
w,i,m o,i,m a,B,i,jkm
= X hh
«,B,i,j,km

E fécil ver que
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¢y, (h& ) —c Y Whd,, = cS —cn®H>.

1
o,i,m ®,i,m

Para concluir esse item basta provar as seguintes desigualdades:

Xt = X [ (100

w,B,1,5km a,B
2
Y G = Yot (hnF)
o,B,i,jk,m B

Temos, que

o (1) = & (D) = Eod
1 L

Assim,

2
)] = () (Tt ) = 3 o,
1,] m,

i,j,mk

= Z hf; Ioclmhfikh?j’

i,j,mk

Portanto,

aZ,,B: [tr (hahﬁ)r — a,ﬁ,iZj,:m,k h;.*].h,"gmhikhfj..

Vamos denotar cada elemento da matriz h*hf por (h*hP) i Entdo

2
<h“hﬁ>ij = Z h‘lxkhlfmh%rhfj

m,k,r

Logo,

2
im,jk i,m,j,k
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2
Sotr(1nP) = Y i b

a’ﬁ D‘/,B/i/m/j/k

Portanto,

Y I Rye = S — cn?H2 4 ) |t (h“hﬁ)} = Yotr (nnf).

o,i,jkm B «,B

Demonstracao (iii) Por 5.8 temos,

Z}; B R = Zk; WIS, <c (60t — k%) %;(hijhﬁ hikhf])>
(X,l,], ,m lX,l,], ,m
2
= ¥ () e T (1)
0,0, o,i,j
- ﬁzk it (o e — o)
o,B,i,jk,m
= nS—cS+ Y. MMM
o,B,i,j,k,m
o ﬁzk hzhﬁﬂhrﬁn]hfk
o,B,i,jk,m

A dltima parcela da igualdade acima pode ser escrita por

y hf;h;,hi]h,fk = Y R = (Zh”“> ( )3 hé’%%ﬁ)

,pB,i,5,km o,i,f,k,m a,i,j,m
— xpa pn+l
= nH Z hl]hmlhm] .
a,i,j,m

. apa pn+l
Agora vamos desenvolver o termo ), ; : , 1; ]hmlh m

Z hzh%zhgl = Z hkz mk n+1 Z h mh;l:zrl

,i,j,m o,i,m,k o,i,m,k

Tt ) ' = & (L (Do) )
= X ;W)?m) (h1)
0%, (1) )Z( i)

= o ()7 h).
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Ou seja,
2 1
e
ij mi'“mj

WH o W00 = Bty (1) 41

Por outro lado, vale a seguinte igualdade

17 mi mk Ckj

Sotr (BRPRPRT) = Y b B
op &, jk,m

Portanto, concluimos que

Yo MR Ryt = €nS — ¢S + X [t (hHPHPRY))® — n oy tr ( (h)? hn+l) .

ij "mi

Demonstragdo (iv) Agora vamos mostrar que

Y B Rg =Y tr <h“h/5hr’5h“> — Yt (h“hﬁ)z.
o,B,i,jk «,B w,p

Lembremos que

Rugig = X (I b — Wi ).

m

Entéo,

Y HyRag= Y hihl (Z (h?‘mhik—hi‘mhij»

a,ﬁ,i,j,k alﬁ/iljlk m
_ apbra 1B apBra 1B
= ) Mg = Y W
a,B,i,jkm o,B,i,jkm

Pode-se verificar facilmente as seguintes igualdades:

o i = Y tr (1 HPHPRY)
w,B,i,5k,m «,B
2
Y b b= Yt (1)
w,B,i,5km «,B

Portanto, o item (iv) estd provado.
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Agora, a partir das igualdades (i), (ii), (iii) e (iv), podemos escrever

AS = a%k (hf}k> + Zh”“ nH);; + ¢S — ecn”H? + g [tr (h"‘hﬁ”

N gtr (hhﬁ) +en®S — ¢S+ %tr (h“hﬁhﬁh“)

= nH Yt () 1) 4 Yt (PP ) = Yt (hhF)

B ap

podemos reescrever a expressao anterior como:

%AS = ) (hzk> Zh““ nH);; +cnS — cn®H> —nH)Y tr ((h"‘)2 h”“)

wijk xp
2
+ a[ﬁ; [tr (h“hﬁ)} +2 %tr (h“hﬁhﬁh“) 2 gtr (hhﬁ) .

Assim, pela igualdade (v), obtemos a expressdo desejada, ou seja, concluimos que:

%AS = ,x,iZ,j;k (hf;k) Zh”“ nH);; + cnS — cn® H> + aZﬁ: [tr <h"‘hﬁﬂ2

. . 2
+ §N<h“h5 hﬁh“> nH;tr((h“) h"+1).

Demonstragio (v) Pela definicdo de N, segue que:
(e ) (e )
- Dr< hahﬁ_hﬁha>( hthﬁ ~ () ))
R GEBICED)
- E () g (o)
(47)"+ Do <hﬁh“h“h‘*>
) 25 )

ap

p
Lt
P

2) tr

o

Portanto, temos que

2%, ptr (WPHhehP) — 2%, ptr (HPH®)® = ¥ 5 N (h¥hP — hR®) .
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Dos itens acima chegamos a
1 — 2 _20g2) +1 2
5058 = a%k ( f;k> +n D;hf;Hf; +c (nS n“H > nH;tr (h" (h*) >

2
+ %[tr (hhﬁ)] +a,ﬁN<h“hﬁ—hﬁh“>.

Onde N (A) = tr (AA"), para toda matriz A = [a;;] .
Recordemos que M" é uma subvariedade com vetor curvatura paralelo se V+h = 0,
onde V= é a coneccdo normal de M" em Q"7 (c) . Note que essa condigao implica em

H = |h| constante e

Y hyi=0, Vi (5.22)
k

O lema seguinte é devido a Omori e Yau

Lema 5.1.2 (Principio do maximo). Seja M" uma variedade Riemaniana completa com cur-
vatura de Ricci limitada inferiormente e seja F : M" — R uma funcio C*>—funcio também
limitada inferiormente em M". Entdo existe uma sequéncia de pontos { px} em M" tal que
lim F (py) = inf (F), lim |VF (px) | = 0e lim inf AF (pg) > 0.
k—o0 k—o0 k—o0

Lema 5.1.3. Sejam A, B : R" — R" transformacgdes lineares tais que AB — BA = 0e trA =
trB = 0. Entdo
trA2B| < %N (A) /N (B). (5.23)
O lema 5.1.3 é devido a W. Santos (ver[13])

Seja f : M" — sz (c) uma imersdo. Defina agora a aplicac¢do linear auto adjunta

et Tr,M — T,M
x +— HY%—Ax
Onde H” é a curvatura média com respeito a direcdo a de f em p, e A, é o operador
de Weingarten na diregdo «. A aplicacdo linear ¢* estd associada uma forma bilinear

simétrica T* dada por

T (x,y) = (¢" (x),y),  YxyeT,M.

Denotemos, T* (e;, ¢j) por ¢f; e a matriz (¢;) por ¢*.
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O trago de ¢* é nulo. De fato,
cpf“j = (¢" (&) ,ej> = (H"; — A,Xei,e]-> = ((H* —k¥) ei,ej> = (H* — k) 53,

logo

n n
tro* = Zcpfﬁ = Z (9" (e;),e;) = Z( — k%) é;; = nH* — Zk"‘ =0
i=1 i=1
Note como k7 é auto valor de A associado a e; entdo k§ = hf‘.(S” .Pois,
(Axej ;) = (B (ei,ef) ,ea) = g, < rswy (e;) ws (e)) e/;,ea> =4 <hiﬁjeﬁ,ea> = hf;

Como sabemos que Aye; = ki'e;, obtemos
ks = hiy = ki = h;f;.(sif
Assim,
g% = (H* — k) 6 = (H“ - h;;.aif) 5y = HSj — I

Podemos considerar o seguinte tensor simétrico

¢ = Zgbl]w wie,

o,L,f

A forma bilinear ¢ é denominada segunda forma bilinear sem trago.

Como (cp”‘)?j = Lk @iy Pyj e tr [(4)"‘)2} =Y [(4)"‘)2} _, temos que o traco de ¢ é dado
por
= ;@Xk 9 =1 ()’

1,k
Assim

(92)% = (H*6y — b8 )% = (H*65)* — 2H 6% + (h%)?.

() = Y [(He0)? — 2H G + ( ?kﬂ

ik
= n(HY)* - Y 2H"K + Z
L
:on(H’X)

= n(H%)?—2n(H")* + N (h").

tr(¢*)* = N (h*) —n (H")?
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Portanto,

9 = L tr () = SN () = 1 (H)?] = e (1) = n 5 (H) = § = b

A a\ a2
N (9%) = N (%) — n (), 52
[P = Lo N (¢%) = S — nH?,
onde ¢* denota a matriz [qbﬂ .

Teorema 5.1.4. Seja M" uma subvariedade tipo espago imersa em Q"*P (¢) com curvatura

2 denota o quadrado da

média nio nula ndo nula e fibrado normal flat (plano). Se |V>H*

norma do Hessiano de H* = 1 Y", h%, entio, a sequinte desigualdade é obtida

102 _ a2 g n(n-2) 2
S0P > —n X |VH +|¢r( =

o (e 1) bl [TV ).

Demonstragido. Uma vez que H # 0 independe do referencial, podemos escolher um

referncial mével ortonormal {e, - - -, e, 1} tal que e, 1 = % Esta escolha implica em

cpi‘1‘+1 — hZ'Jrl . Héij/

ij
N(ng ::tr@#“)azﬂ<ﬂwg2—nH2:PJOWH>—nH% (5.25)
tr (h”+1>3 = tr (47”“)3 +3HN (4>”+1> + nH?.

gr=hy, N@)=NH), azn+2, (5.26)

ASzA(WF+nH>. (5.27)

Z@%::Z%%+Zm%%:2m%+2m%
ol

w,i,] aij a,i,j a1,
= ) OiHS+) H*AH". (5.28)
a,i,j o

Uma vez que AH2 = ¥, A (H*)* = 2Y, H*AH* +2Y, | VH*|?, substituindo (5.25), (5.26),
(5.27) e (5.28) em (5.21) obtemos
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A(1gP +n?) =X ()" n (Lo
+ Y HUAHY) +enlgl —nH Y tr (9" (9)°)
+y (tnp“cpﬁ>2 + YN (¢%9F — 9Pt).

%A|¢|2+n[ZH“AH“+Z|VH“|2} - 2( l},() + 1Y @EHE +n Y HYAH® + cnlg|?

— nHY tr (¢ (9)) + 1 (tr9" <pﬁ>
+—;N@%ﬁw%)

=0

%A|<p|2 = Z(hf;-k>2+n24>f‘ij‘j+nZH”‘AH“+cn|¢\2—nHZtr (¢ (9))
- Z[tr<¢“¢5>r—nZH"‘AH“—nZWH“F

2
Como Y <h’l?;.k> > —nH?|¢|?

%AM}]Z nZ]VH“]2+nZ¢1]"‘H"‘+n (c—H2> ]cp|2

a,i,f

— nHY tr (¢" (%)) + 2 (trg" 4)5) (5.29)

Como em M" o fibrado normal é flat, portanto as matrizes "1 e h® comutam, pois,

Rupij = X (hllhi hﬁhﬁ) e as matrizes de traco nulo ¢* e ¢" ! também comutam,

para todo a. Portanto aplicando o lema 5.1.3 obtemos

Lir (971 (97)) £ = N @ F < /l—jw? (5.30)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

| Lo =~

o,i,j

Z@QZZX%Y=+M; LIV R 63D

a,i,j a,i,j
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E a desigualdade |¢|* < p Y, N? (¢*) < pYap [t (4)”‘4)/3)]2 . De fato,

i (999)]" > (g (tr¢ﬁ)2=|¢“lzl¢ﬁ|2$2[tr (¢“¢ﬁ)}2

> Y 0" PlP1P = Y [t = ZN2 —\4»!4
B o
Y [ir (00)] = v LN (¢ = ol (5.32)
v,
Note que
o] = Z o * = Ztr
Com as equagdes 5.29,5.30, 5.31 e 5.32 provamos o teorema. O

Teorema 5.1.5. Seja M" uma subvariedade tipo espaco imersa em QZHI (c) com curvatura

média paralelo. Entdo a sequinte desiqualdade é verdadeira

1 9> n(n-2)
§A|¢\2z!¢|2( by _1)H|4>\+n( —HZ)).

Demonstragio. Observe que devido as condi¢gdes deste teorema temos V+ih = 0, se
H # 0, a curvatura média H é constante e W't e h% comutam, para todo a. Como
V2H® = VH® = 0 as matrizes de traco nulo ¢"*! e ¢* comutam para todo «a.
Portanto podemos seguir exatamente o padrdo da prova do teorema 5.1.4 chegando
assim no resultado esperado.
Se H = 0, temos por (5.21) que
1 2
585 = Z];k( %)%+ cns +Zﬁ; [tr (h*hP) ] +§N(h“hﬁ — PRy,

Ias > cns+z[tr(h“hﬁ)]2.
2 L

1 2
58S > cnS-I-;N (h*).

4
De (5.32), temos Y, N%(¢*) > % -
Assim,
1 52

~AS > n§S+ —
2 p

1AS > S (cn+§)
2 p

Isto completa a prova do teorema. O
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Teorema 5.1.6. Seja M" uma subvariedade tipo espago conexa em Qzﬂj (¢c) com vetor cur-
vatura média h paralelo e curvatura seccional ndo-negativa. Se M" tem curvatura escalar
constante R, entdo M" é totalmente umbilica ou é um produto My x My X - - - X My, onde
cada M; é uma subvariedade totalmente unbilica em Q’;er (c) e os Ms sio mutuamente per-

pendiculares ao longo das intersegoes.

Demonstragido. Uma vez que o vetor cuvatura média h é paralelo e

1
> bR = SN (10 ).
,

D‘/,B/i/j/k

A partir de (5.17) temos

%AS = ZA( ) =y (hf‘) +Zh“Ah“—Z<h§;)2

rx A, o,i,fk ®,i,] a,i,j
+ 5 ZN (h"‘hﬁ — hﬁhac) + Z hf;h]memzjk + Z hzjhmemkjk- (5.33)
B o,i,f,k,m ,i,5,k,m

Em seguida, vamos obter uma estimativa pontual para os dois tltimos termos. Para
« fixo, seja A* um autovalor de h*, isto €, h"‘ /\"‘51], e denote por inf K o infimo das

curvaturas seccionais em um ponto p de M". Entdo

(Z hl] km m1]k+ Z ij amz mkjk) = 2 Z A?éij/\loéékamijk

i,jk,m i,jk,m i,jk,m
+ 2 ) AfSijAnbmiRukik
i,jk,m
= 2 ZA?AﬁRkiik +2Y (A% R
x i
(—2A7A%) Rigix + 2 Z (A%)” Rigix

( 2AA%) Rikik

Evll?v[]N

+ L [007+ (7] Raae

i,k
= Y (A = A)” Rikix
ik
> (infK) Y (AY — A%)? (5.34)

i,k

Temos que
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9307 = 002t 00— ()2 (5) 54) + (1)’
= ; (MY = A%)? = g (h;’;gij)2 B ZZ (h?;yj> ( ]‘i‘j(Skj) n Zk (h,‘;‘].(skf)z

— nZ(hgg)z—zZ(h;?;); +n2 2 = nuN (h*) — 2n>H?

+nN (K%)= 20N (h%) — 262 (HY)2 =2n< (h) = (H*)?)

= 2nN(¢Y).
ouja,
YL (AF = Af)* = 20N (9"
ik
Assim,
Y B Ruie + Y, B Ry > 1 (inf K) N (¢%) = n (inf K) |¢|*. (5.35)
i,jk,m i,jk,m

Uma vez que h é paralelo, temos H constante, portanto, de 5.10 podemos ver que
S = R+ n?H? — cn (n — 1) também é constante, assim AS = 0.
Como Ri]-l-j > 0, de 5.35 e 5.35, temos

o:%Asz y ( ;-’;-k) +n (infK) |p2 + = ZN(h“hﬁ hﬁh”‘> (5.36)

w,i,jk «,B
Acontece que;

(i) h*hP = hPh* Va, B, assim o fibrado normal de M" é flat (plano). Portanto, as

matrizes h* sdo simultaneamente diagonalizaveis;

(i) K ik =0 Vi,j, k assim a segunda forma fundamental B é paralela. Em particular,

A% é constante para todo i e todo «.

De i, ii, 5.33 e 5.34, podemos escrever 0 = Y, (A% — A,‘i‘)zRiﬁj e, uma vez que
Rjjij 2 0, teremos (/\‘1" — A,”(‘)Z Rjjij = 0. Consequentemente podemos aplicar o método de
Ishihara (veja [8], lemas 5.1, 5.2 e Teorema 1.3]) e concluir que M" é totalmente umbilica
ou o produto M; x My X - -- x My, tem algum subvariedade M; totalmente umbilica
em Q'ﬁp (c) e os Mls sdo mutuamente perpendiculares terminando assim a prova

desse Teorema O]
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Teorema 5.1.7. Seja M" uma subvariedade tipo espago conexa em Qzﬂj (¢c) com vetor cur-

vatura média paralelo. Se sup K denota a fungio que associa cada ponto de M" ao supremo

da curvatura seccional nesse ponto, existe uma constante B (c,n,p, H) tal que se sup K <

B (c,n, p, H), entio:

(i) n = 2 e M? é totalmente umbilica o,

(ii) n > 3 e M" totalmente geodésica.

Demonstracdo. Temos de 5.17
AR 2 Yo Wi Romitj + Lo e Wiy Rk

Assim,
1A|¢’2 = 3AS = Etxz] haAha
1AS > Zmz]m k h“h Rmzk] + szz] m,k hl]hlmRmkjk
Na prova do teorema 5.1.4 foi usada a seguinte desigualdade
2 nn-2
L MR+ L R 2 9P ("’” 22 )
w,i,5,mk o,i,j,m,k n(n_l)
+n <c — H2>> .
De 5.35 podemos observar a seguinte desigualdade

Z h“ kamz]k + Z hz]hmszkjk <n (sup K) N (4)“) =n (sup K) |‘P|2

o,i,fk,m o,i,fk,m

é facil ver que

1
548 > (1—a>< > i R+ ) Hijh,R mkfk)

D(,i,j,k m 129 i/j/krm
x X0
+ El( Z h kam1]k+ 2 hzjhmszkjk> .
o,i,j,k,m o,i,fk,m

Lembrando que h é paralelo, de 5.37, 5.38, € 5.39 se a > 1, temos que

1., ., 1
Z - > _
SAl¢l 588 2 (1—a) (n(supK) |4>|)

9> n(n-2)
+ a\cp|2< ) mH\(ﬂ—kn( —H2>>

g (920D (1)

:

(5.37)

(5.38)

(5.39)

) (5.40)
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1

V1+pP

Consideremos a fungao diferenciavel positiva F : M" — R dfinida por F =

o (V]g]?)?

2
Vigl = |VF

VF = — ,
2(VITIPR) 4(1+]¢2)°

20192 (VITT9P) ~3VIgl2y/T+ [gPVIgl?
+(VIFI9R)
200pP (VITIPR) -3 (VIgl)’
+(VITIgR)
BWE(VIERR) s (v’
2(VIFWF) o (VIFRE)
B 3(VIeP)
2(ViFoR)  a(VItTor)

AF = V?F=—

PAF — b | sle . 3(VIeP)
VIHRE 2 (yTar)T 4 (viTieR)
AP 3(VIeP)
4 6
2(VITRPR)  4(VITior)
AR 3(VIeP)
2(1+[¢12)*  4(1+[g)°
Algl®

= ——— " +3|VF]*
2(1+g[?)

ou seja,
2\ 2
|VP|2 — (V|(P| ) 5
41+ [oP)

2
FAF = —%2 +3|VE% (5.42)
2(1+¢f?)

Das propriedades do Laplaciano, temos

2 2
_ DO g s = B0
2(1+g[?) 2(1+|¢f?)

(5.41)

—FAF + 3|VF]? =
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Pelo teorema 5.1.4 e por 5.42, temos

2 2
_FAF+3|VE2 > ¢ (M" _ (=2 ey —H2> 5.43
HAVER 2 e | el (e 1) ) 6

Seja /\?Jrl um autovalor de 11, Por 5.9 podemos ver que
Ric(ej) = Rjy=c(n—1) (Z h”“) hitt Z (h”“)
= c(n—1)—nHh' + Z <h”+1>

= c(n—1)—nHA'"! + <)L”+1>

2 2H2 2H2
— _ n—i—l n+1
= c(n—1)—nHA (/\ ) 1
H 2 2H2
Ric(e,'):c(n—l)—k()t?ﬂ—%) _n4 .

2H2
Portanto, Ric (e;) > c(n—1) —

, ou seja a curvatura de Ricc de M" é limitada
inferiormente. Dessa forma temos as condigdes para aplicar o Lema 5.1.2 na funcéo F.

Assim, é possivel encontrar uma sequéncia de pontos {px} em M" tal que

lim F(pg) =infF,  lim [p] (pi) = sup 4| = (sup |¢])%

lim |VF (px)| =0, lim inf AF (pg) > 0. (5.44)
k—o0 k—o00
substituindo 5.44 em 5.43, obtemos

(sup|¢])’ 2 <(Sup‘¢|)2 1 ), Hsup|4’\+”(C_H2)> =0
2(1+ uplg?) \ P V0D

com isso mostramos que sup |¢| < co. Portanto, podemos aplicar o Lema 5.1.2 na

funcao |¢|? obtendo assim uma sequéncias de pontos {p;} em M" tal que
. 2
lim [¢f* (px) = sup [9]* = (sup |9])7,
lim |V|¢]*| =0,
k—oo
klim sup Al¢|* (pr) < 0. (5.45)
—00

Através da aplicacdo de desigualdade (5.40) no py, tomando o limite, e usando (5.45)

obtemos
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0> LI Alp|? >
> 75 im sup Alg[* >

2
(sup 4] ((S“Pp"f’” - D Hsup gl e 1y (1) supKD .
(5.46)

2 —2 1—
Resolvendo a equagdo T MHX +n {c — H? + <_a) supK} , obtemos
p nn-—1) a

‘= [n(n—Z)H 4 aHz[p(n—2)2+4(n—1)]—4(n—1)[ac+(1—a)supl<]] 4
>

\/n(n—1) " pna(n—1)

Facamos

B(c,np H) = 4(51—1;1(11—1) <4c(n—1)— [p(n—2)2+4(n—1)} H2>.

Se supK < B (c,n, p, H) teremos

(sup|¢])®  n(n—2)
p nn-—1)

Hsup |¢p| +n {C—Hz—l— (?) supK} >0,

pois A < 0. A igualdade s6 é obtida se supK = B (¢,n,p, H) e sup |¢p| = Zn(:(—i_iz—)lfj
Assim, se supK < B (c,n, p, H), de 5.46 conclui-se que sup |¢| = 0 e M" é totalmente
umbilica.

Sesup K = B (¢, n, p, H), podemos supor que M" ndo é totalmente umbilica. Primeiro

vamos provar que p = 1. Note que

2 ((sup|g))®  n(n—2) l—a _
(sup]gb|)< ; — n(n_l)Hsup|q>\+n{c—H2+(T>supK})—O

mostra todas as estimativas usadas para fazer 546 se tornar uma igualdade. Mais

precisamente 5.30 e 5.32 podem ser escritas como

VN (@ )[9]> = |9, (5.47)

pl* =pY N*(¢"). (5.48)
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Por 5.45, podemos chegar a uma sequéncia {py} em M" tal que

lim N (¢") (px) = C%, a>n+1 (5.49)

k—o0

De 5.47, temos em py

lim (\/ () r¢|2)—hm|¢\3:» G (sup |p])? = (suplg])?.  (5.50)

Uma vez que sup |¢| > 0, podemos ver que em py, temos

ol (sup |4)|)2 = sup |¢|2 _ supZtr (4)01)2 _ Zsup tr (")
= ZsupN Z 11m N (¢%) (p) = Y C*. (5.51)

Ouseja, C* =0, paraa > n + 2.
Por 5.48 e 5.51 temos em py que

lim |p|* = lim p ¥, N2 (¢*) = p (C™1)* = p (sup|¢])*,

k—o0

Como klim p|* = (sup |¢|)*, vemos facilmente que p = 1.
—00
Em seguida, vamos provar que sup K = 0. Como / é paralelo e mantém a igualdade

em (5.38) e (5.39), chegamos a

0 = lim sup JA[p[? (pr) = lim sup 3AS (p) = n(sup K) (sup [¢[*) =
nsup K (sup [¢]).
Portanto, sup K = 0.

Agora estamos em condi¢des de provar que M" é totalmente umbilica. Observa-se

que supK = 0 e p = 1 implicando em

0=supK=B(c,npH 4c (n—1) —nH?).

a
)= 4(a—1)(n—1) (
4c(n—1)
)
e pelo teorema 1.5, M" é totalmente geodésica. No caso ¢ = 1, de acordo com Mon-

Portanto H? = , 0 que ndo ocorre quando ¢ < 0. Se ¢ = 0, M" é méxima
tiel (cf., [10,Proposigdo 2]), M" é uma hipersuperficie totalmente umbilica ou n > 2
e o supremo da curvatura escalar de M" é igual a (n — 2)2. Como M" nao é total-
mente umbilica, podemos concluir que o supremo da curvatura escalar de M" é igual a
(n—2)%0 que contradiz o fato de que sup K = 0. Portanto, M" é totalmente umbilica.

Como a é arbitrario, tendo o limite 2 — oo em
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supK < B(c,n,p, H) = 4(a_1;1(n_1) (4c(n—1)— [p(n—2)2—|—4(n—1)] H2>

Temos

supK < B(c,n,p,H) = ﬁ (40 (n—1)— [p (n—2)2+4(n—1)] H2>.

Além disso, uma vez que M" é totalmente umbilica, se n > 3 temos

(sup|gp])® _ _n(n=2) ) B o
p \/n(nl)HsuP|<P|+”[ - H +( )supK} 0=supK=c—H

Logo,
c—H>=supK < ; T )(40( 1)—[}7(”—2)2—{—4(71—1)}1-12),

n—2)2+4(n—1)]

c—H><c- il A(n—1)

e PRl e < g2 s p (-2 <0

Isso implica que H = 0 mostranto assim que M" é totalmente geodésica. Encerrando

finalmente a prova do teorema. O

Teorema 5.1.8. Seja M" uma subvariedade tipo espaco pseudo-umbilica e conexaem QL 7 (c).

Suponha que:
() c=1e0< H?*<1ou,
(ii) CS0,0SHzgoo,pgneRZO.

Entdo M" é totalmente geodésica.

Demonstragio. Denote por (,) o produto escalar em Qgﬂo (c). Uma subvariedade M"

em Qzﬂj (c) é chamada pseudo-umbilica, se existe uma fun¢do A em M" tal que
(B(X,Y),h) = A(X,Y), (552)

para quaisquer campos de vetores X, Y em M".

Lembrando que:

1
—aL (Zh?z) ex = Henyr
[ i

Y) =Y hwi (X) w; (Y) eq

w,k,l
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Logo
<B (el., e]-) ,h> = <B (ei, e]-) , Hen+1>
= <Zh?zwk (ei) wi (¢f) ew, H6n+1>
okl
1
= h?j* H
De 5.52 temos,
<B (61', 6]) ,H€n+1> = /\51']'
Portanto,
Ao =hi T H = ) A6 =) hiTH
ij ij
= nA=Y hi"H
ii
1
= A=_) B"H=H
ii
Assim,
Ty _ _ 2 1_
hZ-_'_ H = )\(51']' =H (51']' = h?]—i— = Héij
Ou seja,
(B (eivej), Hensn) = HETUH, KL = Hy

De 5.24 obtemos

N (¢n+1) =0 € |¢|2 = Yasnt2 N (h").
(B (eire;) , Henr1) = W™ H,  hi™! = Hyy
N (¢n+1) =0 e |¢’2 = Za2n+2N (h“) :

De 5.18, 5.19 e 5.53 chega-se a

(5.53)

1 +1 +1 2 +1pgn+1 +1 2 2 2172
PN (1) = D () e D e (1) e
1, L]

ijk
3 2 212
— nHtr (h"“) +ﬁ§+2 [tr (h““hﬁﬂ + {tr (h”“) }
o Nl t) 2 2 (i) g
N () 2 2 () e E 53
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Paraa > n+2, e por 5.20 e 5.53, temos

1 2
A X NG = % (h) +n S hHS + nelgl
a>n+2 a>n+2,i,7,k i,j
Y N(ERP )+ Y R,
a>n+2,8 a>n+2,1,j,m
o 2 o 2 (1,0 2 2
>y (W) Hi+ X N2()+n(c—H) gl
a>n+2,i,7,k a>n+2
1 o o 2 o 2 (1,0 2 2
A Y NWY = Y (hy) Hi+ LN +n(c—H) 9P (555)
a>n+2 a>n+2,i,7,k a>n+2

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz

[;N(h"‘)r — ;N(h“);N(h"‘)zN(h””);N(h“)
+ N (F) LN (B 4+ N (W) TN (h)
— ;N (h”+;) N (h*) + ;N (h””’) N (Di;“)
£ N (RPN () < YN ()N ()
+ ;N(;"‘)N(h“)Jr---+);13(h“)N(ha)

= (p-DLN ).

ou seja,
2
1 1
N2> — YN | = ——|¢|* (5.56)
Iz [Eve)| <L

Combinando 5.56 com 5.54 e 5.55 teremos

Ias = 1A (N(h"+1))+1A ICGIEDY (h“ )2

2 ) 2 = £ ijk

a>n+2 w,i,fk

1
+ ) hHj + 9P (n (c - HZ) + ﬁ|¢|2> .
vl

1 2 1
588> )] ( ';;k) +n Y HGH + |¢) (n (c - H2> + FW) : (5.57)
w,i,jk 1,]
Além disso, devido a (5.53), pode ser facilmente verificado que
« )’ WLHY: > ) 4 nHAH
B ( ijk> +n ) WHj > Z( ijk > +n
w,i,jk a,i] ij,k

= n (|VH|2+HAH> - %nAHz.
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)3 ( ?}k) +”Zh"‘H"‘ > nAH2 (5.58)
o,i,fk

As férmulas (5.57) e (5.58) implicam em

%A|¢|2 - %A (S—nHZ)Z|<P|2 {n (c—H2)+ﬁl¢lzl

1
> 2 _ 2 2|
> gf 0 (e —sup ) + 5 1oP]
SAIpP > 191 |n (e —sup H?) + g2 5:59)
2 - p—1
Seja )\?H um autovalor de h"1. Na prova do teorema anterior mostramos a seguinte
igualdade
H 2H?
Ric(e)) = (A = Z22 4 c(n—1) - ==,
2 4
por (5.53) temos

H = A?“ = Ric(e;) = (n—1)(c — H?). Portanto H? < o0, e a curvatura de Ricci é
limitada inferiormente, portanto podemos usar o mesmo argumento usado no teorema
anterior para obtermos a sequéncia de pontos P, em M" satisfazendo (5.45)

Aplicando a desigualdade (5.59) em P, e tomando o limite em (5.45) obtemos

0> (sup | ¢ P)lnlc — supH?) + = (sup | ¢ [2)]. (5.60)

Se ¢ = 1, teremos supH? < 1, (5.60) mostra que sup | ¢ |= 0, protanto M" é totalmente
umbilica.

Sec<0,parap <n,0<R=mn(n—1)(c—H?)+ | ¢ |*>de (5.60) obtemos

| 2

0> |‘P|2[n( S (e H24 [ p ]2 > |
p - —

4
(R+ |9 [2) = L"i’l. .61)

—_

De (5.61), podemos deduzir que sup | ¢ |= 0. O
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