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MESTRADO EM MATEMÁTICA

FABIANO PABLO LISBOA PEREIRA

Algumas Aplicações de Fórmulas Tipo Simons para
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Programa de Pós-Graduação em Matemática da
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do Professor Doutor Maxwell Mariano de Bar-

ros.

São Luı́s

2013



FABIANO PABLO LISBOA PEREIRA

Algumas Aplicações de Fórmulas Tipo Simons para
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me acompanha e me da mais forças para continuar em meus projetos.

Agradeço aos meus amigos e a todos os meus professores, que sem os quais não

seria possı́vel chegar onde cheguei.



RESUMO

Neste trabalho obtemos uma desigualdade tipo Simons para o tensor

φ = ∑α,i,j φα
ijwiwjeα, onde φα

ij = hα
ij − Hαδij

e vamos aplicá-la, a fim de obter alguns resultados que caracterizam subvariedades

umbı́licas em uma forma espacial semi-Riemanniana.

Palavras-chave: Imersão tipo-espaço, Formas espaciais, Vetor curvatura média, Imersão

umbı́lica, Fórmulas tipo Simons, Imersão totalmente geodésica.



ABSTRACT

In this paper we obtain an inequality for the tensor type Simons

φ = ∑α,i,j φα
ijwiwjeα, onde φα

ij = hα
ij − Hαδij

and we apply it in order to get some results that characterize submanifolds umbı́licas

in a semi-Riemannian space form.

Keywords: Immersion Type-Space, Shapes spatial, Mean curvature vector, Immer-

sion umbı́lica, Simons type formulas, totally geodesic immersion.
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Capı́tulo 1

INTRODUÇÃO

Seja Sn(r) uma esfera n-dimensional em Rn+1 com raio r e seja Mn uma subva-

riedade mı́nima imersa em Sn+1(1). Denote por B a segunda forma fundamental da

imersão e por S o quadrado da segunda forma fundamental. Em seu trabalho pioneiro

[12] J. Simons prova a seguinte inequação para o laplaciano de S:

1
2

∆S ≥ S
(

n−
(

2− 1
p

)
S
)

. (1.1)

Como uma aplicação de (1.1), Simons [12] obteve o seguinte resultado:

Teorema 1.0.1. Seja Mn uma subvariedade mı́nima fechada de Sn+p(1). Então Mn é total-

mente geodésica, ou S = n
2− 1

p
, ou sup S > n

2− 1
p
.

Mais tarde S.S. Chern, M. do Carmo e S. Kobayashi, em um famoso paper [7], ob-

tiveram uma desigualdade mais geral para ∆S e determinaram todas as subvariedades

mı́nimas de Sn+p(1) satisfazendo S = n
2− 1

p
. Mais precisamente, eles provaram os

seguintes resultados:

Teorema 1.0.2. Seja Mn uma subvariedade mı́nima imersa em um espaço (n+p)-dimensional

de curvatura constante, então

1
2

∆S ≥ S
(

nc−
(

2− 1
p

)
S
)

.

Teorema 1.0.3. Seja Mn uma subvariedade mı́nima de Sn+p(1). Assuma que S ≤ n
2− 1

p
, então:

(i) S = 0 (e Mn é totalmente geodésica) ou S = n
2− 1

p
.

(ii) S = n
2− 1

p
se somente se:

(a) p = 1 e Mn é localmente um toro de Clifford Sk
(√

k
n

)
× Sn−k

(√
n−k

n

)
(b) p = n = 2 e M2 é localmente uma superfı́cie Veronese em S4(1).
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Para o caso de subvariedades Mn de Sn+p(1) com vetor curvatura média não nulo

é conveniente modificarmos a segunda forma fundamental B e introduzirmos o tensor

modificado φ = B− Hg, onde H =| h | é a curvatura média e g é a métrica induzida

em Mn. Se p = 1, H. Alencar e M. do Carmo [2] obtiveram a seguinte desigualdade

para ∆ | φ |2

1
2

∆ | φ |2≥| φ |2
(

n(1 + H2)− n(n− 2)√
n(n− 1)

H | φ | − | φ |2
)

. (1.2)

Para cada H ≥ 0, considere pH(x) = x2 + n(n−2)√
n(n−1)

Hx−n(1+ H2) e seja BH o quadrado

da raiz positiva de pH(x). Por (1.2), Alencar e do Carmo [2] também mostram o

seguinte resultado

Teorema 1.0.4. Seja Mn uma hipersuperfı́cie de Sn+1(1) com curvatura média H constante.

Assuma que | φ |2≤ BH, então

(i) Ou |φ|2 = 0 (e Mn é totalmente umbı́lica) ou |φ|2 = BH.

(ii) |φ|2 = BH se somente se:

(a) H = 0 e Mn é localmente um toro de Clifford.

(b) H 6= 0, n ≥ 3, e Mn é localmente um produto em Sn−1 (r)× S1(
√

1− r2), com

r2 < n−1
n .

(c) H 6= 0, n = 2, e M2 é localmente um produto em S1 (r)× S1(
√

1− r2), 0 < r2 <

1, r2 6= 1
2 .

Seja R
n+p
p um espaço vetorial (n+p)-dimensional com produto interno de ı́ndice p

dado por 〈x, y〉 = −∑
p
i=1 xiyj + ∑

n+p
j=p+1 xiyj, existe um sistema de coordenadas natural

x = (x1, x2, · · ·, xn+p) em R
n+p
p . R

n+p
p é chamado de semi-espaço Euclidiano, esse

espaço tem curvatura constante c = 0. Podemos definir as seguintes variedade semi-

Riemanianas:

S
n+p
p (c) =

{
(x1, x2, · · ·, xn+p+1) ∈ R

n+p+1
p

/
−

p

∑
i=1

x2
i +

n+p+1

∑
j=p+1

x2
j =

1
c

}
;

H
n+p
p (c) =

{
(x1, x2, · · ·, xn+p+1) ∈ R

n+p+1
p+1

/
−

p+1

∑
i=1

x2
i +

n+p+1

∑
j=p+2

x2
j = −

1
c

}
.
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onde para a primeira variedade acima temos c > 0 e para a segunda c < 0.

A partir de agora Qn+p
p (c) denotará os três espaços, vistos como variedades semi-

Riemaniana completas de ı́ndice p e curvatura constante c. S
n+p
p (c) e H

n+p
p (c) são

chamados de semi-esfera e semi-espaço hiperbólico, respectivamente. Seja Mn uma

subvariedade tipo espaço (veja capı́tulo 5) de Qn+p
p (c) com vetor curvatura média h.

Então Mn é máxima, isto é, h = 0. Ishihara [8] mostra a seguinte desigualdade para S

1
2

∆S ≥ S
(

nc +
S
p

)
Ishihara [8] prova e mostra os seguintes resultados:

Teorema 1.0.5. Seja Mn uma subvariedade tipo-espaço completa imersa em Qn+p
p (c), c ≥ 0.

Se Mn é máxima, então Mn é totalmente geodésica.

Teorema 1.0.6. Seja Mn uma subvariedade tipo-espaço completa imersa em Qn+p
p (c), c < 0.

Se Mn é máxima, então 0 ≤ S ≤ −npc.

Seja Mn uma hipersuperfı́cie tipo espaço de Qn+1
p (c) com vetor curvatura média

constante H, no caso Riemaniano, é conveniente considerar o tensor φ. De acordo com

Montiel [10], para Mn imersa em Sn+1
1 (1), temos

1
2

∆|φ|2 ≥ |φ|2
(
|φ|2 − n(n− 2)√

n(n− 1)
H|φ|+ n(1− H2)

)

Nesta dissertação, vamos usar algumas desigualdade do laplaciano do quadrado

da norma do tensor φ, que serão usadas para provar teoremas de caracterização de sub-

variedades tipo espaço imersas em formas espaciais. Tais desigualdades são chamadas

de desigualdades tipo Simons. Este trabalho basea-se em resultados obtidos por Chaves

R.M.B e Sousa Jr.L.A.M [1].
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Capı́tulo 2

PRELIMINARES

2.1 Variedades Diferenciáveis

Seja M um espaço topológico. Um sistema de coordenadas locais ou carta local em M é um

homeomorfismo ϕ : U → ϕ (U) de um subconjunto aberto U ⊂ M sobre um aberto

ϕ (U) ⊂ Rm. Dizemos que m é adimensão de ϕ : U → ϕ (U).

Para cada p ∈ U tem-se ϕ (p) = (ϕ1 (p) , ϕ2 (p) , . . . , ϕm (p)). Os números ϕi (p),

i = 1, . . . , m, são chamados as coordenadas do ponto p ∈ U no sistema ϕ.

Um atlas de dimensão m é uma coleção U de sistemas de coordenadas locais ϕ :

U → ϕ (U) em M, cujos domı́nios U dos sistemas de coordenadas cobrem M. Os

domı́nios U dos sistemas de coordenadas ϕ ∈ U são chamados vizinhanças coorder-

nadas de U.

Um espaço topológico M no qual existe um atlas de dimesão m chama-se variedade

topológica de dimensão m. Em outras palavras, M é uma variedade topológica de di-

mensão m se, e somente se, cada ponto de M tem uma vizinhança homeomorfa a um

aberto do Rm.

Dados dois sistemas de coordenadas locais ϕ : U → ϕ (U) e β : V → β (V) no

espaço topológico de dimensão m, tais que U ∩ V 6= Ø, cada ponto p ∈ U ∩ V tem

coordenada ϕi = ϕi (p) no sistema ϕ e coordenadas βi = βi (p) relativo ao sistema β.

A correspondência (ϕ1 (p) , ϕ2 (p) , . . . , ϕm (p))↔ (β1 (p) , β2 (p) , . . . , βm (p)) esta-

belece um homeomorfismo Ψϕβ = ϕ ◦ β : ϕ (U ∩V) → β (U ∩V)que é chamado de

mudança de coordenadas. Se z : W → Rm é outro sistema de coordenadas locais tal que

U ∩ V ∩W 6= Ø então Ψϕz = Ψβz ◦ Ψϕβ : ϕ (U ∩V ∩W) → (U ∩V ∩W). Tem-se

Ψϕϕ = idϕ(U) e Ψϕβ =
(
Ψϕβ

)−1.

Um atlas U sobre o espaço topológico M diz-se diferenciavel de classe Ck (k ≥ 1), se

todas as mudanças de coordenadas Ψϕβ, com ϕ, β ∈ U são aplicações de classe Ck. Em

particular, se escrevemos

Ψϕβ : (ϕ1 (p) , ϕ2 (p) , . . . , ϕm (p))↔ (β1 (p) , β2 (p) , . . . , βm (p))
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então o determinante jacobiano det
(

∂ϕi

∂βi

)
é não nulo em todo ponto de ϕ (U ∩V).

Seja U um atlas de demensão m e classe Ck num espaço topológico M. Um sistema

de coordenadas ϕ : U → ϕ (U) diz-se admissı́vel relativamente ao atlas U se, para todo

sistema de coordenadas β : U → β (U), pertencente a U, com U ∩ V 6= Ø, a mudança

de coordenadas Ψϕβ é um difeomorfismo de classe Ck. Dizemos que os sistemas ϕ :

U → ϕ (U) e β : U → β (U) são compatı́veis.

Um atlas U, de dimensão m e de classe Ck em M, diz-se máximo quando contém

todos os sistemas de coordenadas locais admissı́veis em relação a U. Todo atlas de

classe Ck em M está contido em um único atlas máximo de classe Ck. De fato, seja A

um atlas em M de dimensão m. Se U é o conjunto de todos os sistemas de coordenadas

de classe Ck m-dimensionais em M tal que cada sistema em U é compatı́vel com cada

sistema em A.

1. U é obviamente um atlas (isso por definição)

2. Temos que mostra que U é máximo.

Para isso basta mostrar que dados dois sistemas de coordenadas quaisquer ϕ,β em

U numa vizinhaça de um ponto p ∈ M que pertença à intersecção dos domı́nios desses

sistemas de coordenadas, são compatı́veis. Consideremos um atlas máximo Γ em M e

seja ξ ∈ Γ tal que seu domı́nio esteja contido em (β (p))−1 . A composição
(

ϕ ◦ ξ−1) ◦(
ξ ◦ β−1) é diferenciável, pois trata-se de uma composição de aplicações diferenciáveis.

Logo ϕ ◦ β−1 é diferenciável numa vizinhaça de p, analogamente prova-se que ϕ−1 ◦ β

é diferenciável. Portanto U é máximo.

3. U é único. Como ξ é compatı́vel com ϕ,β quaisquer numa vizinhaça de p, então

ξ ∈ U ⊃ A, assim Γ ⊂ U. Mas com Γ é máximo temos que Γ ⊃ U e portanto,

Γ = U, finalmente provando a unicidade.

Definição 2.1.1. Uma variedade diferenciável, de dimensão m e classe Ck é um par (M,U)

onde M é um espaço topológico de Hausdorff, com base enumerável e U é um atlas

máximo de dimensão m de classe Ck sobre M. As vezes dizemos que U é uma estrutura

diferenciável de M.
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A exigência de que o atlas seja máximo não é essecencial mas é conveniente. Em

outros contextos admitem-se veriedades não-hausdorff ou sem base enumerável. Note

que para todo r ≤ k, uma variedade de classe Ck pode ser olhada como uma variedade

de classe Cr, pois qualquer atlas de classe Ck está contido em um único atlas de classe

Cr.

Exemplo 2.1.2 (Os espaços Euclidianos). Consideremos em Rm o atlas U contendo o

único sistema de coordenadas ϕ = id : Rm→ Rm. É claro que U é uma atlas de classe

C∞ e de dimensão m em Rm. Para cada k = 0, 1, 2, . . . ∞ seja Uk o atlas máximo de classe

Ck em Rm que contem U. O par (Rm,Uk) é uma variedade de dimensão m e classe Ck.

De agora em diante, indicaremos uma variedade de dimensão m apenas por Mm

ou simplesmente M.

Definição 2.1.3. Sejam Mm uma variedade diferenciável e U ⊂ M uma vizinhança

aberta de p. Uma função f : M → R é diferenciável em p ∈ U se dado um sistema de

coordenadas ϕ : U ⊂ M → R, a função f ◦ ϕ−1 : ϕ (U) ⊂ R → R é diferenciável em

p. A função f : M → R é diferenciável em M se for diferenciável em todos os pontos

de M. Vamos denotar o conjunto de todas as funções diferenciáveis de M por F (M).

Definição 2.1.4. Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis. Uma aplicação φ : Mm →

Nn é diferenciável em p ∈ M se dado um sistema de coordenadas β : V ⊂ N → Rmem

φ (p) existe um sistema de coordenadas ϕ : U ⊂ M→ Rm em p tal que φ
(

ϕ−1 (U)
)
⊂

(β (V))−1 e aplicação

β ◦ φ ◦ ϕ−1 : U ⊂ Rm → V ⊂ Rn (2.1)

é diferenciável em ϕ−1 (p).

Dizemos que φ é diferenciável em um aberto de M se é diferenciável em todos os

pontos desse aberto. A aplicação (2.1) é chamada a expressão de φ nas coordenadas ϕ e

β. As definições independem da escolha do sistema de coordenadas.

2.2 Vetores tangentes

Definição 2.2.1. Seja p um ponto na variedade M. Um vetor tangente a M em p é uma

função de valores reais v : F (M)→ R que é

1. R-linear: v (a f + bg) = av ( f ) + bv (g), e
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2. Leibniziniana: v ( f g) = v ( f ) g (p)+ f (p) v (g) para todo a, b ∈ R e f , g ∈ F (M).

Para cada ponto p ∈ M, o conjunto de todos os vetores tangentes a M em p será

denotado por TpM.

As definições usuais de adição de funções e multiplicação por escalar fazem do TpM

um espaço vetorial sobre o conjunto dos números reais. (v + w) ( f ) = v ( f ) + v ( f )

(av) ( f ) = av ( f ) para todo f ∈ F (M) e a ∈ R e TpM é chamado de espaço tangente a

M em p.

Definição 2.2.2. Seja ξ = (x1, x2, . . . , xm) um sistema de coordenadas para p ∈ M. Se

f ∈ F (M), então ∂ f
∂xi

(p) =
∂( f ◦ξ−1)

∂ui
(ξ (p)), (1 ≤ i ≤ m) onde u1, u2, . . . , um são funções

coordenadas do Rm. A seguinte função

∂i |p=
∂

∂xi
: F (M)→ R

associa cada função f ∈ F (M) ao número real ∂ f
∂xi

(p), e este é um vetor tangente

a M em p. Podemos imaginar ∂i |p como sendo o vetor tangente da i-ézima curva

coordenada passando por p.

Lema 2.2.3. Seja v ∈ TpM.

1. Se f , g ∈ F (M) são iguais numa vizinhança de p, então v ( f ) = v (g).

2. Se h ∈ F (M) é constante numa vizinhança de p, então v (h) = 0.

Demonstração. 1. Sejam f , g ∈ F (M), tais que f (U) = g (U) , onde U é uma vizinhança

de p ∈ M. Considere h = f g, então em U temos: v (h) = v ( f ) g + v (g) f , por

outro lado temos que v (h) = 2 f v ( f ). Portanto, 2v ( f ) = v ( f ) + v (g)⇒ v ( f ) =

v (g).

2. Seja f ∈ F (M) tal que em U, f (U) = 1, então v ( f (U)) = v (1) = v (1 � 1) =

v (1) 1 + 1v (1) = 2v (1). Portanto v (1) = 0.

Agora consideremos h ∈ F (M), tal que em U, h (U) = c, onde c é uma constante,

então v (h) = v (c) = v (c � 1) = cv (1) = 0.

Teorema 2.2.4. Se ξ (x1, x2, . . . , xm) um sistema de coordenadas de M em p, então os vetores

coordenados ∂1 |p, ∂2 |p, . . . , ∂m |p formam uma base do espaço TpM, e v =
m

∑
i

v (xi) ∂i |p

para todo v ∈ TpM.
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Demonstração. Podemos trabalhar apenas numa vizinhança coordenada U de ξ.

Uma vez que v (c) = 0 sem perda de generalidade podemos assumir que ξ (p) =

0 ∈ R. Escolhendo se necessário U de modo que ξ (U) = {q ∈ Rm : | q |< ε}para algum

ε > 0.

Seja g uma função diferenciável em ξ (U) tal que, para cada 1 ≤ i ≤ m definimos

gi (q) =
∫ 1

0
∂g
∂ui

(tq) dt para todo q ∈ ξ (U).

Mostra-se pelo teorema fundamental do cálculo que g = g (0) + ∑ giui em ξ (U).

Assim se f ∈ F (M), podemos fazer g = f ◦ ξ−1, então f = f (p) + ∑ fixi em U.

Aplicando v em f , temos

v ( f ) = 0 + ∑ v ( fi) xi (p) + ∑ fi (p) v (xi) = ∑
∂ f
∂xi

(p) v (xi) .

Isto vale para toda f ∈ F (M).

Então os vetores tangentes v e ∑m
i v (xi) ∂i |p são iguais.

Resta mostramos que os vetores ∂i |p são linearmente independentes. Mais se

∑m
i ai∂i |p= 0, então aplicando em xi, temos 0 = ∑ ai

∂xj
∂xi

(p) = ai.

Em particular, a dimensão (espaço vetorial) de TpM é a mesma dimensão de M.

Definição 2.2.5. Seja φ : M → N uma aplicação diferenciável. Em cada ponto p ∈ M

a função dφ : TpM → TφpN que associa o vetor v ∈ TpM ao vetor vφ = dφp(v)(g) ∈

Tφ(p)N, onde g ∈ F (N), é chamada diferencial da função φ em p. Assim dφ é caracteri-

zada pela equação dφp (v) (g) = v (g ◦ φ) para todo v ∈ TpM e g ∈ F (N).

Mostra-se que a diferencial de uma aplicação é linear.

Lema 2.2.6. Seja φ : M→ N uma função diferenciável. Se ξ = (x1, . . . , xm) é um sistema de

coordenadas de M em p, e η = (y1, . . . yn) é um sistema de coordenadas de N em φ (p), então

dφp

(
∂

∂xi
|p
)
=

n

∑
j=1

∂
(
yj ◦ φ

)
∂xi

(p)
∂

∂yj

para (1 ≤ i ≤ m), (1 ≤ j ≤ n).

Demonstração. Seja w ∈ Tφ(p)N a parte esquerda dessa equação. Podemos escrever w

em funçao da base do Tφ(p)N da seguinte forma w = ∑ w (yi)
∂

∂yi
|φ(p).

Pela definição de diferencial de uma aplicação,

w (yi) = dφp

(
∂

∂xi
|p
)
=

n

∑
j=1

∂
(
yj ◦ φ

)
∂xi

(p)
∂

∂yj
|φ(p)

para (1 ≤ i ≤ m).
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Assim a matriz de dφ com respeito as bases coordenadas é(
∂
(
yj ◦ φ

)
∂xi

(p)

)
1≤i≤m, 1≤j≤n

chamada de matriz Jacobiano de φ relativo a ξ e η.

Lema 2.2.7. Se φ : M → N e ψ : N → P são aplicações diferenciávies, então para cada

p ∈ M,

d (ψ ◦ φ)p = dψp ◦ dφp.

Demonstração. Se v ∈ TpM e g ∈ F (p), então

d (ψ ◦ φ) (v) (g) = v (g ◦ ψ ◦ φ) = dφ (v) (g ◦ ψ) = (dψ ◦ dφ (v)) (g) .

Definição 2.2.8. Seja φ : M → N uma aplicação. Dizemos que φ é um difeomorfismo se

é diferenciável, biunı́voca, sobrejetiva e sua inversa φ−1 é diferenciável. A aplicação φ

é um difeomorfismo local em p ∈ M se existem vizinhanças U de p e V de φ (p) tais que

φ : U → V é um difeomorfismo.

Teorema 2.2.9. Seja φ : M → N uma aplicação diferenciável. A diferencial dφ em p ∈ M é

um isomorfismo linear se somente se, existe uma vizinhança V de um ponto p ∈ M tal que

φ | V é um difeomorfismo de V em uma vizinhança φ (V) de φ (p) em N.

2.3 Curvas

Seja M uma variedade diferenciável. Uma aplicação diferenciável α : (−ε, ε) → M é

chamada uma curva (diferenciável) em M.

Definição 2.3.1. Seja α : (−ε, ε) → M uma curva. O vetor velocidade de α em t ∈

(−ε, ε) é dado por

α
′
(t) = dα

(
d

du
|t
)
∈ Tα(t) (M) .

Algumas propriedades:

1. Derivada direcional. Pela definção de dα, o vetor tangente α
′
(t) aplicado numa

função f ∈ F (M) fica definido por α
′
(t) f = d( f ◦α)

du (t) .

Assim se α é uma curva qualquer tal que α
′
(0) = v, então v ( f ) =

(
d( f ◦α)

dt

)
(0).
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2. Expressão coordenada. Seja x1, . . . , xm uma sistema de coordenadas em M no

ponto α (t) de α. Então α
′
= ∑i

d(xi◦α)
du (t) ∂i.

onde ∂i =
∂

∂xi
.

3. Reparametrização. Se α : I → M (I intervalo aberto) é uma curva e h : J → I (J

intervalo aberto) uma função diferenciável no intervalo J, então β = α (h) : J →

M é uma curva chamada reparametrização de α. Então β
′
=
(

dh
du

)
(s) α

′
(h (s))

Definição 2.3.2. Para todo s ∈ J, sejam φ : M → N uma aplicação diferenciável e

α : I → M uma curva em M, então φ ◦ α : I → N é uma curva em N. E

dφ
(

α
′
(t)
)
= (φ ◦ α)

′
(t)

para todo t ∈ I. Se α
′
(t) 6= 0, a curva α é dita regular.

2.4 Campos de Vetores

Um campo de vetores V em uma variedade M é uma função que associa cada ponto

p ∈ M a um vetor tangente Vp ∈ TpM.

Se V é um campo de vetores e f ∈ F (M), então V f denota a função com valores

reais em M dada por (V f ) (p) = Vp ( f ) para todo p ∈ M. Dizemos que V é difer-

enciável se V f é diferenciável para todo f ∈ F (M).

Vamos denotar o conjunto de todos os campos diferenciáveis por X (M).

Campos de vetores podem ser somados entre si, ou multiplicados por funções f ∈

F (M), de maneira óbvia:

( f V)p = f (p)Vp, (V + W)p = Vp + Wp pata todo p ∈ M.

Se V e W são diferenciáveis, então os campos V + W e f V também o são.

Estas duas operações sobre o conjunto X (M) fazem de X (M) um módulo sobre o

anel F (M).

Se ξ = (x1, . . . , xm) é um sistema de coordenadas em U ⊂ M, então para cada i ∈

{1, . . . , m} o campo de vetores ∂i em U que associa cada p ∈ U ao vetor tangente ∂i |p é

chamado de campo de vetor coordenado em ξ. Estes campos de vetores são diferenciáveis,

pois ∂i ( f ) = ∂ f
∂xi

o são.

Segue-se imediatamente pelo teorema da base que para cada campo de vetor V

temos V = ∑ V (xi) ∂i em U.
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A derivada em F (M) é a função D : F (M)→ F (M) tal que

1. R-linear: D (a f + bg) = aD ( f ) + bD (g) , (a, b ∈ R) , e

2. Leibniziana: D ( f g) = D ( f ) g + fD (g).

A definição de vetor tangente mostra que para um campo de vetor V ∈ X (M) a

função f → V f é uma derivação em F (M). Por outro lado, cada derivação D em

F (M) vem de um campo vetorial.

De fato, cada ponto p ∈ M define Vp : F (M) → R por Vp ( f ) = D ( f ) (p) . As

propriedades (1) e (2) a cima implicam que Vp é um vetor tangente a M em p; assim

V é um campo de vetor bem definido em M. Mais V f = D ( f ) ∈ F (M) para toda

f ∈ F (M), então V é diferenciável e determina a derivada D.

Quando conveniente vamos considerar um campo de vetor como uma derivada de

F (M) e vice-versa. Esta interpretação leva a uma operação crucial para campos de

vetores.

Se V, W ∈ X (M) seja [V, W] = VW−WV. Esta função de F (M) em F (M) associa

cada f a V (W f )−W (V f ).

Um cáculo simples mostra que [V, W] é uma derivação em F (M), portanto é um

campo de vetores em M. A derivação [V, W] é chamada colchete de V em W.

Em um ponto p, temos [V, W]p ( f ) = Vp (W f )−Wp (V f ) .

Lema 2.4.1. Se X, Y e Z são campos de vetores diferenciáveis de vetores em M, a, b ∈ R e

f , g : M→ R são funções diferenciáveis, então

1. [X, Y] = − [Y, X] (anticomutativa)

2. [aX + bY, Z] = a [X, Z] + b [Y, Z] e [X, aY + bZ] = a [X, Y] + b [X, Z](R-biline-

aridade)

3. [[X, Y] , Z] + [[Y, Z] , X] + [[Z, X] , Y] = 0. (identidade de Jacobi)

Demonstração. [X, Y] = XY−YX = − (YX− XY) = − [Y, X];

[aX + bX, Z] = (aX + bY) Z− Z (aX + bY)

= aXZ + bYZ− aZX− bZX

= a [X, Z] + b [Y, Z] ;
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Temos que

[[X, Y] , Z] = [X, Y] Z− Z [X, Y] = XYZ−YXZ− ZXY + ZYX;

[[Y, Z] , X] = [Y, Z] X− X [Y, Z] = YZX− ZYX− XYZ + XZY;

[[Z, X] , Y] = [Z, X]Y−Y [Z, X] = ZXY− XZY−YZX + YXZ;

Somando as três parcelas acima obtemos a identidade de Jacobi.

A operação colchete que é R-bilinear, não F (M)-bilinear.

De fato, [ f X, gY] = ( f X) (gY)− (gY) ( f X)

Considerando um sistema de coordenadas qualquer no aberto U ⊂ M, podemos

escrever X = ∑ ai
∂

∂xi
e Y = ∑ bj

∂
∂xj

, onde cada ai, bj funções diferenciáveis de U em R.

Então

( f X) (gY) = ∑
i

f ai
∂

∂xi

(
∑

j
gbj

∂

∂xj

)

= ∑
i

f ai

(
∑

j
gbj

∂2

∂xi∂xj
+ ∑

j

∂gbj

∂xi

∂

∂xj

)

= ∑
i

f ai

(
∑

j
gbj

∂2

∂xi∂xj
+ ∑

j

(
bj

∂g
∂xi

+ g
∂bj

∂xi

)
∂

∂xj

)

= ∑
i,j

f aigbj
∂2

∂xi∂xj
+ ∑

i,j
f ai

(
bj

∂g
∂xi

+ g
∂bj

∂xi

)
∂

∂xj

= ∑
i,j

f aigbj
∂2

∂xi∂xj
+ ∑

i,j
f aibj

∂g
∂xi

∂

∂xj
+ ∑

i,j
f aig

∂bj

∂xi

∂

∂xj

= ∑
i,j

f aigbj
∂2

∂xi∂xj
+ f

(
∑
i,j

aibj
∂g
∂xi

∂

∂xj

)
+ ∑

i,j
f aig

∂bj

∂xi

∂

∂xj

= ∑
i,j

f aigbj
∂2

∂xi∂xj
+ f

(
∑

i
ai

∂g
∂xi

)(
∑

j
bj

∂

∂xj

)
+ ∑

i,j
f aig

∂bj

∂xi

∂

∂xj
;

e ainda

(gY) ( f Y) = ∑
j

gbj
∂

∂xj

(
∑

i
f ai

∂

∂xi

)

= ∑
j

gbj

(
∑

i
f ai

∂2

∂xj∂xi
+ ∑

i

(
∂ f
∂xj

ai + f
∂

∂xi

)
∂

∂xi

)

= ∑
j,i

gbj f ai
∂2

∂xj∂xi
+ ∑

j,i

∂ f
∂xj

ai
∂

∂xi
+ ∑

j,i
gbj f

∂ai

∂xj

∂

∂xi

= ∑
j,i

gbj f ai
∂2

∂xj∂xi
+ g

(
∑

j

∂ f
∂xj

)(
∑

i
ai

∂

∂xi

)
+ ∑

j,i
gbj f

∂ai

∂xj

∂

∂xi
.
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Logo, [ f X, gY] = ( f X) (gY)− (gY) ( f X)

∑
i,j

gai f bj
∂2

∂xi∂xj
+ g

(
∑

i
ai

∂ f
∂xi

)(
∑

j
bj

∂

∂xj

)
+ ∑

j,i
gai f

∂bj

∂xi

∂

∂xj
−∑

j,i
f bjgai

∂2

∂xj∂xi

− f

(
∑

j
bj

∂g
∂xj

)(
∑

i
ai

∂

∂xi

)
−∑

j,i
f bjg

∂ai

∂xj

∂

∂xi

= gX ( f )Y + g f ∑
i,j

(
ai

∂bj

∂xi

∂

∂xj
− bj

∂ai

∂xj

∂

∂xi

)
− f Y (g) X

= f g [X, Y] + f X (g)Y− gY ( f ) X.

2.5 K-Formas

Dado um espaço vetotrial V denotemos por Λk (V) o conjunto das aplicações k-lineares

alternadas w : V × · · · × V −→ R, onde V × · · · × V tem exatamente k fatores. Alter-

nadas no sentido de

w (u1, · · ·, uk) = −w
(
u1, · · ·, ui−1, uj, · · ·, uj−1, ui, · · ·, uk

)
, j > i.

Definição 2.5.1 (forma exterior). Seja Mn uma variedade diferenciável. Uma k-forma

exteriror w em M é uma escolha, para cada p ∈ M, de um w (p) ∈ Λk (TpM
)
.

Dada uma k-forma exterior w e uma parametrização xα : U −→ M em uma

vizinhaça de p ∈ M, dizemos que a k-forma exterior wα, em Uα ⊂ Rn, dada por

wα (q) (v1, · · ·, vk) = w (xα (q))
(

d (xα)q (v1) , · · ·, d (xα)q (vk)
)

, v1, · · ·, vk ∈ Rn é a

representação de w na parametrização

Notação: wα (v1, · · ·, vk) = w (d (xα) (v1) , · · ·, d (xα) (vk)) , v1, · · ·, vk ∈ Rn

Observação . Se mudarmos o sistema de coordenadas para
(
xβ, Uβ

)
, obtemos que

(
x−1

β ◦ xα

)∗
wβ = wα,

onde

( f ∗w) (p) (v1, · · ·, vk) = w ( f (q))
(
d fq (v1) , · · ·, d fq (vk)

)
v1, · · ·, vk ∈ Rn,

Uma aplicação diferenciável f : Rn → R é uma k-forma w em Rn.
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Definição 2.5.2. Uma forma diferenciável de ordem k (ou k-forma diferenciável) na

variedade Mn é uma k-forma exterior cuja representação em um sistema de coorde-

nadas (logo em todos) é diferenciável.

É interessante notar que todas as operações definidas para formas diferenciáveis

em Rn, como diferencial e integral, podem ser extendidas as formas em Mn através de

sua representação local.

Dada uma forma diferenciável w em uma variedade M, dw é a forma em M cuja

representação local é dwα. Obviamente, dw está bem definida, pois

dwα = d
(

x−1
β ◦ xα

)∗
wβ =

(
x−1

β ◦ xα

)∗
dwβ.

Seja w uma 1-forma diferenciável em uma variedade diferenciável M e, sejam X e

Y campos vetoriais diferenciáveis em M. É possı́vel mostrar que

dw (X, Y) = X (w (Y))−Y (w (X))− w ([X, Y]) .

Mais geralmente, se X1, · · ·, Xk+1 são campos diferenciáveis e w é uma k-forma,

então

dw (X1, · · ·, Xk+1) = ∑k+1
i=1 (−1)i+1 Xiw (X1, · · ·, Xi−1, Xi+1, · · ·, Xk+1) +

∑k+1
i<1 (−1)i+j w

([
Xi, Xj

]
, X1 · ··, Xi−1, Xi+1, · · ·, Xj−1, Xj+1, · · ·, Xk+1

)
.

Definição 2.5.3. O produto exterior de duas 1-formas lineares w1 e w2 em um espaço

vetorial V é a forma bilinear alternada

w1 ∧ w2 = w1 (v1)w2 (v2)− w1 (v2)w2 (v1) , v1, v2 ∈ V.

Além disso, se w1, · · ·, wn é uma base do espaço das formas lineares V∗, então

wi ∧ wj, i, j = 1,· · ·, n, formam uma base para o espaço vetorial Λ2
(

V
∗
)

das formas

bilineares de V ×V.

As 1-formas de uma variedade diferenciável M são objetos do dual do campo de

vetores.

Em um ponto p de M o espaço dual TpM? do espaço TpM é chamado de espaço

contangente de M em p. Elementos do TpM? as vezes são chamados de covetores e são

funções diferenciáveis de TpM em R.
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Definição 2.5.4. Uma 1-forma θ em uma variedade M é uma função que associa cada

ponto p a um elemento θp do espaço cotangente TpM?. Se θ é uma 1-forma em M e

X é um campo de vetores em M, então θX é uma a função de valores reais em M cujo

valor em cada ponto p é o valor de θp em Xp.

A 1-forma θ é diferenciável se θX é diferenciável em todo X ∈ X (M).

O conjunto de todas as 1-formas de M será denotado por X? (M).

Podemos munir X? (M) com uma estrutura de módulo, isto é

(θ + ω)p = θp + ωp, ( f θ)p = f (p) θp

para todo p ∈ M. Assim X? (M) é um módulo sobre F (M).

Definição 2.5.5. A diferencial de f ∈ F (M) é uma 1-forma d f tal que (d f ) (v) = v ( f )

para cada vetor tangente v de M. Claramente d f é uma 1-forma uma vez que em cada

ponto p a função (d f )p : TpM → R é linear, e se V ∈ X (M) a função (d f ) (V) = V f é

diferenciável.

Se x1, . . . , xm é um sistema de coordenadas em U ⊂ M temos as 1-formas coorde-

nadas dx1, . . . , dxm em U.

Para cada ponto em U as 1-formas coordenadas fornecem uma base dual para os

campos de vetores coordenados ∂1, . . . , ∂m uma vez que dxi
(
∂j
)
= ∂xi

∂xj
= δij. Mostra-se

que para cada 1-forma θ,

θ = ∑ θ (∂i) dxi, em U,

Lema 2.5.6. O diferencial tem as seguintes propriedades:

1. d : F (M)→ X? (M) é R-linear.

2. Regra do produto: Se f , g ∈ F (M), então d ( f g) = gd f + f dg.

3. Se f ∈ F (M) e h ∈ F (R), então d (h ( f )) = h
′
( f ) d f .

2.6 Subvariedades

Definição 2.6.1. Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis. Uma aplicação diferenciável

φ : M → N é uma imersão se dφ : TpM → Tφ(p)N é injetiva para todo p ∈ M. Se, além

disto, φ é um homeomorfismo sobre φ (M) ⊂ N, onde φ (M) tem a topologia induzida

por N, diz-se que φ é um mergulho.
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Se M ⊂ N e a inclusão i : M# N é um mergulho, diz-se que M é uma subvariedade

de N.

Observa-se que se φ : Mm → Nn é uma imersão, então m ≤ n; a diferença n− m

é chamada codimensão da imersão φ. Observa-se facilmente que M é um subespaço

topológico de N, cuja topologia é induzida por N pelo mergulho φ.

Se P é uma subvariedade de M e φ : M → N uma função diferenciável, então

a restrição de φ em P denotada por φ |P é uma aplicação diferenciável, onde φ |P é

apenas φ ◦ j, onde j : P→ M é um mergulho.

Em particular, se f ∈ F (M), então f |P∈ F (P). Uma vez que dj : TpP → TpM é

injetiva para todo p, ignoramos dj e consideramos TpP um subespaço vetorial de TpM.

Sejam P uma subvariedade de M de dimensão k (k ≤ m) e ξ : U → Rm um sis-

tema de cooredenadas em M. Podemos definir uma restrição de ξ em P (denota-se ξP)

escolhendo-se as k primeiras funções cooredenadas de ξ e mantendo as m− k coorde-

nadas constantes.

Então, ξP : U ∩ P→ Rk é uma restrição de ξ em U ∩ P.

Prova-se que ξP é um sistema de coordenadas em P, e prova-se também que para

cada ponto de P existe um sistema de coordenadas em M que pode ser restrito a P

dando origem a sistema coordenado em P. Dizemos que ξP é um sistema de coordenadas

adaptada a P por ξ.

Proposição 2.6.2. Um subconjunto P de uma variedade diferenciável M pode ser transformado

em uma subvariedade de M de uma uma única forma.

Demonstração. Por definição a P deve ser dada uma topologia induzida. Suponha dois

atlas associados ao espaço P, produzindo assim duas variedades P1 e P2. Essas vari-

dades são subvariedades de M, pois, as identidades id1 : P1 → M e id2 : P2 → M são

mergulhos. Como P1 e P2 possem os mesmos elementos, então as identidades P1 → P2

e P2 → P1 são difeomorfismos inversos. Daqui resulta que os atlas máximos de P1 e P2

são idênticos.

Proposição 2.6.3. Um subconjunto P de uma variedade M é uma subvariedades k-dimensional

se (e somente se) em cada ponto p ∈ P existe um sistema de coordenadas de M que pode ser

adaptado para P k-dimensionalmente (ou seja, o sistema coordenado adaptado tem dimensão k).

O campo de vetores X sobre M é tangente a subvariedade P de M sempre que Xp ∈
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TpP para todo p ∈ P. (Lembre-se que para uma subvariedade, TpP é um subespaço de

TpM).

Proposição 2.6.4. Seja P é uma subvariedade de M.

1. Se X ∈ X (M) é tangente a P, então a restrição X | P de P é um campo de vetores

diferenciável em P.

2. Além disso, se Y ∈ X (M) também é tangente a P, então o colchete [X, Y] é

tangente a P e [X, Y] | P = [X | P, Y | P] .

2.7 O Fibrado Tangente

Seja M uma varidade diferenciável e seja TM =
{
(p, v) ; p ∈ M, v ∈ TpM

}
. Munindo

TM de uma estrutura diferenciável (dimensão 2n) TM será chamado de f ibrado tan-

gente de M.

2.8 Orientabilidade

Definição 2.8.1. Uma variedade M é orientável desde que exista uma coleção O de

sistemas coordenados em M cujos domı́nios cobrem M e tal que para cada ξ, η ∈ O o

determinante da função jacobiano J (ξ, η) = det
(

∂yi
∂xj

)
é positivo. (O é chamado atlas

da orientação de M.)

2.9 Tensores

Definição 2.9.1. Para inteiros r ≥ 0, s ≥ 0, a função K-multilinear A : (V?)×Vs → K

é chamado de tensor (r, s) ao longo de V.

O conjunto Tr
s (V) de todos os tensores do tipo (r, s) sobre V é um módulo sobre K,

com as definições usuais de adição de funções e multiplicações por elemento de K.

O tensor do tipo (0, 0) sobre V é simplesmente um elemento de K.

Campo de Tensores

Um campo de tensores em uma variedade M é um tensor sobre X (M). Assim, o tensor

A do tipo (r, s) é uma função F (M)-multilinear

A : X? (M)r ×X (M)r → F (M) .
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Então, A é uma máquina que quando alimentada de r 1-formas θ1, . . . , θr e s campos

de vetores X1, . . . , Xs produz uma função real de F (M). Os θi são as entradas con-

travariantes, e Xj são as entradas covariantes de A.

O conjunto Tr
s (M) de todos os tensores do tipo (r, s) sobre V é uma módulo sobre

F (M). Para o caso de r = 0, s = 0, o campo de tensores do tipo (0, 0) é uma função

f ∈ F (M); ou seja, T0
0 (M) = F (M).

Se ω é uma 1-forma numa variedade diferenciável M, então a função X → ω (X) é

F (M)-linear de X (M) para F (M), portanto é um campo de tensor (0, 1).

Cada campo de tensor (0, 1) é conseguido dessa forma aparte de uma única 1-forma,

de forma que podemos escrever

T0
1 (M) = X? (M) .

Se V é um campo de vetores diferenciável em M, define

V (θ) = θ (V)

para todo θ ∈ X? (M). A função V : X? (M) → F (M) é F (M)-linear, portanto é um

campo de tensores (1, 0). Cada campo de tensor (1, 0) é conseguido dessa forma apartir

de um único campo de vetor, logo

T1
0 (M) = X (M) .

Um tensor T é um objeto pontual. Fixe p ∈ M e seja U uma vizinhança de p em

M onde é possı́vel definir campos E1, . . . , Em ∈ X (M), tais que em cada q ∈ U, os

vetores {Ei}, i = 1, . . . , m, formam uma base de TqM; diremos, neste caso que {Ei} é

um referencial móvel em U. Sejam

Y1 = ∑
i1

yi1Ei1, . . . Yr = ∑
ir

yirEir, i1, . . . , ir = 1, . . . , m,

as restrições a U dos campos Y1, . . . , Yr, expressas no referencial móvel {Ei}.

Por linearidade,

T (Y1, . . . , Yr) = ∑
i1, ..., ir

yi1 . . . yirT (E1, . . . , Em) .

As funções T (E1, . . . , Em) = Ti1, ..., ir em U são chamadas as componentes de T no

referencial {Ei}.
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2.10 Formas Bilineares Simétricas

Definição 2.10.1. Uma forma bilinear simétrica em um espaço vetrorial sobre os reais V é

uma função R-bilinear b : V ×V → R, e a consideramos simétrica quando: b (v. w) =

b (w, v) para todo v, w ∈ V.

Definição 2.10.2. Uma forma bilinear simétrica b em V é

1. Definida positiva (negativa) se para v 6= 0 temos b (v, v) > 0 (< 0),

2. Semidefinida positiva (negativa) se b (v, v) ≥ 0 (≤ 0) para todo v ∈ V,

3. Não-degenerada se b (v, w) = 0 para todo w ∈ V implica v = 0.

Se b é uma forma bilinear e simétrica em V, então para qualquer subespaço W de

V a restrição b | (W ×W) denotada por b |W, é simétrica e bilinear.

Se b é (semi-) definida, isso vale para b |W também.

Definição 2.10.3. O ı́ndice ν de uma forma bilinear simétrica b em V é o maior inteiro

positivo que é dimensão de um subespaço W ⊂ V em que b | W é definida negativa.

Assim 0 ≤ ν ≤ dimV, e ν = 0 se somente se b é semidefinida positiva.

Então a função q : V → R dada por q (v) = b (v, v) é uma forma quadrática associada

à forma bilinear simétrica b.

Com a forma quadrátrica q não perdemos nemhuma informação, pois podemos

reconstruir b apartir de q com a seguinte identidade:

b (v, w) =
1
2
[q (v + w)− q (v)− q (w)] .

Se e1, . . . , em é uma base de V, então a matriz
(
bij
)

n×n = b
(
ei, ej

)
é chamada de

matriz de b relativa a base e1, . . . , em. Portanto se b é simétrica, então a matriz relativa é

simétrica.

Claramente o determinante de b é dado por

b
(
∑ viei, ∑ wjej

)
= ∑ bijviwj.

Lema 2.10.4. Uma forma bilinear simétrica é não degenerada se, e somente se a matriz relativa

a uma base (portanto para todas) for invertı́vel.
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Demonstração. Seja e1, . . . , em uma basa de V. Se v ∈ V, então b (v, w) = 0 para todo

w ∈ V se, e somente se b (v, ei) = 0 para i = 1, . . . , m. Mais isto equivale a dizer que

as colunas de
(
bij
)

dependem linearmente, ou seja,
(
bij
)

é singular. Portanto, se b é não

degenerada, a matriz
(
bij
)

é invertı́vel.

2.11 Produto Escalar

Definição 2.11.1. Um produto escalar g em um espaço vetorial V é uma forma bilinear

simétrica não degenerada em V.

Um produto interno define um produto escalar, um exemplo canônico é produto do

Rm, dador por v · w = ∑ viwi.

Muitas propriedades dos produtos internos são transferidas para produtos escalares,

porém alguns novos fenômenos surgem quando g é indefinida.

Os vetores v, w ∈ V são ortogonais, denota-se v ⊥ w, se g (v, w) = 0.

Subconjuntos A e B de V são ortogonais, denota-se por A ⊥ B, se v ⊥ w para todo

v ∈ A e todo w ∈ B.

A norma de uma vetor v ∈ V, denotada por | v |, é definida por | g (v, v) | 12 , pois,

g (v, v) pode ser negativo.

Um vetor unitário u é um vetor de norma 1, tal que, g (u, u) = ±1.

Como de costume, um conjunto de vetores unitários mutuamente ortogonais é dito

ortonormal, e para m = dimV, qualquer conjunto de m vetores ortonormais em V é

necessariamente uma base para V, esta base é chamada de base ortonormal.

Lema 2.11.2. Um espaço V com produto escalar possui uma base ortonormal.

A matriz de g relativa a base ortonormal e1, . . . . em de V é diagonal; de fato,

g
(
ei, ej

)
= δijε j, ε j = g

(
ej, ej

)
= ±1 e δij =

1, i = j

0, i 6= j

Chamamos ε j de sinal.

Lema 2.11.3. Sejam e1, . . . , em uma base ortonormal de V, e εi = g (ei, ei). Então, cada v ∈ V

tem uma expressão única

v = ∑ εig (v, ei) ei.
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Demonstração. Façamos h = v−∑ εig (v, ei) ei, então g
(
h, ej

)
= g

(
v−∑ εig (v, ei) ei, ej

)
.

Mas,

g
(
v−∑ εig (v, ei) ei, ej

)
= g

(
v, ej

)
− g

(
∑ εig (v, ei) ei, ej

)
= g

(
v, ej

)
− g

(
v, ej

)
= 0

g
(
h, ej

)
= 0

para todo j = 1, . . . , m.

2.12 Variedades Semi-Riemanianas

Definição 2.12.1. Uma métrica semi-Riemaniana ou uma estrutura semi-Riemaniana em

uma variedade diferenciável M é uma correspondência que associa cada p ∈ M a um

produto escalar gp : TpM× TpM→ R, essa correspondência varia diferencialmente no

seguinte sentido: se ξ = (x1, x2, . . . , xm) é um sistema de coordenadas para p ∈ U ⊂ M,

então

gij (p) = gp

(
∂

∂xi
|p,

∂

∂xj
|p

)
é diferenciável em U para cada i, j = 1, . . . , m.

Uma maneira equivalente de exprimir a diferenciabilidade de uma métrica semi-

Riemaniana é dizer que para cada par de campos de vetores diferenciáveis X, Y numa

vinhança V de M, a função g (X, Y) : V → R é diferenciável.

Entendemos por ı́ndice da métrica g no ponto p ∈ M, como o maior inteiro que é

dimensão de um subespaço V ⊂ TpM com gp | V definida negativa. Se o ı́ndice de g

independe do ponto p ∈ M dizemos que esse ı́ndice é o da métrica semi-Riemaniana

g (ı́ndice da estrutura semi-Riemaniana).

Caso o ı́ndice seja nulo diremos que g é uma métrica Riemaniana, caso o ı́ndice seja

igual a 1 diremos que a métrica é Lorentziana. Se o ı́ndice da métrica depende do ponto

p dizemos que a métrica é indefinida.

Usaremos <,> como notação alternativa para g, escrevendo g (v, w) = 〈v, w〉 ∈ R

para vetores tangentes, e g (V, W) = 〈V, W〉 ∈ F (M) para campos de vetores.

Se ξ = (x1, x2, . . . , xm) é um sistema de coordenadas em U ⊂ M, e ∂1, . . . , ∂m são

os campos de vetores coordenados, vamos denotar g
(
∂i, ∂j

)
por gij, ou seja,

gij = g
(
∂i, ∂j

)
=
〈
∂i, ∂j

〉
Assim para os campos V, W ∈ X (M) temos
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g (V, W) = 〈V, W〉 =
〈
∑ V (xi) ∂i, ∑ W

(
xj
)

∂j
〉
= ∑

〈
V (xi) ∂i, W

(
xj
)

∂j
〉
=

∑ gijV (xi)W
(
xj
)

.

Como g é não degenerado, em cada ponto p ∈ U a matriz
(

gij (p)
)

é invertı́vel, e

sua inversa será denotada por
(

gij (p)
)
.

A forma usual de obtenção da matriz inversa mostra que as funções
(

gij (p)
)

são

diferenciáveis em U.

Como g é simétrica temos que gij = gji para 1 ≤ i, j ≤ m.

Definição 2.12.2. Uma variedade diferenciável munida da métrica semi-Riemaniana

é chamada de variedade semi-Riemaniana. Assim estritamente falando, uma variedade

semi-Riemaniana é um par ordenado (M, g): duas métricas diferentes associada a uma

mesma variedade diferenciável gera duas variedades semi-Riemanianas distintas.

O ı́ndice ν da métrica semi-Riemaniana g é chamado de ı́ndice da variedade semi-

Riemaniana (M, g): 0 ≤ ν ≤ m = dimM. Por questões de praticidade vamos denotar

a variedade semi-Riemaniana (M, g) simplesmente por M.

Se a métrica é Riemanaiana a variedade é dita variedade Riemaniana, se a métrica é

Lorentziana, então a variedade é dita variedade Lorentziana.

Consideremos o produto escalar canônico do Rm, isto é

g (v, w) = ∑ viwi

onde vi, wi são as coordenadas de v e w em Rm.

O Rm munido com o atlas máximo identidade é uma variedade. Logo,

g (v, w) = ∑ viwi

define uma uma métrica Riemaniana em Rm, e portanto o par (Rm, g) é uma variedade

Riemaniana, chamado de m-espaço Euclidiano. Seja a função de Rm em R definida por

h (v, w) = −
ν

∑
i=1

viwi +
m

∑
j=ν+1

vjwj.

Prova-se facilmente que esta função define um produto escalar em Rm, cujo ı́ndice

é ν. O par (Rm, h) é uma variedade semi-Riemaniana de ı́ndice ν. Denota-se esta

variedade por Rm
ν .
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Obeserve que o ı́ndice ν de uma variedade semi-Riemaniana é constante. Usaremos

a seguinte notação

εi =

−1 se 1 ≤ i ≤ m

+1 se ν + 1 ≤ i ≤ m
.

Definição 2.12.3. Um vetor tangente v em M é

1. Tipo espaço se 〈v, v〉 > 0 ou v = 0,

2. Null se 〈v, v〉 = 0 e v 6= 0,

3. Tipo Tempo se 〈v, v〉 < 0.

O conjunto de todos os vetores null é chamado de cone de luz em p ∈ M. No caso

de variedades de Lorentz, vetores null são também chamados tipo luz.

Seja q (v) = 〈v, v〉 para cada vetor tangente v de M. Em cada ponto p de M, q uma

forma quadrática associada do produto escalar em p.

Definição 2.12.4. Sejam M e N variedades semi-Riemanianas. Um difeomorfismo f :

M→ N é chamado uma isometria se :

〈v, u〉p =
〈
d fp (v) , d fp (u)

〉
f (p)

para todo p ∈ M, u, v ∈ TpM.

Definição 2.12.5. Sejam M e N variedades semi-Riemanianas. Uma aplicação difer-

enciável f : M → N é uma isometria local em p ∈ M se existe uma vizinhança U ⊂ M

de p tal que f : U → f (U) é uma difeomorfismo satisfazendo (1).

2.13 Imersões Isométricas

Seja f : Mm → Nm+k uma imersão. Se N tem uma estrutura semi-Riemaniana, f induz

uma estrutura semi-Riemaniana em M por

〈v, u〉p =
〈
d fp (v) , d fp (u)

〉
f (p)

Para u, v ∈ TpM.

A métrica de M é chamada métrica induzida por f , e f é uma imersão isométrica.

Portanto, se P é uma subvariedade da variedade semi-Riemaniana M, P torna-se uma

subvariedade semi-Riemaniana de M, cuja métrica é induzida pelo mergulho i : P →

M.
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2.14 Conexão de Levi-Civita

Definição 2.14.1. Sejam u1, . . . , um coordenadas naturais em Rm
ν . Se V e W = ∑ Wi∂i

são campos de vetores em Rm
ν , então o campo de vetores

∇VW = ∑ V (Wi) ∂i

é chamado derivada covariante natural de W com respeito a V.

Definição 2.14.2. Uma conexão ∇ em uma variedade diferenciável M é uma função

∇ : X (M)×X (M)→ X (M) tal que

1. ∇VW é F (M)-linear em V,

2. ∇VW é R-linear em W,

3. ∇V ( f W) = (V f )W + f∇VW para f ∈ F (M). Onde ∇V ( f W) é chamada de

derivada covariante de W com respeito a conexão ∇.

Proposição 2.14.3. Seja M uma variedade semi-Riemaniana. Se V ∈ X (M), seja V? uma

1-forma de M tal que

V? (X) = 〈V, X〉

para todo X ∈ X (M). Então a função V → V? é um isomorfismo

F (M)-linear de X (M) para X (M).

Teorema 2.14.4. Em uma variedade semi-Riemaniana M existe apenas uma conexão∇ tal que

4. [V, W] = ∇VW −∇WV, e

5. X 〈V, W〉 = 〈∇XV, W〉+ 〈V, ∇XW〉,

para todo X, V, W ∈ X (M).

Demonstração. Suponhamos que a conexão ∇ satisfaz (4) e (5). Então

(a) W 〈V, X〉 = 〈∇WV, X〉+〈V, ∇W X〉

(b) V 〈X, W〉 = 〈∇V X, W〉+ 〈X, ∇VW〉



33

(c) X 〈W, V〉 = 〈∇XW, V〉+ 〈W, ∇XV〉

Somando a e b e subtraindo de c, teremos

W 〈V, X〉+ V 〈X, W〉 − X 〈W, V〉 = 〈∇WV, X〉+ 〈V, ∇W X〉

+ 〈∇V X, W〉+ 〈X, ∇VW〉

− 〈∇XW, V〉 − 〈W, ∇XV〉

W 〈V, X〉+ V 〈X, W〉 − X 〈W, V〉 = 〈DWV, X〉+ 〈V, ∇W X−∇XW〉

+ 〈W, ∇V X−∇XV〉+ 〈X, ∇VW〉

W 〈V, X〉+ V 〈X, W〉 − X 〈W, V〉 = 〈X, ∇WV +∇VW〉+ 〈V, [W, X]〉+ 〈W, [V, X]〉

W 〈V, X〉+ V 〈X, W〉 − X 〈W, V〉 = 〈X, [W, V] +∇VW +∇VW〉

+ 〈V, [W, X]〉+ 〈W, [V, X]〉

W 〈V, X〉+ V 〈X, W〉 − X 〈W, V〉 = 〈X, [W, V]〉+ 2 〈X, ∇VW〉

+ 〈V, [W, X]〉+ 〈W, [V, X]〉

2 〈∇VW, X〉 = V 〈W, X〉+W 〈X, V〉−X 〈V, W〉− 〈V, [W, X]〉+ 〈W, [X, V]〉 〈X, [V, W]〉 .

A última igualdade mostra que a conexão ∇ é única. ∇ é chamado de conexão de

Levi-Civita de M, e é caracterizada pela fórmula de Koszul

2 〈∇VW, X〉 = V 〈W, X〉+ W 〈X, V〉 − X 〈V, W〉

− 〈V, [W, X]〉+ 〈W, [X, V]〉+ 〈X, [V, W]〉 .
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Definição 2.14.5. Seja x1, . . . , xm um sistema de coordenadas em uma vizinhança U

de uma variedade semi-Riemaniana M. Os sı́mbolos de Christoffel neste sistema de

coordenadas, são as funções de valores reais Γk
ij em U tal que

D∂i ∂j = ∑ Γk
ij∂k (1 ≤ i, j ≤ n) .

Uma vez que
[
∂i, ∂j

]
= 0, mostra-se de (4) que ∇∂i ∂j = ∇∂j ∂i, protanto Γk

ij = Γk
ji.

Proposição 2.14.6. Para um sistema de coordenadas x1, . . . , xm em U,

1. ∇∂i

(
∑ Wj∂j

)
= ∑k

{
∂Wk
∂xi

+ ∑j Γk
ijWj

}
∂k, Onde os sı́mbolos de Christoffel são dados por

2. Γk
ij =

1
2 ∑m gkm

{
∂gjm
∂xi

+ ∂gim
∂xj
− ∂gij

∂xm

}
.

Demonstração. (1) é uma consequência imediata de (3). Da fórmula de Koszul, temos

2
〈
∇∂i ∂j, ∂m

〉
=

∂

∂xi

(
gjm
)
+

∂

∂xj
(gim)−

∂

∂xm

(
gij
)

.

Da definição dos simbolos de Christoffel, temos

2
〈
∇∂i ∂j, ∂m

〉
= 2 ∑

a
Γa

ijgam.

Assim chegamos facilmente ao resultado desejado fazendo alguns cálculos simples

nas duas últimas equações.

Definição 2.14.7. Seja V um campo de vetores em uma variedade semi-Riemaniana M.

A (Levi-Civita) derivada covariante ∇V é o único tensor derivada em M talque

∇V f = V f

para f ∈ F (M) e ∇VW é derivada covariante de Levi-Civita para todo W ∈ X (M).

Definição 2.14.8. A derivada covariante de um tensor A (r, s) em M é o tensor ∇A (r,

s+1) tal que

(∇A)
(

θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs, V
)
= (∇V A)

(
θ1, . . . , θr, X1, . . . , Xs

)
para todo V, Xi ∈ X (M) e θ j ∈ X? (M).

Quando nos referirmos a tensores de do tipo (0, r) diremos apenas tensores de or-

dem r
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Definição 2.14.9. Sendo T um tensor de ordem r, a diferencial covariante ∇T de T é

um tensor (r+1) dado por

∇T (Y1, ...Yr, Z) = Z (T (Y1, ..., Yr))− T (∇ZY1, ..., Yr)− · · · − T (Y1, ...Yr−1,∇ZYr) .

As componentes de∇T no referencial ortonormal local {e1, ..., em} serão denotadas

por

Ti1····ir j = ∇T
(
ei1 , ..., eir , ej

)
Definição 2.14.10. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão ∇. Um

campo vetorial V ao longo da curva α : I → M é chamado paralelo quando∇ dα
dt

V = 0,

para todo t ∈ I.

Proposição 2.14.11. Seja M uma variedade com uma conexão∇. Seja α : I → M uma curva

diferenciável em M e V0 uma vetor tangente a M em α (t0), t0 ∈ I. Então existe um único

campo de vetores paralelos V ao longo de α, tal que V0 (t0) = V0, (V(t) é chamado o transporte

paralelo de V(t0) ao longo de α)

2.15 Geodésicas

Agora podemos generalizar a noção euclidiana de linha reta.

Uma geodésica em um variedade semi-Riemanniana M é uma curva γ : I → M cujo

campo vetorial γ′ é paralelo. Equivalentemente, geodesicas são curvas cuja aceleração

é zero: γ′′ = 0. Se γ : I → M é uma geodésica e [a, b] ⊂ I a restriçaõ de γ a [a, b] é

chamada de (segmento de ) geodésica ligando γ (a) a γ (b).

Proposição 2.15.1. Seja x1, . . . , xn um sistema de coordenadas em U ⊂ M. Uma curva γ em

U é uma geodésica de M se somente se as funções coordenadas xk ◦ γ satisfazem

d2 (xk ◦ γ)

dt2 + ∑
i,j

Γk
ij (γ)

d (xi ◦ γ)

dt
d
(
xj ◦ γ

)
dt

= 0

para 1 < k < n. Por questões de coveniência vamos escrever xk ◦ γ simplesmente como xk.

Portanto, a equação acima será escrita como

d2 (xk)

dt2 + ∑
i,j

Γk
ij

dxi

dt
dxj

dt
= 0

A existência e o teorema de unicidade para equações diferenciais ordinárias dá o

seguinte resultado local.
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Lema 2.15.2. Se v ∈ TpM, então existe um intervalo I contendo 0 e uma única geodésica

γ : I → M tal que γ′ (0) = v. A última equação implica, naturalmente, que γ (0) = p;

dizemos que γ é um geodésica a partir de p, com velocidade inicial v.

Lema 2.15.3. Sejam α, β : I → M geodésicas. Se existe um número a ∈ I tal que α′ (a) =

β′ (a), então α = β.

Proposição 2.15.4. Dado qualquer vetor tangente v ∈ TpM existe uma única geodésica γv em

M tal que

1. A velocidade inicial de γv é v; isto é, γ′v (0) = v.

2. O domı́nio de Iv de γv é o maior possı́vel.

Portanto, se α : J → M é uma geodésica com velocidade inicial v, então J ⊂ I e

α = γv | J.

Lema 2.15.5. Seja v um campo tangente de M, isto é, um elemento do fibrado tangente TM.

Então existe uma vizinhança N de v em TM e um intervalo I em torno de zero tal que (w, s)→

γw (s) é uma função bem definida e diferenciável de N × I em M.

2.16 Curvatura

Definição 2.16.1. A curvatura R de uma variedade semi-Riemaniana M é uma cor-

respondência que associa a cada par X, Y ∈ X (M) uma aplicação R (X, Y) : X (M)→

X (M) dada por

R (X, Y) Z = ∇Y∇XZ−∇X∇YZ +∇[X, Y]Z = ∇[X, Y]Z− [X, Y] Z, Z ∈ X (M)

onde ∇ é a conexão semi-Riemaniana de M.

Observação. Se M = Rn, então R(X, Y)Z = 0 para todos X, Y, Z ∈ X (Rn). De fato,

dados X, Y, Z ∈ X (Rn), considere a base canônica e1, ..., en, do Rn, e escreva

X =
n

∑
i=1

Xiei, Y =
n

∑
i=1

Yiei, Z =
n

∑
i=1

Ziei,

então,

∇XZ = ∇X

(
n

∑
i=1

Ziei

)
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= ∑ Zi∇Xei + ∑∇XZiei

= ∑ Zi∇Xei + ∑ X (Zi) ei

= ∑ X (Zi) ei

Pois, sendo ei uma campo constante, a sua derivada covariante, na direção de qual-

quer vetor, é nula. Segue-se que

∇Y∇XZ = ∇Y
{
∑ X (Zi) ei

}

= ∑ X (Zi)∇Yei + ∑∇YX (Zi) ei

= ∑ X (Zi)∇Yei + ∑ Y [X (Zi)] ei

= ∑ Y [X (Zi)] ei.

Analogamente temos,

∇X∇YZ = ∑ X [Y (Zi)] ei.

Portanto,

∇Y∇XZ−∇X∇YZ = ∑ Y [X (Zi)] ei −∑ X [Y (Zi)] ei

= ∑ {[Y, X] (Zi)} ei

= ∑ {[Y, X] (Zi)} ei + ∑ Zi∇[Y,X]ei

= ∇[Y,X]Z

Daı́,

R (X, Y) Z = ∇Y∇XZ−∇X∇YZ +∇[X, Y]Z = ∇[Y,X]Z +∇[X, Y]Z
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R (X, Y) Z = −∇[X, Y]Z +∇[X, Y]Z = 0

Com base nisso, pode-se interpretar R como uma maneira de medir o quanto M

deixa de ser euclidiana.

Proposição 2.16.2. A curvatura R, de uma variedade Riemanniana M, tem as seguintes pro-

priedades:

1. R é bilinear em X(M)×X(M), isto é,

R( f X1 + gX2, Y) = f R(X1, Y) + gR(X2, Y),

R(X, f Y1 + gY2) = f R(X, Y1) + gR(X, Y2),

para todo f , g ∈ F(M), X, X1, X2, Y, Y1, Y2 ∈ X(M).

2. Para todo par X, Y∈ X(M), o operador curvatura R(X, Y) : X(M) → X(M) é

linear, isto é

R(X, Y)(Z + W) = R(X, Y)Z + R(X, Y)W,

R(X, Y) f Z = f R(X, Y)Z,

para todo f ∈ F(M)Z e Z, W∈ X(M).

De agora em diante vamos escrever por conveniência R(X, Y)Z = RXYZ e R(x, y)z =

Rxyz quando os campos X, Y e Z estiverem restritos ao ponto p ∈ M.

Se x, y ∈ TpM operador linear

Rxy : X(M)→ X(M)

que leva cada z à Rxyz é chamado de operador curvatura.

Proposição 2.16.3. Sejam x, y, z, v, w ∈ TpM, então

1. Rxy = −Ryx,

2.
〈

Rxyv, w
〉
= −

〈
Rxyw, v

〉
,
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3. Rxyz + Ryzx + Rzx = 0, (primeira identidade de Bianchi)

4.
〈

Rxyv, w
〉
= 〈Rvwx, y〉.

Proposição 2.16.4 (Segunda identidade de Bianchi). Sejam x, y, z ∈ TpM, então

(∇zR) (x, y) + (∇xR) (y, z) +
(
∇yR

)
(z, x) = 0.

Lema 2.16.5. Em uma vizinhança de um sistema de coordenadas x1, · · · , xn,

R∂k∂l
∂j = ∑ Ri

jkl,

e as componentes de R são dadas por

Ri
jkl =

∂

∂xl
Γi

kj −
∂

∂xk
Γi

l j + ∑
m

Γm
kj −∑

m
Γi

kmΓm
lj .

Demonstração. Para campos de vetores coordenados, temos

R∂k∂l
∂j = ∇∂l

(
∇∂k

∂j
)
−∇∂k

(
∇∂l

∂j
)

.

∇∂l

(
∑ Γm

kj∂m

)
= ∑

m

∂

∂xl
Γm

kj∂m + ∑ Γm
kjΓ

r
lm∂r.

=

{
∑

i

∂

∂xl
Γi

kj + ∑
m

Γi
lmΓm

kj

}
∂i.

Desenvolvendo de forma analoga a outra parcela da diferença e subtraindo as duas

expressões conseguidas chega-se ao resultado procurado.

2.16.1 Curvatura seccional

Podemos relacionar ao tensor curvatura R uma função com valores reais que determina

completamente R. Seja σ ⊂ TpM um subespaço bidimensional não degenerado em

TpM e sejam v, w ∈ σ dois vetores linearmente independentes. Então,

K (v, w) =
〈Rvwv, w〉

〈v, v〉 〈w, w〉 − 〈v, w〉2

não depende da escolha dos vetores v, w ∈ σ, e é chamado de curvatura seccional K(σ)

de σ. A importância da curvatura K(σ) vem do fato de que se a conhecermos para todo

σ a curvtura R fica totalmente determinada.
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Lema 2.16.6. Seja V um espaço vetorial de dimensão ≥ 2, munido de um produto interno 〈, 〉.

Sejam R : V × V × V → V e R
′

: V × V × V → V aplicações trilineares satisfazendo o

Teorema 2.16.3. Se x, y são dois vetores linearmente independentes, escrevamos,

K (σ) =

〈
Rxyx, y

〉
〈x, x〉 〈y, y〉 − 〈x, y〉2

, K
′
(σ) =

〈
R
′
xyx, y

〉
〈x, x〉 〈y, y〉 − 〈x, y〉2

onde σ é o subespaço bidimensional gerado por x e y. Se para todo σ ⊂ V , K (σ) = K
′
(σ),

então R = R
′
.

Demonstração. Basta provar que
〈

Rxyz, t
〉
=
〈

R
′
xyz, t

〉
para quaisquer x, y, z, t ∈ V.

Observemos que por hipótese, temos que
〈

Rxyx, y
〉
=
〈

R
′
xyx, y

〉
, para todo x, y ∈ V.

Façamos
〈

Rxyz, t
〉
= (x, y, z, t) e

〈
R
′
xyz, t

〉
= (x, y, z, t)

′
, então

(x + z, y, x + z, y) = (x + z, y, x + z, y)
′

onde

(x, y, x, y) + 2 (x, y, z, y) + (z, y, z, y) = (x, y, x, y)
′
+ 2 (x, y, z, y)

′
+ (z, y, z, y)

′

e portanto

(x, y, z, y) = (x, y, z, y)
′
,

para todo x, y, z ∈ V.

Usando o que acabamos de provar, temos

(x, y + t, z, y + t) = (x, y + t, z, y + t)
′
,

onde

(x, y, z, t) + (x, t, z, y) = (x, y, z, t)
′
+ (x, t, z, y)

′
,

que ainda pode ser escrita como

(x, y, z, t)− (x, y, z, t)
′
= (y, z, x, t)

′
− (y, z, x, t)

′
.

Ou seja, a expressão (x, y, z, t)− (x, y, z, t)
′

é invariante por permutação cı́clica dos

primeiros três elementos. Portanto, por (3) da Proposiçao 2.16.3, temos
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3
[
(x, y, z, t)− (x, y, z, t)

′
= 0

]
,

Dessa forma obtemos

(x, y, z, t) = (x, y, z, t)
′

para todo x, y, z, t ∈ V.

As variedades Riemanianas que possuem curvatura seccional constante desempe-

nharam um papel muito importante no desenvolvimento da Geometira Riemaniana.

O lema anterior nos permite obter uma caracterização de tais variedades por meio

das componentes Rijkl da curvatura em uma base ortonormal. Isto decorre do lema

abaixo.

Lema 2.16.7. Sejam M uma variedade Riemaniana e p um ponto de M. Defina uma aplicação

trilinear Q : TpM× TpM× TpM× TpM→ TpM por

Q (X, Y, W, Z) = 〈X, W〉 〈Y, Z〉 − 〈Y, W〉 〈X, Z〉 , para todo X, Y, W, Z ∈ TpM. Então

M tem curvatura seccional constante igual a Ko se e só se R = KoQ, onde R é a curvatura de

M.

Demonstração. Admita que K (σ) = Ko para todo σ ∈ TpM. Observe que Q satisfaz o

Teorema 2.16.3. Como

Q (X, Y, W, Z) = 〈X, X〉 〈Y, Y〉 − 〈X, Y〉2 ,

temos que, para todo par de vetores X, Y ∈ TpM,

〈RXYX, Y〉 = Ko

(
|X|2 |Y|2 − 〈X, Y〉2

)
= KoQ (X, Y, X, Y) ,

Pelo lema 2.16.6, isto implica que, para todo X, Y, Z, W,

〈RXYW, Z〉 = KoQ (X, Y, W, Z)

onde R = KoQ (X, Y, W, Z). A recı́proca é imediata.

Corolário 2.16.8. Sejam M uma variedade Riemaniana, p um ponto de M e {e1, · · ·, en},

n = dim M, uma base ortonormal de TpM. Escreva Rijkl =
〈

Reiej ek, el

〉
, i, j, k, l = 1, · · ·, n.

Então K (σ) = Ko para todo σ ⊂ TpM, se e só se
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Rijkl = Ko
(
δikδjl − δilδjk

)
,

onde

δij =

 1, se i = j

0, se i 6= j

Em outras palavras, K (σ) = K0 para todo σ ⊂ TpM se e só se Rijij = −Rijji = Ko para todo

i 6= j, e Rijkl = 0 nos outros casos.

2.16.2 Curvatura de Ricci e curvatura escalar

Definição 2.16.9. O tensor curvatura de Ricci (Ric) relativo ao referencial móvel {e1, . . . , en}

é dado por

Ric(X, Y) = ∑
m
〈RXemY, em〉,

Definição 2.16.10. A curvatura escalar S de M é definida por

S = ∑
i 6=j

K(ei, ej) = 2 ∑
i<J

K(ei, ej).

Prova-se que as curvaturas de Ricci e escalar não dependem da escolha do referen-

cial.

Definição 2.16.11. Uma variedade é dita (geodesicamente) completa quando toda sequência

de Cauchy da variedade é convergente. Ou equivalentemente, as geodésicas γ (t) que

partem de p estão definidas para todos os valores do parâmetro t ∈ I.
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Capı́tulo 3

IMERSÕES ISOMÉTRICAS

Seja f : Mn → Mn+m=k uma imersão, de uma variedade diferenciável M em uma

variedade Riemaniana M. A métrica Riemaniana de M induz de maneira natural uma

métrica Riemaniana em Mn: se v1 e v2∈ TpM, define-se 〈v1, v2〉 = 〈d fp(v1), d fp(v2)〉.

Assim f passa a ser uma imersão isométrica. Para qualquer p ∈ M, existe uma

vizinhança U ⊂ M de p tal que f |U é um mergulho, isto é, f (U) subvariedade de

M. Em outras palavras, existe uma vizinhança U ⊂ M de f (p) e um difeomorfismo

ϕ : U → V ⊂ Rk num aberto de Rk tal que ϕ aplica f (U)∩U num aberto do subespaço

Rn ⊂ Rk.

Vamos identificar U e f (U).

Para cada p ∈ M, o produto interno em Tf (p)M decompõe Tf (p)M na soma direta

Tf (p)M = TpM⊕ TpM⊥,

onde TpM = d fp
(
TpM

)
e TpM⊥ =

(
d fp

(
TpM

))⊥ é o complemento ortogonal de TpM

em Tf (p)M.

Se v ∈ Tf (p)M, p ∈ M, podemos escrever

v = vT + vN, vT ∈ TpM e vN ∈ TpM⊥.

Denominamos vT componente tangencial de v e vN a componente normal de v. Tal

decomposição é evidentimente diferenciável no sentido que as aplicações de TM em

TM dadas por

(p, v)→
(

p, vT
)

e (p, v)→
(

p, vN
)

são diferenciávies.

A partir da decomposição acima, obtemos o fibrado normal em M

TM⊥ =
⋃

p∈M
TpM⊥.
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Neste caso, As projeções

()T : TM | f (M)→ TM

e

()N : TM | f (M)→ TMT

são ditas tangencial e normal, respectivamente. A conexão Riemaniana de M será indi-

cada por ∇. Se X e Y são campos locais de vetores em M e suas respectivas extensões

locais a M são X e Y, definimos a conexão em M por

∇XY =
(
∇XY

)T
.

3.1 Segunda forma fudamental

Seja X (U)⊥ o conjunto dos campos de vetores em U normais a F(U) ≈ U.

A aplicação B : X (U)×X (U)→ X (U)⊥ dada por

B (X, Y) = ∇XY−∇XY

é denominada segunda forma fundamental de f e independe das extensões X e Y.

Proposição 3.1.1. Se X, Y ∈ X (U), a aplicação B : X (U)×X (U)→ X (U)⊥ dada por

B (X, Y) = ∇XY−∇XY

é blinear e simétrica.

A aplicação

Hη : TpM× TpM −→ R

(x, y) 7−→ ∇⊥X η = Hη (x, y) = 〈B (x, y) , η〉

é uma forma bilinear simétrica. Onde x = X (p) e y = Y (p) .

Definição 3.1.2. A forma quadrática I Iη definida em TpM por

I Iη (x) = Hη (x, x)
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é denominada a segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal η.

A aplicação Hη é bilinear e simétrica no espaço vetorial TpM. Portanto existe uma

única aplicação autoadjunta Aη : TpM→ TpM associada a Hη satisfazendo

〈
Aηx, y

〉
= Hη(x, y)

Proposição 3.1.3. (Fórmula de Weingartem) Sejam p ∈ M, x ∈ TpM e η ∈ (TpM)⊥. Seja

N uma extensão local de η normal a M. Então,

Aη(x) = −(∇xN)T

Demonstração. Dados x, y ∈ TpM, denotemos por X e Y as extensões locais, respectiva-

mente, de x e y tangentes a M e por X e Y as estensões locais de X e Y, respectivamente,

tangentes a M, então

〈Aη(x), y〉 = Hη(x, y) = 〈B(x, y), η〉 = 〈∇XY−∇XY, N〉(p)

= 〈∇XY, N〉(p)− 〈∇XY, N〉(p) = 〈∇XY, N〉(p)

= −〈Y,∇X N〉(p) = −〈Y, (∇X N)T〉(p) = 〈y,−(∇X N)T〉(p).

Portanto,

Aη = −(∇xN)T.

Definição 3.1.4. (Imersão totalmente geodésica) Uma imersão f : Mn −→ Mn+m é

geodésica em p se, para todo η ∈ (TpM)⊥, a segunda forma fundamental I Iη é iden-

ticamente nula em p. A imersão f é totalmente geodésica se for geodésica em todo

ponto de M.

Definição 3.1.5. (Imersão mı́nima) Uma imersão f : Mn −→ Mn+m é mı́nima se, para

todo p ∈ M e todo η ∈ TpM, tem-se, trAη = 0.

Escolhendo um referencial ortonormal {e1, . . . , em} de vetores em X (U)⊥, onde U

é uma vizinhança de p na qual f é uma mergulho e tomando Hei = Hi, podemos

escrever

B(x, y) =
m

∑
i=1

Hi(x, y)ei(p), ∀x, y ∈ TpM.
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O vetor normal

H(p) =
1
n

m

∑
i=1

(trAi)ei

onde Ai = Aei , é denominado vetor curvatura média de f e não depende da escolha

do referencial. Além disso, f é mı́nima se, e somente se, H ≡ 0.

Definição 3.1.6. (Imersão umbı́lica) Uma imersão isométrica f : Mn −→ Mn+m é dita

umbı́lica em p ∈ M quando Aη = ρ(p)I, para todo η ∈ TpM, onde ρ(p) ∈ R e I é a

identidade emTpM. Uma imersão é umbı́lica quando é umbı́lica em todo ponto de M.

Proposição 3.1.7. As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) f é umbı́lica em p ∈ M;

(ii) Aη = 〈H(p), η〉I,para todo η ∈ TpM⊥;

(iii) B(x, y) = 〈x, y〉H(p), para quaisquer x, y ∈ TpM.

Demonstração. Consideremos um referencial ortonormal E1, · · ·, Em em X (U)⊥ e seja

{e1, · · ·, en} a base de TpM formada por autovetores de Aη.

(i)⇒ (ii) De fato, dado η ∈
(
TpM

)⊥, temos que η = ∑m
i=1 aiei (p), onde

ai = 〈η, ei (p)〉 e Aη = ρ (p) I.

Então

B (x, y) =
m

∑
i=1

Hi (x, y) ei (p) .

Em outras palavras,

Hi (x, y) = 〈B (x, y) , ei (p)〉 = 〈Ai (x) , y〉 , Ai = Aei(p).

Daı́

trAi =
n

∑
k=1
〈Ai (ek) , ek〉 = nρi, ρi = ρ (ei (p)) .

Logo
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H (p) =
1
n

m

∑
i=1

(trAi) ei (p) =
1
n

m

∑
i=1

nρiei (p) =
m

∑
i=1

ρiei (p) .

Concluı́mos que

〈H (p) , ei〉 = ρi.

Como

〈η, H (p)〉 =
m

∑
i=1

aiρi.

e

〈
Aη (x) , y

〉
= 〈B (x, y) , η〉 =

m

∑
i=1

ai 〈B (x, y) , ei (p)〉 =
m

∑
i=1

ai 〈Ai (x) , y〉 ,

obtemos Aη (x) = ∑m
i=1 ai Ai (x) = ∑m

i=1 aiρix e, portanto,

ρ (η) =
m

∑
i=1

aiρi = 〈η, H (p)〉 .

(ii)⇒ (iii) Visto que Aη = 〈H (p) , η〉 I, para todo η ∈ TpM⊥, temos que

〈B (x, y) , η〉 =
〈

Aη (x) , y
〉
= 〈〈H (p) , η〉 x, y〉 = 〈H (p) , η〉 〈x, y〉 = 〈H (p) 〈x, y〉 , η〉 ,

∀η ∈ TpM.

Logo

B (x, y) = 〈x, y〉H (p) .

(iii)⇒ (i) Suponhamos que B (x, y) = 〈x, y〉H (p), para todo x, y ∈ TpM.

Daı́ obtemos〈
Aη (x) , y

〉
= 〈B (x, y) , η〉 = 〈〈x, y〉H (p) , η〉 = 〈H (p) , η〉 〈x, y〉 = 〈〈H (p) , η〉 x, y〉 .

Portanto

Aη = 〈H (p) , η〉 I, ∀η ∈ Tp (M) .

Se X ∈ TM e η ∈ TM⊥, vimos na proposição 3.1.3, que

(
∇xη

)T
= −Aη (X) .
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Agora vamos estudar a componente normal de∇Xη, que denominamos a conexão nor-

mal ∇⊥ da imersão f , isto é,

∇⊥ : X (U)×X (U)⊥ −→ X (U)

(X, η) 7−→ ∇⊥X η = ∇Xη −
(
∇Xη

)T
= ∇Xη + Aη (X) .

Observação. ∇⊥ é linear em X, aditiva em η e

∇⊥X(gη) = g∇⊥X(η) + X(g)η, ∀g ∈ F(U).

A partir de ∇⊥ introduz-se uma noção de curvatura no fibrado normal que é dita

curvatura normal R⊥ da imersão f e é definda por

R⊥(X, Y)η = ∇⊥Y η∇⊥X η −∇⊥X η∇⊥Y η −∇⊥[X,Y]η

Proposição 3.1.8. São verificadas as seguintes equações:

(a) Equação de Gauss

〈R(X, Y)Z, T〉 = 〈R(X, Y)Z, T〉 − 〈B(Y, T), B(X, Z)〉+ 〈B(X, T), B(Y, Z)〉.

(b) Equação de Ricci

〈R(X, Y)η, ζ〉 − 〈R⊥(X, Y)η, ζ〉 = 〈[Aη, Aζ ]X, Y〉.

onde [Aη, Aζ ] = Aη ◦ Aζ − Aζ ◦ Aη

Teorema 3.1.9. (Gauss) Sejam x, y vetores ortonormais em TpM ⊂ Tf (p)M e p ∈ M. As

curvaturas seccionais K(x, y) e K(x, y), respectivamente, de M e M no plano gerado por x e y

satisfazem

K(x, y)− K(x, y) = 〈B(x, x), B(y, y)〉 − |B(x, y)|2.

Definição 3.1.10. Dizemos que um fibrado normal de uma imersão é plano (ou flat) se

R⊥ ≡ 0.

Suponhamos K constante em M, então pelo lema 2.16.7, obtemos

〈R(X, Y)η, ζ〉 = Ko{〈X, η〉〈Y, ζ〉 − 〈Y, η〉〈X, ζ〉} = 0,

para quaisquer X, Y ∈ X(U) e todo η, ζ ∈ X(U)⊥. Assim, a equação de Ricci é equiva-

lente a

〈R(X, Y)η, ζ〉 = −〈[Aη, Aζ ]X, Y〉
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Portanto, R⊥ = 0 se, e somente se, [Aη, Aζ ] = 0 para todo η, ζ e todo p ∈ M. Em

outros termos, existe uma base de TpM, para qualquer p ∈ M, que diagonaliza simul-

taneamente todos os Aη. Seja X(U)⊥ o espaço dos campos diferenciáveis de vetores

normais a M. A segunda forma fundamental pode ser considerada como um tensor

B : X(U)×X(U)×X(U)⊥ −→ F(M), definido por

B(X, Y, η) = 〈B(X, Y), η〉.

A noção de derivada covariante deste tensor se estende de maneira natural:

(∇ZB)(X, Y, η) = Z(B(X, Y, η))− B(∇ZX, Y, η)− B(X,∇ZY, η)− B(X, Y,∇⊥Z η).

Proposição 3.1.11. (Equação de Codazzi) Com a notação acima, temos

〈R(X, Y)Z, η〉 = (∇YB)(X, Z, η)− (∇XB)(Y, Z, η).

Observação. Se o espaço ambiente M tem curvatura seccional constante a equação

de Codazzi se reduz a

(∇YB)(X, Z, η) = (∇XB)(Y, Z, η)

Consideremos a imersão f : Mn −→ Mn+m=k. Vimos que Tf (p)M = TpM
⊕

TpM⊥,

dessa forma vamos escolher um referencial {e1, . . . , en, en+1, . . . , ek} tal que, os n primeiros

vetores geram TpM e o restante geram (TpM)⊥. Seja {w1, . . . , wn, wn+1, . . . , wk} o cor-

referencial associado ao referencial {e1, . . . , en, en+1, . . . , ek}. A segunda forma funda-

mental pode ser considerada como o tensor dado por

B(X, Y) =
k

∑
i=β

〈∇XY−∇XY, eβ〉eβ, n + 1 ≤ β ≤ k, ∀X, Y ∈ X(M).

Assim em f (p), temos

B (x, y) = ∑
α

〈
∇xy−∇xy, eα

〉
eα = ∑

α

Hα (x, y) eα

= ∑
α

Hα

(
∑

i
xiei, ∑

j
yjej

)
eα = ∑

α,i,j
xiyjHα

(
ei, ej

)
eα

= ∑
α,i,j

hα
ijwi (x)wj (y) eα

Ou seja, podemos escrever a segunda forma como

B = ∑
α,i,j

hα
ijwiwjeα.

1 ≤ i, j ≤ n, n + 1 ≤ α, β ≤ n + p, hα
ij = Hα

(
ei, ej

)
=
〈

B
(
ei, ej

)
, eα

〉
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Capı́tulo 4

MÉTODO DO REFERENCIAL MÓVEL

Lema 4.0.12 (Cartan). Seja V um espaço vetorial de dimensão n. Sejam w1, · · ·, wr : V → R,

r ≤ n, formas lineares de V linearmente independentes.

Suponhamos que existam formas lineares θ1, · · ·, θr satisfazendo a seguinte condição:

r

∑
i=1

wi ∧ θi = 0.

Então, exitem números reais aij tais que

θi = ∑
j

aijwj, i, j = 1, · · ·, r, aij = aji.

Seja M uma variedade Riemanniana de dimensão n munida com uma conexão

de Levi-Civita ∇. Um referencial ortonormal {e1, · · ·.en} sobre um aberto U ⊂ M é

chamado um referencial móvel. Existe um único correferencial {w1, · · ·, wn} satisfazendo

wi
(
ej
)
= δij.

As formas de conexão wij no referencial {e1, · · ·.en} são as 1-formas diferenciáveis

em U dadas para X ∈ X (M) por

wij (X) =
〈
∇Xei, ej

〉
.

Segue imediatamente das propriedades da conexão de Levi-Civita que wij são, de fato,

1-formas diferenciáveis e

wij + wji = 0

para todos 1 ≤ i, j ≤ n. Em particular, wii = 0 para todo i.

As formas de curvatura no referencial {e1, · · ·.en}, são as 2-formas Ωij em U dadas,

para X, Y ∈ X (M) por

Ωij (X, Y) =
〈

R
(
ei, ej

)
X, Y

〉
.

As simetrias do operador de curvatura garantem, imediatamente, que as Ωij são de

fato 2-formas em U, tais que Ωij + Ωji = 0 Note que

Ωij (ek, el) =
〈

R
(
ei, ej

)
ek, el

〉
= Rijkl
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Assim, temos

Ωij (X, Y) =
〈

R
(
ei, ej

)
X, Y

〉
=

〈
R
(
ei, ej

)
∑
k

Xkek, ∑
l

Ylel

〉
= ∑

l,k
XkYl 〈R

(
ei, ej

)
ek, el

〉
= ∑

l,k
wk (X)wl (Y)

〈
R
(
ei, ej

)
ek, el

〉
Logo, segue que

Ωij =
1
2 ∑

l,k
Rijklwk ∧ wl.

O ponto fundamental no método do referencial móvel é que as formas wi, wij e Ωij

satisfazem as chamadas equações de estruturas de Elie Cartan.

As duas proposições seguintes apresentam, respectivamente, a primeira e a se-

gunda equações de estruturas.

Proposição 4.0.13. As formas de conexão satisfazem

dwi = ∑
j

wij ∧ wj. (4.1)

Demonstração. Para X, Y ∈ X (M), temos que

dwi (X, Y) = X (wi (Y))−Y (wi (X))− wi ([X, Y])

= X 〈Y, ei〉 −Y 〈X, ei〉 − 〈[X, Y] , ei〉

= 〈∇XY, ei〉+ 〈Y,∇Xei〉 − 〈∇YX, ei〉

− 〈X,∇Yei〉 − 〈[X, Y] , ei〉

= 〈Y,∇Xei〉 − 〈X,∇Yei〉

= ∑
k
(〈Y, ek〉 〈ek,∇xei〉 − 〈X, ek〉 〈ek,∇Yei〉)

= ∑
k
(wk (Y)wik (X)− wk (X)wik (Y))

= ∑
k

wk ∧ wik (X, Y) .

Proposição 4.0.14. Nas notações acima, temos, para todo 1 ≤ i, j ≤ n

dwij = ∑
k

wik ∧ wkj + Ωij. (4.2)
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Demonstração. Para X, Y ∈ X (M), temos que

dwij (X, Y) = X
(
wij (Y)

)
−Y

(
wij (X)

)
− wij ([X, Y])

= X
〈
∇Yei, ej

〉
−Y

〈
∇Xei, ej

〉
−
〈
∇[X,Y]ei, ej

〉
=

〈
∇X∇Yei, ej

〉
+
〈
∇Yei,∇xej

〉
−
〈
∇Y∇Xei, ej

〉
− 〈∇Xei,∇Yei〉 −

〈
∇[X,Y]ei, ej

〉
=

〈
∇X∇Yei −∇Y∇Xei −∇[X,Y]ei, ej

〉
+

〈
∇Yei,∇xej

〉
− 〈∇Xei,∇Yei〉

=
〈

R (X, Y) ei, ej
〉

+ ∑
k

(
〈∇Yei, ek〉

〈
ek,∇xej

〉
− 〈∇Xei, ek〉 〈ek,∇Yei〉

)
=

〈
R (X, Y) ei, ej

〉
+ ∑

k

(
wik (Y)wjk (X)− wik (X)wjk (Y)

)
= Ωij (X, Y) + ∑

k
wik ∧ wjk (X, Y) .

A proposição a seguir mostra que as formas de conexão são únicas e inteiramente

determinadas pela anti-simetria em relação aos seus ı́ndices e pela primeira equação

de estrutura.

Proposição 4.0.15. Seja {e1, · · ·.en} uma referencial ortonormal sobre um aberto U ⊂ M e

sejam Wij e θij dois conjuntos de formas diferenciávies em U, anti-simétricas (wij = −wji) e

satisfazem 3.1. Então wij = θij para todos 1 ≤ i, j ≤ n.

Demonstração. Segue de 3.1 que, para 1 ≤ i, j ≤ n,

∑
j

(
wij − θij

)
∧ wj = 0.

Potanto, pelo lema de Cartan, tem-se para cada p em U

wij|p − θij|p = ∑
k

hk
ij (p)wk|p.

Assim, ficam definidas as funções hk
ij : U → R, tais que hk

ij = hj
ik e wij − θij = ∑k hk

ijwk

para todo i, j. Obeserve que

∑k hk
jiwk = wji − θji = −

(
wij − θij

)
= −∑k hk

ijwk.



53

Logo,

hk
ij = −hj

ji = hi
ik = hj

ki = −hj
ik = −hk

ij.

A idéia básica do método do referencial móvel pode ser descrita da seguinte maneira.

Seja x : M→ Nn+q uma imersão de uma variedade diferencial de dimensão n em uma

variedade Riemaniana Nn+q. É uma consequência do teorema da função inversa que

para todo p em M existe uma vizinhança U ⊂ M de p tal que a restrição x|U de x

a U é injetiva. Seja V ⊂ Nn+q uma vizinhança de x(p) em Nn+q de tal modo que

V ⊃ x (U). Admitamos V suficientemente pequeno para que exista um referencial

móvel
{

e1, · · ·, en, en+1, · · ·, en+p
}

em V com a propriedade que quando restrito a x(U),

os vetores e1, · · ·, en sejam tangentes a x(U) e os vetores en+1, · · ·, en+p sejam normais a

x(U). Um tal referencial é dito um referencial adaptado a x.

A existência de um referencial adaptado pode ser provada da seguinte maneira. Se

V é suficientemente pequeno, existe um difeomorfismo g : V → V tal que g ◦ x (U)

é um aberto de uma subvariedade de dimensão n de Nn+q. A existência de um ref-

erencial
{

f1, · · ·, fn, fn+1, · · ·, fn+p
}

adaptado a g ◦ x (U) em g(V) é imediata. A in-

versa g−1 ( f1) , · · ·, g−1 ( fn+p
)

de um tal referencial pode não ser ortonormal. Podemos

utilizar o processo de ortonormalização de Gram-Schmidt em cada ponto de V. Ob-

servando que os vetores obtidos de um tal processo variam diferencialmente com os

vetores dados, obteremos em V um referencial ortonormal adaptado a x(U).

Em V estão definidas as formas wi do correferncial de{ei} e as formas de conexão

wij que satisfazem as equações de estrutura (3.1) e (3.2). A aplicação x : U ⊂ M→ V ⊂

Nn+p induz formas diferenciais x∗ (wi), x∗
(
wij
)

em U. Como x∗ comuta a derivação

exterior e com o produto exterior, tais formas em U satisfazem as equações de estrutura

(3.1) e (3.2). Acontece que toda geometria métrica local da imersão x está contida nestas

equações de estrutura.

4.1 Aplicações às superfı́cies em R3

Seja S uma variedade de dimensão 2 e x : S→ R3 uma imersão. Para cada ponto p ∈ S

fica então definido um produto interno 〈, 〉p em TpS pela regra: se v1, v2 ∈ TpS,

〈v1, v2〉p =
〈
dxp (v1) , dxp (v2)

〉
,
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Onde no segundo membro aparece o produto interno usual do R3. É fácil ver que

〈, 〉p é diferenciável e define, portanto uma métrica Riemaniana em S, chamada de

métrica induzida pela imersão x.

SejaU ⊂ S uma vizinhança de p em S tal que a restrição x|U seja injetiva. Seja

V uma vizinhaça de x(p) ∈ R3 tal que V ⊃ x(U). tomando V e U suficientemente

pequenos, podemos escolher em V um referencial ortonormal móvel e1, e2, e3 adaptado

a x, isto é, quando restrito a x(U), e1, e2 sejam tangentes a x(U) e e3 seja normal a x(U).

Em V estão definidas as formas wi do correferencial de {ei}, i = 1, 2, 3 e as formas

de conexão w12 = −w21, w32 = −w23, w13 = −w31. Tais formas satisfazem em V as

equações de estrutura:

dw1 = w2 ∧ w21 + w3 ∧ w31,

dw2 = w1 ∧ w12 + w3 ∧ w32,

dw3 = w1 ∧ w13 + w2 ∧ w23,

dw12 = w13 ∧ w32,

dw13 = w12 ∧ w23,

dw23 = w21 ∧ w13,

A imersão x : U ⊂ S → V ⊂ R3 induz em U formas x∗ (wi), x∗
(
wij
)
, i, j = 1, 2, 3.

Como x∗ comuta com d e∧, tais formas satisfazem as mesmas equações acima. Observando-

se que x∗(w3) = 0, pois todo q em U e todo v em TpS, teremos dx(v) = a1e1 + a2e2, e

portanto

(x∗w3) (v) = w3 (dx (v)) = w3 (a1e1 + a2e2) = 0.

Por comodidade convecionaremos

x∗wi = wi, x∗wij = wij.

Tais formas satisfazem portanto as equações de estrutura, com a relação adicional w3 =

0.

Dessa forma, temos que

dw3 = w1 ∧ w13 + w2 ∧ w23 = 0

e pelo lema de Cartan,

w13 = h11w1 + h12w2

w23 = h21w1 + h22w2
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onde hij = hji, i, j = 1, 2, são funções diferenciáveis em U.

Observe que

w13(e1) = h11w1 (e1) + h12w2 (e1) = h11,

w13(e2) = h12,

w23(e1) = h21,

w23(e2) = h22.

Por outro lado, como dei = ∑j wijej,

de3 (x) = w31 (v) e1 + w32 (v) e2,

para todo q em U e todo v em TpS. Portanto, escrevendo v = a1e1 + a2e2, obtemos

de3

a1

a2

 =

−h11 −h12

−h21 −h22

a1

a2

 ,

Isto é, (−hij) é a matriz da diferencial da aplicação e3 : U → R3 na base {e1, e2} com

|e3| = 1, esta aplicação tem valores na esfera unitária S2 ⊂ R3.

A aplicação e3 : U → S2 ⊂ R3 é chamada de aplicação normal de Gauss em U.

Portanto (−hij) é a matriz da diferencial da aplicação normal de Gauss na base

{e1, e2}.

Como hij é uma matriz simétrica, concluı́mos que a diferencial da aplicação normal

de Gauss é uma aplicação linear auto-adjunta, portanto, tal aplicação pode ser diago-

nalizada, com auto-valores −λ1,−λ2 reais e auto-vetores ortogonais.

É usual definir curvatura Gaussiana K de S em p por

K = det (de3)p = λ1λ2 = h11h22 − h2
12,

onde as funções envolvidas são calculadas em p. Decorre da definição de K que

dw12 = w13 ∧ w32 = − (h11w1 + h12w2) ∧ (h21w1 + h22w2) =
(
h11h22 + h2

12
)

w1 ∧

w2 = −Kw1 ∧ w2.

A expressão dw12 = −Kw1 ∧ w2 permite demonstrar um dos teoremas mas impor-

tantes da teoria das superfı́cies, descoberto por Gauss.
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Teorema 4.1.1 (Gauss). A curvatura Gaussiana K depende apenas da métrica induzida de S,

isto é, se x, x′ : S → R3 são duas imersões de S cujas métricas induzidas em S coincidem,

então K (p) = K′ (p), p ∈ S, onde K e K′ indicam as curvaturas Gaussianas de x e x′,

respectivamente. (veja [5], pagina 15)

O teorema de Gauss signifca que a curvatura Gaussiana, embora tenha sido definida

usando o espaço ambiente R3, só depende de medidas feitas sobre a superfı́cie.

Em geral, entidades geométricas em S que podem ser calculadas a partir de w1, w2

e w12 dependem apenas da métrica induzida de S e devem poder ser definidas sem

fazer mensão a alguma à imersão.

4.1.1 Formas qudráticas em S

A primeira forma quadrática Ip é simplesmente a forma quadrática associada à forma

bilinear 〈, 〉p, isto é,

Ip (v) = 〈v, v〉 , v ∈ TpS.

Em um referencial adaptado local e1, e2, e3 a primeira forma quadrática se escreve

Ip (v) =
〈
∑i viei, ∑i viei

〉
= ∑i

(
vi)2

= ∑i (wi (v))
2 =

(
w2

1 + w2
2
)
(v)

Ip (v) =
(

w2
1 + w2

2

)
(v) (4.3)

Portanto a primeira forma quadrática se escreve

Ip = w2
1 + w2

2.

A segunda forma quadrática I Ip é definada em um referencial local adaptado e1, e2, e3

por

I Ip (v) = (w13w1 + w23w2) (v) = ∑i,j hijwiwj (v) , i, j = 1, 2.

I Ip (v) = ∑i,j hijwi (v)wj (v) = − 〈de3 (v) , v〉p

I Ip (v) = − 〈de3 (v) , v〉p , v ∈ TpS

Um fato interessante é que as formas quadrátrica I e I I determinam a imersão

x : S → R3 a menos de um movimento rı́gido de R3. Assim, podemos dizer que a
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geometria local da imersão x está inteiramente contida nas formas quadráticas e por-

tanto, nas equações de estrutura que lhes deram origem.
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Capı́tulo 5

IMERSÕES TIPO-ESPAÇO EM VARIEDADES COM CURVATURA
CONSTANTE

Vamos denotar por Qn+p
p (c) uma variedade completa com conexão semi-Riemaniana

de ı́ndice p e com curvatura constante c. Tais variedades são chamadas de formas espa-

ciais.

Seja Mn uma variedade Riemaniana e seja Ψ : Mn −→ Qn+p
p (c) uma imersão. A

imersão é dita tipo-espaço, se a métrica induzida em M é definida positiva.

Seja Mn uma variedade Riemaniana imersa em Qn+p
p (c). Como a métrica indefinida

de Qn+p
p (c) induz uma métrica Riemaniana em Mn, a imersão é chamada tipo-espaço.

Podemos escolher um referencial móvel ortonormal {e1, e2, ..., en+p} em Ũ ⊂ Qn+p
p (c)

tal que, em cada ponto de Mn o conjunto {e1, ..., en} gera o espaço tangente de U =

Ũ ∩ M. Esse referencial é um referencial adaptado à imersão. Usaremos as seguintes

convenções de ı́ndices

1 ≤ A, B, C, ...,≤ n + p, 1 ≤ i, j, k, ...,≤ n, n + 1 ≤ α, β, γ, ...,≤ n + p.

Associado a esse referencial temos o correferencial {w1, w2, .., wn+p} de modo que

a métrica semi-Riemaniana de Qn+p
p (c) é dada por

ds2 = ∑
A

εAw2
A, εi = 1, εα = −1, 1 ≤ i ≤ n, n + 1 ≤ α ≤ n + p

Assim, as equações de estrutura de Qn+p
p (c) são dadas por

dwA = ∑
B

εBwAB ∧ wB wAB + wBA = 0 (5.1)

dwAB = ∑
C

εCwAC ∧ wCB −
1
2 ∑

C,D
εCεBKABCDwC ∧ wD (5.2)

KABCD = cεAεB (δACδBD − δADδBC) (5.3)

Se X ∈ X (U), então wα (X) = 〈X, eα〉 = 0, pois, eα ∈ X (U)⊥ .

wα (X) = 0, n + 1 ≤ α ≤ n + p (5.4)
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A métrica Riemaniana em Mn é dada por ds2 = ∑
i

w2
i .

Desde que 0 = dwα = ∑
α

wαi ∧ wi, pelo lema de Cartan, temos

wαi = ∑
j

hα
ijwj, hα

ij = hα
ji (5.5)

onde, hα
ij : U → R são funções diferenciáveis, uma vez que wαi são diferenciáveis.

Logo, concluimos que para todo ponto em U e campos em X (U)

dwi = ∑
C

wiC ∧ wC = ∑
j

wij ∧ wi + ∑
α

wiα ∧ wα = ∑
j

wij ∧ wj

ou seja, a restrição destas formas satisfazem a equação de estrutura dada acima.

Assim as equações de estrutura de Mn são dadas por

dwi = ∑
j

wij ∧ wj, wij + wji = 0 (5.6)

dwij = ∑
k

wik ∧ wkj −
1
2∑

k,l
Rijklwk ∧ wl (5.7)

Vamos defenir a segunda forma fundamental de Mn por B = ∑
α,i,j

hα
ijwiwjeα e denotar por

h = 1
n∑

α

(
∑

i
hα

ii

)
eα e por H = |h| = 1

n

√√√√∑
α

(
∑

i
hα

ii

)2

o vetor curvatura média e a

norma do vetor curvatura média, que será chamada apenas de curvatura média de Mn

respectivamente.

Se {ẽ1, ẽ2, ..., ẽn+p} for um outro referencial ortonormal adaptado à imersão em Ũ ⊂

Qn+p
p (c) com ẽα = eα e ẽj = ∑

k
ak

j ek. Vamos omitir a somatória, ou seja, usaremos a

convenção de Einstein, em que ı́ndices subscritos e sobrescritos repetidos naturalmente

indicam soma, então w̃j = ak
j wk.

w̃αi (X) = 〈∇̃X ẽα, ẽi〉 = 〈∇̃Xeα, ak
i ek〉 = ak

i 〈∇̃Xeα, ek〉 = ak
i wαk (X)

Daqui temos que

h̃α
ij = w̃αi

(
ej
)
= ak

i wαk
(
ẽj
)
= ak

i wαk

(
ak

j el

)
= ak

i ak
j wαk (el) = ak

i ak
j hα

kl.

Portanto

B̃ = ∑
α,i,j

h̃α
ijw̃iw̃j ẽα = ∑

α,i,j
ak

i ak
j hα

kla
r
i wras

j wseα
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Como w̃j = ak
j wk, temos que

1 = δ̃jj = w̃j
(
ẽj
)
= ak

j wk
(
ẽj
)
= ak

j as
j wk (es) = ak

j as
j δksak

j as
j = δks.

Logo,

B̃ = ∑
α

δkrδlshα
klwrwseα = ∑

α,k,l
hα

klwrwseα = B

Ou seja, B não depende da escolha do referencial ortonormal. Analogamente prova-se

que h também independe do referencial ortonormal.

Usando as equações de estrutura, podemos obter a equação de Gauss.

Rijkl − Kijkl = 〈B (ei, ek) , B
(
ej, el

)
〉 − 〈B (ei, el) , B

(
ej, ek

)
〉

onde

Rijkl = 〈R
(
ei, ej

)
ek, el〉, Kijkl = c

(
δikδjk − δilδjk

)
B (ei, ek) = ∑

α,i,k
hα

ikwi (ei)wk (ek) eα = ∑
α,i,k

hα
ikeα

Portanto,

Rijkl − c
(
δikδjk − δilδjk

)
= −∑

α

(
hα

ikhα
jk − hα

ilh
α
jk

)
Rijkl = c

(
δikδjk − δilδjk

)
−∑

α

(
hα

ikhα
jk − hα

ilh
α
jk

)
(5.8)

As componentes dos tensor curvatura de Ricci (Ric) e a curvatura escalar R são

dadas respectivamente por:

Rjk = c (n− 1) δjk −∑
α

(
∑

i
hα

ii

)
hα

jk + ∑
α,i

hα
ikhα

ji (5.9)

R = cn (n− 1)− n2H2 + S (5.10)

de fato,

Rjk = ∑
i
〈R
(
ej, ei

)
ek, ei〉 = ∑

i
Rjiki = ∑

i

[
c
(
δjkδii − δjiδik

)
−∑

α

(
hα

jkhα
ii − hα

jih
α
ik

)]

Rjk = cδjk (n− 1)−∑
α

(
∑

i
hα

ii

)
hα

jk + ∑
α,i

hα
ikhα

ji

e,

R = ∑
i,j
〈R
(
ej, ei

)
ej, ei〉 = ∑

j
Rjiji = ∑

i,j

[
c
(
δjjδii − δjiδij

)
−∑

α

(
hα

jjh
α
ii − hα

jih
α
ij

)]
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Desenvolvendo a primeira parcela de da equação acima, temos

∑
i,j

c
(
δjjδii − δjiδij

)
= ∑

j
c (n− 1) = cn (n− 1)

Desenvolvendo segunda parcela

∑
α,i,j

(
hα

jjh
α
ii − hα

jih
α
ij

)
= ∑

α

(
∑

j
hα

jj

)(
∑

i
hα

ii

)
−∑

α,i,j

(
hα

ji

)2
= ∑

α

(
∑

i
hα

ii

)2

−∑
α,i,j

(
hα

ji

)2

Como H2 = 1
n2 ∑

α

(
∑

i
hα

ij

)2

, chamando ∑
α,i,j

(
hα

ji

)2
de S obtemos

R = cn (n− 1)− n2H2 + S

Note que S denota o quadrado do comprimento da segunda forma fundamental da

imersão.

Podemos também obter as equações de estrutura do fibrado normal de Mn.

dwα = ∑
β

wαβ ∧ wβ, wαβ + wβ = 0 (5.11)

dwαβ = ∑
γ

wαγ ∧ wγβ −
1
2∑

i,j
Rαβijwi ∧ wj (5.12)

onde

Rαβij = ∑
l

(
hα

ilh
β
l j − hα

jlh
β
li

)
(5.13)

Lembremos que a diferencial covariante∇T de um tensor T de ordem r é um tensor

(r+1) dado por

∇T (Y1, ...Yr, Z) = Z (T (Y1, ..., Yr))− T (∇ZY1, ..., Yr)− · · · − T (Y1, ...Yr−1,∇ZYr) .

As componentes de ∇T no referencial ortonormal local {e, ..., e} serão denotadas

por Ti1····ir j = ∇T
(
ei1 , ..., eir , ej

)
.

Proposição 5.0.2. Nas notações acima, temos

∑j Ti1····ir jwj = dTi1····ir j + ∑j Tji2····ir wji1 + ∑j Ti1 ji3····ir wji2 + · · ·+ ∑j Ti1····ir−1 jwjir

Demonstração. ∑j Ti1 ji3····ir jwji2 (ei) = ∑j T
(
ei1····eir

)
〈∇ei ej, ei2〉 onde i = 1, ..., n. Como T

é linear e 〈∇ei ej, ei2〉 = 〈∇ei ei2 , ej〉,
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∑j Ti1 ji3····ir jwji2 (ei) = −T
(

ei1 , ∑j〈∇ei ei2 , ej〉ej, ei3 , ..., eir

)
= −T

(
ei1 ,∇ei ei2 , ei3 , ..., eir

)
Portanto,

∑
j

Ti1 ji3····ir jwji2 (ei) = ∑
j

Ti1····ir jδij = Ti1····ir j = ∇T (e1 , ...eir , ei)

= ei (T (e1 , ...eir))− T
(
∇ei ei1 , ei2 , ..., eir

)
− T

(
ei1 ,∇ei ei2 , ei3 , ..., eir

)
− · · · − T

(
ei1 , ei2 , ei3 , ...,∇ei eir

)
= dTi1····ir j (ei) + ∑

j
Tji2····ir wji1 (ei)

+ ∑
j

Ti1 ji3····ir wji2 (ei) + · · ·+ ∑
j

Ti1····ir−1 jwjir (ei) .

Da proposição acima temos que as componentes de ∇hα
ij satisfazem

∑
k

hα
ijkwk = dhα

ij + ∑
k

hα
ikwkj + ∑

k
hα

jkwki −∑
β

hβ
ijwβα (5.14)

Aplicando a derivada exterior em (5.5) obtemos a equação de Codazzi

hα
ijk = hα

ikj (5.15)

De fato,

dwαi = ∑
j

dhα
ij ∧ wj + ∑

j
hα

ijdwj

Substituindo a equação 5.14 obtemos

dwαi = ∑
k,j

hα
ijkwk ∧wj +∑

k,j
hα

ikwjk ∧wj +∑
k,j

hα
jkwik ∧wj +∑

β,j
hβ

ijwβα ∧wj +∑
k,j

hα
ijwjk ∧wk

Obeserve que

∑
k,j

hα
ikwjk ∧ wj = −∑

k,j
hα

ijwjk ∧ wk

e

∑
β,j

hβ
ijwβα ∧ wj = 0

Portanto

dwαi = ∑
k,j

hα
ijkwk ∧ wj + ∑

k,j
hα

jkwik ∧ wj (5.15.1)
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Por outro lado temos das equações de estrutura que

dwαi = ∑
C

wαC ∧ wCi −
1
2 ∑

C,D
εCεBKαiCDwC ∧ wD

KαiCDwC = cεαεi (δαCδiD − δαDδiC) = 0

Assim dwαi = ∑C wαC ∧ wCi = ∑j wαj ∧ wji + ∑β wαβ ∧ wβi.

Para campos X, Y ∈ X (U) ⊂ M temos que

∑
β

(
wαβ ∧ wβi

)
(X, Y) = ∑

β

wαβ (X) ∧ wβi (Y) = 0,

pois, wβi (Y) = 〈∇Yeβ, ei〉 = −〈∇Yei, eβ〉 = 0

Logo, temos

dwαi = ∑
j

wαj ∧ wji = ∑
k,j

hα
jkwk ∧ wji = ∑

k,j
hα

jkwij ∧ wk (5.15.2)

Comparando (5.15.1) e (5.15.2) concluimos que

0 = ∑
k,j

hα
ijkwk ∧ wj = ∑

k<j

(
hα

ijk − hα
ikj

)
wk ∧ wj.

resultando assim na equação de Codazzi.

De maneira análoga a (5.14) prova-se que a derivada covariante segunda de hα
ij

satisfaz a seguinte igualdade

∑
l

hα
ijlkwl = dhα

ijk + ∑
l

hα
ijkwli + ∑

l
hα

ilkwl j + ∑
l

hα
ijlwlk −∑

β

hβ
ijkwβα

Derivando exteriormente 5.14 temos a equação de Ricci

hα
ijkl − hα

ijlk = ∑
m

hα
imRmjkl + ∑

m
hα

jmRmikl + ∑
b

hβ
ijRαβkl (5.16)

De fato,

∑k d
(

hα
ijkwk

)
= d

(
dhα

ij

)
+ ∑k d

(
hα

ikwkj
)
+ ∑k d

(
hα

jkwki

)
−∑β d

(
hβ

ijwβα

)
.

∑k

(
dhα

ijk ∧ wk + hα
ijkdwk

)
= ∑k

(
dhα

ik ∧ wkj + hα
ikdwkj

)
+ ∑k

(
dhα

jk ∧ wki + hα
jkdwki

)
−∑

β

(
dhβ

ij ∧ wβα + hβ
ijdwβα

)
. (5.16.1)
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Resolvendo cada termo separadamente, temos

∑
k

dhα
ijk ∧ wk = ∑

k,l

(
hα

ijklwl ∧ wk − hα
l jkwl j ∧ wk − hα

ilkwli ∧ wk − hα
ijlwlk ∧ wk

)
+ ∑

k,β
hβ

ijkwβα ∧ wk.

∑k hα
ijkdwk = ∑k hα

ijk (∑l wkl ∧ wl) .

∑k dhα
ik ∧wkj = ∑k

(
∑l hα

iklwl ∧ wkj − hα
ilwlk ∧ wkj − hα

klwli ∧ wkj
)
+ ∑k,β hβ

ikwβα ∧wkj.

∑k hα
ikdwkj = ∑k,l

hα
ikwkl ∧ wl j − 1

2 ∑k,l,m hα
ikRkjlmwl ∧ wm.

∑k dhα
kj ∧ wki = ∑k,l

(
hα

kjlwl ∧ wki − hα
klwl j ∧ wki − hα

lkwlk ∧ wki

)
+ ∑k,β hβ

kjwβα ∧ wki.

∑k hα
kjdwki = ∑k,l

hα
kjwkl ∧ wli − 1

2 ∑k,l,m hα
kjRkilmwl ∧ wm.

∑k,β dhα
ij ∧ wβα = 0.

∑β hα
ijdwβα = ∑β hβ

ijRβαkl.

Substituindo cada termo acima em (5.16.1), temos∑k,l

hα
ijklwl ∧ wk − hα

l jkwli ∧ wk︸ ︷︷ ︸
1

− hα
ilkwl j ∧ wk︸ ︷︷ ︸

2

− hα
ijlwlk ∧ wk︸ ︷︷ ︸

3

+ ∑k,β hβ
ijkwβα ∧ wk

+

∑
k

hα
ijk

(
∑

l
wkl ∧ wl

)
︸ ︷︷ ︸

3

 =

∑k

∑
l

hα
iklwl ∧ wkj︸ ︷︷ ︸

2

− hα
ilwlk ∧ wkj︸ ︷︷ ︸

4

− hα
klwli ∧ wkj︸ ︷︷ ︸

5

+ ∑k,β hβ
ikwβα ∧ wkj

+

∑
k,l

hα
ikwkl ∧ wl j︸ ︷︷ ︸

6

− 1
2 ∑k,l,m hα

ikRkjlmwl ∧ wm

+

∑k,l

hα
kjlwl ∧ wki︸ ︷︷ ︸

1

− hα
klwl j ∧ wki︸ ︷︷ ︸

5

− hα
lkwlk ∧ wki︸ ︷︷ ︸

6

+ ∑k,β hβ
kjwβα ∧ wki

+

∑
k,l

hα
kjwkl ∧ wli︸ ︷︷ ︸

6

− 1
2 ∑k,l,m hα

kjRkilmwl ∧ wm

−
[

1
2 ∑β hβ

ijRβαklwk ∧ wl

]



65

Usando as equações de estrutura e observando que as somas com mesmo número

se anulam, obtemos

∑
k,l

hα
ijklwl ∧ wk + ∑

k,β
hβ

ijkwβα ∧ wk = ∑
k,β

hβ
ikwβα ∧ wkj −

1
2 ∑

k,l,m
hα

ikRkjlmwl ∧ wm

+ ∑
k,β

hβ
kjwβα ∧ wki −

1
2 ∑

k,l,m
hα

kjRkilmwl ∧ wm

− ∑
β

hβ
ijRβαklwk ∧ wl.

Para vetores em X (U) ⊂ M as parcelas

∑
k,β

hβ
ijkwβα ∧ wk, ∑

k,β
hβ

ikwβα ∧ wkje ∑
k,β

hβ
kjwβα ∧ wki

se anulam. Assim

∑
k,l

hα
ijklwl ∧ wk = −1

2 ∑
k,l,m

hα
ikRkjlmwl ∧ wm −

1
2 ∑

k,l,m
hα

kjRkilmwl ∧ wm

− ∑
β

hβ
ijRβαklwk ∧ wl.

Com base na equação acima analisemos a diferença hα
ijkl − hα

ijlk.

hα
ijkl − hα

ijlk =
1
2 ∑r,s hα

ijrsws ∧ wr (ek, el) =(
−1

2 ∑r,s,m hα
imRrjsmws ∧ wm − 1

2 ∑r,s,m hα
mjRrismws ∧ wm − 1

2 ∑β hβ
ijRβαklwk ∧ wl

)
(ek, el)

hα
ijkl − hα

ijlk =

(
∑
m

hα
imRkjlm + ∑

m
hα

mjRkilm + ∑
β

hβ
ijRαβkl

)

5.1 O Gradiente, o Divergente e o Laplaciano

O grandiente (grad f ou∇ f ) de uma função f ∈ F (M) é um campo de vetores metrica-

mente equivalente ao diferencial d f ∈ X (U), que satisfaz

〈grad f , X〉 = d f (X) = X f , ∀ X ∈ X (U)

Seja X um campo vetorial suave em Mn. A divergência de X é a função

div X : Mn → R, dada por

(div X) (p) = tr{Yp → (∇YX)p}
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em que tr denota o traço da aplicação linear

O laplaciano ∆ f de uma função f ∈ F (M) é o divergente do gradiente

∆ f = div (grad f ) ∈ F (M)

Sejam f ∈ F (M) e {e1, ..., en} um referencial ortonormal em uma vizinhança aberta

U ⊂ Mn. Então em U, temos

1. ∇ f = ∑i ei ( f ) ei;

2. div X = ∑i{ei (ai)− 〈∇ei ei, X〉}, onde X = ∑i aiei;

3. ∆ f = ∑i{ei (ei ( f ))− (∇ei ei) f }

Proposição 5.1.1. Sejam f , g ∈ F (M) e X, Y ∈ X (U), então

1. ∇ ( f + g) = ∇ f +∇g;

2. ∇ ( f g) = g∇ f + f∇g

3. div (X + Y) = div X + div Y;

4. div ( f X) f div X + div Y

5. ∆ ( f g) = g∆ f + f ∆g + 2〈∆ f , ∆g〉

Em particular temos,
1
2

∆ f 2 = f ∆ f + |∇ f |2

O laplaciano ∆hα
ij é definido por ∆hα

ij = ∑k hα
ijkk. Assim, temos

∆hα
ij = ∑

k
hα

ijkk = ∑
k

hα
kijk = ∑

k

(
hα

kijk − hα
kikj + hα

kkij

)
= ∑

k

(
∑
m

hα
kmRmikj + ∑

m
hα

imRmkjk

)
+ ∑

k
hα

kkij + ∑
k,α

Rαβjk

= ∑
k

hα
kkij + ∑

m,k
hα

kmRmikj + ∑
m,k

hα
imRmkjk + ∑

k,α
Rαβjk

∆hα
ij = ∑

k
hα

kkij + ∑
m,k

hα
kmRmikj + ∑

m,k
hβ

imRmkjk + ∑
k,α

hβ
ikRαβjk (5.17)
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Seja, H 6= 0.Vamos escolher en+1 = h
H , ou seja

en+1 =
h
H

=
1
H
· h =

1
1
n

√
∑α

(
∑i hα

ii
)2
· 1

n ∑
α

(
∑

i
hα

ii

)
eα

=
1√

∑α

(
∑i hα

ii
)2
·∑

α

(
∑

i
hα

ii

)
eα

=
1√(

∑i hn+1
ii

)2
+
(

∑i hn+2
ii

)2
+ · · ·+

(
∑i hn+p

ii

)2
· [∑

i
hn+1

ii en+1 +

∑
i

hn+2
ii en+2 + · · ·+ ∑

i
hn+p

ii en+p]

en+1 =
∑i hn+1

ii√(
∑i hn+1

ii

)2
+
(

∑i hn+2
ii

)2
+ · · ·+

(
∑i hn+p

ii

)2
en+1

+
∑i hn+2

ii√(
∑i hn+1

ii

)2
+
(

∑i hn+2
ii

)2
+ · · ·+

(
∑i hn+p

ii

)2
en+2 + · · ·

+
∑i hn+p

ii√(
∑i hn+1

ii

)2
+
(

∑i hn+2
ii

)2
+ · · ·+

(
∑i hn+p

ii

)2
en+p

Como en+1, en+2, · · ·, en+p são linearmente independentes, temos que ∑
i

hα
ii = 0, para

α ≥ n + 2.

Denotando a matriz
[

hα
ij

]
por hα e 1

n trhα por Hα, temos

Hn+2 = 1
n trhn+2 = 0

Assim, apenas Hn+1 é não nulo, e portanto faremos

Hn+1 = H (5.18)

Mostra-se usando 5.8, 5.13,5.17 e 5.18 que

∆hn+1
ij = nHij + cnhn+1

ij − cnHδij + ∑
β,k,m

hn+1
km hβ

mkhβ
ij

− 2 ∑
β,k,m

hn+1
km hβ

mjh
β
ik + ∑

β,k,m
hn+1

mi hβ
mkhβ

kj − nH ∑
m

hn+1
mi hn+1

mj

+ ∑
β,k,m

hn+1
jm hβ

mkhβ
ki. (5.19)

e
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∆hα
ij = nHα

ij + cnhα
ij + ∑

β,k,m
hα

kmhβ
mkhβ

ij − 2 ∑
β,k,m

hα
kmhβ

mjh
β
ik + ∑

β,k,m
hα

mih
β
mkhβ

kj

− nH ∑
m

hα
mih

n+1
mj + ∑

β,k,m
hα

jmhβ
mkhβ

ki, ∀α ≥ n + 2. (5.20)

Seja Mn uma variedade tipo-espaço imersa em Qn+p
p (c). Se o vetor curvatura média

for não nulo, então

1
2

∆S = ∑
α,i,j,k

(
hα

ijk

)2
+ n ∑

α,i,j
hα

ijH
α
ij + c

(
nS− n2H2

)
− nH ∑

α

tr
(

hn+1 (hα)2
)

+ ∑
α,β

[
tr
(

hαhβ
)]2

+ ∑
α,β

N
(

hαhβ − hβhα
)

. (5.21)

Demonstração. Temos que
1
2 ∆S = 1

2 ∑α,i,j ∆
(

hα
ij

)2
= ∑α,i,j hα

ij∆hα
ij + ∑α,i,j,k

(
hα

ijk

)2

Lembrando que

∆hα
ij = ∑k hα

kkij + ∑m,k hα
kmRmijk + ∑m,k hα

miRmkjk + ∑k,β hβ
ikRαβjk

substituindo igualdade acima em

∑α,i,j hα
ij∆hα

ij, temos

1
2

∆S = ∑
α,i,j,k

(
hα

ijk

)2

+ ∑
α,i,j

hα
ij

(
∑
k

hα
kkij + ∑

m,k
hα

kmRmijk + ∑
m,k

hα
miRmkjk + ∑

k,β
hβ

ikRαβjk

)

= ∑
α,i,j,k

(
hα

ijk

)2
+ ∑

α,i,j
hα

ij

(
∑
k

hα
kkij

)
+ ∑

α,i,j
hα

ij

(
∑
m,k

hα
kmRmijk

)

+ ∑
α,i,j

hα
ij

(
∑
m,k

hα
miRmkjk

)
+ ∑

α,i,j
hα

ij

(
∑
k,β

hβ
ikRαβjk

)

= ∑
α,i,j,k

(
hα

ijk

)2
+ ∑

α,i,j,k
hα

ijh
α
kkij + ∑

α,i,j,k,m
hα

ijh
α
kmRmijk

+ ∑
α,i,j,km

hα
ijh

α
miRmkjk + ∑

α,β,i,j,k
hα

ijh
β
ikRαβjk.

Vamos calcular as parcelas da soma acima separadamente

(i) ∑α,i,j,k hα
ijh

α
kkij = ∑i,j hn+1

ij (nH)ij .

(ii) ∑α,i,j,k,m hα
ijh

α
kmRmijk = cS− cn2H2 + ∑α,β

[
tr
(
hαhβ

)]2 −∑α,β tr
(
hαhβ

)2 .
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(iii) ∑α,i,j,k,m hα
ijh

α
miRmkjk = cnS− cS + ∑α,β

[
tr
(
hαhβhβhα

)]2 − n ∑α tr
(
(hα)2 hn+1

)
.

(iv) ∑α,β,i,j,k hα
ijh

β
ikRαβjk = ∑α,β tr

(
hαhβhβhα

)
−∑α,β tr

(
hαhβ

)2 .

(v) 2 ∑α,β tr
(
hαhβhβhα

)
− 2 ∑α,β tr

(
hβhα

)2
= ∑α,β N

(
hαhβ − hβhα

)
.

Demonstração (i) Com o referencial adotado temos ∑k hα
kk = 0, ∀α ∈ {n + 2, · · ·, n + p},

assim temos

∑
α,i,j,k

hα
ijh

α
kkij = ∑

i,j,k
hn+1

ij hn+1
kkij = ∑

i,j
hn+1

ij

(
∑
k

hn+1
kkij

)
,

Além disso, como nH = ∑k hn+1
kk segue que

(nH)ij =
(

hn+1
11 + · · ·+ hn+1

nn

)
ij

,

Portanto,

∑
α,i,j,k

hα
ijh

α
kkij = ∑

i,j
hn+1

ij (nH)ij ,

Demonstração (ii) Por (5.8), temos que

∑
α,i,j,k,m

hα
ijh

α
kmRmijk = ∑

α,i,j,k,m
hα

ijh
α
km

(
c
(
δmjδik − δmkδij

)
−∑

β

(
hβ

mjh
β
ik − hβ

mkhβ
ij

))
= c ∑

α,i,j,k,m
hα

ijh
α
kmδmjδik − c ∑

α,i,j,k,m
hα

ijh
α
kmδmkδij

− ∑
α,β,i,j,k,m

hα
ijh

α
kmhβ

mjh
β
ik + ∑

α,β,i,j,k,m
hα

ijh
α
kmhβ

mkhβ
ij

= c ∑
α,i,m

hα
imhα

im − c ∑
α,i,m

hα
iih

α
mm + ∑

α,β,i,j,k,m
hα

ijh
α
kmhβ

mkhβ
ij

− ∑
α,β,i,j,k,m

hα
ijh

α
kmhβ

mjh
β
ik.

É fácil ver que
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c ∑
α,i,m

(hα
im)

2 − c ∑
α,i,m

hα
iih

α
mm = cS− cn2H2.

Para concluir esse item basta provar as seguintes desigualdades:

∑
α,β,i,j,k,m

hα
ijh

α
kmhβ

mkhβ
ij = ∑

α,β

[
tr
(

hαhβ
)]2

,

∑
α,β,i,j,k,m

hα
ijh

α
kmhβ

mjh
β
ik = ∑

α,β
tr
(

hαhβ
)2

.

Temos, que

tr
(

hαhβ
)
= ∑

i

(
∑
k

hα
ikhβ

ki

)
= ∑

i,k
hα

ikhβ
ki.

Assim,

[
tr
(

hαhβ
)]2

=

(
∑
i,j

hα
ijh

β
ji

)(
∑
m,k

hα
mkhβ

km

)
= ∑

i,j,mk
hα

ijh
β
jih

α
mkhβ

km

= ∑
i,j,mk

hα
ijh

α
kmhβ

mkhβ
ij,

Portanto,

∑
α,β

[
tr
(

hαhβ
)]2

= ∑
α,β,i,j,m,k

hα
ijh

α
kmhβ

mkhβ
ij.

Vamos denotar cada elemento da matriz hαhβ por
(
hαhβ

)
ij. Então

(
hαhβ

)2

ij
= ∑

m,k,r
hα

ikhβ
kmhα

mrhβ
rj.

Logo,

tr
(

hαhβ
)2

= ∑
i,m,j,k

hα
ijh

β
jmhα

mkhβ
ki = ∑

i,m,j,k
hα

ijh
α
kmhβ

mhβ
ik.
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∑
α,β

tr
(

hαhβ
)2

= ∑
α,β,i,m,j,k

hα
ijh

α
kmhβ

mhβ
ik.

Portanto,

∑
α,i,j,k,m

hα
ijh

α
kmRmijk = cS− cn2H2 + ∑

α,β

[
tr
(

hαhβ
)]2
−∑

α,β
tr
(

hαhβ
)

.

Demonstração (iii) Por 5.8 temos,

∑
α,i,j,k,m

hα
ijh

α
miRmkjk = ∑

α,i,j,k,m
hα

ijh
α
mi

(
c
(
δmjδkk − δmkδkj

)
−∑

β

(
hβ

mjh
β
kk − hβ

mkhβ
kj

))

= cn ∑
α,i,j

(
hα

ij

)2
− c ∑

α,i,j

(
hα

ij

)2

− ∑
α,β,i,j,k,m

hα
ijh

α
mi

(
hβ

mjh
β
kk − hβ

mkhβ
kj

)
= cnS− cS + ∑

α,β,i,j,k,m
hα

ijh
α
mih

β
mkhβ

kj

− ∑
α,β,i,j,k,m

hα
ijh

α
mih

β
mjh

β
kk.

A última parcela da igualdade acima pode ser escrita por

∑
α,β,i,j,k,m

hα
ijh

α
mih

β
mjh

β
kk = ∑

α,i,j,k,m
hα

ijh
α
mih

n+1
mj hn+1

kk =

(
∑
k

hn+1
kk

)(
∑

α,i,j,m
hα

ijh
α
mih

n+1
mj

)
= nH ∑

α,i,j,m
hα

ijh
α
mih

n+1
mj .

Agora vamos desenvolver o termo ∑α,i,j,m hα
ijh

α
mih

n+1
mj .

∑
α,i,j,m

hα
ijh

α
mih

n+1
mj = ∑

α,i,m,k
hα

kih
α
mkhn+1

mi = ∑
α,i,m,k

hα
ikhα

kmhn+1
mi

= ∑
i

(
∑
m,k

hα
ikhα

km

)
hn+1

mi = ∑
i

(
∑
m

(
∑
k

hα
ikhα

km

))
hn+1

mi

= ∑
i

(
∑
m
(hα)2

im

)(
hn+1

)
mi

= ∑
i

(
∑
m
(hα)2

im

(
hn+1

)
mi

)
∑

i

(
(hα)2 hn+1

)
ii

= tr
(
(hα)2 hn+1

)
.
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Ou seja,

tr
(
(hα)2 hn+1

)
= ∑α,i,j,m hα

ijh
α
mih

n+1
mj ,

e

nH ∑α,i,j,m hα
ijh

α
mih

n+1
mj = nHtr

(
(hα)2 hn+1

)
.

Por outro lado, vale a seguinte igualdade

∑
α,β

tr
(

hαhβhβhα
)
= ∑

α,β,i,j,k,m
hα

ijh
α
mih

β
mkhβ

kj.

Portanto, concluı́mos que

∑α,i,j,k,m hα
ijh

α
miRmkjk = cnS− cS + ∑α,β

[
tr
(
hαhβhβhα

)]2 − n ∑α tr
(
(hα)2 hn+1

)
.

Demonstração (iv) Agora vamos mostrar que

∑
α,β,i,j,k

hα
ijh

β
ikRαβjk = ∑

α,β
tr
(

hαhβhβhα
)
−∑

α,β
tr
(

hαhβ
)2

.

Lembremos que

Rαβij = ∑
m

(
hα

imhβ
mj − hα

jmhβ
mi

)
.

Então,

∑
α,β,i,j,k

hα
ijh

β
ikRαβjk = ∑

α,β,i,j,k
hα

ijh
β
ik

(
∑
m

(
hα

jmhβ
mk − hα

kmhβ
mj

))

= ∑
α,β,i,j,k,m

hα
ijh

β
ikhα

jmhβ
mk − ∑

α,β,i,j,k,m
hα

ijh
β
ikhα

kmhβ
mj.

Pode-se verificar facilmente as seguintes igualdades:

∑
α,β,i,j,k,m

hα
ijh

β
ikhα

jmhβ
mk = ∑

α,β
tr
(

hαhβhβhα
)

,

∑
α,β,i,j,k,m

hα
ijh

β
ikhα

kmhβ
mj = ∑

α,β
tr
(

hαhβ
)2

.

Portanto, o item (iv) está provado.
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Agora, a partir das igualdades (i), (ii), (iii) e (iv), podemos escrever

1
2

∆S = ∑
α,i,j,k

(
hα

ijk

)2
+ ∑

i,j
hn+1

ij (nH)ij + cS− cn2H2 + ∑
α,β

[
tr
(

hαhβ
)]2

− ∑
α,β

tr
(

hαhβ
)2

+ cn2S− cS + ∑
α,β

tr
(

hαhβhβhα
)

− nH ∑
α

tr
(
(hα)2 hn+1

)
+ ∑

α,β
tr
(

hαhβhβhα
)
−∑

α,β
tr
(

hαhβ
)

.

podemos reescrever a expressão anterior como:

1
2

∆S = ∑
α,i,j,k

(
hα

ijk

)2
+ ∑

i,j
hn+1

ij (nH)ij + cnS− cn2H2 − nH ∑
α,β

tr
(
(hα)2 hn+1

)
+ ∑

α,β

[
tr
(

hαhβ
)]2

+ 2 ∑
α,β

tr
(

hαhβhβhα
)
− 2 ∑

α,β
tr
(

hαhβ
)2

.

Assim, pela igualdade (v), obtemos a expressão desejada, ou seja, concluı́mos que:

1
2

∆S = ∑
α,i,j,k

(
hα

ijk

)2
+ ∑

i,j
hn+1

ij (nH)ij + cnS− cn2H2 + ∑
α,β

[
tr
(

hαhβ
)]2

+ ∑
α,β

N
(

hαhβ − hβhα
)
− nH ∑

α

tr
(
(hα)2 hn+1

)
.

Demonstração (v) Pela definição de N, segue que:

∑
α,β

N
(

hαhβ − hβhα
)

= ∑
α,β

tr
((

hαhβ − hβhα
) (

hαhβ − hβhα
)t
)

= ∑
α,β

tr
((

hαhβ − hβhα
)((

hαhβ
)t
−
(

hβhα
)t
))

= ∑
α,β

tr
((

hαhβ − hβhα
) (

hαhβ − hβhα
))

= ∑
α,β

tr
(

hαhβhβhα
)
−∑

α,β
tr
(

hβhα
)2

− ∑
α,β

tr
(

hαhβ
)2

+ ∑
α,β

tr
(

hβhαhαhβ
)

= 2 ∑
α,β

tr
(

hβhαhαhβ
)
− 2 ∑

α,β
tr
(

hβhα
)2

.

Portanto, temos que

2 ∑α,β tr
(
hβhαhαhβ

)
− 2 ∑α,β tr

(
hβhα

)2
= ∑α,β N

(
hαhβ − hβhα

)
.
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Dos itens acima chegamos a

1
2

∆S = ∑
α,i,j,k

(
hα

ijk

)2
+ n ∑

α,i,j
hα

ijH
α
ij + c

(
nS− n2H2

)
− nH ∑

α

tr
(

hn+1 (hα)2
)

+ ∑
α,β

[
tr
(

hαhβ
)]2

+ ∑
α,β

N
(

hαhβ − hβhα
)

.

Onde N (A) = tr
(

AAt), para toda matriz A =
[
aij
]

.

Recordemos que Mn é uma subvariedade com vetor curvatura paralelo se∇⊥h ≡ 0,

onde∇⊥ é a conecção normal de Mn em Qn+p (c) . Note que essa condição implica em

H = |h| constante e

∑
k

hα
kki = 0, ∀i, α. (5.22)

O lema seguinte é devido a Omori e Yau

Lema 5.1.2 (Princı́pio do máximo). Seja Mn uma variedade Riemaniana completa com cur-

vatura de Ricci limitada inferiormente e seja F : Mn → R uma função C2−função também

limitada inferiormente em Mn. Então existe uma sequência de pontos {pk} em Mn tal que

lim
k→∞

F (pk) = inf (F) , lim
k→∞
|∇F (pk) | = 0 e lim

k→∞
inf ∆F (pk) ≥ 0.

Lema 5.1.3. Sejam A, B : Rn → Rn transformações lineares tais que AB− BA = 0 e trA =

trB = 0. Então

|trA2B| ≤ n− 2√
n (n− 1)

N (A)
√

N (B). (5.23)

O lema 5.1.3 é devido a W. Santos (ver[13])

Seja f : Mn → Qn+p
p (c) uma imersão. Defina agora a aplicação linear auto adjunta

ϕα : TpM → TpM

x 7→ Hαx− Aαx

Onde Hα é a curvatura média com respeito a direção α de f em p, e Aα é o operador

de Weingarten na direção α. A aplicação linear ϕα está associada uma forma bilinear

simétrica Tα dada por

Tα (x, y) = 〈ϕα (x) , y〉 , ∀x, y ∈ TpM.

Denotemos, Tα
(
ei, ej

)
por φα

ij e a matriz (φα
ij) por φα.
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O traço de φα é nulo. De fato,

φα
ij =

〈
ϕα (ei) , ej

〉
=
〈

Hαei − Aαei, ej
〉
=
〈
(Hα − kα

i ) ei, ej
〉
= (Hα − kα

i ) δij,

logo

trφα =
n

∑
i=1

φα
ii =

n

∑
i=1
〈ϕα (ei) , ei〉 = ∑ (Hα − kα

i ) δii = nHα −
n

∑
i=1

kα
i = 0

Note como kα
i é auto valor de A associado a ei então kα

i = hα
ijδ

ij.Pois,〈
Aαei, ej

〉
=
〈

B
(
ei, ej

)
, eα

〉
= ∑β,r,s

〈
hβ

rswr (ei)ws
(
ej
)

eβ, eα

〉
= ∑β

〈
hβ

ijeβ, eα

〉
= hα

ij

Como sabemos que Aαei = kα
i ei, obtemos

kα
i δij = hα

ij ⇒ kα
i = hα

ijδ
ij

Assim,

φα
ij = (Hα − kα

i ) δij =
(

Hα − hα
ijδ

ij
)

δij = Hαδij − hα
ij.

Podemos considerar o seguinte tensor simétrico

φ = ∑
α,i,j

φα
ijwiwjeα

A forma bilinear φ é denominada segunda forma bilinear sem traço.

N (φα) = tr (φα)2

Como (φα)2
ij = ∑k φα

ik · φ
α
kj e tr

[
(φα)2

]
ij
= ∑i

[
(φα)2

]
ii
, temos que o traço de φ é dado

por

tr (φα)2 = ∑
i,k

φα
ik · φ

α
ki = ∑

i,k
(φα

ik)
2

Assim(
φα

ik
)2

=
(

Hαδik − hα
ik
)2

= (Hαδik)
2 − 2Hαδikhα

ik +
(
hα

ik
)2 .

tr (φα)2 = ∑
i,k

[
(Hαδik)

2 − 2Hαδikhα
ik + (hα

ik)
2
]

= n (Hα)2 −∑
i

2Hαhα
ii︸ ︷︷ ︸

=−2n(Hα)2

+ ∑
i,k

(hα
ik)

2

= n (Hα)2 − 2n (Hα)2 + N (hα) .

tr (φα)2 = N (hα)− n (Hα)2
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Portanto,

|φ|2 = ∑α tr (φα)2 = ∑α[N (hα)− n (Hα)2] = ∑α,i,k
(
hα

ik
)2 − n ∑α (Hα)2 = S− nH2 N (φα) = N (hα)− n (Hα)2 ,

|φ|2 = ∑α N (φα) = S− nH2,
(5.24)

onde φα denota a matriz
[
φα

ij

]
.

Teorema 5.1.4. Seja Mn uma subvariedade tipo espaço imersa em Qn+p (c) com curvatura

média não nula não nula e fibrado normal flat (plano). Se |∇2Hα|2 denota o quadrado da

norma do Hessiano de Hα = 1
n ∑i hα

ii, então, a seguinte desigualdade é obtida

1
2

∆|φ|2 ≥ −n ∑
α

|∇Hα|2 + |φ|
(
|φ|3

p
− n (n− 2)√

n (n− 1)
H|φ|2

+n
(

c− H2
)
|φ| − n

√
∑
α

|∇2Hα|2
)

.

Demonstração. Uma vez que H 6= 0 independe do referencial, podemos escolher um

referncial móvel ortonormal {e1, · · ·, en+p} tal que en+1 = h
H . Esta escolha implica em

φn+1
ij = hn+1

ij − Hδij,

N
(

φn+1
)

= tr
(

φn+1
)2

= tr
(

hn+1
)2
− nH2 = N

(
hn+1

)
− nH2, (5.25)

tr
(

hn+1
)3

= tr
(

φn+1
)3

+ 3HN
(

φn+1
)
+ nH3.

φα
ij = hα

ij, N (φα) = N (hα) , α ≥ n + 2, (5.26)

∆S = ∆
(
|φ|2 + nH

)
. (5.27)

.

∑
α,i,j

hα
ijH

α
ij = ∑

α,i,j
φα

ijH
α
ij + ∑

α,i,j
HαHα

ijδij = ∑
α,i,j

φα
ijH

α
ij + ∑

α,i
HαHα

ii

= ∑
α,i,j

φα
ijH

α
ij + ∑

α

Hα∆Hα. (5.28)

Uma vez que ∆H2 = ∑α ∆ (Hα)2 = 2 ∑α Hα∆Hα + 2 ∑α |∇Hα|2, substituindo (5.25) , (5.26),

(5.27) e (5.28) em (5.21) obtemos
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1
2

∆
(
|φ|2 + nH2

)
= ∑

(
hα

ijk

)2
+ n

(
∑ φα

ijH
α
ij

+∑ Hα∆Hα
)
+ cn|φ|2 − nH ∑ tr

(
φn+1 (φα)2

)
+∑

(
trφαφβ

)2
+ ∑ N

(
φαφβ − φβφα

)
.

1
2

∆|φ|2 + n
[
∑ Hα∆Hα + ∑ |∇Hα|2

]
= ∑

(
hα

ijk

)2
+ n ∑ φα

ijH
α
ij + n ∑ Hα∆Hα + cn|φ|2

− nH ∑ tr
(

φn+1 (φα)2
)
+ ∑

(
trφαφβ

)2

+ ∑ N
(

φαφβ − φβφα
)

︸ ︷︷ ︸
=0

1
2

∆|φ|2 = ∑
(

hα
ijk

)2
+ n ∑ φα

ijH
α
ij + n ∑ Hα∆Hα + cn|φ|2 − nH ∑ tr

(
φn+1 (φα)2

)
+ ∑

[
tr
(

φαφβ
)]2
− n ∑ Hα∆Hα − n ∑ |∇Hα|2

Como ∑
(

hα
ijk

)2
≥ −nH2|φ|2

1
2

∆|φ|2 ≥ −n ∑
α

|∇Hα|2 + n ∑
α,i,j

φijαHα
ij + n

(
c− H2

)
|φ|2

− nH ∑
α

tr
(

φn+1 (φα)2
)
+ ∑

α,β

(
trφαφβ

)2
. (5.29)

Como em Mn o fibrado normal é flat, portanto as matrizes hn+1 e hα comutam, pois,

Rαβij = ∑l

(
hα

ilh
β
l j − hα

jlh
β
li

)
, e as matrizes de traço nulo φα e φn+1 também comutam,

para todo α. Portanto aplicando o lema 5.1.3 obtemos

∑
α

tr
(

φn+1 (φα)2
)
≤ n− 2√

n (n− 1)

√
N (φn+1)|φ|2 ≤ n− 2√

n(n− 1)
|φ|3. (5.30)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

−
∣∣∣∣∣∑
α,i,j

φα
ijH

α
ij

∣∣∣∣∣ ≥ −
√

∑
α,i,j

(
φα

ij

)2
√

∑
α,i,j

(
Hα

ij

)2
= −|φ|∑

α

√
∑
α

|∇2Hα|2. (5.31)
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E a desigualdade |φ|4 ≤ p ∑α N2 (φα) ≤ p ∑α,β
[
tr
(
φαφβ

)]2 . De fato,[
tr
(

φαφβ
)]2

≥ (trφα)2
(

trφβ
)2

= |φα|2|φβ|2 ⇒∑
α,β

[
tr
(

φαφβ
)]2

≥ ∑
α,β
|φα|2|φβ|2 ≥∑

α

|φα|4 = ∑
α

N2 (φα) ≥ |φ|4 ≥ 1
p
|φ|4

p ∑
α,β

[
tr
(

φαφβ
)]2
≥ p ∑

α

N2 (φα) ≥ |φ|4 (5.32)

Note que

|φ|2 = ∑
α

|φα|2 = ∑
α

tr (φα)2

Com as equações 5.29, 5.30, 5.31 e 5.32 provamos o teorema.

Teorema 5.1.5. Seja Mn uma subvariedade tipo espaço imersa em Qn+p
p (c) com curvatura

média paralelo. Então a seguinte desigualdade é verdadeira

1
2

∆|φ|2 ≥ |φ|2
(
|φ|2

p
− n (n− 2)√

n (n− 1)
H|φ|+ n

(
c− H2

))
.

Demonstração. Observe que devido as condições deste teorema temos ∇⊥h = 0, se

H 6= 0, a curvatura média H é constante e hn+1 e hα comutam, para todo α. Como

∇2Hα = ∇Hα = 0 as matrizes de traço nulo φn+1 e φα comutam para todo α.

Portanto podemos seguir exatamente o padrão da prova do teorema 5.1.4 chegando

assim no resultado esperado.

Se H = 0, temos por (5.21) que

1
2

∆S = ∑
α,i,j,k

(hα
ijk)

2 + cnS + ∑
αβ

[
tr(hαhβ)

]2
+ ∑

αβ

N(hαhβ − hβhα).

1
2

∆S ≥ cnS + ∑
αβ

[
tr(hαhβ)

]2
.

1
2

∆S ≥ cnS + ∑
α

N2(hα).

De (5.32), temos ∑α N2(φα) ≥ |φ|
4

p
=

S2

p
Assim,

1
2

∆S ≥ cnS +
S2

p
1
2

∆S ≥ S
(

cn +
S
p

)
Isto completa a prova do teorema.
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Teorema 5.1.6. Seja Mn uma subvariedade tipo espaço conexa em Qn+p
p (c) com vetor cur-

vatura média h paralelo e curvatura seccional não-negativa. Se Mn tem curvatura escalar

constante R, então Mn é totalmente umbı́lica ou é um produto M1 × M2 × · · · × Mk, onde

cada Mi é uma subvariedade totalmente unbı́lica em Qn+p
p (c) e os M′is são mutuamente per-

pendiculares ao longo das interseções.

Demonstração. Uma vez que o vetor cuvatura média h é paralelo e

∑
α,β,i,j,k

hα
ijh

β
kiRαβjk =

1
2 ∑

α,β
N
(

hαhβ − hβhα
)

,

A partir de (5.17) temos

1
2

∆S =
1
2 ∑

α,i,j
∆
(

hα
ij

)2
= ∑

α,i,j,k

(
hα

ij

)2
+ ∑

α,i,j
hα

ij∆hα
ij = ∑

α,i,j

(
hα

ij

)2

+
1
2 ∑

α,β
N
(

hαhβ − hβhα
)
+ ∑

α,i,j,k,m
hα

ijh
β
kmRmijk + ∑

α,i,j,k,m
hα

ijh
β
miRmkjk. (5.33)

Em seguida, vamos obter uma estimativa pontual para os dois últimos termos. Para

α fixo, seja λα um autovalor de hα, isto é, hα
ij = λα

i δij, e denote por inf K o ı́nfimo das

curvaturas seccionais em um ponto p de Mn. Então

2

(
∑

i,j,k,m
hα

ijh
α
kmRmijk + ∑

i,j,k,m
hα

ijh
α
miRmkjk

)
= 2 ∑

i,j,k,m
λα

i δijλ
α
k δkmRmijk

+ 2 ∑
i,j,k,m

λα
i δijλ

α
mδmiRmkjk

= 2 ∑
i,,k

λα
i λα

k Rkiik + 2 ∑
i,k

(λα
i )

2 Rikik

= ∑
i,,k

(−2λα
i λα

k ) Rikik + 2 ∑
i,k

(λα
i )

2 Rikik

= ∑
i,,k

(−2λα
i λα

k ) Rikik

+ ∑
i,k

[
(λα

i )
2 + (λα

k )
2
]

Rikik

= ∑
i,k

(λα
i − λα

k )
2 Rikik

≥ (inf K)∑
i,k

(λα
i − λα

k )
2 (5.34)

Temos que
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(λα
i − λα

k )
2 = (λα

i )
2 − 2λα

i λα
k + (λα

k )
2 =

(
hα

ijδ
ij
)2
− 2

(
hα

ijδ
ij
) (

hα
kjδ

kj
)
+
(

hα
kjδ

kj
)2

⇒ ∑
i,k

(λα
i − λα

k )
2 = ∑

i,k

(
hα

ijδ
ij
)2
− 2 ∑

i,k

(
hα

ijδ
ij
) (

hα
kjδ

kj
)
+ ∑

i,k

(
hα

kjδ
kj
)2

= n ∑
i
(hα

ii)
2 − 2 ∑

i
(hα

ii)∑
k
(hα

kk) + n ∑
k
(hα

kk)
2 = nN (hα)− 2n2H2

+ nN (hα) = 2nN (hα)− 2n2 (Hα)2 = 2n
(

N (hα)− n (Hα)2
)

= 2nN (φα) .

ouja,

∑
i,k

(λα
i − λα

k )
2 = 2nN (φα)

Assim,

∑
i,j,k,m

hα
ijh

α
kmRmijk + ∑

i,j,k,m
hα

ijh
α
miRmkjk ≥ n (inf K) N (φα) = n (inf K) |φ|2. (5.35)

Uma vez que h é paralelo, temos H constante, portanto, de 5.10 podemos ver que

S = R + n2H2 − cn (n− 1) também é constante, assim ∆S = 0.

Como Rijij ≥ 0, de 5.35 e 5.35, temos

0 =
1
2

∆S ≥ ∑
α,i,j,k

(
hα

ijk

)2
+ n (inf K) |φ|2 + 1

2 ∑
α,β

N
(

hαhβ − hβhα
)
≥ 0 (5.36)

Acontece que;

(i) hαhβ = hβhα ∀α, β, assim o fibrado normal de Mn é flat (plano). Portanto, as

matrizes hα são simultaneamente diagonalizaveis;

(ii) hα
ijk = 0 ∀i, j, k assim a segunda forma fundamental B é paralela. Em particular,

λα
i é constante para todo i e todo α.

De i, ii, 5.33 e 5.34, podemos escrever 0 = ∑i,k
(
λα

i − λα
k
)2 Rijij e, uma vez que

Rijij ≥ 0, teremos
(
λα

i − λα
k
)2 Rijij = 0. Consequentemente podemos aplicar o método de

Ishihara (veja [8], lemas 5.1, 5.2 e Teorema 1.3]) e concluir que Mn é totalmente umbı́lica

ou o produto M1 ×M2 × · · · ×Mk, tem algum subvariedade Mi totalmente umbı́lica

em Qn+p
p (c) e os M′is são mutuamente perpendiculares terminando assim a prova

desse Teorema
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Teorema 5.1.7. Seja Mn uma subvariedade tipo espaço conexa em Qn+p
p (c) com vetor cur-

vatura média paralelo. Se sup K denota a função que associa cada ponto de Mn ao supremo

da curvatura seccional nesse ponto, existe uma constante β (c, n, p, H) tal que se sup K ≤

β (c, n, p, H), então:

(i) n = 2 e M2 é totalmente umbı́lica ou,

(ii) n ≥ 3 e Mn totalmente geodésica.

Demonstração. Temos de 5.17

∆hα
ij ≥ ∑m,k hα

kmRmikj + ∑m,k hα
imRmkjk

Assim,

1
2 ∆|φ|2 = 1

2 ∆S ≥ ∑α,i,j hα
ij∆hα

ij

1
2 ∆S ≥ ∑α,i,j,m,k hα

ijh
α
kmRmikj + ∑α,i,j,m,k hα

ijh
α
imRmkjk

Na prova do teorema 5.1.4 foi usada a seguinte desigualdade

∑
α,i,j,m,k

hα
ijh

α
kmRmikj + ∑

α,i,j,m,k
hα

ijh
α
imRmkjk ≥ |φ|2

(
|φ|2

p
− n (n− 2)√

n (n− 1)
H|φ|

+n
(

c− H2
))

. (5.37)

De 5.35 podemos observar a seguinte desigualdade

∑
α,i,j,k,m

hα
ijh

α
kmRmijk + ∑

α,i,j,k,m
hα

ijh
α
miRmkjk ≤ n (sup K) N (φα) = n (sup K) |φ|2 (5.38)

é fácil ver que

1
2

∆S ≥ (1− a)

(
∑

α,i,j,k,m
hα

ijh
α
kmRmijk + ∑

α,i,j,k,m
hα

ijh
α
miRmkjk

)

+ a

(
∑

α,i,j,k,m
hα

ijh
α
kmRmijk + ∑

α,i,j,k,m
hα

ijh
α
miRmkjk

)
. (5.39)

Lembrando que h é paralelo, de 5.37, 5.38, e 5.39 se a ≥ 1, temos que

1
2

∆|φ|2 =
1
2

∆S ≥ (1− a)
(

n (sup K) |φ|2
)

+ a|φ|2
(
|φ|2

p
− n (n− 2)√

n (n− 1)
H|φ|+ n

(
c− H2

))

= a|φ|2
(
|φ|2

p
− n (n− 2)√

n (n− 1)
H|φ|+ n

[
c− H2 +

(
1− a

a

)
sup K

])
.(5.40)
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Consideremos a função diferenciável positiva F : Mn → R dfinida por F =
1√

1 + |φ|2
.

∇F = − ∇|φ|2

2
(√

1 + |φ|2
)3 ⇒ |∇F|2 =

(
∇|φ|2

)2

4 (1 + |φ|2)3 ,

∆F = ∇2F = −
2∆|φ|2

(√
1 + |φ|2

)3
− 3∇|φ|2

√
1 + |φ|2∇|φ|2

4
(√

1 + |φ|2
)6

= −
2∆|φ|2

(√
1 + |φ|2

)2
− 3

(
∇|φ|2

)2

4
(√

1 + |φ|2
)5

= −
∆|φ|2

(√
1 + |φ|2

)2

2
(√

1 + |φ|2
)5 +

3
(
∇|φ|2

)2

4
(√

1 + |φ|2
)5

= − ∆|φ|2

2
(√

1 + |φ|2
)3 +

3
(
∇|φ|2

)2

4
(√

1 + |φ|2
)5 ,

F∆F =
1√

1 + |φ|2
·

− ∆|φ|2

2
(√

1 + |φ|2
)3 +

3
(
∇|φ|2

)2

4
(√

1 + |φ|2
)5


= − ∆|φ|2

2
(√

1 + |φ|2
)4 +

3
(
∇|φ|2

)2

4
(√

1 + |φ|2
)6

= − ∆|φ|2

2 (1 + |φ|2)2 +
3
(
∇|φ|2

)2

4 (1 + |φ|2)3

= − ∆|φ|2

2 (1 + |φ|2)2 + 3|∇F|2.

ou seja,

|∇F|2 =

(
∇|φ|2

)2

4 (1 + |φ|2)3 (5.41)

F∆F = − ∆|φ|2

2 (1 + |φ|2)2 + 3|∇F|2. (5.42)

Das propriedades do Laplaciano, temos

−F∆F + 3|∇F|2 =
∆|φ|2

2 (1 + |φ|2)2 − 3|∇F|2 + 3|∇F|2 =
∆|φ|2

2 (1 + |φ|2)2
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Pelo teorema 5.1.4 e por 5.42, temos

−F∆F + 3|∇F|2 ≥ |φ|2

2 (1 + |φ|2)2

(
|φ|2

p
− n (n− 2)√

n (n− 1)
H|φ|+ n

(
c− H2

))
(5.43)

Seja λn+1
i um autovalor de hn+1. Por 5.9 podemos ver que

Ric (ei) = Rii = c (n− 1)−
(

∑
i

hn+1
ii

)
hn+1

ii + ∑
k

(
hn+1

ik

)2

= c (n− 1)− nHhn+1
ii + ∑

k

(
hn+1

ik

)2

= c (n− 1)− nHλn+1
i +

(
λn+1

i

)2

= c (n− 1)− nHλn+1
i +

(
λn+1

i

)2
+

n2H2

4
− n2H2

4
.

Ric (ei) = c (n− 1) +
(

λn+1
i − nH

2

)2

− n2H2

4
.

Portanto, Ric (ei) ≥ c (n− 1)− n2H2

4
, ou seja a curvatura de Ricc de Mn é limitada

inferiormente. Dessa forma temos as condições para aplicar o Lema 5.1.2 na função F.

Assim, é possı́vel encontrar uma sequência de pontos {pk} em Mn tal que

lim
k→∞

F (pk) = inf F, lim
k→∞
|φ|2 (pk) = sup |φ|2 = (sup |φ|)2,

lim
k→∞
|∇F (pk)| = 0, lim

k→∞
inf ∆F (pk) ≥ 0. (5.44)

substituindo 5.44 em 5.43, obtemos

(sup |φ|)2

2
(

1 + (sup |φ|)2
)2

(
(sup |φ|)2

p
− n (n− 2)√

n (n− 1)
H sup |φ|+ n

(
c− H2)) ≤ 0,

com isso mostramos que sup |φ| ≤ ∞. Portanto, podemos aplicar o Lema 5.1.2 na

função |φ|2 obtendo assim uma sequências de pontos {pk} em Mn tal que

lim
k→∞
|φ|2 (pk) = sup |φ|2 = (sup |φ|)2,

lim
k→∞

∣∣∇|φ|2∣∣ = 0,

lim
k→∞

sup ∆|φ|2 (pk) ≤ 0. (5.45)

Através da aplicação de desigualdade (5.40) no pk, tomando o limite, e usando (5.45)

obtemos
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0 ≥ 1
2a lim

k→∞
sup ∆|φ|2 ≥

(sup |φ|)2

(
(sup |φ|)2

p
− n (n− 2)√

n (n− 1)
H sup |φ|+ n

[
c− H2 +

(
1− a

a

)
sup K

])
.

(5.46)

Resolvendo a equação
x2

p
− n (n− 2)√

n (n− 1)
Hx+n

[
c− H2 +

(
1− a

a

)
supK

]
, obtemos

x =

[
n(n−2)H√

n(n−1)
± n

√
aH2[p(n−2)2+4(n−1)]−4(n−1)[ac+(1−a)supK]

pna(n−1)

]
p
2

.

Façamos

β (c, n, p, H) =
a

4 (a− 1) (n− 1)

(
4c (n− 1)−

[
p (n− 2)2 + 4 (n− 1)

]
H2
)

.

Se sup K ≤ β (c, n, p, H) teremos

(sup |φ|)2

p
− n (n− 2)√

n (n− 1)
H sup |φ|+ n

[
c− H2 +

(
1− a

a

)
sup K

]
≥ 0,

pois ∆ ≤ 0. A igualdade só é obtida se sup K = β (c, n, p, H) e sup |φ| = pn (n− 2) H
2
√

n (n− 1)
.

Assim, se sup K < β (c, n, p, H), de 5.46 conclui-se que sup |φ| = 0 e Mn é totalmente

umbı́lica.

Se sup K = β (c, n, p, H), podemos supor que Mn não é totalmente umbı́lica. Primeiro

vamos provar que p = 1. Note que

(sup |φ|)2

(
(sup |φ|)2

p
− n (n− 2)√

n (n− 1)
H sup |φ|+ n

[
c− H2 +

(
1− a

a

)
sup K

])
= 0

mostra todas as estimativas usadas para fazer 5.46 se tornar uma igualdade. Mais

precisamente 5.30 e 5.32 podem ser escritas como√
N (φn+1)|φ|2 = |φ|3, (5.47)

|φ|4 = p ∑
α

N2 (φα) . (5.48)
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Por 5.45, podemos chegar a uma sequência {pk} em Mn tal que

lim
k→∞

N (φα) (pk) = Cα, α ≥ n + 1. (5.49)

De 5.47, temos em pk

lim
k→∞

(√
N (φn+1)|φ|2

)
= lim

k→∞
|φ|3 ⇒

√
Cn+1 (sup |φ|)2 = (sup |φ|)3 . (5.50)

Uma vez que sup |φ| > 0, podemos ver que em pk, temos

Cn+1 = (sup |φ|)2 = sup |φ|2 = sup ∑
α

tr (φα)2 = ∑
α

sup tr (φα)2

= ∑
α

sup N (φα) = ∑
α

lim
k→∞

N (φα) (pk) = ∑
α

Cα. (5.51)

Ou seja, Cα = 0, para α ≥ n + 2.

Por 5.48 e 5.51 temos em pk que

lim
k→∞
|φ|4 = lim

k→∞
p ∑α N2 (φα) = p

(
Cn+1)2

= p (sup |φ|)4 ,

Como lim
k→∞
|φ|4 = (sup |φ|)4, vemos facilmente que p = 1.

Em seguida, vamos provar que sup K = 0. Como h é paralelo e mantém a igualdade

em (5.38) e (5.39), chegamos a

0 = lim
k→∞

sup 1
2 ∆|φ|2 (pk) = lim

k→∞
sup 1

2 ∆S (pk) = n(sup K)(sup |φ|2) =

n sup K (sup |φ|)2 .

Portanto, sup K = 0.

Agora estamos em condições de provar que Mn é totalmente umbı́lica. Observa-se

que sup K = 0 e p = 1 implicando em

0 = sup K = β (c, n, p, H) =
a

4 (a− 1) (n− 1)
(
4c (n− 1)− n2H2) .

Portanto H2 =
4c (n− 1)

n2 , o que não ocorre quando c < 0. Se c = 0, Mn é máxima

e pelo teorema 1.5, Mn é totalmente geodésica. No caso c = 1, de acordo com Mon-

tiel (cf., [10,Proposição 2]), Mn é uma hipersuperfı́cie totalmente umbı́lica ou n > 2

e o supremo da curvatura escalar de Mn é igual a (n− 2)2 . Como Mn não é total-

mente umbı́lica, podemos concluir que o supremo da curvatura escalar de Mn é igual a

(n− 2)2, o que contradiz o fato de que sup K = 0. Portanto, Mn é totalmente umbı́lica.

Como a é arbitrário, tendo o limite a→ ∞ em
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sup K ≤ β (c, n, p, H) =
a

4 (a− 1) (n− 1)

(
4c (n− 1)−

[
p (n− 2)2 + 4 (n− 1)

]
H2
)

Temos

sup K ≤ β (c, n, p, H) =
1

4 (n− 1)

(
4c (n− 1)−

[
p (n− 2)2 + 4 (n− 1)

]
H2
)

.

Além disso, uma vez que Mn é totalmente umbı́lica, se n ≥ 3 temos

(sup |φ|)2

p − n(n−2)√
n(n−1)

H sup |φ|+ n
[
c− H2 +

(
1−a

a

)
sup K

]
= 0⇒ sup K = c− H2

Logo,

c− H2 = sup K ≤ 1
4(n−1)

(
4c (n− 1)−

[
p (n− 2)2 + 4 (n− 1)

]
H2
)

,

c− H2 ≤ c− [p(n−2)2+4(n−1)]
4(n−1) H2 ⇒ [p(n−2)2+4(n−1)]

4(n−1) H2 ≤ H2 ⇒ p (n− 2)2 ≤ 0.

Isso implica que H = 0 mostranto assim que Mn é totalmente geodésica. Encerrando

finalmente a prova do teorema.

Teorema 5.1.8. Seja Mn uma subvariedade tipo espaço pseudo-umbı́lica e conexa em Qn+p
α (c).

Suponha que:

(i) c = 1 e 0 ≤ H2 ≤ 1 ou,

(ii) c ≤ 0, 0 ≤ H2 ≤ ∞, p ≤ n e R ≥ 0.

Então Mn é totalmente geodésica.

Demonstração. Denote por 〈, 〉 o produto escalar em Qn+p
p (c). Uma subvariedade Mn

em Qn+p
p (c) é chamada pseudo-umbı́lica, se existe uma função λ em Mn tal que

〈B (X, Y) , h〉 = λ 〈X, Y〉 , (5.52)

para quaisquer campos de vetores X, Y em Mn.

Lembrando que:

h =
1
n ∑

α

(
∑

i
hα

ii

)
eα = Hen+1

e

B (X, Y) = ∑
α,k,l

hα
klwk (X)wl (Y) eα
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Logo 〈
B
(
ei, ej

)
, h
〉

=
〈

B
(
ei, ej

)
, Hen+1

〉
=

〈
∑
αkl

hα
klwk (ei)wl

(
ej
)

eα, Hen+1

〉
= hn+1

ij H

De 5.52 temos, 〈
B
(
ei, ej

)
, Hen+1

〉
= λδij

Portanto,

λδij = hn+1
ij H ⇒ ∑

ij
λδij = ∑

ij
hn+1

ij H

⇒ nλ = ∑
ii

hn+1
ii H

⇒ λ =
1
n ∑

ii
hn+1

ii H = H2

Assim,

hn+1
ij H = λδij = H2δij ⇒ hn+1

ij = Hδij

Ou seja, 〈
B
(
ei, ej

)
, Hen+1

〉
= hn+1

ij H, hn+1
ij = Hδij

De 5.24 obtemos

N
(
φn+1) = 0 e |φ|2 = ∑α≥n+2 N (hα) .〈

B
(
ei, ej

)
, Hen+1

〉
= hn+1

ij H, hn+1
ij = Hδij

N
(
φn+1) = 0 e |φ|2 = ∑α≥n+2 N (hα) .

(5.53)

De 5.18, 5.19 e 5.53 chega-se a

1
2

∆N
(

hn+1
)

= ∑
i,j,k

(
hn+1

ijk

)2
+ n ∑

i,j
hn+1

ij Hn+1
ij + nc ∑

i,j

(
hn+1

ij

)2
− n2c2H2

− nHtr
(

hn+1
)3

+ ∑
β≥n+2

[
tr
(

hn+1hβ
)]2

+

[
tr
(

hn+1
)2
]2

+ ∑
β≥n+2

N
(

hn+1hβ − hβhn+1
)
≥ ∑

i,j,k

(
hn+1

ijk

)2
+ n ∑

i,j
hn+1

ij Hn+1
ij .

1
2

∆N
(

hn+1
)
≥ ∑

i,j,k

(
hn+1

ijk

)2
+ n ∑

i,j
hn+1

ij Hn+1
ij . (5.54)
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Para α ≥ n + 2, e por 5.20 e 5.53, temos

1
2

∆ ∑
α≥n+2

N (hα) = ∑
α≥n+2,i,j,k

(
hα

ijk

)2
+ n ∑

i,j
hα

ijH
α
ij + nc|φ|2

+ ∑
α≥n+2,β

N
(

hαhβ − hβhα
)
+ ∑

α≥n+2,i,j,m
hn+1

km hn+1
mk hn+1

ij hα
mj

≥ ∑
α≥n+2,i,j,k

(
hα

ijk

)2
Hα

ij + ∑
α≥n+2

N2 (hα) + n
(

c− H2
)
|φ|2.

1
2

∆ ∑
α≥n+2

N (hα) ≥ ∑
α≥n+2,i,j,k

(
hα

ijk

)2
Hα

ij + ∑
α≥n+2

N2 (hα) + n
(

c− H2
)
|φ|2. (5.55)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz[
∑
α

N (hα)

]2

= ∑
α

N (hα)∑
α

N (hα) = N
(

hn+2
)

∑
α

N (hα)

+ N
(

hn+3
)

∑
α

N (hα) + · · ·+ N
(
hn+p)∑

α

N (hα)

= ∑
α

N
(

hn+2
)

N (hα) + ∑
α

N
(

hn+3
)

N (hα)

+ · · ·+ ∑
α

N
(
hn+p)N (hα) ≤∑

α

N (hα) N (hα)

+ ∑
α

N (hα) N (hα) + · · ·+ ∑
α

N (hα) N (hα)

= (p− 1)∑
α

N (hα)2 .

ou seja,

∑
α

N (hα)2 ≥ 1
p− 1

[
∑
α

N (hα)

]2

=
1

p− 1
|φ|4. (5.56)

Combinando 5.56 com 5.54 e 5.55 teremos

1
2

∆S =
1
2

∆
(

N
(

hn+1
))

+
1
2

∆ ∑
α≥n+2

(N (hα)) ≥ ∑
α,i,j,k

(
hα

ijk

)2

+ n ∑
i,j

hα
ijH

α
ij + |φ|2

(
n
(

c− H2
)
+

1
p− 1

|φ|2
)

.

1
2

∆S ≥ ∑
α,i,j,k

(
hα

ijk

)2
+ n ∑

i,j
hα

ijH
α
ij + |φ|2

(
n
(

c− H2
)
+

1
p− 1

|φ|2
)

. (5.57)

Além disso, devido a (5.53), pode ser facilmente verificado que

∑
α,i,j,k

(
hα

ijk

)2
+ n ∑

α,i,j
hα

ijH
α
ij ≥ ∑

i,j,k

(
hn+1

ijk

)2
+ nH∆H

= n
(
|∇H|2 + H∆H

)
=

1
2

n∆H2.
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∑
α,i,j,k

(
hα

ijk

)2
+ n ∑

α,i,j
hα

ijH
α
ij ≥

1
2

n∆H2. (5.58)

As fórmulas (5.57) e (5.58) implicam em

1
2

∆|φ|2 =
1
2

∆
(

S− nH2
)
≥ |φ|2

[
n
(

c− H2
)
+

1
p− 1

|φ|2
]

≥ |φ|2
[

n
(

c− sup H2
)
+

1
p− 1

|φ|2
]

.

1
2

∆|φ|2 ≥ |φ|2
[

n
(

c− sup H2
)
+

1
p− 1

|φ|2
]

. (5.59)

Seja λn+1
i um autovalor de hn+1. Na prova do teorema anterior mostramos a seguinte

igualdade

Ric(ei) = (λn+1
i − nH

2
)2 + c(n− 1)− n2H2

4
,

por (5.53) temos

H = λn+1
i =⇒ Ric(ei) = (n− 1)(c−H2). Portanto H2 < ∞, e a curvatura de Ricci é

limitada inferiormente, portanto podemos usar o mesmo argumento usado no teorema

anterior para obtermos a sequência de pontos Pk em Mn satisfazendo (5.45)

Aplicando a desigualdade (5.59) em Pk, e tomando o limite em (5.45) obtemos

0 ≥ (sup | φ |2)[n(c− supH2) +
1

p− 1
(sup | φ |2)]. (5.60)

Se c = 1, teremos supH2 ≤ 1, (5.60) mostra que sup | φ |= 0, protanto Mn é totalmente

umbı́lica.

Se c ≤ 0, para p ≤ n, 0 ≤ R = n(n− 1)(c− H2)+ | φ |2 de (5.60) obtemos

0 ≥ | φ |2
p− 1

[n(p− 1)(c− H2+ | φ |2] ≥ | φ |2
p− 1

(R+ | φ |2) ≥ | φ |4
p− 1

. (5.61)

De (5.61), podemos deduzir que sup | φ |= 0.
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