afico da fungao A com mq = ¢ = 0.1 no sistema p-fuzzy da figura 4.104.1158 afico da
fungao A com my = 0.1 e ¢ = 0.4 no sistema p-fuzzy da figura 4.104.1258



=
\ 2

PPGMAT - UFMA

UNIVERSIDADE FEDERAL DO MARANHAO

Programa de P6s Graduacdo em Matematica

MESTRADO EM MATEMATICA

Valdir Mendes da Silva

Teorema da Func¢ao Implicita, uma aplicacdao na légica
fuzzy

S&o Luis - MA
2014



Valdir Mendes da Silva

Teorema da Func¢ao Implicita, uma aplicacao na légica

fuzzy

DissertaA§ao apresentada a Banca Examinadora
do Programa de Pés-Graduacdo em Matematica
da UFMA como requisito parcial para obtentengdo
do titulo de Mestre em Matematica sob a orientacao
do Professor Doutor Jodao de Deus Mendes da

Silva.

S&o Luis - MA
2014



Valdir Mendes da Silva

Teorema da Func¢ao Implicita, uma aplicacdao na légica

fuzzy

DissertaA§ao apresentada a Banca Examinadora
do Programa de Pés-Graduagdo em Matematica
da UFMA como requisito parcial para obtenA§ao
do Professor Doutor Jodo de Deus Mendes da

Silva.

DissertaA§do aprovada em 10 de Fevereiro de 2014, pela BANCA EXAMINADORA:

©orexmapor) DL Jodo de Deus Mendes da Silva (UFMA)

Dr. x000000000a¢¢xxx-— (Unicamp)

Dra. xoooooooxxxxoxxxxx  (UFMA)



REFERENCIAS

[1] Guidorizzi, Hamilton L., Um curso de Cilculo. Editora LTC.
[2] E.L.Lima, Curso de anilise, vol.1. Projeto Euclides, IMPA.
[3] E.L.Lima, Curso de andlise, vol.2. Projeto Euclides, IMPA.

[4] Aldo Trajano Lourédo,Alexandro M. Oliveira,Osmundo Alves, Cilculo Avangado.
Campina Grande:Eduepb,2010.

[5] Klir, G. and Yuan, B., Fuzzy Sets and Fuzzy Logic - Theory and Aplications. Prentice
Hall, 1995.

[6] Zadeh, L. A., Fuzzy sets. Information and Control 8 (1965), 338-353..



DEDICATORIA

Dedico este trabalho a minha familia. Em especial a minha mae, Djacir R. da Slva. A

minha esposa Josicleide e ao meu filho Luis Otavio.



AGRADECIMENTOS

Ao meu orientador, Prof. Dr. Jodo de Deus Mendes da Silva, pela paciéncia, pelas
conversas, por ajudar-me no conhecimento obtido sempre me indicando o caminho a
ser seguido nos momentos de maior dificuldade e por depositar sua confianga em mim

diante desse trabalho.

Aos meus amigos e colegas de mestrado, Paulo Queiroz, Ronaldo Smith, Geilson
Reis, Leandro, Pop¢, Diego, Jorge , Leonardo Weingarten, Raimundo Launé, pelos mo-
mentos de estudos e lazer, em especial a Launé pelas logas horas de estudo juntos e
grande amizade construida e Leonardo e Jailson Calado pelos conselhos, convivéncia,

duavidas tiradas e amizade ao longo desses anos.

A todos os professores do PPGMAT da UFMA que contribuiram para meu engran-

decimento académico.

A banca examinadora.



RESUMO

Neste trabalho estudaremos sistemas p-fuzzy unidimensional e seus pontos de es-
tabilidade, quando assim existirem. Esses sistemas sdo usados em modelagem ma-
tematica, mais precisamente em biomatemadtica. Estudamos a existéncia e unicidade
dos pontos de estabilidade dos sistemas p-fuzzy, onde serd demonstrado o teorema
bem como as condi¢des que um sistema deve respeitar afim de que se tenha pontos de

equilibrio.

Palavras-chave: Teorema da funcdo implicita ,Légica fuzzy, Conjuntos fuzzy, Siste-

mas p-fuzzy.



ABSTRACT

In this work, we analyse the exact controllability on boundary of a Timoshenko sys-
tem. This system is the mathematical model of transverse vibrations, rotatory inertia
and shering deformation of tranversal section of beans. We sstudy the existence and
uniqueness of solutions to problem. We use the Hilbert uniqueness Method, HUM,
idealized by Jacques-Louis Lions for obtain the exact control on boundary for the sys-

tem with constant coeficients, as well that with variable coeficients.

Keywords: EDP, Controllability, HUM , Observability inequality.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

Descrever os fendmenos naturais para fazer previsdes e tomar decisdes ainda é
um dos grandes desafios da humanidade.Nesse sentido,a matematica tem sido uma
grade aliada, varios fendmenos podem ser descritos através de equagdes diferenci-
ais ordindrias ou parciais, entretanto muitos desses fendmenos apresentam varidveis
linguisticas, isto é, informacdes vagas e imprecisas. Existe uma ampla classe de siste-
mas que, a0 menos aparentemente, ndo podem ser governados por leis do tipo deter-
ministas (ou ndo se conhecem estas leis) como acontece, por exemplo, com o comporta-
mento humano, ou com o problema de modelar o comportamento das microparticulas
(Mecénica quantica), cujas leis ndo sdo totalmente conhecidas, ou ainda mais, o que
acontece com a dindmica de populagdes, onde os pardmetros que caracterizam um in-
dividuo ou um grupo de individuos nem sempre podem ser avaliados ou medidos no
sentido tradicional, sdo “incertezas”que somente podemos conjecturar intuitivamente.

” Assim,existe uma dificuldade ao descrever sua evolugdo no tempo a partir de um
estado inicial dado. Neste contexto, os métodos e técnicas matematicas cldssicas (tais
como:EDO’s, EDP’s, Equagdes de diferencas, a Teoria de probabilidades) ndo funci-
onam, devido a natureza intrinsicamente “fuzzy”(difuso, nebuloso) do problema, ou
entdo se impdem condi¢les e/ou restrigdes tdo drasticas que, na maioria dos casos,
termina desvirtuando a natureza da situacio em estudo.”!

Geralmente, as doencas sdo decritas por meio de termos linguisticos que sdo intrin-
secamente vagos, e que muitas vezes constituem varidveis qualitativas em medicina. O
tratamento dessas varidveis ultiliando métodos quantitativos, apresenta dificuldades.
Foi a partir de situagdes como esta, envolvendo incertezas nédo tratdveis por meio da

estatistica, que Lofti Asker Zadeh, em 1965, introduziu a teoria dos conjuntos fuzzy.

Ferreira, ET., Sistemas p-Fuzzy Modificados para Dindmicas Populacionais: modelagens e simulagoes.
Dissertacdo de Mestrado, Universidade Federal de Uberldndia, Minas Gerais, 2012.



1.1 Légica Fuzzy

A teoria fuzzy foi apresentada em 1964 por Lotfi A. Zadeh, professor no departamento
de engenharia elétrica e ciéncias da computacdo da Universidade da Califérnia, em
Berkeley, quando ele trabalhava com problemas de classifica¢des de conjuntos que nao
possuiam fronteiras bem definidas (ou seja, a transi¢do entre os conjuntos é suficiénte
para resolver grande parte dos problemas abordados pela fisica ou pela matematica).
Dado conjunto A C U e um elemento x de U, x € A ou x ¢ A.Ser ou nao ser, portanto.
Essa é a légica classica. E importante, porém, ressaltar que no decurso da ciéncia outros
pesquisadores demonstraram seu desconforto com relacdo a l6gica bindria, relatando
sua fragilidade para lidar com situagdes mais realistas?.

Por exemplo, afirmamos sem receio que o nimero 5 pertence ao conjunto dos
nameros naturais e que o namero —5 ndo pertence a este mesmo conjunto. Este é
um caso sobre o qual ndo temos duividas, sendo a logica booleana devidamente apli-
cada. Entretanto, se nos referirmos ao conjunto dos ntimeros aproximadamente iguais
a 5, certamente teremos dificuldade em verificar se 4,5 pertence ou ndo. Neste caso a
resposta ndo é tinica e objetiva, pertencer ou ndo poderd depender do tipo de problema
que estamos analisando. Pensemos, por exemplo, que 4, 5 foi a média de provas de um
aluno extremamente aplicado que estd passando por sérios problemas de satide e que,
em razdo disso, apresentou dificuldades para realizar as tltimas provas. O professor
nesta situagdo poderd ponderar sobre a capacidade do aluno, sua dedica¢do durante
o curso e sua realidade optando por aprova-lo, ainda que a média necessaria seja 5.
Neste caso o numero 4,5 pode ser visto como pertencendo ao conjunto dos nliimeros
aproximadamente iguais a 5 3. De fato, mesmo a aplicagdo numérica de notas pode
ndo ser um método totalmente objetivo de avaliagdo (Law 1996 ).

Existem intimeras situa¢des em que a relacdo de pertinéncia ndo é bem definida e,
nestes casos, ndo sabemos dizer se o elemento pertence ou ndo a um dado conjunto.
A intengdo de Zadeh foi flexibilizar a pertinéncia de elementos aos conjuntos criando

a idéia de grau de pertinéncia. Dessa forma, um elemento poderia pertencer parcial-

2 A légica de trés valores proposta por Lukasiewicz, onde 1 é verdadeiro, 0 é falso e 1/2 é impossivel,
foi um trabalho formal que ja sinalizava o desenvolvimento de teorias neste sentido (Reznik 1997).

3A utilizagdo da palavra pertencer neste caso consiste em um abuso de linguagem, pois o elemento
ndo pertence de fato ao conjunto citado. O mais correto seria dizer que o ntiimero 4,5 é compativel,
com um certo grau, com a afirmacédo é aproximadamente igual a 5. Todavia, por simplicidade, utili-
zarei a palavra pertencer para designar esta compatibilidade
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Figura 1.1: Fungdo de pertinéncia dos nimeros préximos de 5

mente a um dado conjunto. Esta sua idéia foi publicada em 1965 (Zadeh 1965 ), sendo
este artigo considerado o marco do nascimento da teoria de conjuntos fuzzy. O termo
fuzzy significa nebuloso, difuso, e se refere ao fato de, em muitos casos, ndo se co-
nhece completamente os sistemas que estd sendo estudado. Se desejarmos construir,
por exemplo, o conjunto dos nimeros aproximadamente iguais a 5, citado anterior-
mente, como iremos proceder? Sera que os nimeros 2 e 10 pertenceriam a este con-
junto? Claramente, esta resposta dependerd do contexto. O que Zadeh nos propde é
considerarmos uma fun¢do de pertinéncia que nos forneca o grau de pertinéncia dos
diversos nimeros ao conjunto considerado. Sendo assim, chamando de F o conjunto
dos nameros aproximadamente iguais a 5, no universo dos niimeros naturais IN, po-
demos propor por exemplo, uma fungdo de pertinéncia onde o 10 € F com grau 0 (o
que corresponde a ndo pertinéncia classica), 02 € Fe 0 8 € F com grau de pertinéncia
0,25,03 € Feo7 € F comgrau (0,5, osnimeros4 € Fe6 € F comograu0,75e o0
5 € F com grau de pertinéncia 1 (correspondendo a pertinéncia total). Esta extensao
da fungdo caracteristica da 16gica cléssica para o intervalo [0, 1] originou os conjuntos
fuzzy e possibilitou, entre outras coisas, a utilizagdo de varidveis linguisticas, permi-
tindo o avanc¢o do conhecimento humano no desenvolvimento de muitos sistemas. A
figura 1.1 apresenta a fun¢do de pertinéncia do conjunto fuzzy que corresponde aos
numeros aproximadamente iguais a 5 proposta. Note que, neste caso a func¢do de per-
tinéncia é discreta, mas ela também pode ser continua, como por exemplo a fungdo que
classifica um individuo quanto a sua estatura que veremos no inicio do capitulo 3.
Dadas as caracteristicas da teoria da 16gica fuzzy, é esperado que suas contribui¢des

para o desenvolvimento da fisica tedrica e seus principios fundamentais sejam muito



timidas. No entanto, em dreas onde é necessario lidar com a imprecisdo, como a en-
genharia (Karwowski & Mital 1986, Yager & Filev 1994, Kosko 1997, Shaw & Simdes
1999, Wen & Lee 1999 ) e a quimica (Schultz 1999, Fonseca & Knapp 2000, Russo et al
1998 ), e com a subjetividade e o desconhecimento, como a biologia ( Luo et al 1995,
Sadegh-Zadeh 1999 ), a medicina, a epidemiologia ( Massad et al 1997, Struchiner et al
1997, Ohayon 1999, Ortega et al 2000, Ortega et al 2001, Massad et al 2001 ), a ecolo-
gia (Giering III & Kandel 1983, Salski 1992, Bassanezi & Barros 1995, Bai-Lian Li 1996,
Barros et al 2000 ), a economia (OH et al 1990, Tarrazo & Gutierrez 2000, Campbell
& Kelly 1996, Nurmi et al 1996 ), a psicologia (Saitta & Torasso 1981, Averkin & Ta-
rasov 1987, Theoto et al 1987, Anwar & Igor 1997 ), as ciéncias sociais (Smithson 1988
), a educagdo (Law 1996 ) e a satide publica (Massad et al 1999 ), esta teoria tém de-
monstrado grande capacidade de aplicacdo, ajudando estes profissionais a produzir
modelos mais de acordo com a suas necessidades e realidades. A idéia de grau de
pertinéncia da l6gica fuzzy nos possibilita agrupar os elementos de maneira diferente
da aplicada na légica cldssica, o que nos permite re-interpretar antigos conceitos, ela-
borados segundo esta l6gica. Os conceitos de satide e doenga, por exemplo, sdo vistos
pela comunidade médica como opostos, ou seja, a doenga é a auséncia de satide e
vice-e-versa. Dessa forma, a existéncia de satide e doencaa em um mesmo individuo
consiste em uma situagdo contraditéria. No entanto, na abordagem fuzzy os concei-
tos de doenga e satide sdo antes complementares do que contraditérios. Sendo as-
sim, um novo conceito de doenca e satide pode ser estabelecido, o que pode provocar
transformagdes em outras constru¢des conceituais da medicina como, por exemplo, a

nosologia (Sadegh-Zadeh 1994, Sadegh-Zadeh 1998, Sadegh-Zadeh 1999 ).
1.2 Um Breve Histérico

A teoria da l6gica fuzzy enfrentou forte resisténcia por parte da comunidade cientifica
no seu inicio, principalmente por parte dos estatisticos norte americanos. Entretanto,
a despeito de todo preconceito muitos pesquisadores vislumbraram as possibilidades
que esta teoria oferecia e trabalhos surgiram em todo o mundo, particularmente no
Japao onde a légica fuzzy encontrou um solo fértil para desenvolver-se rapidamente.
Ja na primeira década (1965-1975) os pesquisadores se esforcaram por estender os

fundamentos da légica fuzzy, introduzindo conceitos novos e desenvolvendo outras



abordagens da teoria, bem como as rela¢des fuzzy, as varidveis linguisticas, os pro-
cessos de decisdo fuzzy, a medida fuzzy, sistemas topolégicos, dlgebra com ntimeros
tuzzy, fuzzy clustering, etc.. Em 1972 formou-se no Japao o primeiro grupo de pesqui-
sas em sistemas fuzzy, coordenado pelo professor Toshiro Terano, e em 1974 iniciou-se
um importante capitulo no desenvolvimento desta teoria com a apresentagdo do pri-
meiro controlador fuzzy criado por E. Mamdani, no Reino Unido. A partir de entdo
varios foram os pesquisadores que buscaram aplicar a teoria de 16gica fuzzy para con-
trolar sistemas em engenharia. Em 1976 temos a primeira aplicacdo industrial da l6gica
fuzzy, desenvolvido pelo Circle Cement e SIRA, na Dinamarca, que consistiu de um
controlador fuzzy que incorporava o conhecimento e a experiéncia dos operdrios para
controlar os fornos das fabricas (Reznik 1997 ). Em 1977, Didie Dubois aplicou os con-
juntos fuzzy em um estudo sobre condi¢des de trafego e neste mesmo ano surgiu o
primeiro sistema especialista fuzzy (Yen & Langari 1999 ).

Em 1985 foi desenvolvido o primeiro chip fuzzy por Masaki Togai e HiroyukeWata-
nabe, no laboratério Bell (EUA). Em 1987 foi inaugurado com sucesso o primeiro trem
controlado com légica fuzzy, no sistema do metr6 de Sendai, no Japdo. Foi também
neste ano que a Yamaha desenvolveu seu helicéptero ndo-tripulado, Yamaha-50, total-
mente controlado por um controlador fuzzy, dando origem a era do desenvolvimento
tecnolégico proporcionado por esta teoria. Em 1988 comegou a operar no Yamaichi
Fuzzy Fund o primeiro sistema de comércio financeiro fuzzy. Mas foi em 1990 que esta
teoria atingiu a popularidade com o lan camento no mercado da primeira maquina
de lavar roupas fuzzy, da Matsushita Electric Industrial Co., marcando o inicio do de-
senvolvimento de produtos de consumo (Reznik 1997 ). Hoje é possivel encontrar,
principalmente no Japao, toda a sorte de eletrodoméstico cujo sistema é baseado em
controles fuzzy (televisdo, cAmera fotografica, panela para cozimento de arroz, videos,
etc.) e existem atualmente varias empresas (Siemens, Daimler-Benz, Klockner-Moeller,
SGS-Thomson, General Motors, Motorola, Hewlett-Packard, etc.) que possuem labo-
ratérios de pesquisa em légica fuzzy para desenvolvimento de seus produtos.

O objetivo desse breve histérico é ilustrar qudo rdpido se deu o desenvolvimento
da teoria fuzzy e qudo abrangente tem sido suas aplicagdes. Esta teoria tem mostrado
possuir um enorme potencial de desenvolvimento na 4rea de Soft Computing. Em

verdade, podemos notar um interesse por esta teoria cada vez mais crescente por pro-



fissionais e pesquisadores das mais diversas dreas dada a sua capacidade de explorar
variaveis linguisticas, da possibilidade de desenvolver raciocinios mais préximos do
humano, da sua diversidade de operagdes e da sua potencialidade em aplicacdes.

No brasil, a l6gica fuzzy xxxxxaaaXXXXXXXXXXX



Capitulo 2
CONCEITOS DE ANALISE

2.1 Nogoes de Topologia em R

Na topologia sdo estudados com grande generalidade, as nogdes de limite, continui-

dade e as idéias com elas relacionadas, como veremos agora.

Definicao 2.1.1. Conjunto Aberto

Diz-se que a é interior ao conjunto X C R quando existe um ¢ > 0 tal que o intervalo
aberto (a —¢,a +¢) C X. O conjunto dos pontos interiores a X chama-se o interior do
conjunto X e representa-se pela nota¢do intX. Quando a € intX diz-se que o conjunto
X é uma vizinhaga do ponto a. Um conjunto A C R chama-se aberto quando A = intA,

isto é, quando todos os pontos de A sdo interiores a A.

O limite de uma sequéncia pode ser reformulado em termos de conjuntos abertos:
tem-se a = lim x,, se, e somente se, para todo aberto A contendo a existe np € IN tal

quen > ng = x, € A.

Exemplo 2.1.2. Todo ponto ¢ do intervalo aberto (a,b) é um ponto interior a (a,b). Os

pontos extremos do intervalo fechado [a, b] ndo sdo interiores a (a,b).

Teorema 2.1.3.

1. Se A e Aj sdo conjuntos abertos entdo a intersec¢do A; N Ay é um conjunto

aberto.

2. Se (A))rer € uma familia qualquer de abertos, a reunido A = J)cr Ay € um

conjunto aberto.

Demonstracio 2.1.4. a) Se x € AjNAyentdo x € Ajex € Ay. Como A e Ay sdo
abertos, existem ¢; > 0 e e, > 0 tais que (x — e, x +€1) C Are (x —e3,x +¢3) C Ap.
Sejae = min {e1,€,} entdo, (x —g,x+¢) C Aje(x—¢gx+e) C Aylogo(x —¢g,x+¢) C
A1 N Ajy. Assim todo ponto x € Aj N Ay é um ponto interior, ou seja, o conjunto Ay N Aj

é aberto.



b) Se x € A entdo existe A € L tal que x € A). Como A) é aberto, existe € > 0 tal

que (x —g,x+¢) C Ay C A, logo todo ponto x € A é interior, isto é, A é aberto.

Exemplo 2.1.5. Segue imediatamente de 4) no teorema acima que a intersec¢do Aj N
...N A, de um ntmero finito de conjuntos abertos é um conjunto aberto. Mas, em-
bora por b) a reunido infinita de conjuntos abertos seja ainda aberta, a intersec¢do de
um namero infinito de abertos pode nao ser aberta. Basta tomar A; = (—1,1), Ay =
(-1/2,1/2),...,Apn = (—=1/n,1/n),...entdo Ay N Ay N...... A,n... = {0}. Com
efeito, se x # 0 entdo existe n € N tal que |x| > 1/nlogo x ¢ A,, donde x ¢ A.

Definicao 2.1.6. Conjunto Fechados
Diz-se que a é aderente ao conjunto X C R quando a é limite de alguma sequéncia
de pontos x,, € X. Evidentemente que todo ponto a € X é aderente a X: Basta tomar a

sequéncia x;, = 4.

Chama-se fecho de um conjunto X ao conjunto X formados por todos os pontos
aderentes a X. Tem-se que X C X. Se X C Y entdo X C Y. Um conjunto X diz-se
fechado quando X = X, isto é, quando todos os seus pontos aderentes.

Seja X C Y. Diz-se que X é desnso em Y quando Y C X,isto é, quando todo ponto
b € Y é aderente a X.

Exemplo 2.1.7. Q é denso em RR.

Teorema 2.1.8. Um ponto a é aderente ao conjunto X se, e somente se, toda vizinhanga de a

contém algum ponto de X.

Demonstragio 2.1.9. Seja a aderente a X. Entdo a = lim x,,, onde x,, € X para todon €
IN. Dada uma vizinhanca qualquer V' > a temos x,, € V para todo n suficientemente
grande, logo V N X # ©.Reciprocamente, se toda vizinhanca de a contém pontos de
X podemos escolher, em cada intervalo (a —1/n,a+1/n), n € N, um ponto x, € X.

Entdo |x, —a|(1/n,logo limx, = a e a é aderente a X.

Coroldrio 2.1.10. O fecho de qualquer conjunto é um conjunto fachado.( ou seja, X =X para

todo X C R).

Demonstracio 2.1.11. Consultar[2]



Teorema 2.1.12. Um conjunto F C IR é fechado se, somente se, seu complementar A = R — F

é aberto.

Demonstragio 2.1.13. Sejam F fechadoea € A, isto é, a ¢ F. Pelo Teorema 2.1.7, existe
alguma vizinhanca V' > a que ndo contém pontos de F, isto é, V C A. Assim, todo
ponto a € A é interior a A, ou seja, A é aberto. Reciprocamente, se o conjunto A é
aberto e o ponto a é aderente a F = R — A entdo toda vizinhanca de a contém pontos
de F, logo a ndo é interior a A. Sendo A aberto, temos a ¢ A, ou seja, a € F. Assim

todo ponto a aderente a F pertence a F, logo F é fechado.

Teorema 2.1.14.
1. Se F; e F, sdo conjuntos fechados entdo F; U F, é um conjunto fechado.

2. Se (F))eL € uma familia qualquer de conjuntos fechados entdo a intersecc¢do F =

Nier Ax é um conjunto fechado.

Demonstragio 2.1.15. a) Os conjuntos A; = R — F; e Ap = R — F, sdo abertos, pelo
Teorema 2.1.9. Logo, pelo Teorema 2.1.3, Ay N Ay, = R — (F; UF,) é aberto, o que
implica F; U F, fechado.

b) Paracada A € L, Ay = R — F, é aberto. Segue-se que A = |, A, € aberto.
Mas A = R — F. Logo F é fechado.

Defini¢ao 2.1.16. Pontos de acumulagao

Diz-se que 4 € R é um ponto de acumula¢do do conjunto X C R quando toda
vizinhanga V de a contém algum ponto de X diferente do proprioa. (VN (X — {a}) #
).

Equivalentemente: para todo ¢ > 0 tem-se (a —¢,a+¢) N (X — {a}) # @. Indica-se
com X’ o conjunto dos pontos de acumulagdo de X.

Assim, a € X' <= a € X — {a}. Se a € X ndo éponto de acumulacdo de X, diz-
se que a é um ponto isolado de X. Isto significa que existe ¢ > 0 tal que a é o tnico
ponto de X no intervalo (a — ¢,a + ¢). Quando todos os pontos de um conjunto X sdo

isolados, X chama-se um conjunto discreto.

Teorema 2.1.17. Dados X C Rea € R, as sequintes afirmagdes sdo equivalentes:

1. a é um ponto de acumulacdo de X;
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2. a é o limite de uma sequéncia de pontos x, € X — {a};
3. Todo intervalo aberto de centro a contém uma infinidade de pontos de X.

Demonstracio 2.1.18. Consultar[2]

Teorema 2.1.19. Todo conjunto infinito limitado de niimeros reais admite pelo menos um ponto

de acumulagdo.

Demonstragio 2.1.20. Seja X C R infinito limitado. X possui um subconjunto enu-
meravel {x1,x2,...,%y,...}. Fixado essa numeracdo, temos uma sequéncia (x,) de ter-
mos dois a dois distintos, pertencentes a X, portanto uma sequéncia limitada, a qual,
pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, possui uma subsequéncia convergente. Despre-
zando os termos que estdo fora dessa subsequéncia e mudando a notagdo, podemos
admitir que (x,) converge. Seja a = lim x,,. Como os termos x, sdo todos distintos, no
maximo um deles pode ser igual a a. Descartando-o, caso exista teremos a como limite

de uma sequéncia de pontos x, € X — {a} ,logoa € X'.

2.1.1 Funcoes Continuas e Propriedades

Defini¢do 2.1.21. Uma funcéo f : X — R, definida no conjunto X C R, diz-se continua
no ponto a € X quando, para todo ¢ > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter 6 > 0
tal que x € X e |[x —a| < ¢ impliquem |f(x) — f(a)| < e. Em simbolos, f continua no

ponto a significa:
Ve>0xe X, |[x—al<d=|f(x)—f(a)] <e

Chama-se descontinua no ponto a € X uma fungad f : X — R que ndo é continua
nesse ponto. Isso quer dizer que existe ¢ > 0 com a seguinte propriedade: para todo
0 > 0 pode-se achar um x; € X tal que |xs —a| < J impliquem |f(xs5) — f(a)| > ¢

Diz-se que f : X — R é uma fun¢do continua quando é continua em todos os
pontos a € X.

A continuidade é um fendmeno local, isto €, a funcdo f : X — IR é continua no
ponto a € X se, somente se, existe uma vizinhanca V de a tal que a restricdo de f a

V N X é continua no ponto 4.
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Teorema 2.1.22. Sejam f,g : X — R continua no ponto a € X, com f(a) < g(a). Existe
0 > 0tal que f(x) < g(x) paratodox € XN (a—95,a+9).

Demonstragio 2.1.23. Tomemos ¢ = [g(a) + f(a)]/2 e e = g(a) —c = ¢ — f(a). Entao
e >0e f(a)+e= g(a) —e = c.Pela definicdo de continuidade, existem d; > 0e d, > 0
taisquex € X, |x —a| < = f(a) —e< f(x) <cexe X, |x—a|<dh=c<gx) <
¢(a) + e. Seja § o menor dos ntimeros d1 e . Entdox € X, [x —a| <6 = f(x) <c <

g(x).

Corolario 2.1.24. Seja f : X — R continua no ponto a € X. Se f(a) # 0, existe § > 0 tal
que, para todo x € X N (a—6,a+ ), f(x) tem 0 mesmo sinal de f(a).

Demonstragio 2.1.25. Com efeito, para fixar idéias suponhamos f(a) < 0.Entdo basta

tomar g identicamente nula no teorema anterior.

Corolério 2.1.26. Dadas f,g : X — R continuas,sejam Y = {x € X; f(x) < g(x)} e Z =
{x e X;f(x) <g(x)}. Existem A € R aberto e F € R fechado tais que Y = XN Ae
Z = XN F. Em particular, se X é aberto entdo Y é aberto e se X é fechado entdo Z é fechado.

Demonstragio 2.1.27. Com efeito, pelo Teorema 2.2.2, para cada y € Y existe um in-
tervalo aberto Iy, de centro y, tal que {y} C XN, C Y. Dai resulta Uyey {y} C
Uyey(XN1Iy) CY,ouseja: Y C XN (Uyey {y}) C Y. Pondo A = U,ey {y}, o Teorema
2.1.3 garante que A é um conjunto aberto. Além disso, de Y C XN A C Y concluimos
que Y = XN A. Quanto ao conjunto Z, temos Z = X — {x € X; f(x) < g(x)}. Pelo que
acabamos de ver, existe B C R aberto tal que Z = X — (XN B) = XN (R — B). Pelo

Teorema 2.1.9, F = R — B é fechado, portanto Z = X N F como se pretendia mostrar.

Teorema 2.1.28. Se f,g : X — R sdo continuas no ponto a € X entdo sdo continuas nesse

mesmo ponto as fungoes f + g, f.g : X — R, bem como f /g, caso seja g(a) # 0
Demonstracdo 2.1.29. Consultar[2]

Teorema 2.1.30. Seja f : X — R continua no pontoa € X e g : Y — R continua no ponto
b= f(a) € Ye f(X) CY,demodo que a composta gof : X — R estd bem definida. Entio

gof é continua no ponto a.

Demonstracdo 2.1.31. Consultar[2]
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Teorema 2.1.32. (Teorema do Valor Intermediario )
Seja f : [a,b] — R continua. Se f(a) < d < f(b) entdo existe um ¢ € (a,b) tal que

fle)=d.

Demonstracio 2.1.33. Consultar[2]

2.1.2  Derivadas e Propriedades

Definicdo 2.1.34. Sejam f : X - Rea € XN X'. A derivada da funcio f no ponto a é

o limite

f/(ll) = limM :limf(a+h)—f(a).

X—a X —a h—0 h

Bem entendido, o limite acima pode existir ou ndo. Se existir, diz-se que f é de-
rivavel no ponto a. Quando existe a derivada f (x) em todos os pontos x € X N X
diz-se que a fungdo f : X — IR é derivdvel no conjunto X e obtem-se uma funcao
f:XnX =R, x — f(x), chamada a fungio derivada de f. Se f é continua, diz-se

que f é de classe c'.

Teorema 2.1.35. A fim de que f : X — R seja derivivel no ponto a € XN X ¢é necessdrio
e suficiente que exista ¢ € R tal quea+h € X = f(a+h) = f(a) + ch+r(h), onde

limy,_,o (1) /h = 0. No caso afirmativo, tem-se ¢ = f (a)
Demonstracio 2.1.36. Seja Y = h € R;a+h € X. Entdao 0 € Y N'Y'. Supondo que f (a)
exista, definimos 7 : Y — R por r(h) = f(a+ h) — f(a) — f (a).h. Entdo

rh) _ fla+h)—f@) o
w =T ),

logo limy, ,o7(h)/h = 0. A condigdo é portanto necessdria. Reciprocamente, se vale a
condicdo, entdo r(h)/h = [f(a+h) — f(a)]/h — ¢, logo limy_.o(f(a+h) — f(a))/h —

¢ = lim,_,qr(h)/h = 0, portanto f () existe e é igual a c.
Coroldrio 2.1.37. Uma fungdo é continua nos pontos em que é derivdvel.
Demonstracio 2.1.38. Consultar[2]

Exemplo 2.1.39. A funcdo constante f : R — R definida por f(x) = ¢ é derivavel e sua

derivada e identicamente nula. De fato, tome um ponto 2 € R no dominio

f(a) = lim f(x) = fla) —lim - =0

X—a X —a x—aXxX —a
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Exemplo 2.1.40. Se f : R — R é dada por f(x) = ax + b entdo, paras € Reh # 0
quaisquer, [f(s +h) — f(c)]/h = a,logo f (s) = a. Paran € N, a funcdo f : R — R,
com f(x) = x", tem derivada f (x) = nx"~1.Com efeito, pelo binémio de Newton,
f(x+h) = (x+h)" = x"+ hnx""! + h%.p(x,h), onde p(x,h) é um polindmio em x e
h. Portanto [f(x + h) — f(x)]/h = nx""1 + h.p(x, h).

Segue-se que f (x) = limy,_,o[f(x +h) — f(x)]/h = nx"1.

Da mesma forma, podemos definir a partir de f a fungio ', chamada de derivada

. /! , .
a segunda de f. Se tivermos f continua, dizemos que f de classe c?.

Teorema 2.1.41. Sejam f,g : X — R deriviveis no ponto a € X N X. As funcdes f + g,
f—g f.gef/g(caso g(a) # 0) sdo também deriviveis no ponto a, com

o (f+8)(a)=f(a)+g (a),
o (f—8)(a)=f(a)—g(a)
o (f.8)(a)=f(a).g(a)+f(a).g (a)e

e (f/g) (a) = f (ﬂ).g([t;)(;)j]ga).g (a)

Demonstracio 2.1.42. Consultar[1]

Teorema 2.1.43. Sejam f : X - R, g: Y - R, ac XNX,beYNY, f(X) C Ye

f(a) = b. Se f éderivivel no ponto a e g é derivivel no ponto b entio gof : X — R é derivivel
no ponto a, com (gof)'(a) = g (f(a)).f (a).
Demonstragio 2.1.44. Como g é derivavel no ponto b,

B =20 _ ¢ (b) 1 y0),

onde 7 (k) — 0 com k — 0. Pondo 7(0) = 0, podemos escrever essa equac¢do na forma

g(b+k) — g(b) = kg (b) + n(k)],

que é verdadeira mesmo para k = 0. Seja k = f(a+ h) — f(a). Entdo,

g(fla+h) —g(f(a) _ glb+k)—g(b) _ [g(b)+yk)k _ [g'(f(a)Hn(k)]f(ﬂJrh)+f(ﬂ).

h h h h
Da continuidade de f no ponto a segue-se que k — 0 com i1 — 0.Assim, basta fazer h

tender a zero para obtermos o resultado.
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Coroldrio 2.1.45. Seja f : X — R uma bijegdo entre os conjuntos X,Y C IR, com inversa
g=f"1:Y = X. Se f éderivivel no pontoa € XN X e g é continua no ponto b = f(a)

entdio g é derivdvel no ponto b se, e somente se, f (a) # 0. No caso afirmativo, tem-se g (b) =
1/f (a)

Exemplo 2.1.46. Paran € N fixo, a fungdo g : [0, +00) — [0, +o0), dada por g(x) = {/x,
é derivavel no intervalo (0, +00) com g (x) = 1/(nV/x"=1). Com efeito, ¢ é a inversa
da bijecdo f : [0, +00) — [0, +0c0) dada por f(x) = x". Assim usando o coroldrio acima,
pondo y = x", temos g (y) = 1/f (x) se f (x) = n.x""1 # 0, isto é, se x # 0. Logo
¢ (y) = 1/n3/y"T e, mudando a notacdo, g (x) = 1/nV/x"1,

As proposigdes seguintes, que se referem a derivadas laterais e a desigualdades,
A Z 4 4 b z :
tém andlogas com f, trocadas por f , com > substituido por <, etc. Para evitar
repeticdes monoétonas, trataremos apenas um caso, embora utilizemos livremente seus

analogos.

Teorema 2.1.47. Se f : X — R é derivdvel a direita no pontoa € X N X:r, com f;(a) >0,
entdo existe 6 > 0 tal que x € X, a < x < a+ & implicam f(a) < f(x).

Demonstracdo 2.1.48. Temos limy_,,, [f(x) — f(a)]/(x —a) = f,(a) > 0.Na definicio

de limite a direita, tomando e = f. (), obtemos 6 > 0 tal que
xeXa<x<a+dé=[f(x)—f(a)]/(x—a)>0= f(a) < f(x)

Coroldrio 2.1.49. Se f : X — R é mondtona ndo-decrescente, entdo suas derivadas laterais,

onde existem, sdo > 0.
Demonstracio 2.1.50. Consultar[2]

Corolario 2.1.51. Seja a € X um ponto de acumulagdo bilateral. Se f : X — R é derivdvel

no ponto a, comf;(a) > O entdo existe 6 > Otalquex,y € X,a—oé<x<a<y<a+d
implicam f(x) < f(a) < f(y).
Demonstracido 2.1.52. Consultar[2]

Diz-se que uma fungdo f : X — R tem um maximo local no ponto 2 € X quando
existe d > Otal que x € X, 0 < |x —a| < ¢ implicam f(x) < f(a). Quando x € X,
0 < |x—a|(d implicam f(x) < f(a) diz-se que f tem um maximo local estrito no

ponto a. Defini¢des analogas para minimo local e minimo local estrito.
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Quando @ € X 4 tal que f(a) > f(x) para todo x € X, diz-se que a é um ponto
de minimo absoluto para a fungdo f : X — R. Se vale f(a) < f(x) para todo x € X,

diz-se que a é o ponto de maximo absoluto.

Coroldrio 2.1.53. Se f : X — R é derivdvel a direita no ponto a € XN X/+ e tem ai um

maximo local entdo f, (a) < 0.
Demonstracio 2.1.54. Consultar[2]

Corolério 2.1.55. Seja a € X um ponto de acumulagdo bilateral. f : X — R é derivdvel no

ponto a e possui ai um ponto mdximo ou minimo local entio, f/ (a) =0.
Demonstracido 2.1.56. Consultar[2]

Teorema 2.1.57. (Rolle) Se f : [a,b] — R continua, com f(a) = f(b) é derivivel em (a,b)

entdo existe um ¢ € (a,b) tal que f (c) = 0.

Demonstragio 2.1.58. Pelo teorema de Weierstrass, f atinge seu valor minimo m e seu
valor méximo M em pontos de (a,b). Se esses pontos forem a e b entdao m = M e f serd
constante, dai f (x) = 0 qualquer que seja x € (,b). Se um desses pontos, digamos c,

estiver em (a,b) entdo f (c) = 0.

Proposigdo 2.1.59. Seja ¢ : I = [d1,d>] — R uma fungio de classe C2. Se ¢" (z) > 0,Vz € I

e ¢(d1) < 0, entio ¢ possui no maximo uma raiz em I.

Demonstragio 2.1.60. Suponhamos que existam z1,zp € I(z1 < zp) tal que ¢(z1) =
¢(z2) = 0. De ¢"(z) > 0 temos que ¢ ndo é constante. Dai pelo teorema de Rolle,
Jc € (z1,2) tal que um ¢'(c) = 0 — ¢ é ponto de minimo, pois ¢ (c) > 0. Mas
$(d1) < 0= ¢(c) > 0. Como ¢ é continua Jzy € (z1,27) tal que ¢p(c) > ¢(z9) > 0,

Absurdo!. Logo ¢ tem no maximo uma raiz.

Proposigdo 2.1.61. Seja ¢ : I = [d1,d] — R uma fungio de classe C2. Se ¢ (z) < 0,Vz € I

e ¢(d1) > 0, entio ¢ possui no maximo uma raiz em I.
Demonstragio 2.1.62. Andloga a demonstragdo anterior

Teorema 2.1.63. (Teorema do Valor Médio de Lagrange) Seja f : [a,b] — R continua.
Se f ¢ derivivel em (a,b), existe ¢ € (a,b) tal que f (¢) = [f(b) — f(a)]/ (b — a).
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Demonstragio 2.1.64. Consideremos a fung¢do auxiliar g : [a,b] — R dade por g(x) =
f(x) —dx, onde d é escolhido de modo que g(a) = g(b), ouseja, d = [f(b) — f(a)]/(b—
a). Pelo teorema de Rolle, existe ¢ € (a,b) tal que g (c) = 0, isto é, f (c) = d =
[f(b) = f(a)]/ (b —a).

Um enunciado equivalente: Seja f : [4,4 + h] — R continua, derivével em (a,a +

h).Existe um ntimero 6, 0 < 0 < 1tal que f(a+h) = f(a) + f (a+ 6.h).h.
2.2 Nogoes de Topologia em R"

2.2.1 O espago euclidiano n-dimensional

Seja n um ntmero natural. O espaco euclidiano n-dimensional R" é o produto car-
tesiano de n fatores iguais a R = R X R... x R. Seus elementos, portanto, sdo as
sequéncias (ou listas) de n termos reais x = (xy,...,x,). Paracadai = 1,...,n, 0
termo x; chama-se i-ésima coordenada de x. Se x = (x1,...,xn) ey = (Y1,---,Yn),
tem-se x = y se, e somente se, x; = y1,..., Xy = Y. Assim, toda igualdade entre dois
elementos de IR" equivale a 1 igualdades entre ntiimeros reais. Por simplicidade ado-
taremos o hébito de escrever z = (x,y) em vez de x = (x1,x2) e w = (x,y,z) em vez
de x = (x1,x2, x3).

Os elementos de R" sdo chamados de pontos e as vezes vetores. Este segundo nome
se aplica principalmente quando se considerarem entre eles as operagdes que definire-
mos agora.

A adigdo faz corresponder a cada par de elementos x = (x1,...,x,) ey = (Y1,...,Yn)
asomax-+vy=(x1+VYi,..., X0+ Yn).

A multiplicagdo do ntimero real a pelo elemento x = (x1,...,x,) tem como resultado
o produto ax = (axy,...,axy,).

O vetor 0 = (0,...,0), cujas coordenadas sdo todas nulas, chama-se a origemn de
R". Para todo x = (x1,...,x,), 0 vetor —x = (—x1,..., —X,) chama-se o oposto, ou
simétrico de x. Dados quaisquer x,y,z € R" e a, B € R valem as igualdades:

x+y=y+x, x+0=x, —x+x=0, x+(y+z)=(x+y)+z
a(Bx) = (af)x, (a+pB)x =ax+Bx, a(x+y)=ax+ay, lx=x.

A segunda e a terceira delas dizem que 0 é o elemento neutro da adicdo e —x é o

inverso aditivo de x. Os vetores ey = (1,0,...,0),eo = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1),
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tém uma tnica coordenada ndo-nula, igual a 1, constituem a base candnica de R". A
igualdade x = (x1,...,x,) significa que x = x1e1 + ...+ Xpey.
Existe ainda uma operagdo que associa a cada par de vetores x = (x1,...,X,),y =

(y1,...,Yn) 0 ntimero real

<x/y> =X1y1+...+ XuVYn,

chamado o produto interno de x por y. Para x,y,z € R" e « € R quaisquer, tem-se

(x,y) =%, (vy+z) =&y +{xz), (axy) =alxy), (x,x)>0sex #0.
Segue-se que (x +y,z) = (x,z) + (y,z), (x,ay) = a(x,y) e (x,0) = 0.

Diz-se que os vetores x, y € R"” sdo ortogonais, e escreve-se x_Ly, quando (x,y) = 0.
Exemplo 2.2.1. Dados ¢;,¢; € R", temos e; Lej se i # j.

O ntimero ndo-negativo |x| = /(x, x) chama-se norma (ou comprimento) do vetor

x| = \/x3 + ...+ 22

Por definicdo, tem-se v/ (x, x) = |x|%. Quando |x| = 1 diz-se que x é um vetor unitario.

x.Sex = (xq,...,%,) entdo

Para todo x # 0, o vetor u = x/ |x| é unitario.
Proposigdo 2.2.2. (Teorema de Pitagoras) Se x_Ly entio |x + y|> = |x|* + |y|*.
Demonstracdo 2.2.3. Consultar[2]

Proposicdo 2.2.4. (Desiguldade de Schwarz) Para quaisquer x,y € R", tem-se x_Ly entdo

|x +y| <= |x| + |y|, valendo a igualdade se, e somente se, um dos vetores é miiltiplo do outro.

Demonstracdo 2.2.5. Consultar[2]

A norma goza das seguintes propriedades:
1. |x| > 0, valendo a igualdade somente quando x = 0;
2. |ax| = |af |x|;

3. [x+y| < [x[+1y|
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A tdltima igualdade, referindo-se a nimeros ndo-negativos, equivale a
eyl < x|y
De fato,
[ yl® = oty aty) = 2+ 200y) + yI® < a4 202yl + [y = (2] + [y])?

pois, em decorréncia da desigualdade de Schwarz, |(x,y)| < | |x| |y|. H4 duas outras

normas no R” que convém mencionar. Sao elas:
o |x|; = max{|x1],...,|xs|} (norma do maximo),

o |x|g = |x1] + ...+ |xu| (norma da soma).

2.2.2  Bolas e Conjuntos

Dados o ponto 2 € R" e o namero real r > 0, a bola aberta de centro a e raio r é
o conjunto B(a;r) dos pontos x € R” cuja distdncia ao ponto a é menor que r. Em
simbolos:

B(a;r) = {x e R";|x —a| <r}.

Analogamente, a bola fechada de centro a e raio r é o conjunto B[a; 7] dos pontos x € R”

cuja distancia ao ponto a é menor ou igual que 7, ou seja;
Bla;r] = {x e R";|x —a| <r}.

Por sua vez, a esfera de centro a e raio r é o conjunto
Slwr]={xeR";|x—a|=r}.

Segue-se Bla;r] = B(a;r) U S[a; 7).
Quando n = 1 a bola aberta B(a;r) de centro a e raio r é o intervalo aberto (a —
r,a+r) e a esfera S[a; r| reduz-se ao conjunto formado pelos dois pontosa —rea +r.
Para n = 2 tomando a norma euclidiana (|x| = /(x,x)), as bolas dos planos

chamam-se discos abertosous fechados e as esferas reduzem-se a circulos.

Exemplo 2.2.6. Por exemplo, se tomarmos em R? a norma do maximo, a “esfera unitsria”é
o bordo do quadrado de centro 0 e lado de comprimento dois, paralelos aos eixos.
Ainda em IR? com a norma da soma o ”disco unitirio”é o quadrado cujos vértices sdo

os pontos (1,0),(0,1),(—1,0) e (0, —1).
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Figura 2.1: Representacdo da esfera e disco

Sejaa € X C R", diz-se que o ponto a é interior ao conjunto X quando, para algum
r > 0 tem-se B(a;r) C X. Isso significa que todos os pontos suficientemente proximos
de a também pertencem a X. O conjunto intX dos pontos interiores a X chama-se o
interior do conjunto X. Evidentemente intX C X. Quando a € intX diz-se que X é

uma vizinhanca de a.

Exemplo 2.2.7. Seja X = {(x,y) € R%y > 0} o semi-plano superior fechado. Se
p = (a,b) comb > 0, entdo p € intX. Com efeito, afirmamos que B = B(p;b) C X.

Isto é claro geometricamente.

Defini¢do 2.2.8. (Conjuntos Abertos) Um conjunto A C R" chama-se aberto quando

todos os seus pontos sdo interiores, isto é, quando A = intA.

Exemplo 2.2.9. Toda bola aberta B = B(a;r) é um conjunto aberto. De fato, seja x € B.
Entdo |x —a| < rlogos =r — |x —a| > 0. Afirmamos que B(x;s) C B.
Com efeito, y € B(x;s) = |[y—x| < r—|x—a|.Logoy € B(x;s) = |y—a| <

ly — x|+ |x —a| <r—|x—a|+|x—a| =r. Dai concluimos que y € B(a;r).
Exemplo 2.2.10. Dado A = {(x,y) € R%y > 0}. Temos intX = {(x,y) € R%y > 0}.

Teorema 2.2.11.
(a) Se Ay, Aj sdo abertos em IR" entao A1 N Aj é aberto.

(b) Se (A))rer € uma familia arbitraria de conjuntos abertos A, C R" entdo a reunido

A = U)er A é um conjunto aberto.

Demonstracido 2.2.12. Consultar[3]

2.2.3 Sequéncias em R"

Uma em R” é uma fungdo x : N — IR”, que associa a cada ntiimero natural kK um
ponto x; € R”. As notagdes para uma sequéncia sao (xq,..., X, ...), (Xx)ken OU Sim-

plesmente (x;). Para cada i = 1,...,n, indicamos com x; a i-ésima coordenada de
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Xp = (Xk1, Xk2, - - -, Xy ). Dar uma sequéncia em RR"significa que temos n sequéncias de
numeros reais (Xg1 )keNy - - - » (Xkn ) keN-

Diz-se que a sequéncia (xi)ren € limitada quando existe ¢ > 0 tal |x;| < ¢ para
todo k € IN.

Diz-se que o ponto a € R" é o limite da sequéncia (x;) quando, para todo ¢ > 0
dado arbitrariamente, é possivel obter ky € IN tal que k > ko = |xx —a| < e. Noutras
palavras:ik > ko = x; € B(a;€). Escreve-se entdo limy_,o, X = a, limgen Xx = a ou
lim x = a, simplesmente.

De acordo com esta definigdo, tem-se lim x; = a se, e somente se, lim |x; —a| = 0.
Dizer que lim x; = a significa que qualquer bola de centro a contém todos os x; com a

possivel excecdo de um ndmero finito de valores de k (que sdo 1,2, ..., ko).

Uma sequéncia x; em R" diz-se convergente quando existe 2 = lim xy.

Teorema 2.2.13. A sequéncia (xy) em R" converge para o pontoa = (ay, ..., a,) se, e somente
se,paracadai =1,...,n, tem-se limy_, Xy; = a;, isto é, cada coordenada de xj converge para

a coordenada correspondente de a.
Demonstracido 2.2.14. Consultar[3]

Teorema 2.2.15. (Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada em R" possui uma sub-

sequéncia convergente.

Demonstracido 2.2.16. Consultar[3]

Diz-se que um ponto a é aderente ao conjunto X € R" quando existe uma sequéncia
de pontos x; € X tais que lim x; = a.

Chama-se fecho do conjunto X C IR" ao conjunto X formado por todos pontos ade-
rentes a X. Portanto a € X <= a = limx, x; € X. Dizer que 4 € X é 0o mesmo que

afirmar que a é aderente a X.

Defini¢do 2.2.17. (Conjuntos Fechados) Um conjunto F C R" chama-se fechado quando

F = F, isto é, quando o limite de toda sequéncia convergente de F 4 ainda um ponto

de F.

Exemplo 2.2.18. Se |x| = r entdo x ndo pertence a bola aberta B = B(0;r) porém é

aderente e ela.
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De fato, pondo x; = (1 — %)x para todo k € IN, temos x; € B(0;r) e lim x4 = x, logo
x € B.
Reciprocamente, se x € B entdo x = lim x; com |x;| < r para todo k € IN, portanto

|x| = lim |x;| < r. Conclui-se que x € B <= |x| < r, ou melhor, B = B[0;7].
Exemplo 2.2.19. O fecho de toda bola aberta B = B(a;r) é a bola fechada B[a; .

Teorema 2.2.20.

(@) O ponto a é aderente ao conjunto X C IR" se, e somente se, toda bola de centro a

contém algum ponto de X.

(b) Um conjunto F C R" é fechado se, e somente se, seu complementar R" — F é

aberto.
(c) O fecho de qualquer conjunto X € R" é fechado.

Demonstracio 2.2.21. Consultar[3]

Teorema 2.2.22.
(a) Se F; e F, sdo subconjuntos fechados de R"” entdo F; U F,também fechado.

(b) Se (F))rer € uma familia arbitraria de conjuntos fechados F, C R" entdo a reunido

A = M)er A) é um conjunto fechado.

Demonstracio 2.2.23. Consultar[3]

Defini¢do 2.2.24. Dizemos que a € R" é um ponto de acumulagio do conjunto X C R”"
quando toda bola de centro a contém algum ponto de X diferente de 2. Um ponto de
acumulacdo de X pode pertencer ou ndo a X. Se a € X ndo é ponto de acumulagdo
de X, diz-se que a é um ponto isolado de X. Isto significa que existe r > 0 tal que
B(a;r) N X = {a}. Quando todos os pontos de um conjunto X sdo isolados, dizemos

que X é um conjunto discreto.

Exemplo 2.2.25. Dadas as bolas B = B(a;r) e B = B[a;r], a é ponto de acumulagdo de

ambas.
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Exemplo 2.2.26. O conjunto Z" dos pontos de IR com coordenadas inteiras é um con-

junto discreto.

Teorema 2.2.27. Sejam a um ponto e X um subconjunto de R". As sequintes afirmagoes sio

equivalentes:
1. a é um ponto de acumulacdo de X.
2. a é limite de uma sequéncia de pontos x; € X — a.
3. Toda bola de centro a contém uma infinidade de pontos de X.

Demonstracio 2.2.28. Consultar[3]

Teorema 2.2.29. Todo subconjunto infinito limitado X C R" admite pelo menos um ponto de

acumulacdo.
Demonstracio 2.2.30. Consultar[3]

Defini¢ao 2.2.31. Um conjunto X C IR" chama-se compacto quando é limitado e fe-

chado.
Exemplo 2.2.32. Toda bola fechada B = [a; ] é compacta e nenhuma bola aberta é.

Exemplo 2.2.33. O conjunto Z" é fechado mas ndo é limitado, logo ndo é compacto.Toda

esfera S = [a;71].

Teorema 2.2.34. As sequintes afirmagde sobre o conjunto K C R" sdo equivalentes:
1. K é um compacto;

2. Toda sequéncia de pontos x; € K possui uma subsequéncia que converge para

um ponto de K.

Demonstragio 2.2.35. Se K é compacto entdo toda sequéncia de pontos x; € K é limitada,
pois K é limitado. Por Bolzano-Weierstrass, uma subsequéncia (xy)xcn converge para
um ponto a = limepny x. Como k é fechado, tem-se a2 € K. Logo (1) implica (2).
Reciprocamente, se vale (2) entdo K é limitado pois do contrdario existiria, para cada

k € IN um ponto xi tal que |xx| > k. A sequéncia (x;) assim obtida ndo possuiria
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subsequéncia limitada, logo nenhuma de suas subsequéncias seria convergente. Além
disso, K é fechado pois se a = lim x; com x; € K para todo k € IN entdo, por (2), uma
subsequéncia de (x;) convergeria para todo ponto de K. Mas toda subsequéncia de

(xx) converge para a. Logo a € K. Isto mostra que (2) = (1).

Teorema 2.2.36. Sejam K C IR" compacto e F C R" fechado. Existem xo € K e yo € F tais

que |xo — yo| < |x — y| para quaisquer x € Key € F.
Demonstracio 2.2.37. Consultar[3]

Corolario 2.2.38. Sejam K C U C R", onde K é compacto U é aberto. Existem € > 0 tal que

toda bola B(x; €), de raio € e centro num ponto x € K, estd contida em U.

Demonstracio 2.2.39. Consultar[3]

2.2.4 Aplicagoes Continuas

Uma aplicagdo f :— R", definida no conjunto X C IR", associa a cada ponto x € X

sua imagem f(x) = (f1(x),..., fu(x)). As fungdes reais f1, ..., fn : X — R, assim defi-

nidas, sdo chamadas de fung¢des coordenadas de f. Escreve-se entdo f = (f1,..., fn).
Diz-se que f é continua no ponto 2 € X quando, para cada ¢ > 0 arbitrariamente

dado, pode-se obter § > 0 tal que
xeX, |x—a|=|f(x)—f(a)] <e

Dito de outra forma: para cada bola B(f(a);¢) dada, existe uma bola B(a;¢) tal que
f(B(a;0) N X) C B(f(a);e).
Dizemos que uma aplicagdo f : X — R" é continua no conjunto X C R quando f

for continua em todos os pontos a € X.

Teorema 2.2.40. Sejam X CR™, Y CR", f: X - R"com f(X) CYeg: X CRP. Se f
é continua no ponto a € X e g é continua no ponto f(a) entdo gof : X — RP é continua no

ponto a (a composta de duas aplicagdes continuas é continua).

Demonstragio 2.2.41. Seja ¢ > 0 dado. A continuidade de g no ponto f(a) assegura
a existéncia de A > Otalquey € Y, |ly— f(a)| < A = |g(y) —g(f(a))| < e. Por

sua vez, dado A > 0, a continuidade de f no ponto fornece 6 > 0 tal que x € X,

|f(x)—f(a)| < A= |g(f(x)) —g(f(a))| < e logo gof é continua no ponto a.
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Teorema 2.2.42.

(@) Aaplicacdo f : X — R" é continua no ponto a se, e somente se, para toda sequéncia

de pontos x; € X com lim x; = a, tem-se lim f(x;) = f(a)

P2

(b) A aplicagdo f : X — RR" é continua no ponto a se, e somente se, suas fungdes-

coordenadas fi, ..., fn : X = IR sdo continuas nesse ponto.

Demonstracdo 2.2.43. Consulta[3]

Teorema 2.2.44. Seja X C R™. Se as aplicagbes f,g : X — R" e a fungido a : X — R sdo
continuas no ponto a € X entdo sdo também continuas nesse ponto as aplicacoes
f+g:X—>R, (f,§: X—=R, [f][: X—=>Reaf:X—R" definida por (f +g)(x) :
fx) +8(x), (f,8) (x) = (f(x),8(x)), [f] (x) = [f(x)] e (af)(x) = a(x) f(x).

Demonstracio 2.2.45. Consultar[3]

Teorema 2.2.46. Seja X C R™. A aplicagio f : X — R" é continua se,somente se, a imagem

inversa f~1(A) de todo conjunto aberto A C R" é um subconjunto aberto em X.

Demonstragio 2.2.47. Seja f continua. Se A € R" é um aberto entdo, para todo x €
f~1(A) existe ¢ > 0 tal que B(f(x);e) C A. Pela continuidade de f, x é centro de
uma bola aberta By tal que f(By N X) C B(f(x);e) C A, logox € By,NX C f1(A).
Isto valendo para todo x € f!(A), resulta que f~}(A) C UNX C f1(A), logo
f~1(A) = UN X, onde U é a reunido de bolas abertas By, x € f~1(A).
Reciprocamente, suponhamos que, para todo aberto A C R”, f~1(A) seja aberto
em X, isto é, f_l(A) = UN X com U aberto em R™. Entdo, dadox € Xee > 0,
tomamos A = B(f(x);e) e obtemos U C R™ aberto tal que UN X = f~1(B(f(x);¢)).
Certamente x € U, logo existe § > 0 tal que B(x;6) C U e assim f(B(x;0) N X) C

B(f(x);¢). Portanto, f é continua em todos os pontos x € X.
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Teorema 2.2.48. Seja X C R™. A aplicagdo f : X — R" é continua se,somente se, a imagem

inversa de todo conjunto fechado F C RR™ é um subconjunto f~1(F) fechado em X.

Demonstragio 2.2.49. Isso resulta do Teorema anterior se observarmos que, pondo A =
R" — F, entdo A é aberto em R" e que f~!(F) = X — f~1(A) é fechado em X se, e

somente se f~!(A) é aberto em X.

2.2.5 Fungoes Diferencidveis e Propriedades

Defini¢do 2.2.50. Seja f : U — R uma funcado definida no aberto U C R". Para cada

i=1,...n,ai-ésima derivada parcial de f no ponto a = (ay,...,a,) € U é o namero

a_f(a) _ limf(a+tei) —f(ll) :hmf(lll,...,lli—l-tei,...,an) —f(a)

ox; t—0 t t—0 t

4

caso este limite exista.

of

Observemos que 5:- significa a derivada de f em relagdo a sua i-ésima variavel, seja
qual for o nome que se atribua a ela. Assim
0 0 0
_f — _f — _f’ etc_
ax,' ayl aZZ'
Quando n = 2 ou n = 3, escrevemos (x,y) em vez de (x1,x2) e (x,y,z) em vez de
(x1,x2,x3). Assim %, %, % sdo as derivadas de f em relacdo a primeira, segunda e

terceira varidveis respectivamente.

2.2.6 Fungoes de Classe C' e Propriedades

Seja f : U — R uma fungdo que possui derivadas parciais em todos os pontos do
aberto U C IR”. Ficam entdo definidas as n funcoes

of of .
a_xl-"“’axn U - R,

of . of N . . .
onde Prol i a—xi(x). Se estas fungdes forem continuas em U, diremos que f é

uma fungio de classe C! e escrevemos f € C!. Muitas prorpriedades importantes das
fungdes de classe C! resultam de serem elas diferencidveis no seguinte sentido Uma
funcdof : U — R, definida no aberto U C R", diz-se diferencidvel no ponto a € U

quando cumpre as condigdes:

of

o Existem as derivadas parciais 5;- (a),..

of
*7 dxp(a)”
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e Paratodov = (w1),...,a, tal que a +v € U, tem-se

g

fla+v)—

,onde lim @ =0
v—0 |U‘

Teorema 2.2.51. Toda fungio f : U — R de classe C! é diferenciduvel.
Demonstragio 2.2.52. Por simplicidade, suporemos U € R2. O caso geral se trata analo-

gamente, apenas com uma nota¢do mais elaborada. Fixemos ¢ = (a,b) € U e tomemos

v = (h,k) talque c +v € B C U, onde B é uma bola de centro c. Seja

r(©) = r(k) = fa+hb+k) — f(a,b) — % - %k

, onde as derivadas sao calculadas no ponto ¢ = (a,b). Podemos escrever

1(0) = fla+hb+K) — fla,b+K) + flab+K) — flab) + 2Ln— L.

ox dy
Pelo teorema do valor médio para fungdes de uma variavel real, existem 61,6, € (0,1)
tais que:
r(v) = %(u +01h, b+ k)h + %(u,b + 62k)k — gfh _ gi
,logo
r(v
o _,

2.3 Teorema da Funcao Implicita

Teorema 2.3.1. (Teorema da Fungio Implicita) Dada a funcio f : U — R de classe C*
(k > 1) no aberto U C R, seja (xg,y0) € U tal que f(xo,y0) = ce %(xo,yo) # 0.
Existern uma bola B = B(xo;6) C R" e um intervalo | = (yo — €, Yo + €) com as seguintes

propriedades:
1. BxJCUe %(x,y) # 0 para todo (x,y) € B X J;

2. Para todo x € B existe um tinicoy = ¢(x) € J tal que f(x,{(x)) =

k

A fungdo ¢ : B — ], assim definida, é de classe c"e suas derivadas parciais em cada ponto

x € B sdo dadas por
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Demonstragio 2.3.2. 1. Vamos mostrar que para cada x € B existe um tinicoy € J,

ouseja, y = ¢(x) éumaungdo ¢ : B — J;

2. Mostraremos em seguida que ¢ : B — ] é de classe C¥ e que suas derivadas sdo

calculadas da seguinte forma:

2% (e g()
0x; L(x&(x)

Como %(x,y) # 0,V(x,y) € Bx ] C U, entdo para fixar as idéias admita que
%(xo,yo) > 0. Sabemos que % é continua pois f é de classe C¥ entdo, existem ¢ > 0 e
8 > 0 tais que , pondo B = B(xp,6) CR" e ] = (yo—¢,yo+¢) C R, temos Bx | C U

% (x,y) > 0,¥(x,y) € B xT.

€3
Y
[R:“ B
M
j / "_\
1
00 kel
e
r
Yo /f T A’J
A //Jja //f/{a -+ C

% e
FHe)

W

X I

Figura 2.2: Teorema da fungao implicita

Assim para todo x € B, a funcdo y — f(x,y) é crescente (pois % > 0 em todo
B x J) no intervalo [y — ¢, y0 +€)] = J. De f(x0,y0) = ¢, segue que f(xg,yo —¢€) < ce
f(x0,y0+¢€) > c. Sendo f continua podemos tomar J tdo pequeno que f(x,yo —¢) < 0
e f(x,yo+¢€) > 0 para todo x € B.

Pelo teorema do valor intermedidrio, para cada x € B existe um tinicoy = &(x) € |
tal que f(x,y) = c¢. Tem-se que y € ], assim para cada x € B existe um y € | tnico.
Portanto temos a fungdo ¢ : B — J com y = ¢(x).

Mostraremos agora y = ¢(x) possui derivadas parciais em todo x € B. De fato,

pondo k = k(t) = §(x + te;) — &(x) temos &(x + te;) = &(x) +k, logo f(x + te;, &(x) +
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k) = f(x,¢(x)) = c. Pelo Teorema 2.3.18 (valor intermedidrio), para todo f existe
(

= )
6 =0(t) € (0,1) tal que

0= f(x+te;, &(x) + k) — f(x,&(x))

- g—XI(x + Ote;, &(x) + 0k)t + %(x + Bte;, &(x) + 0k)k.

Logo
E(x+te) —&(x) Kk g—J{i(x—i—Gtei,C(x) + 6k)

t St T te, E(x) +0K)

Neste ponto admitamos a continuidade de ¢, que serd provada abaixo. Entdo lim;_,o k(t) =
0. A continuidade das derivadas parciais de f nos d4 entado
of
oz E(x+te) —E(x)  ag(uE)

R T

A expressdo de 9¢/dx;, mostra que se f € CF entdo 9¢/0x; € CF~! para todo i =
1,...,n,portanto ¢ € Ck.

Agora veremos que ¢ é continua. De fato, pelo Teorema 2.2.26, basta mostrar que
par todo conjunto fechado F C ], a imagem inversa ¢ ~!(f) é fechada em B. Ou seja: se
a sequéncia de pontos x; € B é tal que (x;) € F paratodok € Neolimx; =X € B,
entdo ¢(¥) € F. Ora, f é compacto, logo uma subsequéncia de pontos x; € B é tal
que o lim¢(x;) = a € F. Logo f(¥,a) = lim (x},¢{(x;)) = c. Mas f(%,¢(X)) = c pela
unicidade de ¢(x), segue-se que ¢(X) =a € F.
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Capitulo 3
CONCEITOS BASICOS EM LOGICA FUZZY

Neste capitulo, apresentamos as defini¢des iniciais sobre légica fuzzy e alguns re-
sultados, sobre essa teoria, que julgamos importantes para o desenvolvimento dos de-

mais capitulo deste trabalho.
3.1 Conjuntos fuzzy

O conceito de conjunto fuzzy foi primeiramente introduzido por L. A. Zadeh em um
artigo publicado em 1965 (Zadeh,1965). Desde entdo, a aplicagdes da teoria dos con-
juntos fuzzy sdo amplas e abregem dareas tanto de interesse estritamente matematico
(Diamond e Kloeden, 1994; Nguyen e walker, 200) como em matematica aplicada e

engenharia (Klir e yuan, 1995; Barros e bassanezi, 2006).

A nogdo de conjunto fuzzy, dada por Zadeh, estende aquela de conjunto classico
no sentido que a relagdo de pertinéncia de um elemento a um conjunto deixa de ser
uma relagdo dicotomica, isto é, para um subconjunto A de um conjuto universo X e
um elemento x € X, temos apenas as possibilidadesdex € Aoux ¢ A.

Na teoria classica de conjuntos, um subconjunto A de X é caracterizado por sua

fungdo caracteristica,
1, se xe€ A

0, se x¢Z€ A

XA(x) =

isto é, um elemento x € X pertence ou ndo pertence a A. Neste caso, podemos dizer
que a fronteira de A estd bem definida. Entretanto, em muitos casos ndo é claro quando
um elemento x pertence ou ndo ao conjunto A. Por exemplo, se A representa o conjunto
dos individuos altos. Podemos dizer que uma pessoa com 2, 00m é alta, mas o que dizer
sobre uma pessoa com 1,80m ou 1,72m?. Sdo elas altas ou ndo? Neste caso, dizemos
que a fronteira de A é subjetiva.

Pensando em resolver questdes como estas, Em 1965 Lotf A. Zadeh desenvolveu a

teoria dos conjuntos fuzzy. Nesta teoria, um elemento pertence a um dado conjunto
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com um grau de pertinéncia. Isto é, um conjunto A é caracterizado por uma funcao de
pertinéncia com valores em [0; 1]. No caso do exemplo acima, podemos usar a seguinte

funcao de pertinéncia para A,

0, se 0<x<15
pa(x) =9 %512, se 15<x<2

1, se x> 2.

e, neste caso, uma pessoa com 1,80m, por exemplo, seria alta com grau 0, 6

aff--—-—-—————- o Al

X({m)

B e e e L L A

Figura 3.1: Funcdo de pertinéncia do conjunto das pessoas altas

Definic¢do 3.1.1. Seja X um subconjunto ndo vazio. Um conjunto fuzzy A C X é ca-
racterizado por sua fungdo de pertinéncia pi4 : X — [0;1], onde p4(x) é interpretado

como o grau com que x pertence a A.

Defini¢do 3.1.2. Dizemos que um subconjunto fuzzy A C X é normal se existe xg € X

tal que pa(xp) = 1.

Em nosso trabalho, usaremos indistintamente A ou y4 para indicarmos a fungao

de pertinéncia do subconjunto fuzzy A.

3.1.1 Operagdes com conjuntos fuzzy

Um subconjunto fuzzy, matematicamente estende a definicdo de subconjunto cléssico,
pois basta tomar para funcdo de pertinéncia de um subconjunto cldssico sua fungéao ca-
racteristica. A seguir vamos extender as principais operag¢des sobre conjuntos classicos

para conjuntos fuzzy.
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Definic¢do 3.1.3. Sejam A e B subconjuntos fuzzy de X. A funcdo de pertinéncia da

unido de A e B é definida por:

paup(x) = max{pa(x), up(x)}, VxeX

Definic¢ao 3.1.4. Sejam A e B subconjuntos fuzzy de X. A funcdo de pertinéncia da

intercessdo de A e B é definida por:

panp(x) = min{pa(x), pp(x)}, Vx e X

iy
i g il RAUR

Figura 3.2: Funcado de pertinéncia dos subconjuntos A U B e A N B respectivamente.

3.1.2 Numero fuzzy

Defini¢do 3.1.5. Dado « € [0,1] e U um subconjunto fuzzy de X, denominamos de

a-nivel do subconjunto fuzzy U, o subconjunto [U]* C X definido por:

i) [U]Y = {x € X;U(x) >0}, (x« =0)
i) [U* ={x e X;U(x) >a},sea € (0,1]

Defini¢ao 3.1.6. Seja U um subconjunto fuzzy de X, o suporte de U, o qual denota-se,
por supp(U), é o subconjunto de X cujos elementos tém grau de pertinéncia ndo nulos
em U, isto é,

supp(U) =x € X;U(x) >0
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Defini¢do 3.1.7. Um subconjunto fuzzy A C R é chamado de niimero fuzzy se satisfaz

as condigoes:
i) [A]* #©,Vx € [0,1];
ii) [A]* é um intervalo fechado, Vx € [0,1];
iii) O suporte de A é limitado.

O teorema seguinte mostra uma caracterizagdo de ntimero fuzzy através de fungoes

monotonas e continuas.

Teorema 3.1.8. A é um niimero fuzzy se, somente se, existe um intervalo fechado [b,c] # @ e
a,d € R tal que,
1, se x€b,c,
A(x) =14 f(x), se x € (—oo,b),
g(x), se x € (c, ).
onde f : (—oo,b] — [0,1] é continua a direita, crescente em [a,b] e tal que f(x) = 0, para
x € (—o0,a); g : [c,00) — [0,1] é continua a esquerda, decrescente em [c,d] e g(x) = 0 para

x € [d,00).

Demonstracio 3.1.9. Consultar [5]

A interpretacdo geométrica de nimero fuzzy geral é dada na Figura abaixo.

hr‘l (x)

=

.‘3-.
-~

=%

Figura 3.3: Interpretacdo do ntimero fuzzy.

Nesse texto estaremos supondo que as fungdes f e g, no Teorema3.1.9, sdo continuas

como é o caso dos nimeros fuzzy triangulares e trapezoidais definidos a seguir.
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Defini¢do 3.1.10. Um ndamero fuzzy A é dito triangular quando sua fungdo de per-

tinéncia tem a forma,

0, se x<a,

3—a S€ a<x<b,

Ax) = com a<b<c<d

e se b<x<g,

0, se x>,

\

Defini¢ao 3.1.11. Um ntmero fuzzy A é dito trapezoidal quando sua fun¢do de per-

tinéncia é da forma,

0, se x<a,

=
|
2

se a<x<b,

b—a’

Ax) = 1, se b<x<c com a<b<c<d
x—d
=g, se c<x<d,

0, se x>d,

Figura 3.4: Ntmeros fuzzy triangular e trapezoidal.

3.2 Légica Fuzzy

Logica se refere ao estudo de métodos e principios do pensamento humano. A légica
classica trabalha com proposi¢des que sdo ou verdadeiras ou falsas e se basei na teoria
classica de conjuntos. A l6gica fuzzy tem como base a teoria de conjuntos fuzzy e
uma proposic¢do fuzzy do tipo "Se x é A ey é B”, "Entdo z é C ou z é D”é falsa ou
verdadeira com um certo grau. No mundo real existem situagdes onde a dicotomia

verdadeiro falso ndo é suficiente para representar a realidade. Nestes casos, a 16gica
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tuzzy é 1til, pois é capaz de traduzir em termos matemdticos as informagoes contidas

em frases expressas em linguagem natural.

3.2.1 Varidveis Linguistica

Variaveis linguisticas sdo varidveis cujos valores ao invés de ntimeros sdo palavras,
chamadas de termos linguisticos. Cada termo linguistico corresponde a um conjunto
fuzzy. Por exemplo, se considerarmos a temperatura como uma variavel linguistica
seus termos poderiam ser: Muito baixa, Baixa, Média, Alta e Muito alta.
Formalmente, uma varidvel linguitica é caracterizada conhecendo a quintupla

(x; T(x); U; G;M), onde:
e U é o universo de discurso (dominio da variavel linguistica);
e x é o nome da variavel;

e T é 0 conjunto dos termos linguisticos, onde cada termo é um ntmero fuzzy em

u;

G é uma regra semantica para gerar os nomes dos valores de x;
e M é uma regra semantica para associar cada valor ao seu significado.

No caso do exemplo dado acima para a varidvel temperatura temos T={Muito baixa,Baixa,

Média, Alta, Muito alta}, U = [5,50].

m

M. baixa Raixa Média Alra M. alta

a —= Temperarura
-5 10 15 30 50 g

Figura 3.5: Exemplo de variavel linguistica de Temperatura.
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3.2.2  Proposigio fuzzy e operadores max — N\ e min — V

Uma preposicdo fuzzy é uma declaragdo do tipo “Se x é A ey é B”, "Entdo z é C ou
z é D”. Para traduzir matematicamente uma proposi¢do fuzzy é necessario traduzir
os conectivos e e ou. Para isso usamos os operadores {-norma e t-conorma os quais

indicamos por A e V e passamos a definir.

Defini¢dao 3.2.1. Dizemos que o operador bindrio A : [0;1] x [0;1] — [0;1] é uma ¢-

norma se satisfaz:
1. Comutatividade: x Ay =y A x;
2. Associatividade: x A (y Az) = (x Ay) Az
3. Monoticidade: Se x < yew < zentdo x A w <yAz.

Defini¢do 3.2.2. Dizemos que o operador bindrio V : [0;1] x [0;1] — [0;1] é uma -

conorma se satisfaz:
1. Comutatividade: x Vy =y V x;
2. Associatividade: x V (yVz) = (xVy) Vz;
3. Monoticidade: Se x < yew < zentdo x Vw < yvz;
4. Condicad de fronteira: 0Vx =xelVx =1

Proposicao 3.2.3. Se A, B e C sdo subconjuntos fuzzy entdo os operadores max e min sio

associativos e comutativos, isto é:
1. min{max{A, B}, max{A,C}} = max{A, min{B,C}},
2. max{min{A, B}, min{A,C}} = min{A, max{B,C}}.

Demonstracio 3.2.4. Consultar [6]
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3.2.3 Sistemas baseados em regras fuzzy

Sistemas baseados em regras fuzzy sdo conceitualmente simples. Tais sistemas con-
sistem basicamente de trés estagios: um estagio de entrada-fuzificador, um estdgio de
processamento, composto por uma base de regras fuzzy e um método de inferéncia e
um estdgio de saida - defuzificador.

Supondo que R" é o universo de discurso, entdo dado x, € R" o fuzificador trans-

forma xp em um conjunto fuzzy, Xy € F(IR").

¢ xl})

r P ™
\_ Fuzificador |

A

Xo
'/ P T, ~ ™
" Base de) Meétodo
regras || de
| L Juzzy Inferéncia,

\ I e ]
o -

A

Yo
( Defuzificador )

vV

o

Figura 3.6: Esquema de um sistema baseado em regras fuzzy.
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Normalmente isto pode ser feito simplesmente tomando Xy como a imagem da

funcéo caracteristica de x, isto é, a imagem de:

1, se a = xp,
0, se a # xp.
O estagio de processamento é o ntcleo do controlador fuzzy. Cada regra da base
de regras é uma sentenca do tipo: Se Condi¢do Entdo Agdo.
Normalmente estas sentengas sdo ligadas por conectivos: E, OU e NAO. O método
de inferéncia traduz estas regras matematicamente, por meio de f-norma e f-conormas,
gerando para cada regra uma saida. A combinacdo destas saidas gera uma saida fuzzy

do sistema, 7y € F(IR").

H,-' Sexédy evé By Emvdoz C,
‘ A
v Ay By NG
C=minf 4, (x,)-BiY%) }
P e N e et ____,_______________- i | o Cy (zh=minf Gz}, &)
N T =, ¥ z
R:' Sexé Ay eyé By Enudo 16 C;
i
B= r.'il'.'.'ll,.1:'.1.'.., e B N b}
1: J H: (
¢ (-;I {7 )= muinf CRIZ), El ]
L ________?_\.f

x e R el

Iy % win

f=maxi ', f )

b

Figura 3.7: Sistema baseado em regras fuzzy com duas entradas e uma saida.

O método de inferéncia mais utilizado é o MAX-MIN, onde adota-se a t-norma
A (minimo) para modelar o conectivo "E”e a t-conorma V (méximo) para agregar as
regras fuzzy da base de regras. Normalmente sistemas do tipo Mamdani usam o MAX-
MIN como t-normas e t-conormas.

A defuzificagdo é um processo de escolha de um elemento y € supp(y) tal que y seja
capaz de representar o conjunto fuzzy (i). Existem vérios métodos de defuzificagdo

descritos na literatura, o mais utilizado é o centro de gravidade.



38

A Figura anterior ilustra um controlador fuzzy com duas varidveis de entrada e
uma variavel de saida, usando o método de inferéncia MAX-MIN e como defuzificador
o método do centro de massa.

Na Figura também podemos observar que dado
xg € supp(Aq) Nsupp(Az) e yo € supp(B1) Nsupp(B,) para cada regra i = 1,2 é
obtida uma saida, C/(z) = (A;(xo) A Bi(yo) A Ci(20). Dai, obtém-se o subconjunto fuzzy
y = C v CS. E, com a defuzificacdo de J obtém-se o nimero y, o qual é a abscissa do

centro de massa da regido limitada pela funcdo de pertinéncia de /.

3.2.4  Sitemas p-fuzzy

Um sistema p-fuzzy em R é um sistema dindmico discreto,

Xpp1 = F(xx)

onde a fungdo F é dada por F(x;) = x; + A(xg), a condigdo inicial xp € R", é dada, e a
variagdo A(xy) € IR"é obtida por meio de um sistema baseado em regras fuzzy. Nesse
texto usamos o método de inferéncia de Mamdani, ou seja, trabalhamos com sistemas
baseados em regras fuzzy do tipo Mamdani.

A arquitetura de um sistema p-fuzzy pode ser visualizada na Figura abaixo,

G Sistema baseado ]
b S - e 11 I

€M Fegras fuzzy . B,

| Modelo Maremdtico
Xps =X+ AX,

P E—

Figura 3.8: Esquema de um sistema p-fuzzy.

3.2.5 Sistemas p-fuzzy e Equagdes diferenciais

Motivados pelo grande sucesso de Newton com suas: “Equag¢es do movimento”,
varios cientistas passaram a acreditar que tudo no universo poderia ser descrito por
sistemas deterministicos e, qualquer parte do sistema poderia - em principio - ser pre-

visto a partir do conhecimento exato do seu estado inicial [9]. Com este pensamento,
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as equagOes diferenciais tornaram-se a ferramenta mais utilizada para modelagem de
problemas reais no século X VII1Ie comegoo do século XIX.

No entanto, mesmo quando é possivel modelar, depois de formulado um modelo,
resolvé-lo é algo quase sempre impossiv el do ponto de vista analitico, como assinalou
Ian Stewart: “Montar as e quagdes é uma c oisa, resolvée-las é totalmente outra”[9].
Dai, os métodos numéricos passam a ser a Ginica esperanca de uma solugao, aproxi-
mada, para o modelo.

Modelar é uma tarefa dificil, pois depende de conhecimento prévio do problema
[4], e normalmente o que se tem sdo informagdes imprecisas. Nestes casos achamos
improvéavel, se ndo impossivel, dizer que uma fungdo definida por uma determinada
lei matematica, seja capaz de modelar o problema em questdo. Nestes casos, ao invés
de equagoes diferenciais, sugerimos uma fungao dada por uma base de regras, isto é
um sistema p-fuzzy.

Para fazer uma andlise comparativa entre as equacoes diferenciais e os sistemas

p-fuzzy vamos considerar, em detalhes, o modelo logistico classico,

% =ax(1—7)
x(to) = Xp.

o qual tem por solugdo tnica, a curva

. xok
x(t) = xo + (k— xg)c®

Para obter o sistema p-fuzzy utilizaremos as v aridveis linguisticas: populagio e va-

riagdo. A varidvelvel populagio serd a a varidvel de entrada (Figura 3.9), definida pe-
los termos linguisticos: Baixa(B), Média Baixa(MB), Média(M), Média Alta(MA), Alta(A)
e Altissima(AL) e a varidvel de saida, variacdo (Figura 3.10) serd a definida pelos ter-
mos linguisticos: Baixa Negativa(BN), Baixa Positiva(BP), Média Positiva(MP) e Alta Posi-
tiva(AP).

A base de regras depende do fendmeno estudado. Para este caso propomos a se-

guinte base de regras:
1. Se populacdo é baixa entdo varia¢do é baixa positiva;

2. Se populagdo é média baixa entdo variacdo é média positiva;
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Figura 3.10: Variavel saida: Variacao

3. Se populagdo é média entdo variacdo é alta positiva;

4. Se populagdo é média alta entdo variacdo é média positiva;
5. Se populagdo é alta entdo variacdo é baixa positiva;

6. Se populacdo é altissima entdo variagdo é baixa negativa;

As solugdes: classica e p-fuzzy podem ser vistas na Figura 3.11. Para solugao
classica utilizamos K = 234,714951, xo = 12,7945 e « = 0,02232.

Observe que as solugdes sdo muito “parecidas”. Isto é, com um sistema p-fuzzy
simples podemos simular algo que na literatura é descrito por um modelo deterministico
de equacoes diferenciais.

Uma observacgdo interessante é que o método p-fuzzy pode auxiliar no calculo dos
parametros de um modelo clédssico associado. Podemos utilizar o método p-fuzzy para
obter os pardmetros para o modelo classico, por exemplo, através de um ajuste de

curva.
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Figura 3.11: Grafico logistico com k = 234,71 e « = 0,022 e modelo p-fuzzy

De qualquer forma, a importancia maior do modelo p-fuzzy é quando nao se tém
possibilidade de avaliar certos parametros ou quando as variaveis estdo carregadas de

subjetividades.
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Capitulo 4
SISTEMA P-FUZZY UNIDIMENSIONAL

Neste capitulo, vamos abordar os sistemas p-fuzzy unidimensionais. Inicialmente
apresentaremos as defini¢des e os resultados matematicos que julgamos necessarios
para o bom entendimento deste capitulo. Em seguida apresentaremos teoremas que
garantem a existéncia e ddo condic¢des para unicidade do ponto de equilibrio de um
sistema p-fuzzy.Também apresentaremos exemplos e contra-exemplos que ilustram a

teoria desenvolvida.
4.1 Defini¢oes Iniciais
Definic¢do 4.1.1. Dado um sistema p-fuzzy unidimensional,

Xjer1 = F(x)
xo dado, e x € R.
F(xx) = xx + A(xx), dizemos que x* é um ponto de equilibrio do sistema p-fuzzy

acima se F(x*) = x* <= A(x*) = 0.

Definicdo 4.1.2. Seja {A;}1<i<, uma familia finita de subconjuntos fuzzy normais as-
sociados a uma varidvel linguistica x. Dizemos que {A;}1<j<x é uma familia de sub-

conjuntos fuzzy sucessivos (Figura 4.1) se,
(i) supp(A;) Nsupp(Ai1) # @, paracadal <i <k;

(i) Nj=ii+2 supp(A;j) possui no méximo um elemento para cada 1 < i < k —1; isto
é, supp(A;) Nsupp(Airz) # D se, e somente se, max{x € supp(A;)} = min{x €
supp(Aita)}

(iii) Uj=1 x (supp(A;i)) = U, onde U é o dominio das varidveis fuzzy x;

(iv) Sejam z1 € supp(A;) e zo € supp(Ait1), se Ai(z1) = 1 e Air1(z2) = 1, entdo

necessariamente z; < zp paracadal <i <k.
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= X

Figura 4.1: Familia de conjuntos fuzzy sucessivos.

Definigao 4.1.3. Consideremos o sistema p-fuzzy e uma familia de subconjuntos fuzzy
sucessivos. Se para algum 1 < i < k, 21,2z, € supp(A;,UA;11), A(z1) - A(z2) < 0, entédo
o subconjunto dado por:supp(A*), onde A* = A; N A;y1, é denominado conjunto

vidvel de equilibrio do sistema p-fuzz.

Figura 4.2: Conjunto vidvel de Equilibrio.

Um sistema p-fuzzy depende do tipo de sistema fuzzy associado a ele. Isto é, da
base de regras, do método de inferéncia e do método de defuzificagdo utilizado. Na
Definigdo 2.3, varia¢des com sinais contrdrios significa que o sistema p-fuzzy esta as-

sociado a um sistema fuzzy cuja a base de regras é do tipo:
e Ri:Sexd A; Entdo A(x) é C
e Ry:Sexé A; 1 Entdo A(x) é D

onde supp(C) C R~ esupp(D) C R" ou vice e versa.

Definicado 4.1.4. Seja A uma regido limitada pela fun¢do continua y = f(x), as retas

x = aex = bepelo eixo x (Figur a 2.3). O centro de gravidade ou centréide de A é o
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ponto (x,y) onde

(4.1)

(4.2)

-
T
1

Figura 4.3: Representacdo geométrica do centréide.

Na teoria de sistemas fuzzy , usualmente centréide se refere apenas a abscissa do

ponto (X, ). Portanto estaremos particularmente interessado em X.

4.1.1 Defuzificagdo da saida do sistema fuzzy

Consideremos agora o sistema p-fuzzy associado ao sistema fuzzy de Mamdani.Seja
supp(A*) = [c1,¢2), A* = A; N Ajy1, um subconjunto vidvel de equilibrio do sistema
p-fuzzy. Para facilitar a notagdo indicaremos por r a fun¢do de pertinéncia de A;, por s
a fungdo de pertinéncia de A; 1.

21 = MiNyegypp(a){r(xX) = 1} € 22 = maxeegupp(a,,,) {(x) =1},
e por f e g as respectivas fung¢des de pertinéncia das saidas associadas a A; e A; 1.

Nestas condi¢des indicaremos este sitema p-fuzzy por (r,s) — (g, f), afim de ex-
plicitar qual sistema estd associado ao sitema p-fuzzy.

Dado x € supp(A*), A(x) é a curva que limita a regido R. Ao valor defuzificado
de A(x), pelo método de defuzificacdo centro de gravidade, indicaremos por A(x) e

definimos:

B Jm tf(t)alt+ff’l(m)omtdtJrf(f_l(”) ntdt + [ (n)?tg(t)dt
Bl Jo g M (t)ydt — [ f(t)at

A(x)
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fall .

Figura 4.4: Processo de inferéncia Mamdani de um sistema (r,s) — (g, f).

onde (n,m) = (r(x),s(x)). A Equacdo ainda pode ser reescrita por:

hy(n) + hy(m)
A(m,n)

onde,

g (n) a
h = tdt tg(t)dt
) = [ e [0 ()

hz(m):/bf dt+/
A(m,n)z/o g dt+/ !

Observe que A(m,n) equivale a drea da regido R, onde decidimos reescrevé-la em
funcdo das fungdes inversas de f e de g.

Nesta secdo vamos apresentar os resultados mateméaticos necessarios para a com-
preenssdo do restante do capitulo. Os resultados que seguem se referem ao sistema do
tipo (r,s) — (g, f) da Figura 2.4. Para todos os resultados do restante deste Capitulo

suporemos que as fun¢des 7, s, f e g sdo continuas.
Lema 4.1.5. A fungdo hy é crescente e sua imagem é dada por, Im(h1) = [0, [¢ tg(t)dt] .

Demonstragio 4.1.6. Como g é continua em [0, a| (portanto limitada, o que implica que

g’l é limitada) entdo a funcédo hq é derivavel, e,

() = </Og1<ﬂ) ntdt>l+ (/g:(n) tg(t)dt>’

usando as propriedades de derivadas e integrais, segue que

* ok
o\ o\
7 7

() RO i) ’
1(n) = /g tdt +mn (/g tdt) — (/g tg(t)dt)
0 0 a
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usando em (*¥) o teorema fundamental do célculo e a regra da cadeia, temos

. (s tm)::(%FJ“U/=(Q%@XY=ng*mxgﬂ%m

0
agora fazendo h(t) = tg(t) em (**) e aplicando o teorema fundamental do célculo,

temos

(" gnar) = (57 Onw) = moes " = ey =

=g ' (n)g(g~ (M) (g7 (n) —ag(a)a’ = ng™" (n)(g™")'(n)

pois g(s) =

Assim,

portanto /1€ crescente.

Agora,

Logo
a
Im(hy) = [o, / tg(t)dt}
0
Lema 4.1.7. A fungio h, é decrescente e sua imagem é dada por, Im(hy) = Uh tf(t)dt, O] .

Demonstragio 4.1.8. Faze-se de modo andlogo, bastando verificar que

PR i L)

Considerando ainda o sistema p-fuzz (r,s) — (g, f) da Figura 2.4.
Lema 4.1.9. Se g(t) > f(—t), Vt € [0, —b] entdo g~ ' (k) > —f~1(k) Vk € [0,1].
Demonstragio 4.1.10. Basta observar a figura 4.5

Observagio 4.1.11. Usamos Dy e Dy para representar respectivamente: supp(A)NR* e
supp(A)NR
Lema 4.1.12. Se g(t) > f(—t), Vt € [0, —b] entdo para m,n € [0, 1] com m < n, existe um

Alx) = hl(’i)(;;,}:f)(m)

>0
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Figura 4.5: Sistema p-fuzzy com saida g(t) > f(—t).

Demonstragio 4.1.13. Seja H(m, n) = hy(n) + hy(m), é suficiente mostrar que H(m,n) >
0, pois A(m,n) > 0. Vamos considera primeiro que dado k € [0, 1] tem-se H(k, k) > 0,
para isto faremos em dois casos.

Suponhamos primeiro que k € [0,1] é tal que g~ (k) < —b.Temos que,

—1

8
H(k, k) = hy (k) + ha(K) = /0 ktde + / Pt + / Pt + / 1 1t pelo lema

segue portanto

H(kk)
) g7 (k) )
ktdt kt t t t ktdt (44
/0 d+/f1(k)( d+/ d+/ d+/kd()
Como fo K ktdt = — f -1 ktdt de (4.4)
g (k) k)
H(k, k) = ktdt 4.
k)= [ et [ e dt+/ 45)
-1 _
Temos que fbf ®) tf(t)dt = —f_;q(k) tf(—t)dt = —fg dt—f Ry dt,

visto que por hipétese que ¢! (k) < —b

Substituindo este resultado em (4.5) tem-se

“1(k a ¢ (k) b

g (k)
H(k, k) = ktdt tg(t)dt — tf(—t)dt — tf(—t)dt (4.6
R R G (GO BN {COL T

o
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Podemos ficar ainda com (4.6) da seguinte forma

1K)

8
Hikk) = /fl(k)

Como a > —b de (4.7) tem-se,

[kt—tf(—t)]dtJr/gal(k) tg(t)dt—/g H—bdt @47

H(k k) = /_gfl(f))[kt—tf )dt + / It3(0) —tf(~1))dt + /_abtg(t)dt (4.8)

Como para todo t € [0,b] tem-se k > f(t) = f(—t) < kt —tf(—t) > 0 e pelo
lema 4.1.9 tem-se tg(t) — tf(—t) > 0 entdo todos os termos de (4.8) sdo assim todos
positivos, logo H(k, k) > 0.

Se dado k € [0,1] tivermos ¢~!(k) > —b a demonstracdo é andloga. Assim em

qualquer caso, tem-se:
H(k, k) > 0. (4.9)

Dados m,n € [0,1], m < n temos de (4.9) que hi(m) + hy(m) > 0 & —hy(m) <
hy(m). Como hy é crescente tem-se —hy(m) < hy(m) < hi(n).
Dai H(n,m) > 0= A(x) >0

Lema 4.1.14. Se g(t) < f(—t),Vt € [0,a] em,n € [0,1] com m > n, entdo
A(x) < 0.

Demonstragio 4.1.15. Analoga a demonstragdo do lema 4.1.12

4.2 Existéncia de ponto de equilibrio

Nesta se¢do enunciaremos e demonstraremos um teorema que garante a existéncia de
ao menos um ponto de equilibrio para cada regido de equilibrio de um sistema p-fuzzy.

Para isso, ainda usaremos a Figura 4.4 para motivar os resultados apresentados.

Teorema 4.2.1. (Existéncia) Seja S um sistema p-fuzzy e A* um conjunto vidvel de equilibrio
de S do tipo (A;, Aiv1) — (g, f). Entdo, S possui ao menos um ponto de equilibrio. Isto é,
dx € A* tal que A(x*) = 0.
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Demonstragio 4.2.2. Dado x € A*, pela Defini¢do 4.1.1 x é um ponto de equilibrio se, e
somente se,

A(x) =0& hl(n) —I—hz(m) =0.

Se pia,(c1) = 0 entdo

A(c1) = hi(pa,(c1)) +ha(pa,,, (c1)) = 11 (0) + h2(0) = 0

e, portanto c; é ponto de equilibrio. Se i4,,,(c2) = 0 tem-se A(c2) = 0 logo c; é ponto
de equilibrio. Suponhamos que p4,(c1) > 0e pa,  (c2) > 0. Como g, ,(c1) = 0,
entdo, do Lema 4.1.5 e Lema 4.1.7 hq (p4,(c1)) > 0e ha(pa,,,(c1)) = 0. Dai,

A1) = m(pa;(c1)) +ha(pay,, (1)) = h(pag,, (1)) >0

Analogamente

A(c2) = hi(pa;(c2)) +ha(pa,, (c2)) = h(pa,,(c2)) <0

Como A é continua, pelo teorema do valor intermediéario, 3x* € [cy, c5] tal que A(x*) =

0 = x* é ponto de equilibrio.

Observagio 4.2.3. Se considerarmos no Teorema 4.2.1, ao invés de A* como um conjunto
vidvel de equilibrio do tipo (A;, Ai+1) = (f, ), o resultado seria andlogo.Isto é, existe

um ponto de equilibrio x* € A*.

4.2.1 Ponto de equilibrio - saida simétrica

Quando a variavel de saida do sistema fuzzy estd associada a fungdes simétricas, o

ponto de equilibrio de um conjunto vidvel de equilibrio é tnico.

Proposicao 4.2.4. Seja S um sistema p-fuzzy e A* um conjunto vidvel de equilibrio de S do
tipo (A;, Air1) = (B, C). Se as fungdes de pertinéncia de B e C, sdo respectivamente jip e jic,
sido mondtonas e simétricas, isto é uc(t) = pp(—t), entio existe um ponto de equilibrio de S
em A* é:

0

x* = irée}‘)i[min(yAi (%), Ha,, (x))]

Demonstragio 4.2.5. Como up(t) = pc(—t) entdo ug(—a) = uc(a) =0 = ug(b) = b =
—a, pois up € monétona. Temos ainda que, pp(t) = pc(—t) = ygl(,uc(t)) = —t =

—uzt(ug(t)) = py'(y) = —uc'(y). Entdo, A(z,) = 0 se, somente se, iy (n) = —hy(m).
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Comob = —a,

—a

5 (m) 0
o (m) :/”B tyB(t)dt+/ﬂ_1( |
B m

fazendo amudanca de varidveis u = —f tem-se,

Mg (m) 0
hy(m) = / upg(—u)du+ [ mudu =
a

pp (m)
uc' (m) 0
= hy(m) = / upe(u)du + mudu = —hy(m).
—a pe'(m)
Isto é, h, = —hy. Dai, hl(i’l) = —]’lz(m) = ]’11(71) = hl(m) S m=n (pOiS hy é

crescente), isso mostra a proposigao.

Observagio 4.2.6. Se jia,(c1) # 0, entdo x* = maxyca«[min(pa,(x), pa,,,(x))] € o tinico
ponto de equilibrio do sitema. Além disso, se o sistema for do tipo (A;, A;j11) = (B,C)

o resultado da proposicdo 4.2.4 é o mesmo.

4.3 Unicidade do ponto de equilibrio

Agora que ja conhecemos a teoria matemadtica vista anteriormente, podemos estudar
a unicidade do ponto de equilibrio de um sistema p-fuzzy unidimensional. Vamos
também, enunciar e demonstrar, teoremas que estabelecem condi¢des suficientes para
unicidade do ponto de equilibrio de um sistema p-fuzzy unidimensional.

Vamos supor que as regides de equilibrios sdo tais que 7(c1) # 0 e s(c2) # 0, para
facilitar a notacdo. Além disso, quando temos r(c1) = 0 ou s(c2) = 0 pode nado haver
unicidade de ponto de equilibrio.

Inicalmente vamos considerar o caso mais simples, quando A* C [z1,z;] (figura

4.6), onde, z1 = MiNyegypp(a,) {7(x) =1} € 22 = MaXyequpp(a,, ) 15(x) =1}

Y

I [ e

Figura 4.6: Conjunto vidvel de Equilibrio.
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Teorema 4.3.1. Seja S um sistema p-fuzzy e A* um conjunto vidvel de equilibrio de S do tipo
(Ai, Aiy1) = (C,B). Se as fungdes pa; e pa,,, sio monétonas por partes e A* C [z1,2]

entdo, existe um tinico ponto de equilibrio em A.

Demonstragio 4.3.2. Dado um x € A* temos que

A(x) = hi(n) + ha(m) = hi(r(x)) + ha(s(x)).

Usando os Lemas 2.1 e 2.2 e a regra da cadeia temos que a derivada de A é dada por,

-1 2 -1 2
A(x) = [nc (Pl;i(x))] Wy (x) M (#Aziﬂ(X))] s, ()

Como, em A* = [c1,¢2], pra, é ndo crescente e i, , é ndo decrescente entdo yu; (x) <0
ey, , (x) = 0 e, além disso, se p)y (x) = 0 tem-se py (x) # Oesep) (x) =0
tem-se i)y (x) # 0. Entao, A’(x) < 0 o que mostra que A é decrescente. Como, pelo

Teorema 2.1, existe um ponto de equilibrio em A*, ele é tinico.

Observagio 4.3.3. Se no Teorema anterior tivéssemos f e ¢ monétonas por parte (Figura
4.6) ainda assim terfamos um tnico ponto de equilibrio. Basta observar que neste caso

teriamos

gy (n) g ' (n) a
;Mw:/l gﬁW+/2 m&+/2t&®ﬁ
" ¢l n) siln)

£t (m) fo L (m) by
hnzz/ ttw+/ mW+/ Hy (D)dt
o) = [ e [ e [0

dai obtem-se
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Figura 4.7: fungdes f e ¢ mondtonas por partes

Agora iremos tratar o caso mais geral, onde A* ¢ |[z1,23], considerando inicial-

mente as fungdes de pertinéncia pc e pp tal que puc(t) > ug(—t), o outro caso ocorre

quando pc(t) < pp(—t).

Teorema Principal 1. Seja S um sistema p-fuzzy e A* um conjunto vidvel de equilibrio
de S do tipo (A;, Ai11) — (C,B). Se as fungdes pa,, pia,,,, 1B € Jic Sdo continuamente
diferencidveis; j 4, € ji 4,,, monotonas por partes, jip € jc estritamente mondtonas, tais
que:

@) pc(t) > up(—t), Vt € (0, —b);

3
i) 40 < b5, p € supp(B), q € supp(C) e u(p) > e (9);
Hay

(x) '
(iii) [ ‘1 S } <0, Vx € (z0,02), pa,(x) # P‘Ai+1(x)-

Entdo, S possui um tnico ponto de equilibrio, x* € A*, e x* € [zo, c2].

Demonstragio 4.3.4. Para simplificar a notacdo, vamos considerar r = py, s = pia, ,,
f = up e g = pc. Inicialmente, observemos que dado x € (zo;c2] (Figura 2.4), x
determina um dnico par (n,m) € [0;1]? tal que n = r(x) e m = s(x). Pela monoto-
nicidade de 7, temos que para cada n € [0,7(z)) existe um tnico m € |[0,1] tal que
n =r(x) em = s(x). Isto é, para cada par (n, m) nestas condi¢des, determina um tnico
x € (zo; ca).

Pelo Teorema 4.2.1 existe um ponto de equilibrio x* € [c1,¢2] = [c1,20] U [20, ¢2)-
Dado x € [c1,29] = m = s(x) < n = r(x). Entdo, pelo Lema 4.1.12 x* ¢ [c1,z0] =
x* € (20, c2]. Ou equivalentemente, existe um dnico (n*, m*) com n* € [0,7(zp)) tal que

H(n*,m*) = 0.
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Figura 4.8: fungoes h; e hy Figura 4.9: fungdes ¢, 1 e &7

Como para cada n € [0;7(zp)), existe um tanico m2[0; 1] tal que n = r(x) e m = s(x),
entdo podemos definir uma fungéo d, : [0,7(z0)) — [0,1] tal que m = J,(n) (Figura
4.8). Observe também que J; é continua, pois r e s sdo continuas. Utilizando a regra da

cadeia, a derivada de 6, é dada por:

5 (n) = ijgg = "(n) <0, Vn € D,. (4.10)

Pelo lema 4.1.5 e lema 4.1.7, hy e —hy sdo crescentes e pela condigdo (i), segue que

(Figura 4.7):

a 0
/0 bo(t)dt > —/b ()t & (1) > —ho(1).
Entdo, dado 1 € [0, h; ' (ha(1))], existe um tnico m € [0,1] tal que
hl(i’l) = —hz(ﬂ’l) = I’ll(i’l) +h2(m) =0.

. Dai, pode-se definir uma fungéo injetiva ¢, m = ¢(n) (Figura 4.8) tal que a imagem
inversa de 0 por H é

HY0) = {(n,m);m = &(n)},
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onde H : [O,h;l(—hz(l))] x [0,1] — é dada por H(n,m) = hy(n) + ha(m).

Como ja vimos (Lema 4.1.5) que 2 = 1 (n) = (gl(z—n))z > 0 e (Lema 4.1.7) que

< 0, entdo pelo Teorema da Fungdo Implicita (Teorema
2.3.1), ¢ é k vezes diferenciavel e, além disso:

_ 2
R

)12
&(n)=—J- = {?—;((mﬂ >0, Vn € (0,7 (—=ha(1))), m € (0,1) e m = &(n)(4.11)

Logo, ¢ é uma funcdo estritamente crescente e como H(0,0) = 0e H(h; ' (—hy(1)),1) =
0 entdo Dz = [0,/; 1 (ha(1))] e Imgz = [0, 1].

Dado m, n € (0,1) existe um tinico p € (b,0) tal que p = f~!(m) e existe um tinico
g € (0,a) tal que g = ¢! (n), pois f e g sdo estritamente monétonas, por hipétese.

Do Lema 4.1.12 temos que m < n = H(m,n) > 0. Dai H(m;n) = 0 = m > n.

Portanto, estamos interessados nos pares (m, n) tais que, m > n. Temos que,

m>n < f(p) > g(q) (4.12)

Como f e g sdo monétonas, pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange (Teorema
2.1.64), tém-se:

) (4.13)

— (4.14)
$'(q)
Ent3o,

m>n< f(p)>g(q) = $t)

[(8
Portanto,

m>n= (Y [g )]~ Y w [ m)] >0

(4.15)
Derivando &', obtemos

() = % {o o [s o] = e [rom]'}
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e como Ll(”% >0, Vm,n € (0,1) tem-se,
[f~1(m)]

&"(n) >0, Vn € intDg. (4.16)

Tomemos agora I = Dg N Ds, = D¢ N [0,7(z0)) e definamos a fungao ¢ : I — [0, 1]

tal que,

¢(n) = ¢(n) —da(n). (4.17)

Entéo, por (4.10) e (4.16) tem-se ¢’ (n) > 0, para qualquer n € I.
Como ¢(0) = 0 e a condicdo (iii) do teorema implica ,(0) > 0, entdo tem-se

$(0) < 0. Logo, em decorréncia do lema existe um tnico n* € I tal que,

p(n*) = 0 & (") = da(n) @18)
Como ¢ = H~1(0) entdo, temos que
0= H(n",¢(n")) = H(n",6(n"))

Logo, existe um tnico x* € (zg, cp], n* = r(x*) e m* = §(n*) = s(x*) tal que,

o que finaliza a demonstracdo do teorema.

Teorema Principal 2. Seja S um sistema p-fuzzy e A* um conjunto viavel de equilibrio
de S do tipo (A;, Ai11) — (C,B). Se as fungdes pa,, pia,,,, 1B € Jic Sdo continuamente

diferencidveis; j1 4, € 4, , monétonas por partes, yp e jic estritamente monétonas, tais

i+1
que:
(i) uc(t) < ug(—t), vt € (0,a);

! 3
(i) ,’j‘;éfﬁi > 5, Vp € supp(B), g € supp(C) e ps(p) > pc(q);

o [Ha (0]
(iii) { :,;*Ex) } <0, Vx € (z0,02), pa,(x) # P‘Ai+1(x)-

Entdo, S possui um tinico ponto de equilibrio, x* € A*, e x* € [c1, zo].

Demonstragio 4.3.5. Andloga a demonstracdo anterior.
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4.4 Consideragoes sobre a unicidade do teorema

Nesta secdo serd discutidos alguns pontos importantes sobre a unicidade dos teoremas

principal 1 e principal 2. Sdo eles:
1. Que condicdes as fungdes up(t) e pic(t) varidveis de saida, devem respeitar?
2. As hipoteses que aparecem no teorema nao sdo fortes demais?

3. Para quais tipos de fungdes fuzzy o teorema em questdo, vale?
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Quando nédo temos pic(t) > up(—t) ou pc(t) < up(—t) ndo tem como se esbelecer
condigdes gerais sobre o ponto de equilibrio, como foi feito nos casos anteriores para o
teorema.

De fato, consideremos o sistema p-fuzzy ilustrado abaixo. Este sistema possui um

conjunto vidvel de equilibrio, A*, A* = A; N Ay = [5,90].

. . :
f T e
FAREY [ T T T T T T T T T T s s e e e
: \‘\/ N : Ri:Sex é r Entdo Ax é g
7o Pl i NI Ry:Sex ¢ sEntao Ax ¢ f
s Y B el N e g g S - Sl L e i S N
S | T, \
Vi / 1 |\‘\ \“\
A 1 [ Y,
Vi / I o \x‘ m+e
7 I [ \
iy | 1 , \,
// ! ! \\\ ‘.‘\
_d/— | 1 hY hN
| 40 60 G 100 2 3

Figura 4.10: Existéncia de mais de um ponto de equilibrio

Os conjuntos que descrevem a varidvel de entrada tém como fung¢des de pertinéncia:

1 1 1
0% se 0 < x <40 55X — 17/ se 5 < x <60
pa,(x) =1 zpx+32, sed0<x<90 eps(x)=4q Fx+3, se60<x<100
0, caso contrario. 0, caso contrario.

e os conjuntos que descrevem a varidvel de saida tém funcado de pertinéncias:

ue(t) = %t—i—le

%t+1, se —3<t<3(m —1)
3 —1)(my—1
up(t) = syt +m + &, se 3(my —1) < < EEPm-L - (419)
0, caso contrario.

Se fizermos em (4.19), m; = 0.1 e { = 0.1 o sistema p-fuzzy obtido possui trés pontos
de equilibrio em A*, como podemos ver na figura 4.11, onde consta o gréfico de A.

Se tomarmos, por exemplo, ¢ = 0.3 e m; = 0.3 temos que o sistema p-fuzzy obtido
possui somente um ponto de equilibrio (figura 4.12).

Assim vemos que o teorema estabelece condi¢des suficientes para a unicidade do

ponto de equilibrio.
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Figura 4.11: Grafico da funcdo A com Figura 4.12: Gréfico da fungdo A com
m; = ¢ = 0.1 no sistema p-fuzzy da m; = 0.1 e { = 0.4 no sistema p-fuzzy
tigura 4.10 da figura 4.10

4.4.1 Consequéncias do teorema de unicidade

Agora vamos observar algumas consequéncias importantes, referentes ao teorema.
Sera observado que para fungdes de pertinéncia do tipo triangular e trapezoidal o
ponto de equilibrio é tinico.

Antes vamos considerar ainda os resultados:

Lema 4.4.1. Se ug(p) > pc(q) entdo q > —p, onde p = pz*(m) eq = pz'(n).

Demonstragio 4.4.2. De fato, temos que ug(p) > uc(q) = m > n, dai usando o lema

4.1.9 e como onde —up_1 é decrescente, pois yip é crescente, entdo:

q=pc'(n) > —pp'(n) > —pp'(m) = —p=q>—p
Lema 4.4.3. Se ug(p) < uc(q) entdo g < —p, onde p = uz*(m) eq = uz'(n).

Demonstragio 4.4.4. De fato, temos que up(p) < puc(q) & m < n, dai usando lema

4.1.9 e como onde —up_1 é decrescente, pois pp € crescente, o que implica ygl(n) <

—pg " (m)

q=pc'(n) < —pup'(n) < —pg'(m) =—p=q<—p.
Coroldrio 4.4.5. Seja S um sistema p-fuzzy e A* um conjunto vidvel de equilibrio de S. Se

HAir HAi+1, HAB € Hac forem niimeros fuzzy triangulares entdo S possui um tinico ponto de

equilibrio em A.
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Demonstragio 4.4.6. Vamos fazer para um sistema do tipo (pa,, pa .O outro

i+1) = (HBpc)
caso a demntraca é analoga.

Se a = b entdo jia, € pia,,, sd0 simetricas e segue da proposicdo 4.2.4 que, o ponto
de equilibrio é tnico,

. _ , 0
x" = max{min(p 4, (%), pa;, (%))
Consideremos agora a > b, entdo pa,, pa,,,, 1B € Jic satisfazem o teorema 1.
De fato,
(1) XOOKHKHXXXXXXXXXXXXKKKKKKKXXXXXXXXXXXKKKKXKKXXXXX .

(ii) Como up(t) = —%t +1lepc(t) = —%t + 1entdo ug(p) > puc(q) =

= g < 5 = ]’jg((zg < 5. Do lema 4.4.1 temos que g < —p = 5 < Z—:, portanto
tem-se
ela) _p°
/ < .
up(p) 4
(iii) Paratodo x € (zo,c1) com pg,(x) # pa,, ,(x), temos:
_ 1 _ 1
VA"(x) o _{Cl—Zo}x+ (Clc—lzo) € ‘uAi“(x) = fa—z1" ~ (Clz—ozo)'

Segue portanto que

/

G e
[W] i [—1] =

IRGE

Suponhamos agora a < b, entdo pa,, ja,,,, iB € Jic satisfazem o teorema 2.

De fato, (i) e (ii) sdo triviais e up(p) > pc(q) = & > 5 = % > %. Pelo lema
B
He(4)

3 .
is(p) > Z—3 verificando assim (if)

3
443 temos que g < —p = % > 5—3 e, portanto tem-se

e que prova o colorério.

Coroldrio 4.4.7. Seja S um sistema p-fuzzy e A* um conjunto vidvel de equilibrio de S. Se p 4,
U Aiv1, forem niimeros fuzzy trapezoidais e up e yuc forem niimeros fuzzy triangulares entido S

possui um tinico ponto de equilibrio em A.

Demonstragio 4.4.8. Analoga a demonstragao do corolério anterior.



