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RESUMO

Estudaremos um resultado de simetria em subvariedades de codimensao 1 em uma
forma espacial (n + 1)-dimensional, relacionado com distancia geodésica e a curvatura
normal de algum campo de vetor fixado.

Palavras-chave: Forma espacial, Distancia geodésica, Curvatura normal.



ABSTRACT

We studing a symmetry result on submanifolds of codimension one in a (n + 1)-
dimensional space form, related to the geodesic distance and to the normal curvature of

some fixed vector field.

Keywords: Space form, Geodesic distance, Normal curvature.
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Capitulo 1
CONCEITOS BASICOS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

Neste capitulo, o leitor encontrara definigoes e resultados fundamentais de Geometria
Diferencial, como por exemplo, os conceitos de Variedade Diferenciavel, Subvariedade e
Campo de Vetores. Nosso objetivo aqui é apresentar ferramentas que tornem, o mais
compreensivel possivel, os capitulos posteriores. Uma leitura mais completa pode ser

encontrada em [6].
1.1 Variedades Diferenciaveis

Seja M um espaco topologico de Hausdorff com base enumeravel. Entao, M é uma
variedade topolégica de dimensao n, se cada ponto de M possui uma vizinhanca aberta
homeomorfa a um subconjunto aberto do R™. Uma carta local de M, é um par (U, ¢),
onde U é um subconjunto aberto de M e ¢ : U — U é um homeomorfismo de U para
um subconjunto aberto U= ©(U) C R", j& uma colecao (U;, ¢;)icr de cartas locais de M

tais que M = |J,.; U; é chamado um atlas. Em meio a estas definigoes, dado um atlas

il

(Us, 0i)ier de M, definimos as fungées de transi¢ao por
piow; Ui NU;) — ¢;(U; N T;)),

onde (U; NU;) # 0, como podemos ver na figura abaixo.
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Duas cartas (U, ) e (V,) sao diferenciavelmente compativeis se U NV = () ou se
a fungao de transicao ¢! o 1) é um difeomorfismo, e se um atlas (U;, ¢;)icr for tal que,
quaisquer duas de suas cartas sao diferenciavelmente compativeis uma com a outra, dize-
mos que este é diferenciavel. Um atlas diferenciavel em M é completo se ele nao estiver
contido em outro atlas diferenciavel estritamente maior, por sua vez, uma estrutura difer-
encidvel em uma variedade topoldgica M, é um atlas diferenciavel completo. Podemos

agora considerar a seguinte definicao:

Definigao 1.1.1. Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um par (M, A), onde M

¢ uma variedade topoldgica de dimensao n e A é uma estrutura diferenciavel em M.

Exemplo 1.1.2. O espago euclidiano R™ é uma variedade diferenciavel de dimensao n
com estrutura diferenciavel determinada pelo atlas consistindo de uma tnica carta, a

saber a carta (R", Id).
Exemplo 1.1.3. Seja S™ a esfera unitaria n-dimensional, isto é, o conjunto
S" = {zx € R"" : |z| = 1}.
Seja U;" o subconjunto de S, com i = 1,...,n,n + 1, dado por
Ut ={(' ..., 2" eS": 2" > 0},

onde a i-ésima coordenada ¢ positiva. Do mesmo modo, seja U;” o conjunto onde z* < 0.

Para cada 1, defina a aplicacao gof : UijE — R” por

e (2t ") = (2h
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onde o sfmbolo sobre 2’ indica que z* estd omitido. Cada (i é evidentemente continua e

¢ um homeomorfismo em sua imagem, a bola unitaria B™ C R", com inversa dada por

(90;&)_1(“17 cee ,un) = (ulu ce 7ui_1,:|:\/ 1-— |U|2,Ui, A ,Un>.

Uma vez que cada ponto de S™ estd no dominio de uma dessas cartas, S™ é localmente
euclidiana de dimensao n, e ainda, por ser subespaco topoldgico de R", temos portanto
que S™ é uma variedade topolégica. Agora, tomando as cartas (U, ;) construidas, para

7

quaisquer indices distintos 7 e j, a fun¢ao de transigao gpjﬁ o (gpj[)_l, supondo 7 < 7, é dada

gp;.to(gpf)_l(ul,...,u") = (u, .. b, 1 — ]u|2,...,u").

Uma expressao similar é obtida supondo j < i. Quando 7 = j temos que

por

¥ o (i) = Idgn.

Assim, a colecio de cartas {(UF, )} é um atlas diferencidvel e define uma estrutura

diferenciavel em S™.

Uma variedade diferenciavel M é compacta e respectivamente coneza, se for com-
pacta e respectivamente conexa como espaco topolégico. Ja as variedades orientaveis, sao

definidas da seguinte maneira.

Definicao 1.1.4. Seja M uma variedade diferenciavel. Dizemos que M é orientdvel se

admite uma estrutura diferenciavel {(U,,z4)} tal que:

(i) para todo par «, §, com x,(Us) Nxg(Us) = W # 0, a diferencial da mudanga de

coordenadas z o 2! tem determinante positivo.

Caso contrario, diz-se que M é nao-orientdvel. Se M ¢é orientavel, a escolha de uma
estrutura diferenciavel satisfazendo (i) é chamada uma orientacio de M, e M é, entao,
orientada. Duas estruturas diferencidveis que satisfazem (i) determinam a mesma ori-
entagdo se a unido delas ainda satisfaz (7). Sejam agora M, e M, variedades diferencidveis
e ¢ : M; — M; um difeomorfismo, entao, uma vez que variedades difeomorfas sao idénticas
do ponto de vista da diferenciabilidade, M; é orientavel se, e s6 se My é orientavel. Se,
além disto, My e M, sao conexas e estao orientadas, ¢ induz uma orientacao em My que
pode ou nao coincidir com a orientacao inicial de Ms. No primeiro caso, dizemos que ¢

preserva a orientacdo e no segundo, que ¢ reverte a orienta¢ao.
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Lema 1.1.5. Se M € uma variedade orientdvel de dimensdo n, entdo em cada ponto

p € M existe uma carta local (U, @), tal que ¢ : U — R™ preserva a orientagdo.

Omitiremos aqui a demonstracao deste lema, pois estamos interessados somente na

demonstracao de seu corolario que enunciaremos a seguir. Para uma demonstracao, ver
[1].

Corolario 1.1.6. Toda variedade orientdvel conexa admite exatamente duas orientagoes

diferentes.

Antes de comecarmos a demonstracao, enunciaremos duas defini¢oes importantes em
Geometria Diferencial, a saber, as definicoes de fungoes diferenciaveis de valores reais em
uma variedade diferenciavel e de espaco tangente de uma variedade diferenciavel em um

ponto.

Dizemos que uma funcao f : M — R¥, definida em uma variedade diferencidvel M, de
dimensao n, é diferencidvel, se para cada carta (U, ) em M, a fungao composta f o o !
é diferenciavel no subconjunto aberto ¢(U) C R™. Quando k = 1 o conjunto de todas as
fungoes diferencidveis de valores reais f : M — R é denotado por C*°(M). Além do mais,
como a soma e a multiplicacao por uma constante de funcoes diferenciaveis sao fungoes
diferenciaveis, o conjunto C'*°(M) é um espago vetorial.

Agora, seja M uma variedade diferenciavel e seja p um ponto de M. Uma aplicacao linear

X : C®(M) — R é chamada uma derivagao em p se satisfaz

X(fg) = f(p)Xg+gp)Xf,

para toda f,g € C°°(M). O conjunto de todas as derivagoes de C*°(M) em p é um espago
vetorial chamado o espago tangente de M em p, e é denotado por T,M. Um elemento de
T,M ¢é chamado de vetor tangente em p.

Provemos agora o corolario 1.1.6.

Demonstra¢ao. Suponha que sejam dadas duas orientagoes para uma variedade conexa
M. Seja A C M o conjunto dos pontos p tal que estas duas orientagoes coincidem em
T,M. Pelo lema anterior, existe uma carta local (U, ¢) centrada em p, tal que ¢ : U — R"
preserva a orientagao. Isto implica que A é aberto. Do mesmo modo, podemos mostrar

que M — A é aberto. Uma vez que M é conexo, devemos ter A = M ou A = (). Assim,
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quaisquer duas orientacoes de M devem ser iguais em todo espago tangente, ou devem
ser diferentes em todo espaco tangente. Uma vez que cada espago tangente pode ser ori-
entado exatamente de duas maneiras diferentes, segue que A = M e portanto M admite

também, exatamente duas orientagoes diferentes. 0]

1.2 Aplicacoes Diferenciaveis e Subvariedades

Na secao anterior, definimos funcoes diferenciaveis de valores reais. De uma maneira
mais geral, sejam M e N variedades diferenciaveis com dimensoes m e n respectivamente,
entdo uma aplicagao f : M — N ¢é dita ser diferencidvel (ou de classe C*, k > 0), se para
quaisquer cartas locais (U, ¢) e (V,v), de M e N respectivamente, tais que f(U) C V, a
aplicacao
dofop T ipUNfTHV)) = (V)

for diferencidvel (ou de classe C*, k > 0). O posto de f em um ponto p € M é o posto da
aplicacao ¢ o f o=t em ¢(p), onde (U, ) e (V, 1) sao cartas tais que p € U e f(p) € V.
Dizemos que a aplicacao f é uma imersao, se para todo p € M o posto de f é m, e uma
submersao se para todo p € M posto de f é n. Por tiltimo, a aplicagao f : M — N ¢é dita

ser um mergulho diferencidvel se é uma imersao injetiva homeomorfa sobre a sua imagem.

Exemplo 1.2.1. A aplicacdo inclusao R" < R"** que leva (z!,...,2") em (z,...,2",0,...

¢ um mergulho.

Exemplo 1.2.2. A projecao m : R"** — R" das primeiras n coordenadas ¢ uma sub-

mersao.

Dadas duas variedades diferencidaveis M e N, de dimensoes m e n respectivamente,
dizemos que M é uma subvariedade imersa de N, se existe uma imersao f : M — N. Por
exemplo, S” é uma subvariedade imersa de R**1. Se M C N e a inclusao i : M — N
é um mergulho, diz-se que M é uma subvariedade mergulhada em N. Observe que se
@ : M™ — N™ é uma imersao, entao m < n. A diferenca n — m é chamada a codimensao

da imersao .

Exemplo 1.2.3. Seja S C R? uma superficie regular. E claro que S possui uma estrutura
diferenciavel dada por suas parametrizacoes z, : U, — S. As aplicagbes x, sao, por

definicao, mergulhos de U, em S. Vamos mostrar que a inclusao i : S — R?® é um
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mergulho, isto é, S é uma subvariedade mergulhada em R3. De fato, i é diferencidvel
pois para todo p € S, existe uma parametrizacao z : U C R? —+ S de S em p e uma

Yo jox = 2 é diferencidvel,

parametrizacao j : V C R3 — V de R? em i(p), tais que j~
onde V é uma vizinhanca de p em R3 e j é a aplicacao identidade. Além disso, pela
definicao de superficie regular, ¢ é uma imersao e um homeomorfismo sobre sua imagem,

sendo portanto um mergulho, como queriamos mostrar.
1.3 Campos de Vetores

Um campo de vetores X em uma variedade diferenciavel M é uma correspondéncia que
associa a cada p € M um vetor X(p) € T,M. O fibrado tangente de M, denotado por
TM, é a uniao disjunta dos espacos tangentes em todos os pontos de M, isto é,

T™ = | T,M.

peEM

J4 um elemento dessa unido disjunta, ¢ um par ordenado (p, X), onde p € M e X € T, M.

Assim podemos pensar também, em um campo de vetores X, como uma aplicacao de M

em T'M, dada por

XM — TM

p = (p,X(p)).

Intuitivamente, X é uma colecao de setas, uma em cada ponto de M.
Para falarmos em diferenciabilidade, considere X um campo de vetores em M, f uma

funcao em C*°(M), e defina uma fungao de valores reais X f em M, por

(X)p) = X(@)(f),

para todo p € M. Nesse sentido, sempre que f € C>°(M), dizemos que X ¢é diferenciavel
se X f for diferenciavel.

Afim de apresentarmos uma base natural para o espaco tangente, definiremos a seguir a
diferenciacao parcial de uma fungao em uma variedade diferencidvel.

Seja (U,z) uma carta local de uma variedade diferenciavel M, de dimensao n, em um

ponto p. Entao podemos escrever x em coordenadas, da seguinte forma:
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onde z°, com 1 < i < n, sdo funcgoes de U em R. Se f € C®(M), a i-ésima derivada

parcial de f em p é a funcao de R™ em R dada por:

of O(fox™t) :
, = ——7"(z 1<7<n
e (p) 5 (z(p)) (1 <i<n),
onde u', ..., u" sao funcoes coordenadas naturais de R". A funcao
0 C*(M)—R
ozt
p
que leva cada f € C°(M) para gj; (p) é uma derivagao, e portanto um vetor tangente de
M em p. Os vetores coordenados % ey % , como foram definidos acima, formam
p

uma base natural do espago tangente 7, M.
Em coordenadas, um campo de vetores X em uma variedade diferenciavel M, pode ser

expresso por

X@) = Y o)y

onde a; sao funcoes definidas na vizinhanca coordenada, chamadas componentes de X.

)
p

Nessas condigoes, sobre a diferenciabilidade do campo X, podemos dizer que X é difer-
enciavel se, e somente se, suas componentes a; sao diferencidaveis. O conjunto de todos os
campos diferencidveis de vetores em M serd denotado por X(M), que com as operagoes
naturais de adicao e multiplicagao por um escalar, ¢ um espaco vetorial real.

Se X : M — TM é um campo de vetores, entao uma singularidade de X é um ponto
p € M onde o campo X se anula. Caso tal ponto nao exista, dizemos que o campo X é
nao-singular.

O modo como interpretamos um campo X nos permite considerar os iterados de X.
Em geral, os iterados XY e YX de dois campos de vetores X e Y em uma variedade

diferenciavel M nao sao campos de vetores. Contudo, vale o seguinte resultado:

Lema 1.3.1. Sejam X e Y campos diferencidaveis de vetores em uma variedade difer-

encidvel M. Entdao existe um tinico campo Z, tal que Zf = (XY -YX)f, V f € C®(M).

O leitor pode consultar uma prova desse lema em [3], pagina 28.
O campo Z dado pelo lema anterior é chamado o colchete [X, Y] =XY -YX de X eY

e é diferenciavel. Além disso, satisfaz a seguinte proposicao.

Proposicao 1.3.2. Se X, Y e Z sao campos diferencidaveis em M, a,b niumeros reais e

f, g funcoes diferencidveis, entao:
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(a) [X,Y] ==Y, X] (anticomutatividade);

(b) [aX +bY,Z] = a[X,Z)+b[Y, Z] (lincaridade);

(c) IX,Y], 21+ [Y, Z], X] + [[Z,X],Y] =0 (identidade de Jacobi);

(d) [fX,gY] = fg[X, Y]+ fX(9)Y — gY (/) X.
Demonstragao.
(a) [X,Y]=XY-YX=—(YX-XY)=—[Y,X];

(b) [aX +bY, Z] = (aX +bY)Z — Z(aX +bY) = aXZ +bYZ — aZX —bZY =
=alX, Z]+b[Y, Z];

(c) Calculando [[X, Y], Z], temos

[X,Y].2] = [X,Y]Z—-Z[X,Y]
= (XY -YX)Z-Z(XY-YX)

= XYZ-YXZ-ZXY+ZYX.
Analogamente,

IY,2),X]=YZX - ZYX - XYZ + XZY

12, X],Y]=ZXY - XZY - YZX +YXZ.

Somando as igualdades acima, obtemos a identidade de Jacobi;
(d) Finalmente,
[fX,9Y] = fX(g9Y)—gY(fX)

= fgXY + fX(9)Y —gfYX —gY(f)X

= folX, Y]+ fX(9)Y —gY(f)X.

O
Finalizemos esta secao com as defini¢oes de curva, diferencial de uma aplicacao difer-

enciavel e campo ao longo de uma curva como segue.
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Definigao 1.3.3. Seja M uma variedade diferenciavel e I C R um intervalo aberto. Uma

curva diferenciavel em M é uma aplicacao diferenciavel ¢ : [ — M.

Ainda na defini¢do acima, supondo que 0 € I e ¢(0) = p, e sendo D o conjunto

das funcoes de M diferencidveis em p, o vetor tangente a curva c em t = 0 é a fungao

d(0) : D — R dada por:

t=0

Observa-se facilmente que ¢’(0) é uma deriva¢do. De uma maneira mais geral, um campo
de vetores X ao longo de uma curva ¢ : I — M ¢é uma aplicacao que a cada t € [
associa um vetor tangente X(t) € T.yM. Quanto a diferenciabilidade, dizemos que
X é diferencidvel, se para toda funcao diferencidvel f em M, a fungao t — X(t)f é

diferenciavel em 1.

Definicao 1.3.4. Sejam M; e M, variedades diferenciaveis de dimensoes n e m respecti-
vamente e ¢ : M; — M, uma aplicacao diferenciavel. Para cada p € M; e cada v € T,M;,
seja ¢ : (—e€,€) — M; uma curva diferencidavel com ¢(0) = p e ¢(0) = v. Faga f = po c. A

diferencial de ¢ em p é a aplicagao linear dy,, : T,M; — T,y M, dada por dy,(v) = £'(0).

Note que a aplicagao linear dy, nao depende da escolha da curva c.
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Capitulo 2
GEOMETRIA RIEMANNIANA

Neste capitulo, apresentaremos conceitos fundamentais de Geometria Riemanniana
que julgamos essenciais para compreensao do teorema principal deste trabalho. Serao
estudadas aqui as definicoes de Variedades Riemannianas, Conexao de Levi-Civita, Cur-
vatura e Pontos Conjugados, bem como suas propiedades mais oportunas. Para uma

leitura mais completa recomendamos ao leitor [3] e [4].
2.1 Variedades Riemannianas

No que segue, uma variedade diferenciavel M de dimensao n sera denotada por M™.

Definicao 2.1.1. Uma métrica Riemanniana numa variedade diferenciavel M"™ é uma

correspondencia que associa a cada ponto p € M um produto interno
<,>p T,M x T,M — R,

isto é, uma forma bilinear simétrica e positiva definida, que varia diferenciavelmente no

0

seguinte sentido: se (2, U) é uma carta local em torno de um ponto p e 577 9

s Be| SAO
p

el
oz’

9

) Oxd
p

os vetores coordenados definidos na se¢ao 1.3, entao < > = gi; ¢ uma funcao
p

diferenciavel em U.

Sempre que possivel, omitiremos o indice p em (,) , e ainda, escreveremos g(X,Y)

p7

para representar o produto (X,Y). Podemos agora, definir variedades Riemannianas.

Definicao 2.1.2. Uma variedade diferenciavel com uma métrica Riemanniana chama-se

uma variedade Riemanniana.

Exemplo 2.1.3. Com a identifica¢ao natural R” = T,R", o produto interno usual

<ZE, y> = Z Tili
i=1

para z,y € R" define uma métrica Riemanniana para o espago euclidiano R"”. Este é,

portanto, uma variedade Riemanniana.
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Exemplo 2.1.4. Se f : M™ — N™* é uma imersdo, entdo f é diferencidvel, e do Teorema
do Nucleo e da Imagem, temos que df, : T,M — Ty, N ¢é injetiva para todo p € M. Se
N tem uma métrica Riemanniana, f induz naturalmente uma métrica Riemanniana em
M por

<U7U>p = {dfp(u), dfp(”))f(p) ,

onde u,v € T,M. Variedades diferencidveis imersas em variedades Riemannianas sao
portanto variedades Riemannianas. A métrica de M é entao a métrica induzida por f, e

f é chamada uma imersdao isométrica.

Exemplo 2.1.5. Dos exemplos 1.1.3, 1.2.1 e 2.1.4 podemos concluir que a esfera unitaria

S™ é uma variedade Riemanniana.

Exemplo 2.1.6. Seja a variedade diferencidavel U = R} = {(z1,...,2,) € R";x, > 0},
com a carta id : U C R" — U. Dado p € U, e escrevendo p = (x1,...,2,), podemos

definir uma métrica h em U, pondo

1
hp(v, w) = — (v, W)gn
xn
onde u,v € T,U = R". O semi-espago U, com a métrica h, ¢ uma variedade Riemanniana

denominada o espaco hiperbolico de dimensao n, o qual denotamos por H".

Antes do proximo teorema, cabe aqui apresentarmos a definicao de comprimento de
um segmento de curva, que por sua vez, € a restricio de uma curva definida em um

intervalo I, a um intervalo fechado [a,b] C I.

Definicao 2.1.7. O comprimento do segmento de uma curva ¢ quando restrita a um

intervalo fechado [a,b], em uma variedade Riemanniana M, é dado por

b Jde de\'*
EZ(C):/ <%,%> dt.

Enunciaremos agora um teorema de existéncia para métricas Riemannianas. Em
seguida faremos uma observacgao, que trata da existéncia de um campo normal em uma
subvariedade orientdvel (objeto de estudo do teorema principal deste trabalho), que é

admitido sem prova na demonstracao do teorema de que se trata esta dissertacao.

Teorema 2.1.8. Toda variedade diferencidvel M possui uma métrica Riemanniana.
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Demonstragao. Ver [3], pagina 47. O
Considere agora M uma variedade orientavel e N C M uma subvariedade mergulhada,
onde dim(N) = dim(M) — 1, isto é, N tem codimensao 1. Se N for orientdvel, existe
um campo em M normal a N, uma vez que para cada p € N podemos tomar uma
base (Xi(p),...,Xn—1(p)) na orientagao de T, N, que por sua vez tem seu complemento
ortogonal em 7, M com dimensao 1, donde existem portanto somente dois vetores unitarios
Y:(p), Ya(p) € T,M que sdo ortogonais a 1,N. Isto é suficiente para garantir a existéncia

de tal campo. Note ainda que Y;(p) = —Ya(p).
2.2 Conexao de Levi-Civita

A conexao, como veremos a seguir, € a idéia de derivacao de campos ao longo de curvas em
variedades Riemannianas. Isto nos permite, por exemplo, falar em aceleracao de curvas,
que é um importante conceito no estudo das Geodésicas, que veremos na préxima segao
deste capitulo. Antes de apresentarmos a conexao de Levi-Civita, faz-se necesséario a

seguinte defini¢ao.

Definicao 2.2.1. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M é uma aplicacao
V:X(M)xX(M)— X(M),

que a cada par de campos X,Y € X(M), nessa ordem, nos fornece um terceiro campo,

denotado por VxVY, e que satisfaz as seguintes propriedades:
i1 VixigvZ = fVxZ+gVvZ,
i Vx(Y+2)=VxY+VxZ,
i Vx(fY) =fVxY + X(f)Y,
onde X, Y, Z e X(M)e f,ge C®(M).

Proposicao 2.2.2. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim V. Entao

existe uma unica correspondéncia que associa a um campo de vetores V' ao longo da curva

diferencidvel ¢ : I — M wum outro campo de vetores % ao longo de c, denominado

deriwada covariante de V' ao longo de c, tal que:

a) 2(V4+Ww) =LY 4 DWW
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b) BUV) =GV + FEF

c) Se V' € induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto é, V(t) = Y(c(t)), entdo
D_t = vdc/thv;

onde em a) e b), respectvamente, W € um campo de vetores ao longo de ¢ e f € uma

funcgao diferencidavel em I.

Demonstra¢ao. Suponhamos a existéncia de uma correspondéncia satisfazendo a), b) e
¢). Sejax : U C R™ — M a inversa de uma carta local de M com ¢(I)Nz(U) # 0 e sejam
(x1(t),...,x,(t)) a expressao local de ¢(t), t € I, e X; = 8%1' Expressando localmente o
campo V como V' = 7" | /X, onde v/ = v(t) e X; = X;(c(t)), temos por a) e b) que

DV _ D dv DX,
J X — Y. J J
at (Z“ ) j th]+ZU at

J

Por ¢) e i da defini¢ao 2.2.1,

DX; dxZ
— = VX = Vs w o X = Z Vx, X,
onde 7,5 = 1,...,n. Portanto
Dv dv’ dx;

UjVXiX

IR — — X +
dt — dt "7 = dt
j i.j

A igualdade acima mostra que se existe uma correspondéncia satisfazendo a), b) e ¢), tal
correspondéncia é tnica.
Definindo Z¥ = > ddL;Xj +> i LiyiV x, X; em z(U), temos de imediato que 2Y satisfaz
as propriedades a), b) e ¢). Tomando outra vizinhanca coordenada y(W) em M, de forma
que y(W) Nz(U) # 0 e definindo 2% em y(W) como na igualdade acima, pela unicidade

de &Y

o+ as defini¢oes concordam em y(W) Nz(U). Estendendo essa defini¢do para toda

variedade M, provamos esta proposicao.

O
Pela proposicao acima, temos associada a escolha de uma conexao afim em M, a existéncia
de uma derivada de campos de vetores ao longo de curvas como frisamos inicialmente.

Podemos agora definir campos paralelos ao longo de curvas como segue.

Definicao 2.2.3. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim V. Um
campo de vetores V ao longo de uma curva ¢ : I — M é chamado paralelo quando % =0,

Vitel.
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A préxima proposicao trata da existéncia de campos paralelos e uma demonstragao

pode ser encontrada em [3], pagina 58.

Proposicao 2.2.4. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conezxao afim V. Seja
c: 1 — M uma curva diferencidqvel em M e Vi um vetor tangente a M em c(ty), to € I.

Entao eziste um unico campo de vetores paralelo V' ao longo de ¢, tal que V (ty) = Vp.

O campo V(t) de que trata a proposicao acima é chamado o transporte paralelo de V (to)
ao longo de c.

Afim de enunciarmos o préximo teorema, considere as seguintes definigoes.

Definicao 2.2.5. Uma conexao afim V em uma variedade Riemanniana M é dita ser

compativel com a métrica se
X(Y,Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ), X,Y,Z¢eX(M). (2.1)

Se M é uma variedade Riemanniana e X, V, W campos ao longo de uma curva difer-

dc

%, entao a igualdade (2.1) é equivalente a

enciavel ¢: I — M com X =

d DV DW
— =( — —_— I. 2.2
GV =(Frw ) (V) e 22)

Definicao 2.2.6. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M é dita simétrica

quando

VxY -VyX =[X)Y], VX, Y €eX(M).
Dispomos agora de ferramentas para enunciar o teorema principal desta secao.

Teorema 2.2.7 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma inica

conexao afim V em M satisfazendo as condi¢oes:

1. V é simétrica.

2. V € compativel com a métrica Riemanniana.

Demonstracao.  Provemos primeiramente, admitindo a existéncia, a unicidade de V
satisfazendo (1) e (2). Dados X,Y,Z € X(M), temos da definicdo de compatibilidade

com a métrica que
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XY,Z) = (VxY,2Z)+(Y,VxZ), (2.3)
Y(Z,X) = (VvZ,X)+ (Z,VyX), (2.4)
Z(X,)Y) = (V,X,Y)+(X,V,Y). (2.5)
De (2.4) temos
Y(Z,X) = (VZ,X)+(Z,VyX) + (Z,VyX) — (Z,VyX). (2.6)

Somando (2.3) e (2.6) e subtraindo (2.5) temos, usando a simetria de V, que
XY, Z)+Y (Z,X)— Z(X,Y) = (X, Z],Y) +([Y, 2], X) + {[X, Y], Z) + 2(Z,VyX) .
Portanto,

(Z,VyX) = %{X Y, Z)+Y {(Z,X)—-Z(X,Y)—(X,Z],Y)—([Y,Z], X) — (X, Y], Z)}.
(2.7)

Da expressao (2.7) acima, temos que V, caso exista, estd univocamente determinada pela
métrica (,), uma vez que se V é outra conexao satisfazendo as condigdes do teorema,

entdo V também satisfaz (2.7), donde temos
(Z,VxY —=VxY) =0,

e por isso

VY =VyY.

Para provarmos a existéncia, basta definir V por (2.7). Operagoes simples mostram que
V satisfaz as propriedades desejadas. O

A cenexdo do teorema acima é chamada conexdo de Levi-Civita de M.

Uma superficie parametrizada em uma variedade Riemanniana M é uma aplicagao
diferencidvel s : A € R? = M, onde A é um conjunto conexo de R?, com U C A C U,
U aberto em R?, e tal que a fronteira dA de A seja uma curva diferencidvel por partes.

Um campo de vetores v ao longo de s é uma aplicacao que associa a cada ¢ € A um vetor

V(q) S Ts(q)M.
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No préximo lema, (u,v) sdo coordenadas cartesianas de A e % é o campo de vetores

ds (%) ao longo da curva u — s(u,vp), com vy fixo. E ainda, se V' é um campo ao longo
de s : A — M, BY(u,v9) ¢ a derivada covariante ao longo da curva u — s(u,vo) da

restricao de V' a esta curva. Analogamente se definem % e %.

Lema 2.2.8 (de simetria). Se M é uma variedade diferencidvel com uma conexdo simétrica

es:A— M éuma superficie parametrizada. Entao

D 0s D 0Os

Jdu  Judv’
Demonstra¢ao. Seja x :V C R"™ — M um sistema de coordenadas (neste trabalho, sao
as coordenadas da inversa de uma carta local) em uma vizinhanga de um ponto de s(A).
Entao

v os(u,v) = (2 (u,v),...,2"(u,v)).

Portanto,

D (0s\ _ D (g0
Ov \ Ou Qv - ou Oxt

N IR |
N - Ovou Ozt - Ou | 207 /0v)0/027 5 1
0%zt 0 oxt Ox? 0

- Ovou Ozt + v ou %Vﬁaxi'

0 _ R D (0s
5 = V 2. 57> 85sim, calculando = ( au) obteremos a

Pela simetria da conexao V _a_
ozJ

mesma expressao acima. Isto prova o lema.

0

2.3 Geodésicas e a Aplicacao Exponencial

Faremos agora, uma breve introducao sobre geodésicas e aplicacao exponencial, que serao
estudadas com maior propésito para fins deste trabalho na secao 2.5. Além disso, afim de
evitarmos repeticoes, M serd no que segue, uma variedade Riemanniana munida de sua

conexao de Levi-Civita.

Definicao 2.3.1. Uma curva parametrizada v : I — M é uma geodésica em ty € I se

% (‘2—1) = 0 no ponto t.
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Se para todo t € I, a curva y é geodésica em t, dizemos que v é uma geodésica. E ainda,
se [a,b] C I e~y : I — M é uma geodésica, entdo a restricao de v a [a,b] é chamada
(segmento de) geodésica ligando v(a) a ~y(b).

Em termos de velocidade, considere uma geodésica v : I — M, entao

d /dy dy\ 5 Ddy dv\ 0
dt \dt'dt/ “\dtdt’dt/)
Portanto, se v é geodésica, o vetor velocidade de v possui norma constante.

Definicao 2.3.2. O comprimento de arco s de uma geodésica v : I — M, a partir de

s(t) = /t:

Na definicao acima, uma vez que ‘Z—Z’ = ¢, onde ¢ é uma constante em R, temos que

uma origem fixa ty, é dado por

dry
2 dt.
dt

s(t) = c(t — tp), portanto, o parametro de uma geodésica é proporcional ao comprimento
de arco. Quando ¢ = 1, dizemos que a geodésica v esta normalizada.
Enunciaremos a proposicao a seguir para introduzir o conceito de aplicacao exponencial.

Para uma demonstragao, ver [3], pagina 72.

Proposicao 2.3.3. Dado p € M, existem uma vizinhanca V de p em M, um nimero € >
0 e uma aplicagao C*°, v : (=2,2)xU — M, com U = {(q,w) € TM;q € V,w € T,M, |w| < €},
tal que t — y(t,q,w), t € (=2,2), € a unica geodésica de M que no instante t = 0 passa

por q com velocidade w, para cada g € V e cada w € T,M, com |w| < e.

Sejape M el C TM um aberto dado pela proposi¢ao anterior. Entao a aplicagao

exp : U — M dada por

v
exp(q,v) =v(1,q,v) =7 (\v\ .4, m) , (g,v) €U,

¢ chamada a aplicagdo erponencial em U. Usaremos a notacao exp,(v) para expressar
exp(q, v).

Geometricamente, exp,(v) é o ponto de M, obtido quando se percorre um comprimento
igual a |v|, a partir de ¢, sobre a geodésica que passa por g com velocidade IZ_\

No que segue, B.(0) serd uma bola aberta centrada na origem de T, M e de raio e.

Proposigao 2.3.4. Dado q € M, existe um € > 0 tal que exp : B.(0) C T,M — M € um
difeomorfismo de B.(0) sobre um aberto de M.
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Demonstragdo. Calculando d(exp,)o, temos:

d(exp,)o(v) = dit(equ(tv))

d

= Z0(gw)

= Lt q0)

t=0

t=0

t=0
= .

Portanto d(exp,)o ¢ a identidade de T; M, donde pelo teorema da fungao inversa, exp, é

um difeomorfismo local numa vizimhanca de 0.

O

Exemplo 2.3.5. Em M = R" a derivacao covariante coincide com a usual, as geodésicas
sao portanto retas parametrizadas proporcionalmente ao comprimento de arco. E ainda,
com a identificagao usual do espaco tangente a R™ em p com R”, a aplicagao exponencial

¢ a identidade.

Exemplo 2.3.6. Seja M = S™ C R""! a esfera unitdria de dimensao n. Tomando um

circulo maximo de S™ parametrizados pelo comprimento de arco ¢, tem-se que
()] =1=(c(t),"(t)) =0.

Assim, a derivada usual do campo velocidade ao longo de ¢ é normal a S”. Como no espaco
euclidiano a derivada usual é a derivada covariante, temos que a derivada covariante de
tal campo ¢ perpendicular a T,»S", isto significa que o campo ¢'(t) é paralelo, e portanto

tem derivada covariante igual a zero. Assim, os circulos maximos de S™ sao geodésicas.

Teorema 2.3.7. Sejam p € M, U wuma vizinhanca normal de p e B C U uma bola
normal de centro em p. Seja v : [0,1] — B um segmento de geodésica com v(0) = p.
Se ¢ : [0,1] — M € qualquer curva diferencidvel por partes ligando v(0) a (1), entdo
U(y) < {(c), e se a igualdade vale, entao ([0, 1]) = ¢([0, 1]).

Demonstra¢ao. Ver [3], pagina 79. O

Por fim, se exp, ¢ um difeomorfismo em uma vizinhanga V' da origem de T, M, entao

o aberto U, onde U = exp, V' ¢é chamado uma vizinhanga normal de q. Se B.(0) é tal que
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B.(0) C V, chamamos de bola normal (ou geodésica) de centro em p e raio € ao conjunto
exp, Bc(0) = Bc(q). A esfera geodésica Sc(q) é o conjunto dBc(q), e as geodésicas em

B(q) que partem de ¢ sdo chamadas geodésicas radiais.
2.4 Curvatura Seccional

Iniciaremos esta se¢ao com a definicao de curvatura, que é fundamental a Geometria
Diferencial. Em seguida, apresentaremos um exemplo que sugere que a curvatura pode
ser pensada intuitivamente, como o quanto uma variedade Riemanniana deixa de ser

euclidiana.

Definigao 2.4.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondéncia

que associa a cada par X,Y € X(M), uma aplicacdo R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por
R(X, Y)Z =VvVxZ - VxVyvZ + V[X,Y]Z, Z € X(M)

Exemplo 2.4.2. Em R", R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z € X(R"). De fato, fazendo
Z = (z,...,%2,) temos

VxZ =(Xz,...,Xz,),

e portanto

VvyWVxZ =(YXz,...,YXz,).

Do mesmo modo,

VXVYZ = (XYZh cee ,XYZn)

Agora, da igualdade [X,Y] = XY — Y X e das propriedades de conexao, temos
V[X7y}Z == VXYZ - VYXZ = (XYZl, ce ,XYZn) - (YXZl, c. ,YXZn)
Logo, R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y, Z € X(R").

Proposicao 2.4.3. Seja M uma variedade Riemanniana. FEntao a curvatura R de M

satisfaz as sequintes propriedades:
(i) R € bilinear em X(M) x X(M).

(ii) Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) é

linear.
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(111) (Primeira Identidade de Bianchi). Para quaisquer X, Y, Z € X(M) vale a igualdade

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0.

Demonstracao.

(i) Dadas f,g e C*(M) e X,Y,Z,W € X(M), temos que

RUfX +gY,Z)W =

Agora, como

VzVixigyW = Vixigov VoW + Vigxi gy g W
Vz(fVXW) +Vz(gVyW) = fVxV W
—9VYNVZW AV jix 21 2(5) X +91¥.,2)-2(g)y W
IVINXW + Z(f)VxW + gV zVyW + Z(g)VyW
—fVxV W —gVyV W + [V x 7W
—Z(f)VxW + gV iy gW — Z(g)VyW

F(VZVXW =V xV W +Vix 21 W)

+9(VZVyW = VyV W + Viy g W)

TR(X, Z2)W + gR(Y, Z)W.

R(X, Y)Z = VvVxZ-VxVvZ + V[X,Y]Z
= —(VxVyZ —-VyVxZ+ V[Y,X]Z)
= —R(Y,X)Z,
temos
R(X, Y+ gZ)W = —R(fY + g7, X)W

Portanto, R ¢ bilinear.

= —fR(Y, X)W — gR(Z, X)W
= fR(X,Y)W + gR(X, Z)W.

(ii) Dados Z,W € X(M) e f € C*°(M), devemos provar que

RIX,Y)Z+W)=R(X,Y)Z+R(X, Y)W e
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Y)fZ = fR(X,Y)Z.

A primeira igualdade segue diretamente de (ii) da defini¢do 2.2.1. Provemos entao

a segunda igualdade. Calculando VyVx(fZ), temos

VyVx(fZ)

Da mesma forma
VxVy(fZ) = fVxVyZ
E ainda

Vixv f2

Portanto

RIX,Y)fZ

Vy(fVxZ+(X[)Z)
IVYVxZ+ () (VxZ) + X[(VyZ) + (Y(X]))Z.

+(XNVYZ)+ Y[ (VxZ) + (X(Y]))Z.

NxyZ + (X, Y] ))Z
FVxwZ+ (XY = YX)f)Z.

F(VyVxZ = VxVyZ + VixnZ)
FR(X,Y)Z.

Logo o operador curvatura R(X,Y) é linear.

(iii) Pela simetria da conexao de Levi-Civita e pela identidade de Jacobi, temos

R(X,Y)Z+R(Y,2)X + R(Z,X)Y

Temos entao, provada, a proposicao 2.4.3.

Agora, dados os campos X,Y,Z, W €

VyVxZ = VxVyZ +VixviZ
+V Vv X = Vy VX + Viy 21X
+VxV2Y = VzVxY + V7Y
Vy X, Z]+ V2 [Y,X]+ Vx[Z, Y]
—Vix,21Y = Vi x1Z — Vizyi X

Y, X, 2]+ [2,[Y, X]| + X, [Z, Y]]
0.

O
X(M) e denotando (X,Y, Z, W) para representar

o produto (R(X,Y)Z,W), temos as propriedades que seguem.
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Proposicao 2.4.4. Sao vdlidas as sequintes igualdades:

(i) (X,Y,Z,W)+ (Y, Z,X, W)+ (Z,X,Y,W) = 0;
(i) (X,Y,Z,W)=—(Y,X,Z,W);
(Z“) <X7Y7 Zv W) = - (X,Y,VV,Z),

() (X, Y, Z,W)=(Z,W,X,Y).
Demonstracao.

(i) Segue diretamente da identidade be Bianchi.
(ii) Estd demonstrada em (i) da proposi¢ao 2.4.3.

(iii) Mostremos primeiramente que (X,Y,Z, W) = — (X, Y, W, Z) é equivalente a
(X,Y,Z,Z) = 0. De fato, se (X,Y,Z, W) =—(X,Y,W, Z) para quaisquer cam-
pos Z,W € X(M), em particular, quando Z = W temos que (X,Y,Z,7) =
—(X,Y,Z,7Z), donde (X,Y,Z,7Z) = 0. Por outro lado, se (X,Y,Z,7) = 0 para
todo Z € X(M), entdo (X,Y,Z+W,Z+ W) = 0 para todo W € X(M), donde
por linearidade (X,Y,Z,2) + (X, Y, Z, W)+ (X, Y, W, Z)+ (X, Y,W,W) =0, o
que nos da (X, Y, Z, W) =— (X, Y, W, Z).

Limitemo-nos entao a provar que (X,Y,Z,72) =0 V X,Y,Z € X(M). Ora,

(X.Y,Z,Z) = (VyVxZ -~ VxVyZ+VixyZ.Z).
Por V ser compativel com a métrica, temos que
(VVxZ,7Z) =Y (VxZ,Z) - (VxZ,NxZ),
e pelo mesmo motivo

(VixwZ. Z) = % (X, Y](Z.2).

Portanto
(X,Y,Z.2) = Y(VxZ,Z)— X (VvZ,2Z) + % X,Y](Z, Z)
_ %Y (X,(2.7)) — %X (Y (2.2)) + % X, Y] (2, 2)

- _%[X,Y]<Z,Z>+%[X,Y]<Z:Z>

= 0,
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o que prova (iii).
(iv) Por (i), valem as igualdades
(X, Y, Z W)+ (Y, Z, X, W)+ (Z,X,Y,IW) =0,
Y, Z, W, X)+ (Z,W,Y,X)+ (W, Y, Z,X) =0,
(ZW, X Y)+ (W, X,Z,Y)+ (X, Z,W,Y) =0,
W, XY, Z)+ (X, Y, W, Z2)+ (Y, W, X, Z) = 0.

Somando as equagoes acima, obtemos
22, X, Y, W)+2(W,Y,Z, X) =0,
o que nos da

(Z,X,Y, W) = —(W,Y,Z,X)
= (Y, W, Z,X),

provando assim o item (iv).

O

Dado um espago vetorial V| o nimero |z Ay| = \/|:c|2 ly|* — (x,y)* representa a area

do paralelogramo bidimensional determinado pelo par de vetores x,y € V. Dito isto,

considere a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.4.5. Dado um ponto p € M, um subespaco bidimensional o C T,M e

x,y € o dois vetores linearmente independentes. O niimero real

('rﬂ y’ I? y)

K(l’,y): |.Z'/\y|2

¢ chamado curvatura seccional de o em p.

Obs. A curvatura seccional nao depende da escolha dos vetores z,y € o.
O préximo lema garante que o conhecimento da curvatura seccional K (o), para todo o,

determina completamente a curvatura R, além de ser util na demonstragao do lema que

o0 segue.
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Lema 2.4.6. Seja V' um espago vetorial de dimensao maior ou igual a 2, munido de um
produto interno (,). Sejam R :V XV xV =V e R :V xV xV — V aplicagoes
trilineares tais que as condigoes (i), (ii), (iii) e (iv) da proposicio 2.4.4 sejam satisfeitas
para
(z,y,2,t) = (R(z,y) 2,t) e (v,y,2,1) = (R (2,9) 2,t) .
Se x,y € V' sao vetores linearmente independentes, escrevamos
/
Klo) = (%%%;J), K'(0) = (fv,y,x,g) 7
|z Ay |z Ay

onde o € o subespago bidimensional gerado por x e y. Se para todo o CV, K(o) = K'(0),

entio R=R'.

Demonstragao. Ver [3], pagina 105. d

Lema 2.4.7. Sejam M uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina uma

aplicagao trilinear R' - T,M x T,M x T,M — T,M por
(RI(X, Y, W), Z) =(X,W)(Y,Z) = (Y, W) (X, Z),

para todo X, Y, W,Z € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante igual a K se,

e s6 se, R = KyR', onde R é a curvatura de M.

Demonstragio. Fazendo (R'(X,Y,W),Z) = (X,Y,W, Z) bem como (R(X,Y,W), Z) =
(X, Y, W, Z), se for R= KR/, entao

(X,Y,X,Y)
IXAYJ?
Ko(X,Y,X,Y)
X AYJ?
Ko (XY = (X, Y)?)
XY = (X, Y)
= K.

K(X,Y) =

Por outro lado, se M tem curvatura seccional constante igual a Ky para todo o C T),M,
entao

(X, Y, X,Y) = Ko (IXI* Y] = (X, Y)%)) = Ko (X, Y, X, Y)".
Pelo Lema anterior, isto implica que, para todo X, Y, W,Z € T,M

(X, Y, W,Z)=Ky(X,Y,W,2).
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Logo R = KyR', como queriamos demonstrar. l
Estabeleceremos aqui uma igualdade que serd 1til na demonstracao do teorema principal

deste trabalho.

Lema 2.4.8. Sejam f: A C R?* — M uma superficie parametrizada, (s,t) as coordenadas

de R? e V = V(s,t) um campo vetorial ao longo de f. Entdo, para cada (s,t), vale a

wgualdade
D D DD_ of of
a&v—aaV—R(as at) v
Demonstracao. Ver [3], pagina 109. d

Afim de fixar idéias, estamos agora interessados em calcular a curvatura seccional da
esfera S” C R*"!. Em meio a este desenvolvimento, definiremos com notacao adequada,
a segunda forma fundamental de uma imersdo f : M — M em um ponto p, que a grosso
modo exprime as relacdes entre as métricas Riemannianas de M e M. Para este fim,
considere as seguintes terminologias.
Seja f : M" — M wma imersio isométrica. Para cada ponto p € M, tem-se da
Algebra Linear que
T,M =T,M & (T,M)*,

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M. Portanto, dado v € T,M,
podemos escrever

v=0v"+0N o eT,M, N e (T,M)*

N-a componente normal de v.

onde v” é denominada a componente tangencial de v e v
Indicaremos por V a conexao de Levi-Civita de M, e por X, Y extensoes locais a M, de
campos locais de vetores X e Y em M. Nesse sentido, definimos VxY = (VY)T.

Na proposicao seguinte, dado um aberto U C M, indicaremos por X(U)* os campos

diferenciaveis em U de vetores normais a f(U).

Proposigao 2.4.9. Seja X, Y € X(U), e defina a aplicagio B : X(U) x X(U) — X(U)*
por

B(X,Y)=VxY - VxY.
Entao a aplicacao B € bilinear e simétrica.

Demonstracao. A linearidade em X e Y segue das propriedades da definicao de conexao

afim. Para ver que B é simétrica, note que, da simetria da conexao de Levi-Civita, temos

B(X,Y)=VxY - VxY =V¢X + [X,Y] - VyX — [X,Y].
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Como em M, W, ?] = [X, Y], concluimos que B(X,Y) = B(Y, X). O
Agora, para definirmos a segunda forma fundamental, dados p € M e n € (T,M)*,

considere a aplicagao H,, : T, M x T,M — R dada por
Hy(z,y) = (B(z,y),n), =,y € T,M,

e observe que, pela proposigao anterior, a aplicacao H, é uma forma bilinear simétrica,

portanto podemos associd-la a uma aplicacao linear auto-adjunta S, : T,M — T,M por

<Sﬂ($)7y> = Hﬂ(xay) = <B(l‘,y),?7>.

Mais precisamente, vale a proposicao:

Proposicao 2.4.10. Sejap € M, v € T,M en € (T,M)*. Seja N uma extensio local

de n normal a M. Entao

S, (@) = ~(VoN)".

Demonstracao. Seja y € T,M e X,Y extensoes locais de z,y, respectivamente, e

tangentes a M. Entao

(Sy(z),y) = (VxY —=VxY,N) () =(VxY,N)(p)
= —(Y,VxN)(p) = (=V.N,y),

para todo y € T, M. O

Podemos agora definir a segunda forma fundamental.
Definicao 2.4.11. A forma quadratica /1, definida em 7, M por
I, (z) = Hy(z, v)

¢ chamada a segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal 7.

O teorema seguinte, em um caso particular, relaciona as curvaturas seccionais de M
e M, respectivamente denotadas por K(z,y) e K(x,y), e serd fundamental em nosso
propésito de calcular a curvatura seccional da esfera S* C R"*!. Nele, R e R sdo respec-

tivamente as curvaturas de M e M, com M imersa em M.

Teorema 2.4.12. Dados X,Y,Z, W € X(M), entao

(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) — (B(X,W),B(Y,Z)) + (B(X, Z), B(Y,W)).
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Demonstracao. Calculando <§(X, Y)Z, W>, temos

(RIX,Y)Z W) = (VyVxZ—-VxVyZ+VixyvZ, W)
= (VWw(VxZ+B(X,2)) = Vx(VvZ + B(Y,Z)) + Vixx)Z,W)
= (VWVxZ = VxVyZ+VixyZ,W) - (B(X,Z),VyW)
+(B(Y,Z),VxW)
= (R(X,Y)Z,W)—(B(X,Z),B(Y,W)) + (B(X,W),B(Y, Z)).

Logo,

(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) — (B(X,W), B(Y, Z)) + (B(X, Z), B(Y,W)) .

Corolério 2.4.13. Dadope M, se X =W =x eY =Z =y, onde {z,y} CT,M é um

conjunto ortonormal, entao
K(z,y) = K(z,y) + (B(z,2), By, y)) — |B(z,y)I".
Demonstracao. Multiplicando por -1 a igualdade
(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) — (B(X,W),B(Y,Z)) + (B(X, Z), B(Y,W)),
temos
—(R(X,Y)Z,W) = — <§(X, Y)Z, W> +(B(X,W),B(Y,Z)) — (B(X,Z),B(Y,W)).
Fazendo as devidas substituicoes,

— (R(z, )y, z) = — (R(z,y)y, x) + (B(z,z), B(y,y)) — |B(z,y)|*.

Como (R(z,y)z,y) = — (R(z,y)y,x) e analogamente <R($,y)a:,y> = —<E($,y)y,x>,
segue que
K(z,y) = K(z.y) + (B(z,2), B(y,y)) — |B(x,y)[*.
O
Considere agora uma hipersupreficie M™ C M. Dado p€ Mene (T,M)"*, com

In| = 1, considere {ey,...,e,} uma base ortonormal de T,M tal que S,(e;) = kse;,
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i = 1,...,n. Tomando dois vetores {e;,e;}, como B(e;,e;) € (T,M)* e (T,M)* tem
dimens@o 1, podemos escrever B(e;,e;) = cn para algum ¢ € R. Mais precisamente,

c=(B(e;,ej),n) = (Sy(ei),ej) = ki (ei,e;), e portanto
B(ei, e;) = ki(ei, e5) n.
Assim, pelo corolario acima
K(ei,e;) = K(ei, ;) + kik;.

Finalmente, dada a esfera S* C R"*! como K(z,y) = 0 para quaisquer z,y € T,S" e,
definindo N(z) = —z, com |z| = 1, pela proposicao 2.4.9 tem-se S, = I, onde I ¢é a
identidade, temos que k; = k; = 1. Logo, a curvatura seccional da esfera S C R"™! ¢
igual a 1.

Por tultimo, dado uma variedade Riemanniana M, dizemos que M é completa se para
todo p € M, a aplicagao exponencial exp,, estd definida para todo v € T,M. Se além

disso, M tiver curvatura seccional constante, M é chamada uma forma espacial.
2.5 Campos de Jacobi e Pontos Conjugados

Nesta secao estudaremos os campos de Jacobi, que sao campos de vetores ao longo de
geodésicas, definidos por meio de uma equacao diferencial. Apresentaremos também a
definicao de pontos conjugados e uma caracterizacao das singularidades da aplicacao ex-

ponencial. Demais detalhes serao analisados no préximo capitulo.

Defini¢ao 2.5.1. Seja 7 : [0,a] — M uma geodésica de M. Um campo de vetores J ao
longo de v é um campo de Jacobi se satisfaz para todo ¢ € [0, a] a equacdo

D?J
dt?

+ R(Y (), J(£)y'(t) = 0.
A equacao acima é chamada equacdo de Jacobi.

Exemplo 2.5.2. Sejam M uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante
K, v :[0,a] - M uma geodésica normalizada e J um campo de Jacobi ao longo de +,

normal a +/, entao

(R(Y, )Y, T) = K{(Y' ;A (LT) = (v, T)(J,7)} = K(J,T),
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onde 7" é um campo de vetores qualquer ao longo de . Portanto
R(v',J)y = KJ,

e por isso a equacao de Jacobi, pode ser escrita como

D%J

—+ KJ=0.
T
Note ainda que o campo
VB (), K >0
I(t) =1 twt), K=0
sl B () K <0,

é solugao da equagao diferencial acima com as condigoes iniciais J(0) = 0 e J'(0) = w(0),

onde w(t) é um campo paralelo ao longo de 7, normal a 4" e com |w(t)| = 1.

Agora, dado p € M e € > 0, seja f uma superficie parametrizada dada por
f(tu 8) = €XpPp tU(S), te [07 1]7 s € [_67 6]7

onde v(s) é uma curva de T,M com v(0) = v e v'(0) = w € T,(T,M). Entéo, o campo

(dexpy)iw(tw) = %(t, 0)

Dof _
ot ot

ao longo da geodésica 7(t) = exp,(tv), t € [0,1], é tal que 0. Assim, pelo o lema

2.4.8 temos

O_D(Daf) D D of R(gg)af

ds \ ot ot ot Os Ot ds Ot ) ot
_ DDOf  ,(050r)0f
- Otot ds ot ds ) ot

Escrevendo %(t, 0) = J(t), temos que J satisfaz a equagao

D*J
dt?

+R(Y'(t), J ()Y (t) = 0,

e portanto é um campo de Jacobi. Observando que J(0) = 0, os préximos resultados
mostram que essa ¢ a unica maneira de construir campos de Jacobi ao longo de v(t) com

J(0) = 0.
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Proposicao 2.5.3. Sejam « : [0,a] — M wuma geodésica normalizada e J um campo

de Jacobi ao longo de v com J(0) = 0. Faga 22(0) = w e +/(0) = v. Considere w
como um elemento de Ty, (Ty0)M) e construa uma curva v(s) em Ty M com v(0) = av
e v'(0) = w. Faga f(t,s) = exp,tv(s), p = 7(0), e defina um campo de Jacobi J por

J(t) = g—i(t,O). Entio J = J em [0, a.

Demonstragio. Pelo teorema de unicidade, basta provar que J(0) = J(0) = 0 e £2(0) =

2—3(0) = w. De fato, em s = 0, temos
DI~ D desp, utw) = o (Hdex,u(w)
= (dexp,)u(w) + 5 ((dexp, (i)
Para t =0, _
P10y = 290,0) = (dexp, Jofw) = w:
Portanto, £2(0) = Z—?(O) = w. Como J(0) = %(0,0) = (dexp,)o,0w = 0, concluimos
que J = J. O

Coroldrio 2.5.4. Seja v : [0,a] — M uma geodésica. Entao um campo de Jacobi J ao

longo de v com J(0) =0 € dado por
J(t) = (dexpp)w(o) (tJ/(O)>, t e [07 a].

Demonstragao. Basta substituir v por +/(0) e w por J'(0) em %(t,O) = (dexp,)w(tw).
O

Antes de apresentarmos um simples resultado de caracterizacao das singularidades da
aplicagao exponencial, como nos referimos no inicio desta se¢ao, faz-se necessario, tanto
definir pontos conjugados, quanto apresentar um exemplo destes, afim de tornar tal

definicao mais clara. E o que faremos a seguir.

Defini¢ao 2.5.5. Seja v : [0,a] — M uma geodésica. Dado ty € (0, al, o ponto y(ty) = g
é conjugado de v(0) = p ao longo de 7, se existe um campo de Jacobi J ao longo de 7,

nao identicamente nulo, com J(0) =0 = J(to).
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Exemplo 2.5.6. Seja S™ a esfera unitéria do espaco euclidiano R"™!. Como as curvaturas
seccionais de S™ sao iguais a 1, pelo exemplo 2.5.2, o campo de Jacobi em S™ dado por
J(t) = sen(t)w(t) satisfaz a condi¢ao J(0) = J(w) = 0. Portanto, ao longo de qualquer
geodésica v de S™, o ponto antipoda ~y(m) de v(0) é conjugado de ~(0).

Proposicao 2.5.7. Seja vy : [0,a] — M uma geodésica, com v(0) = q. O ponto p = (1),
to € (0,a], € conjugado de q ao longo de ~y se, e somente se, vg = toy'(0) € um ponto

critico da aplicagao exponencial exp,.

Demonstra¢ao. O ponto p = y(tg) é conjugado de g ao longo de v se, e somente se, existe
um campo de Jacobi nao nulo J ao longo de v com J(0) = 0 = J(ty). Pelo corolario
2.5.4, campos de Jacobi satisfazendo J(0) = 0 sdo da forma J(t) = (dexp,)s(0)(tJ(0)).

Portanto, p é conjugado de ¢ se, e somente se,

0= ‘](t()) = (d equ)tw’(O)tO‘]/(O>’

isto ¢, se e somente se t97'(0) é um ponto critico de exp,. O

Note que na demonstragao acima J é nao nulo se, e sé se, J'(0) # 0.
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Capitulo 3

UM RESULTADO DE SIMETRIA EM SUBVARIEDADES DE
FORMAS ESPACIAIS

Neste capitulo apresentaremos o teorema a que se refere o titulo deste trabalho, bem
como sua demonstracao. Antes disso, lembremos que uma forma espacial é por definicao
uma variedade Riemanniana completa com curvatura seccional constante K, e no que
segue, V = V"l com n > 1, é uma variedade diferencidvel completa de dimensao n + 1,
g é a métrica riemanniana em V', V a conexao de Levi-Civita relacionada a g e M = M"
¢ uma subvariedade diferenciavel mergulhada em V', de dimensao n, que é compacta,
orientavel e sem bordo. Consideraremos também, em M, a métrica induzida por g, assim
como a conexao de Levi-Civita relacionada e vamos chamar de N o vetor normal unitario

a M. Serao consideradas também as seguintes definigoes:

Definicao 3.0.8. A segunda forma fundamental h em M é o tensor simétrico definido

no fibrado tangente T'M, da seguinte forma:
(X, Y)=9g(VxY,N) VX, Y eTM.

Definigao 3.0.9. Seja um campo de vetores diferenciavel unitario X € TM. A curvatura
normal de M, referida ao campo de vetor X, é o coeficiente da segunda forma fundamen-
tal:

CX =h(X,X)=g(VxX,N).

Definicao 3.0.10. A funcao distancia d : V x V — R, relacionada com g, é dada por

d(poy p1) = / INCIOREO)L

para quaisquer pontos pg,p1 € V, onde r : [to, t1] — V, com r(tg) = po e r(t1) = p1, é a

geodésica minimal em V' conectando pg e p;.

Por tdltimo, lembremos que para um ponto g € V fixado, um ponto conjugado a ¢ é
um ponto p € V tal que, dada uma geodésica v : [0,a] — V', com v(0) = q e v(ay) = p,

onde a; € (0,a], existe um campo de Jacobi nado trivial J com J(0) = 0 = J(a;). Dito
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isso, para K > 0, assumimos que M estd contida na bola geodésica B# (¢) afim de evitar

pontos conjugados, uma vez que para variedades Riemannianas com curvatura seccional

constante K > 0, temos como campo de Jacobi, o campo J(t) = %\/{K)w(t), onde w(t)
é um campo paralelo ao longo de uma geodésica vy, com g(v'(t),w(t)) = 0 e |w(t)| = 1,

donde temos que J(0) =0 =J (#), implicando ser vy (%) ponto conjugado de 7(0).
Por outro lado, quando K < 0 nao existem pontos conjugados para qualquer ponto de V.

De fato, dada a funcao
o(t) = 77,
onde J é um campo de Jacobi nao trivial, entao ¢(t) > 0. Calculando ¢"(t), temos
(1) = 2(J"(t), J(1)) + 2| T ()]
Da equagao de Jacobi,

¢"(t) = =2(R(Y, I), Ty + 2|17 @)1

onde 7 é a geodésica relacionada ao campo J. De K < 0, temos —2 (R(v/,J)y,J) > 0,
donde ¢"(t) > 0. Assim, se tivermos J(0) = 0 = J(ty) para algum ¢, do dominio de 7,
como ¢ é concava para cima, existe t; pertencente ao dominio de 7, com t; # tg, tal que
¢(t1) < 0, uma contradicao.

Agora afirmamos nosso resultado principal:

Teorema 3.0.11. Seja V' uma variedade Riemanniana (n+1)-dimensional com curvatura
seccional constante K, e M uma diferencidvel, orientdvel, compacta, conexa e sem bordo,
sub-variedade mergulhada em V', de dimensao n. Suponha que existe um ponto q ¢ M e

um campo de vetor nao-singular X € TM, tal que:

X(d(q,p)) =0 Vp e M. (3.1)
Seja C~ a curvatura normal de M referente ao campo de vetor X. Temos dois casos:
(i) K <0. Se C¥X € constante em M, entdo M é uma esfera geodésica em V ;

(ii) K > 0. Se M pertence a B%(q) e CX ¢ constante em M, entdo M € uma esfera

geodésica em V.
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Demonstracao. Primeiramente, uma vez que o campo de vetor X é nao-singular, podemos
normaliza-lo, de modo que g(X,X) = 1. Para todo p € M, consideremos uma curva
integral v de um campo de vetor Y € T'M, passando por p, a saber: seja € > 0, entao vy :

(—e€,€) = M é tal que

v(0)=p e %7(5) =Y, Vs (—¢e). (3.2)

Ressaltemos aqui, que uma vez que nao existem pontos conjugados a g em M, pela

proposigao 2.5.7, a aplicacao exponencial exp, nao tem singularidades em M.

No que segue, denotaremos por um ponto (-) a derivada com respeito a t. Consideremos
agora a familia diferenciavel r(s,t) de geodésicas minimais tinicas conectando ¢ e 7, isto

é:

r(s,t): (—€,€) x [0,1] — V

IS

%r(s,t) =V =0
0)=q, r(s,1) =(s).

d

¢
(s

(3.3)

Definindo,
E’y(s) = d(Qu 7(8))7

e notando que

(o = / V.0, 75, Bydt = [i(s, )]
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ja temos as geodésicas r(s,t) parametrizadas, de forma que elas tem velocidade constante

(com respeito a t), igual a

‘7'"(8,15” = EV(S) Vt € [0, 1].

Definamos em M, uma fun¢ao F, da seguinte forma:

E:M — R

(d(a.p)*

p — Ep)= 5

()

Y ((d(q,p))?)

-2Y (d(q,p))d(q,p)
= d(q,p)Y(d(q,p)) VY eTM.

Temos entao que

=<
&y
S
I
<

N~ DN~

Em particular, como ¢ ¢ M e entdo d(q,p) > 0, os pontos criticos em M de E sdo os
mesmos da fungao distancia d(q, ).

Agora, consideremos a funcao

Entao,

_ %/0 diig(f(s,t),f(s,t))df

_ /01 g (%7‘"(3,1&),7”(5715)) dt,

onde a ultima igualdade acima, segue da definicao de conexao compativel com a métrica.

Do Lema de Simetria, temos que

o (i i0) = oG grle0.i0)

= (G gertsis)
= o (srenitn) - (0. 2560
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e, como 27 (s,t) = V7 =0, de (3.2) e (3.3) temos,

Y(p(s) = /01 %g (%T(S,t),f(s,t)) dt

- ()]

= 9(Yy),7(s,1)).

Note, que a velocidade de variacao das geodésicas em t = 0, %r(s, 0), é zero.
Suponhamos agora que pg € M é um ponto critico de E, entao Y (¢(0)) = 0 para qualquer
Y € T,,M. Note ainda que

7‘(0, ].) == _g'y(O)N = —d(q,po)N

Além disso, por (3.1), para todo p € M vale:

X(p(s) = 9(Xy),7(s,1)) =0, Vs€E(—¢e). (3.4)
Seja 7(0) =p e Lry(s) = Xy(5), Vs € (—¢,€), entao

0=X*(p(s) = 59X 75 1)

D . D .
= g (%X’y(s)u T(S7 1)) + g (X’y(s)a ET(S’ 1))
i D .
= g(VX’y(S)X'Y(S)’ 7(s,1)) + g | Xy ET’(S, 1)) .

Calculando a expressdo anterior em um ponto critico py = v(0) de E, temos:

. D .
0 = g(vXXa T(O7 1))100 +9g <XP0> %T(Ov 1))

= —d(q,po)g(VxX,N)p, +g (X 2“0’1))

Por s
X D .
= _d(q)p[))Opo + g Xpm %T(Oa 1) . (35)

Fazendo,

D D D d D d

—7(0,1) = —7r(s,t = —— = —— t 3.6

g5 0D = 35i(s ) s Y gids o (36)

s=0,t=1 s=0,t=1 s=0,t=1

e definindo
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temos que J é um campo de Jacobi ao longo da geodésica r(0, -). De fato, pelo lema 2.4.8,

D (Dd
0= & (dtdt (5,%) _0>
© dtdsdt rist) -k <£r(s,t) ,ET(S,t) ) Er(s,t)
s=0 s=0 s=0 s=0
= @aras Y _0+R(5r(s,t) _O,d—sr(s,t) ~ (1) .

isto é,
2

—3 (1) + R(7(0,0), J(£)7(0,1) = 0,

0 que prova esta afirmacao.

Em particular, J é normal ao longo de (0, -), uma vez que
d ) d d d
GoU@.50.0) = o (0.0, 5060)

= (G0 560) | (g0 5 5re0)

= o (2 arte) o) )
_ %di (% (5.1), %r(s,t)) .
= Sl P .

= ()] )

=0

Portanto a fungao g(J(¢),7(0,t)) é constante ao longo de ¢, e para t = 1, temos por (3.4):

g(J(l), 7:<O’ 1)) = g(X;Dm 7:<O’ 1)) = 07

nos dando ¢(J(t),7(0,£)) =0 V¢ € [0,1], assim J é normal ao longo de r(0, -).
Usemos agora as hipdteses de curvatura seccional constante para escrever formulas explicitas
para o campo de Jacobi normal J. Primeiro, lembremos que se K é a curvatura seccional

constante de V', entao R satisfaz a seguinte igualdade:

R(X,Y)Z = K[g(X,Z2)Y — g(Y,Z2)X] ¥ X,Y,Z€TM.
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Uma vez que J satisfaz a equagao de Jacobi,

2

0 = 250 1 RG0,1), J(0)#(0,1)

dt?
= C%zj(t) — R(J(t),7(0,t))r(0,1)
= D)~ [K (0. 7(0.0)7(0.) — g(7(0.1),7(0. ) J (1)
_ C%ZJ(I%) + g(#(0, ), (0, 1)) J () K
= DI+ 0.0 K0
— %J(t)qtﬁf,OKJ(t),

onde £,, = d(q, po)-
Escolhendo qualquer campo de vetor paralelo Z ao longo da geodésica r(0,-), isto é,

escolhendo Z, de forma que

D
—Z(t) = Vo Zron =0,
o () 0.6)Zr(0,0)
podemos escrever J(t) = wu(t)Z(t), desde que a funcao escalar u satisfaga a equagao

diferencial de segunda ordem

i(t) + 0 Ku(t) = 0.

Para ver isto, basta substituir J(t) por u(t)Z(t) na equagao %J(t) + 0 KJ(t)=0.

Em particular, uma vez que J(0) = 0, exigimos que u(0) = 0, e entdo, podemos escolher

Z de forma que Z(1) = X,,, assim u(1) = % = % = 1, uma vez que 7(s,1) = y(s) nos
0

dé Lr(s,1) =+'(s) e portanto
d /
J(l) = %T(Oy 1) =7 (O) = X,Y(O) = Xp,-

Finalmente, definindo a = d(q, po)VK para K > 0 e a; = d(q,po)vV—K para K < 0,

temos as seguintes formulas explicitas para u:

Sei(a) - sen(at), K>0
u(t) =9 t, K=0
Sen;(al) -senh(ait) K <0.

De fato, verificando em ii(t) + £2 Ku(t) = 0, temos:

e para K >0



i(t) + 2, Ku(t) = {S‘f”(‘“f)}" ; ffisentat)

sen(a) sen(a)
_ [cos(at)a]’ £ Ksen(at)
| sen(a) sen(a)
_ sen(at)(fy, VK)? 2 Ksen(at)
sen(a) sen(a)
e para K =0
i(t) + 0 Ku(t) = "+ 0t
e para K <0

i(t) + 0 Ku(t) =

{senh(alt) } " 02 Ksenh(ast)

senh(ay) senh(ay)
B {cosh(alt)al]’ 2 Ksenh(at)
senh(ay) senh(ay)
_ senh(ait)(bpvV/—K)? 5 Ksenh(ast)
senh(ay) senh(ay)
_ _senh(alt)ﬁioK N 2 Ksenh(at)
senh(ay) senh(ay)
= 0.

Notemos, que se K > 0, entao por hipétese, para todo p € M vale

0 < d(g,p) < ——

VK’
multiplicando por V'K, temos

0<d(g,p)VK <,

onde em particular, temos

0< d(Q7p0)\/? <,

nos dando
O<a<m.
Por (3.6),
D D d D D
—7(0,1) = —— = —J(t =u(1)Z(1 1H—=—Z(1) =u(l
FHON =G0 = FI0) =020 - F20) = i
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e ainda, das regras de derivacao,

acot(a), K >0
wl)=4q 1, K =0
aj coth(a;) K <0.

Assim, (3.5) pode ser reescrita como
0= _d(%po)cgg + g(Xpovu(l)Xpo) = —d(%po)cfjg + u(l)

Uma vez que X é nao nulo e M é compacta, entao F admite maximo e minimo, que sao
pontos criticos de E. Pela hipétese de curvatura normal constante C;( = 0% = const.

em M, temos que para todo ponto critico py de E, em particular, o maximo e o minimo,

vale
u(1)
d(q7p0) — T Aax
Coo
Portanto:
e para K >0
d B u(1) B acot(a) B d(q,po)mcot(d(q,pg)\/?)
<q7p0) - Ogg - CX - CX )
entao
cX 1 cX
cot(d(q, p VEK) = = =
(V) VK tan(d(q,po)VK) VK
VK
= tan(d(q, po)VK) = ox
1 VK
= d(q,po) = TR arctan <W> :
e para K =0
1
d(q,po) = E;
e para K <0

segue analogamente do caso K > 0 que

d(q,po) = \/i—K



20

Em resumo,

d(q,po0) = \/LE arctan (\C/—g) , K >0
(q pO) == %7 K — 0
1 V-K

d(q,po0) = Fzarctanh (—) K <0.

Portanto, a funcao distancia d(g, -) é constante em M e M é uma esfera geodésica.
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