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RESUMO

Neste trabalho estudamos a controlabilidade exata na fronteira para um sistema de
Timoshenko. Esse sistema modela as vibra¢des transversais, inércia rotatoria e tensao
de cisalhamento da seccdo transversal de uma viga. Estudamos a existéncia e unici-
dade das solugdes do problema. Usaremos o HUM (Método de unicidade Hilbertiana)
idealizado por J.L Lions para obter o controle exato na fronteira, tanto para o caso em
que os coeficientes das equagdes do sistema sdo constantes reais positivas, quanto para

0 caso em Sao variaveis.

Palavras-chave: EDP, Controlabilidade, HUM, Desigualdade Inversa.



ABSTRACT

In this work, we analyse the exact controllability on boundary of a Timoshenko sys-
tem. This system is the mathematical model of transverse vibrations, rotatory inertia
and shering deformation of tranversal section of beans. We sstudy the existence and
uniqueness of solutions to problem. We use the Hilbert uniqueness Method, HUM,
idealized by Jacques-Louis Lions for obtain the exact control on boundary for the sys-

tem with constant coeficients, as well that with variable coeficients.

Keywords: EDP, Controllability, HUM , Observability inequality.
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INTRODUCAO

Os fendmenos de natureza eléstica tem sido objeto de intenso estudo nas nas tltimas
décadas. Em especial os que modelam as vibragdes de barras ou vigas. A analise de
vigas é bastante comum em problemas de engenharia e ciéncias aplicadas, tornando-se
fundamental o seu estudo e formulagdo. Para este propdsito, usualmente, consideram-
se 0os modelos de vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko. O movimento de uma viga
pode ser descrito pela equagdo de Euler-Bernoulli, quando as dimensdes da seccdo
transversal sdo pequenas em comparagdo com o comprimento da viga. Se as dimensdes
da secgdo transversal ndo sdo despreziveis, o efeito da inércia rotatéria deve ser consid-
erado. Nesse caso, 0 movimento é mais bem descrito pela equagdo viga de Rayleigh.
Se o desvio devido ao cisalhamento é levado em conta, além da inércia rotatdria, cheg-
amos a um modelo ainda mais preciso que é chamado a viga de Timoshenko.

A intenc¢do do presente trabalho é investigar algumas propriedades das equagdes que
modelam o movimento da viga de Timoshenko, a saber: existéncia, unicidade, regular-
idade e controlabilidade exata na fronteira, com condi¢des de contorno tipo Dirichlet.
Para uma viga de comprimento L > 0, seu movimento é descrito pelo sistema de

equagdes parciais acopladas:

Ly = EIy + K(zx — y)
em Q (1)
oz = K(zx — )«
onde Q = (0,L) x (0, T). Assumindo as condi¢des de fronteira do tipo Dirichlet, isto
€,
y(0,t) =y(L,t) =z(0,t) =z(L,t) =0t € (0,T)
e condicdes iniciais

y(x,0) = y°(x), yi(x,0) = y' (x), z(x,0) = 2°(x), z:(x,0) =z (x), x € (0, L).

Aqui, t é a varidvel tempo e x é a coordenada do espago ao longo da viga; vy, significa a

derivada da funcdo em relagdo a x e y/ a derivada em relagdo a f. Alem disso, z indica
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o deslocamento transversal, y a rotagdo angular da seccdo transversal, k, I, I,, E e p

sdo coeficientes positivas. A energia do sistema é definida por

B0 = 5 [ (pler) + (30 + ELya)? + K(zx —y)?) d @

de onde segue que E(t) = E(0), Vt > 0.

Existem duas velocidades de propagagdo de ondas associada a (1),

El | K
1 Ip 2 0

Temos que T7 e T, denotam o tempo requerido pelos dois tipo de ondas para percorrem
todo o comprimento da viga. Especificamente

L 1 L 1
T, = /O el T, = /O et )

Temos Ty = 2max(Ty, T,), supondo que T > Tj.

Considerando o importante papel desempenhado por vigas em vérias dreas das ciéncias
e engenharia, ndo é de estranhar que o controle de suas vibragdes tenha motivado o
trabalho de muitos investigadores comecando com os trabalhos pioneiro de Lagnese e
Lions [?] e Littman e Markus [?]. Recordando alguns resultados presentes na literatura,
podemos mencionar, Soufyane [?] o qual estudou a estabilizagdo uniforme e controle
exato para uma viga, mediante a agdo de um controle interno. No caso da aplicacdo de
duas forcas de controle, Kim e Renardy [?] estudaram a estabilizacdo uniforme. Tay-
lor [?] conseguiu resultados de controlabilidade no caso dos coeficientes da viga serem
varidveis. Outras referéncias que merecem ser mencionadas (entre muitas outras) so-
bre o controle de vigas e estruturas relacionadas sdo Tucsnak [?], Léon e Zuazua [?], e
as publicac¢des de F. Bourquin [?] e seus colaboradores, Collet, e Joly.

Observe-se que, se consideramos o problema homogéneo adjunto a (1), a partir de (2)
obtemos E(t) = E(0), quer dizer, a energia total do sistema mecanico é constante ao
longo de cada trajetéria do sistema. Assim, nem uma solu¢do ndo-nula da equagao
homogeénea atinge o estado de repouso em tempo algum. Logo o problema da contro-
labilidade exata consiste prescisamente em conduzir todas as trajetérias ao equilibrio
em um tempo uniforme, mediante a agdo de uma forca externa o controle. De forma
mais precisa, o problema de controlabilidade exata para o sistema de Timoschenko,

pode ser formulado da seguinte maneira: Estudar a existéncia de um tempo T > 0 tal
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que para cada par de dados iniciais {y°, '}, {z° z'} exista um controle v(t) tal que a

solugdo de (1) verifique

y(T) =y (T) = z(T) =2'(T) = 0. )

Nesta dissertagdo, fazemos um estudo do trabalho de Medeiros [?], onde o principal

resultado é a controlabilidade exata para o seguinte sistema:

yi = a(xX)y +zx —y
em Q (6)
zit = b(X)Zxx — Yx

Para isso considerou-se as seguintes hipoteses: Sejam a, b € W (0, 1) tais que

a(x) >a,>1
em (0,1) (7)
b(x) > b, >1

eT > 2«x, onde &« = max (ﬁ,ﬁ) .

Com estas hipéteses, o sistema é mais geral que o sitesma de Timoshenko usual, pois
inclui uma generalizac¢do do laplaciano, ou seja, incluimos coeficientes varidveis a(x) e
b(x) nos termos onde figuram duas derivada em relagéo a variavel x. A demonstragdo
da controlabilidade é baseada no método HUM (Hilbert Uniqueness Method). Para

isso faz se necessario demonstrar uma desigualdade de obsevarbilidade dada por

c|{got w0} < [ a0 lgeo0Par+ [ o) a0, 0Pa @

onde C é uma constante positiva, T > Topey = (x,t) ez = (x,t) é solugdo de (6). Um
problema técnico que surge na demonstracdo de tal desigualdade ¢é a existéncia de co-
eficientes varidveis nas equagdes do sistema, os quais nos impedem de usar principios
de continuacdo tnica decorrentes do teorema de Holmgren.

No capitulo 1, serdo desenvolvidos os conceitos de Distribui¢do e Espago de Sobolev
e apresentaremos alguns resultados relevantes para definir o conceito de solucdo de
uma sistema de equagdes de Timoshenko.

No capitulo 2, faz-se um apresentacdo fisica das vibra¢gdes de uma barra grossa ou
também chamada viga de Timoshenko. Provaremos a existéncia, unicidade e regulari-
dade de solugdes forte, fraca e ultra fraca do sistema (6), usaremos método de Faedo-

Galerkin para provar a existéncia de solugao forte e fraca. O método da traspoisicdo é
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usado para definir solugdo ultra-fraca.

Os capitulos 3 e 4 versam sobre a controlabilidade exata do sistema (6). No capitulo
3, consideraremos os coeficientes reais positivos. Para conseguir o controle provare-
mos as desigualdade direta e inversa, usado o método HUM. No capitulo 4, aplica-
se as hipoteses de (7) ao problema (6). Para provamos a controlabilidade sob essas
condig¢des, langa-se mdo do funcional de energia como foi definido em [?], afim de obter
estimativas a priori adequadas que permitam majorar a energia total das solu¢oes em
fungdo de uma energia localizada em uma regido especifica da fronteira, a saber onde
o controle exerce a acdo. Para obtemos estas estimativas utilizamos técnicas de multi-

plicadores combinadas com desigualdades de energia.
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Capitulo 1
NOCOES PRELIMINARES

Neste capitulo daremos defini¢des e resultados essenciais a continuidade do tra-

balho
1.1 Espacos Funcionais

Defini¢do 1.1.1. Dados (2 C IR” um aberto e uma fungdo continua f : ) — R, define-
se suporte de f, e denota-se por supp(f), o fecho em Q) do conjunto {x € Q); f(x) # 0}.

Assim, supp(f) é um subconjunto fechado de Q).

Defini¢dao 1.1.2. Uma n-upla de inteiros ndo negativos &« = (&7, ..., &,) é denominada
de multi-indice e sua ordem ¢é definida por |a| = a1 + ... + ay.
Representa-se por D* o operador de derivagdo de ordem |a/,isto é,

olal

DY —
o1 o
oxy'...0xy"

Para a = (0,0, ...,0) define-se D°u = u, para toda fungéo u.

Por Ci°(Q2) denota-se o espago vetorial, com as operagdes usuais, das fungdes infini-
tamente diferencidveis definidas e com suporte compacto em (). Um exemplo cléssico

de uma fungdo de Cy° é dado por

Exemplo 1.1.3. Seja (3 C R"” um aberto tal que B1(0) = {x € R"; ||x|| < 1} C Q.

Consideremos f : () — R, tal que

1
elxl*-1 se |lx|| <1,

0 se |x]| >1,

flx) =

n 2
onde x = (x1,x2,...,x,) € ||x]| = (Z xlz) é a norma euclidiana de x. Temos que
i=1

f € C®(Q) esupp(f) = B1(0) é compacto, isto é f € C5°(Q).
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Definicao 1.1.4. Denota-se com Lllo .(R) o espago vetorial das (classes de) fungdes u :
R — IR tais que a restricdo de u a qualquer compacto K de R é integravel a Lebesgue

em K.

Defini¢do 1.1.5. Seja O C R” um subconjunto aberto e u € L] _(Q)). Dizemos que uma

fungdo v; € L} (Q) é derivada parcial fraca de u em relagdo a x;, se

| ut@ig) = [ oo,

ara toda ¢ € C°. Neste caso, denotaremos
p P 0
v; = 0;U.

Dizemos que u é fracamente diferencidvel se todas as derivadas parciais fracas de

primeira ordem de u existirem.
Exemplo 1.1.6. Sejamn =1, = (0,2) e

x se0<x<1,
1 sel<x<2.

Entdo, se
1 se0<x<1,

0 sel <x<2.

temos 1/ (x) = v(x). De fato, dada ¢ € C((0,2)), temos
2 1, 2, 1

— — o1 —0—/ L0— (1

/OWP /qu0+/1¢ (1) P (1)

2
——/ngl).

Defini¢do 1.1.7. Diz que uma sequéncia (¢, ),en em f € CF°(Q)) converge para ¢ em

f € C5°(Q)), quando forem satisfeitas as seguintes condigoes:
i) Existe um compacto K de Q) tal que supp(¢) € Ke supp(¢), € K,Vn € N,
ii) D*¢@,, — D* ¢ uniformemente em K, para todo multi-indice a.

Observagio 1.1.8. O espago C7°, munido da nog¢do de convergéncia definida acima sera

denotado por D () e denominado de Espaco da Fungdes Testes sobre Q).
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Defini¢do 1.1.9. Uma distribuigao sobre () é um funcional linear continuo sobre D(Q}).
Mais precisamente, uma distribui¢do sobre () é um funcional T : D(Q)) — R satis-

fazendo as seguintes condi¢des:
i) T(ag+By) = aT(p) +BT(P),Va,p € Re Ve, € D(Q),

ii) T é continua, isto é, se (¢ ), converge para ¢ em D(¢), entdo (T(¢n))n converge

para T(¢) em R.

E comum denotar o valor da distriubuicio T em ¢ por (T, ¢). O conjunto de to-
das as distribuigdes sobre (), com as operagdes usuais, € um espago vetorial, o qual
representa-se por D’ (Q)).

Os seguintes exemplos de distribui¢oes escalares desempenham um papel fundamen-

tala na teoria.

Exemplo 1.1.10. Seja u € L. (Q). O funcional T, : D(Q) — R, definido por

loc

(T g) = [ u(x)p(x)dx,

é comum disitribui¢des sobre () univocamente determinada por u. Por esta razdo,
idendifica-se a distribuicdo T;, por ela definida, desta forma Lllo (Q) seré identificada a

uma parte(propria) de D'(Q2).

Exemplo 1.1.11. Consideremos 0 € Q) e o funcional §p : D(Q)) — R, definido por

(60, ) = ¢(0).

dp € uma distribuigdo sobre (). Além disso, mostra-se que dyp ndo é definido por uma

funcdo de L , isto &, ndo existe f € L} (Q) tal que (dy, ¢) = [ fo.

loc’ loc

Observagio 1.1.12. Tem-se a seguinte cadeia, paral < p < oo,

D(Q) — LT (Q) — D'(Q),

loc

sendo cada inclusdo densa na seguinte.

Defini¢do 1.1.13. Diz-se que uma sequéncia (T, ),en em D/'(Q) converge para T em
D'(Q), quando a sequéncia numérica ({Ty,, ¢))yen convergir para (T, ¢) em R, para

toda ¢ € D'(Q)
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Defini¢ao 1.1.14. Seja T uma distribui¢do sobre () e & um multi-indice. A derivada
D*T(no sentido das distribui¢des) de ordem |«| de T é o funcional definido em D(«)

por
(D*T) = (—1)*(T, D%¢), Vo € D(Q).

Observagio 1.1.15. Decorre da defini¢do (1.1.14) que cada distribuic¢do T sobre Q) possui

derivadas de todas as ordens.

Observagio 1.1.16. D*T é uma distribui¢do sobre (), onde T € D'(Q)). De fato, vé-se
facilmente que D*T é linear. Agora, para a continuidade, consideremos (¢, ),cN con-
vergindo para ¢ em D(Q)). Assim, [(D*T, ¢,) — (D*T, )| < (T, D*¢, — D*¢)| — 0

quando n — oo.

Observagdo 1.1.17. A aplicagdo D* : D'(Q)) — D'(Q) tal que T — D*T é linear e
continua no sentido da convergéncia definida em D’(Q)) (para maiores detalhes ver

[2D.

Exemplo 1.1.18. Seja u a fungdo Heaviside, isto €, u é definida em R e tem a seguinte

1

Joc (IR) mas sua derivada

forma: u(x) =1sex > 0eu(x) =0sex <0. Ela pertence a L

u’ = 5, ndo pertence a L] (RR). De fato, tem -se:

(0) == (we) == [ ¢ (x)dx = 9(0) = (30, 9)
para todo ¢ € D(R).

1

Como vimos pelo exemplo acima, a derivada de uma fungio L; ({1), ndo é em

1

geral, uma fungado de L; ..

Tal fato, motivara a definicdo de uma classe significativa de
espacos de Banach de fungdes, conhecidas sob a denomingado de Espagos de Sobolev.
Dado um ntimero inteiro m > 0, por W7, 1 < p < oo, representa-se o espago de
Sobolev de ordem m sobre (), isto é, o espago vetorial das (classes de) fungdes u €
LP(Q) tais que D*u € LP(Q), para todo multi-indice &, com |a| < m.

O espago W™P(Q)) munido da norma

1
p

|1l pympicy = Z /Q |ID*u(x)|Pdx | , quando1 < p < o0

|| <m

||| ymeot) = Z sup ess|D*u(x)|, quando p = oo,

|a[<m
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é um espago de Banach(ver [?]).

Dado um espaco de Banach X, denotamos por L”(0,T;X),1 < P < oo, 0 espago de
Banach das (classes de) fung¢des u definida em (0, T) com valores com valores em X,
que sdo fortemente mensuraveis e |[u(t)|/% é integravel a Lebesgue em (0, T), com

norma )
T P
)l = ([ o)

Observagio 1.1.19. Quando p = 2 e X é um espaco de Hilbert, o espago LZ(O, T; X) é um
espaco de Hilbert, cujo produto interno é dado por
T

(1,0) ) = | (u(8),0(8)) xt

Se X é separavel, entdo podemos idendificar
[LP(0, T; X)) ~ L7(0, T; X'),
< 1 ) ( 1) _ . . e
onde ;) t(7) =1 Quando p = 1, faremos a identificagdo
/
[Ll(o,:r : X)] ~ L%(0,T; X').

Essas identificacoes encontram-se detalhadas em [?].
O espago vetorial das aplica¢des lineares e continuas de D(0, T) em X é denominado
de Espaco das Distribui¢des Vetoriais sobre (0, T) com valores em X e denotado por

D'(0,T; X).

Defini¢ao 1.1.20. Dada S € D’(0, T; X), defini-se a derivada de ordem n como sendo a

distribuicao vetorial sobre (0, T) com valores em X dada por

ans o
<W'<”> —(~1) <SF¢> Yo € D(0,T).

Exemplo 1.1.21. Dadas u € LP(0,T;X),1 < p < oo, e ¢ € D(0,T) a aplicagdo T, :
D(0,T) — X, definida por
T
T(o) | u(tp(t)at

integral de Bochner em X, é linear e continua no sentido da convergéncia de D(0, T),
logo uma distribuigdo vetorial. A aplicacdo u > T, é injetiva, demodo que podemos

identificar # com T, e, neste sentido, temos L (0, T; X) C D'(0, T; X).
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Para1l < p < oo, consideremos o espago
W™P (0, T; X) = {u e LP(0, T; X);ul) € LP(0, T; X), j = 1m}

onde () representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribui¢des vetoriais.

(£ o

SUP esSyc(o,T) <]§0 Hu(]')(t) HX , p=o0

Equipado com norma

LP(0,T;X)
||”||wm,n(o,T;X) =

W™ (0, T; X) é um de Banach (ver [?]). O espago
W, 7 (0,T; X) = {u € W"P(0,T; X);u(0) = u(T) = 0},

representa o fecho de D(0, T; X) com norma de W"#(0, T; X).

Observagio 1.1.22. quando p = 2 e X é um espago de Hilbert, o espaco W"?(0, T; X)
sera denotado por H" (0, T; X), que munido do produto

H [\13

(”UHMOTX LZOTX)

é um espago de Hilbert. Denota-se por H{'(0, T; X) o fecho,em H" (0, T; X), de D(0, T; X)
e por H"(0, T; X) o dual topolégico de H[' (0, T; X).

Valem as seguintes inclusdes
D(Q) C HY(Q) C L2(Q) ~ L*(Q) c H Q) c D'(Q).

As propriedades de imersao compacta dos espacos de Sobolev sdo as que lhe con-
ferem a sua grande utilidade. Recordamos os conceitos de imersdo continua e imersao

compacta:

Definicdo 1.1.23. Seja E um subespaco vetorial normado de um espago normado F (ou
seja, a norma em E ndo precisa necessariamente ser a norma induzida de F). Dizemos
que a inclusdo E C F é uma imersdo (continua) se a aplicagdo inclusdo I : E — F denida

por Ix = x for continua. Denotamos este fato por

E — F.
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Se, além disso, a aplica¢do inclusdo for compacta, dizemos que a imersdo E — F é
compacta. Denotaremos a imersdo compacta de um espaco vetorial normado E em um
espago vetorial normado F por

E<SF

Como a aplicagao inclusao é linear, o fato de existir uma imersdo E — F é equiva-

lente a existéncia de uma constante C tal que
|x||p < C|lx||p paratodo x em E

Lema 1.1.24 (Imersdo de Sobolev). Seja Q) uma aberto limitado do R"™ com fronteira T reg-

ular.

i) n > mp, entio WP (Q) — L1(Q)),onde g € [1 L ] .

» A
ii) Sen = mp, entdo W™P(Q)) — L1(Q)), onde g € [1,+c0)
iii) Sen =1em > 1, entdo W™P(Q)) — L*(Q2).

Prova: Ver [?] O

Lema 1.1.25. (Rellich-Kondrachov) Sejam () um aberto limitado do R" com fronteira T

reqular.

i) n > mp, entdo WP (Q) < L1(Q),onde q € [1,-24).

’ n—2m

ii) Sen = mp, entdo W™F(Q}) < L1(Q)), onde g € [1,+0)
iii) Se pm > n, entdo W™P(Q) < CK(QQ), onde k & um inteiro nio negativo tal que
k<m—(n/p) <k+1

Prova: Ver [?] H

1.1.1 Principais Resultados Utilizados

Denota-se por C*(Q)) ao espaco de Banach das restricdes a Q) das fungoes pertecentes

a Ck'/\(vide [?]), é equipado com a norma induzida, isto é,

D~ — D~
[]| ckr (@) = maxsup |[D*u(x)| + max  sup |D%u(x) Au(y)|
#l<k veqy |'x|§kx,yeﬁ x#£y ||x_y||
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Teorema 1.1.26. Seja Q) aberto limitado do R™ (n > 1), Q) de classe C™. Entio
W™ (Q)) é isomorfo a C"~11(Q)).
Prova: Ver [?] O

Teorema 1.1.27. (Teorema do Traco) Seja () = R'.. A aplicagio linear

@ = (Y09, 719, -y YTm-19), D(Q) — X,

prolonga-se por continuidade a uma aplicacio linear e continua v em H™(Q), m > 1, sobre
X, cujo niicleo é o espaco Hj)'. Tem-se ainda que 7y possui inversa a direita linear e continua,
isto é, existe uma aplicagdo linear e continua A de X em H™(Q)) tal que y(Aw) = w para todo
weX

Representa-se por X o espago de Hilbert

Prova: Ver [?] O

Observagio 1.1.28. Note que para o caso unidimensional, isto é, QO = (a,B) se u €
H™(a, B), entdo pelo Lema 1.1.25 u € C"~([a, B]). Logo faz sentido definir a funcio u

e suas derivadas na fronteira, que no caso serd I' = {«, 5}

Teorema 1.1.29. (Teorema da Aplicagdo Aberta) Sejam E e F dois espacos de Banach e seja

T um operador linear continuo e bijetivo de E em F. Entdo existe uma constante c > 0 tal que
BF(O, C) CcT (BE (0, 1)) .
Prova: Ver [?] ]

Teorema 1.1.30. (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Seja E um espago de Banach. O Conjunto
Be = {f € E;||f|| <1} é compacto com respeito da topologia fraca — * o(E', E).

Prova: Ver [?] O

Teorema 1.1.31. Sejam X e Y espacos de Hilbert tal que X — Y ev € LP(0,T;X), v €
LP(0,T;Y),1 < p < oo, entiov € CO([0,T];Y).

Prova: Ver [?] O
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Lema 1.1.32. (Gronwall) Sejam z(t) uma fungio real absolutamente continua em [0, a| tal

que para todo t € [0,a] tem-se
t
z(t) = C+/ z(t)ds.
0

Entdo z(t) < Cet, Vt € [0,a]
Prova: Ver [?] H

Lema 1.1.33. (Du Bois Raymond) Seja u € L}, (Q)). Entdo

/Q u(x)p(x)dx = 0,¥ ¢ € D(Q),

se, e somente se, u = 0 quase sempre em ().
Prova: Ver [?] O

Lema 1.1.34. (Lax-Milgram) Seja H um espaco de Banach e a(u,v) uma forma bilinear,

continua e coerciva. Para ¢ € H' existe u € H tal que
a(u,v) = (p,v), Vv e H. (1.1)
Além disso, se a é simétrica, u se caracteriza pela proriedade

ueHe %a(u,u) — (@, u) = Minyey {%a(v,v) — ((p,?})} : (1.2)

Prova: Ver [?] H

Observagio 1.1.35. O teorema de Lax-Milgram é uma ferramenta muito simples e efi-
ciente para a solugdo de equagdes diferenciais parciais elipticas lineares (ver capitulos
8 e 9 de [?]). E interessante observar a conexdo entre a equacdo (1.1) e o problema
de minimizagdo (1.2). Tais questdes surgem naturalmente na fisica, por exemplo:
Principio de Hamilton ou também conhecido como principio da agdo minima, Minimizac¢do
da energia, etc. Na linguagem do calculo das varia¢des se diz que (1) é a equagdo
de Euler associada com o problema de minimizagdo (2). Grosso modo, (1) diz que
F'(u) = 0, onde F é fungdo F(v) = %a(v,v) — (¢, 0)
Teorema 1.1.36. (Desigualdade de Poincaré-Friedrichs) Seja () um aberto limitado do R".
Sev € H}(Q), entio

0] 12(q) < clgrad vl 2y

A constante c s6 depende de Q).
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Prova: Ver [?] ]

Observagiio 1.1.37. Esta desigualdade nos diz que em H}(Q), o gradiente define um

norma.

Proposicao 1.1.38. (Desigualdade de Young) Se a, b sdo niimeros reais entio

sempre que 1 < p < ooe%Jr% =1L
Prova: Ver [?] O

Proposigdo 1.1.39. (Desigualdade de Holder) Se u € LF e v € L1 entdo uv € L' e tem-se a
desigualdade

[ 1uel < Jul, Jol,

ondel < p < oo
Prova: Ver [?] O

Proposicao 1.1.40. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja E um espago vetorial com
produto interno. Entdo

[(u, 0) | < [luf] - [|]]

para quaisquer u, v em E. Além disso, a iqualdade ocorre se, e somente, se 0s vetores u e v sio

linearmente depedentes.
Prova: Ver [?] O

Teorema 1.1.41. Sejam E um espaco de Banach, E' seu dual e (f,) uma funcio de E. Se
fuo = f fraco -« em o(E, E), entio | fu|| < Ce||f| < Lim .

Prova: Ver [?] O
Teorema 1.1.42. Seja % + % = 1. Sejam u € L1(0, T; X/) —Feve LF(0,T; X) = E, entiio
T
(,0)p p = /0 (u(t), o(t))x x dt.

Prova: Ver [?] O
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Teorema 1.1.43. (Banach-Stenhaus) Sejam E e F dois espacos de Banach. Seja T, uma
sucessdo de operadores lineares continuos de E em F tais que para cada x € E, T, x converge

quando n — oo a um limite que denotamos por Ty. Entdo tem-se:
i) sup || Tull (g py < oo
ii) T € L(E,F).

iii) ||T| g(g,p) < Lm || Tul g p
Prova: Ver [?] ]
Teorema 1.1.44. (Gauss-Green) Se u € C1(Q)), entdo [ ux,dx = [ppv'dl (i =1,2,...,n).
Prova: Ver [?] O

Teorema 1.1.45. (Representacdo de Riesz) Sejam 1 < p < ooe ¢ € (LP)'. Entdo existe um

tinico u € L1, onde % + % =1, tal que

(0.f) = [uf, vf L.
Além disso se verifica
lallzs = gl gy -
Prova: Ver [?] O
Observagiio 1.1.46. Teorema (1.1.45) é muito importante. Ele diz que cada funcional
continuo linear em L” com 1 < p < oo pode ser representado “concretamente” como
um sistema integrado. A aplicacdo ¢ — u, que é uma isometria linear sobrejetora, nos

permite identificar a identidade do espaco “abstrato” (L? )" com L1. No que se segue,

vamos sistematicamente fazer a identificagdo
(1r) =1

Teorema 1.1.47. (Regularidade para o Problema Eliptico) Seja Q) um aberto de classe C?
com fronteira T limitada. Seja f € L*(Q) e u € H}(Q), verificando

Vuv / :/ Vo € HO(Q).
/ququrQufP Qf(P(P 1(Q2)

Entiou € H*(Q) e [ull iy < el fllr2(q), onde ¢ é uma constante que s6 de pende de ).

Além disso, se Q) é de classe C"*2 e f € H™(Q), entdo u € H"2(Q) e [ull gz <
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¢ || fll gn(cay; em particular, se m > 5 entdo u € C*(Q2). Ainda, se () é de classe C* e f € C*,

entdo u € C®(Q}).

Prova: Ver [?] ]
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Capitulo 2
SOLUCOES PARA UM SISTEMA DE TIMOSHENKO

Neste capitulo, seguiremos de perto os resultados de Medeiro [?]. Temos como ob-
jetivo estudar a existéncia, unicidade e regularidade da solugdo para o problema misto
associado ao sistema de Timoshenko. Antes veremos uma preve descri¢do fisica do

modelo de vibragdes para esse sistema.

2.1 Modelo de Timoshenko

A presente se¢do tem o objetivo de da uma breve descricdo de um modelo matemaético
de natureza eléstica, em particular o que modela as vibrac¢des de vigas. Tal modelo é
bastante utilizado em sistemas mecanicos que sdo empregados na Fisica e na Engen-
haria.

O Modelo de viga de Timoshenko, (ou modelo de barra grossa) é til para efeitos
de inércia rotacional e deformacdo de lamina, ou seja, nesta teoria sec¢des transver-
sais permanecem planas e giram sobre o eixo neutro, mas sofrem um deformacdo na
seccdo tranversal, os quais sdo omitidos quando se usa a teoria classica das barras.
A dindmica do movimento de uma barra estd bem definida se as seguintes funcdes
sdo dadas: o deslocamento longitudinal u,(X), o delocamento tranversal uy(X), e a
rotagdo da secdo transversal 67(X) = 6(X), onde X denota a coordenada longitutinal

na configuragado de reféncia. Ver figura 2.1.
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A vibragdo transversal da barra depende da sua geometria e das propriedades do
seu material assim como da aplicacdo de forcas externas e torque. As propriedades
geométricas referem-se principalmente ao comprimento L, tamanho e formato de sua
seccdo transversal tais como area A, momento de inércia I com respeito ao eixo central
de torcdo, e coeficiente laminar de Timoshenko x que é um fator de mudanga (x < 1)
que influi na distribui¢do do estresse laminar, ou melhor no cisalhamento da seccao
transversal de tal forma que a 4rea efetiva da lamina é igual a kA.

Neste modelo aparecem duas equagdes diferenciais acopladas

Ly — (Elyx)x + kAG(y —2x) =0 (2.1)

pAzy + (KAG(y — z4))x =0 (2.2)

onde0 < x < L, t > 0, p é densidade, E é o médulo de elédsticidade, G é o médulo
laminar ou médulo de rigidez, z(x, t) representa o deslocamento transversal do eixo
central numa distancia X e y(x,t) o deslocamento giratério da se¢do transversal da
viga.

De modo geral a equagédo (2.1) descreve o equilibrio do torque rotacional por unidade
de comprimento transformando-a em momento de tor¢do junto coma forga laminar in-

terna, enquanto a equacdo (2.2) descreve o equilibrio da for¢a transversal por unidade
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de comprimento junto com o gradiente da forca na ldmina interna. Com estas equagdes
é possivel encontrar as frequéncias ressonantes e de vibragdes livres, do qual a solugao

é dada na forma de (z(x, t), y(x,t)).
2.2 Solugao Forte

O objetivo nesta secdo é estudar a regularidade da solugdo do sistema (2.3), quando os
dados ¢°, ¥°, ¢', !, f e ¢ sdo suficientemente regulares. Comegaremos com o estudo
de regularidade de solugdes forte do seguinte problema misto.

Consideramos () = (0,1) o segemento da reta e por Q o retdngulo (0,1) x (0,T) e

T > 0 um namero real positivo.

47tt_afpxx_1l)x+¢:f
em Q (2.3)

P — b1pxx +Pr =g

¢(0,£) =0, ¢(1,£)=0
em ]0,T[ (2.4)

pO.H =0, P(Lt)=0

¢(x,0) = ¢°(x), ¢:(x,0) = ¢p'(x)
em Q (2.5)

¥(x,0) = ¢°(x), ¥(x,0) = p'(x)

Teorema 2.2.1. Dados

¢°,v° € H}(0,1) N H?(0,1); ¢4, vt € H{(0,1); £, € WHH(0, T; H}(0,1)), (2.6)

existe uma tinica solugdo forte {¢, P} de (2.3), (2.4) e (2.5) satisfazendo as condicdes

¢, p € L°(0,T; H}(0,1) N H?(0,1)) (2.7)
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o1, € L2(0,T; HL(0,1)) (2.8)

A aplicagdo

{{o°% v°Y {o" ' 1 {f. 83 = {{w, o} {¢r, 91} } (2.9)

é continua.

O teroema 2.2.1 garante a existéncia e unicidade de soluc¢do para o problema (2.3).
Para a existéncia de solucdo forte, usaremos o método de Faedo-Galerkin com uma

base especial em H}(0,1) N H2(0,1). Esse método consiste em trés etapas:

1. construcdo das solugdes aproximadas em um espago de dimensao finita;
2. obtencdo de estimativas a priori para as solu¢des aproximadas;

3. passagem ao limite das solugdes aproximadas

Prova: Sejam (wy) , (Ay), respectivamente, as autofungdes e os autovalores do proble-
mas espectral

((wj,v)) = Mwj,v) Vo € H}(0,1)

para todo v € IN, satisfazendo as condi¢des:

e para cada m os vetores wy, wy, . . . Wy, sdo linearmente independentes;

e as combinagdes lineares finitas dos w, sdo densas em H}(0,1) N H(0,1).

Agora para cada m € IN, consideremos V;,, = [w1, wy, . .. wy,] 0 subespago de H& (0,1)N
H2(0,1), de dimensdo m, gerado pelos m primeiros vetores da base obtida. Iremos

encontrar solugdes aproximadas ¢™, ™ € V;;, do tipo

P (x,1) = ilgmmm(x),

m

P (xt) = ) " (Hwy(x)

v=1
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onde g'"™(t) e h"™(t) sdo solugdes do problema inicial para o seguinte sistema de

equagdes odindrias

(B, 0) + () 1) + a( (@ (6),0)) + (P (), 1)) — (9 (8), )+
(@) + (97,0) = (F(£),0) + (3(8),u) Yo, 4 € Vi

m0) = 1" (x) — ¢! fortemente em H}(0,1) (2.10)
Pr(0) = g (x) — ¢! fortemente em H}(0,1)
¢"(0) = ¢""(x) — ¢  fortemente em H}(0,1) N H?(0,1)
P"(0) = O (x) — ¢° fortementeem  H}(0,1) N H?(0,1)

As convegeéncias acima tém sentido, pois o conjunto formado pelas combinagdes lin-
eares de elementos de V}, é denso em H}(0,1) N H2(0,1). O sistema acima tem solugéo
no intervalo [0, f,;] com t,, < T (Ver Apéndice, Corolarios (A.0.4)) e essa solugdes po-
dem ser estendidas a todo intervalo [0, T| como consequéncia das estimativas apriori
que faremos a seguir. A estimativa a priori permite extender a solugdo e obter, no limite,

a solucdo tnica. Mostraremos como obter estas estimativas.
e Estimativa I

De fato, multiplicando ambos os lados de (2.3); por v = ¢}’ (t) e de (2.3), por u =

P} (t) e integrando sobre (0, 1), obtemos

(@i (1), 9" (£)) — a(Pi(8), ¢ (1)) — (' (£), 97" (1)) + (9™ (1), ¢ (1)) = (f (1), ¢}"(#))

(" (1), 7" (1)) — b(P (1), 9 (£)) — (@¥ (1), ¢i* () = (g(t), ¥i*(t))
2.11)

Observagio 2.2.2. Observe que

192 a¢p 1d [1]9¢ 2
0 o atdx_iﬁ/o ar b))
e 2
L7 929\ 9¢ 19¢ o [0¢ 1d [1]o¢g
/ (—a—z> =, a‘a(a%m/o ax 1| 4

para maiores detalhes ver [?]

Note que ( , ) é o produto interno em L?(0,1). Entao de (2.11) e da observagao
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(2.2.2) obtemos
TR+ a o O+ 9™ (OF) = (F(1,97(5) + (42(6), 41(8)
(2.12)
ST ORI 01) = ((0,97()) — (9, 9 (1)

Observe que | - |, ||-|| sdo normas respectivamente em L*(0, 1) e H}(0, 1). Por adigdo das

equagdes em (2.12) obtemos

d
U O+ 9P O +allgr O + b g2 01 + 19" (1)) = (2.13)

N[ =

= (f(£), 9" (1) + (8(1), ¥ (1)) + (W' (£), 1" (1)) — (P (1), " (¢))

Integrando (2.13) de 0 a ¢, obtemos
1
SO (OP + [ (O +allgf (DI + b [ (D] + o™ (D)) = (2.14)

2
+ [ 3)+

2
+ b ||

9"
+ [, s+ [ (590 EDds+ [ )1 )ds — [ (@), 91 (s)as

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, Holder e Young, obtemos:

1
= U™ +[9M +a

@ ) s+ [ (g(), v (s)ds+ [ (9 (), 97 (5))ds — /0 (922(5), 91" (5))ds <

Z/Ot(f(s), i (s) ds+2/t
<2 [1(7(s), 91 |ds+z/| )| ds

<2 [VF) o s) s +2 [ [g(5)] 191 ds

<2([[vore) ([ vorerers) w2 (f s (] oimmos)

< [ y©lds+ [ e Pas+ [ lslds+ [ s6)] ()] ds

Substituindo a desigualdade acima em (2.14) segue

(P (1> + [ (O +a | gm (1> + b 2 (1)1 + o™ (1) *) < (2.15)

N| =

2 2
+b + |p%™2) +

0
Py

1
< SUeMP 1™ +a ¢
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T t T t
[ 1) ds+ [ 1) gt Pas+ [ Ig@)lds+ [ 1365)] Iyt (o)) ds
Logo pelas convergéncias dadas em (2.10) e pela desigualdade de Gronwall (Lema

1.1.27), segue

(D1 + [ ()P +a ||l ()] + b g (1) + g™ (1> < C (2.16)

onde C > 0 independe de m e t. Logo podemos estender a solugdo para todo o inter-

valo [0, T1.
e Estimativa II

Tem-se que (¢ ,(t))menN representa uma sequéncia de fungdes, com duas derivadas
em relacdo a x e uma em relagédo a f.
Multiplicando ambos os lados de (2.3); por v = —¢,(f) e (2.3)2 por u = —¢p2,(f) e

integrando sobre |0, 1], obtemos

(@5 (), = (1) — (@ (8), = (£)) = (W, =@ (8)) + (9", =i (1) = (F (), =i (H))

(Wi (8), =932 (£) = b( (), =, (£)) + (93" (£), =, (8)) = (8(8), =9 (1))

(2.17)
Integrando por partes (2.17), obtemos
1d
5 g (IPr 1+ algfal® + 9% 11%) = ((F(D, @) + (Wi (1), ¢ (1))
(2.18)

L O+ bl (O) = ((5(0), 911) — (@2(0), 98(1)

NI -

No entanto, note que

%(¢T(t)/¢Tx(t)) = (e (), ¢ (1) + (P (1), P (1))

Integrando de 0 a ¢, obtemos

/Ot(ab!!’(t),q%’?xt(t))dt = (¥ (1), p(t)) — (¥ (0), ¢ (0)) — /Ot(wﬂ(SWTx(S))ds
(2.19)

Integrando (2.18); de 0 a t, a partir de (2.19), obtemos para (2.17);

9),
> (g7 ()1 + el P + ™ (1) )%(HMH + algl \2+H¢OmHz)+ (220)
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4 [0 )+ 0, 00) — 20 — [ (9h(6),92h(5))ds

Por argumento similar para (2.17),, obtemos

N~

(||¢f<>|| oyt F) =5 (o] +letri) + @21

+ [0, ))ds + (@20, P (00) — (02,92 — [ (), w9

Somando (2.20) com (2.21), resulta
1
> (1o (1P + alg(®) 2+ 9™ (1) > + " (DI + bl (D)) < (2.22)

< % (H¢1’”H2 + algp%m |2 + Hﬁbo’"HZ* Hll’lmHZM"l’gT'z) "

P || +

0
Py

t
+/O £ ()1 1" ()1 ds + [9'] || +

0
Py

0
¢y

t
+/0 SN e[l ds + || [ ()] +

Definamos

1
F(t) = 5 (198 (D12 + algli () + 9™ ()12 + i (1) + bl (1) )
assim obtemos a partir de (2.22)
F(t) < C(Hf”Ll(O,T;H(l)(O,l)) + ||g||L1(o,T,-H3(o,1))) + F(0). (2.23)
onde C > 0 independe de m e t.
e Passagem ao Limite.
Por (2.16) e (2.23) obtemos

(¢™) ¢é limitado em L®(0, T, H}(0,1)), (2.24)

(¢f") é limitado em L™(0, T, H}(0,1)), (2.25)

() é limitado em L*®(0, T, L?(0,1)), (2.26)
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(™) é limitado em L®(0, T, H}(0,1)), (2.27)
(y}") é limitado em L®(0, T, H}(0,1)). (2.28)
() é limitado em L*(0, T, L?(0,1)), (2.29)

Resulta entdo que pelo teorema (1.1.30) que existém subsequéncias de (¢™) e (™),

ainda denotadas da mesma forma, tais que

¢" — ¢ fraco —x em L*(0, T, H}(0,1) N H?(0,1)), (2.30)
91" — ¢1 fraco —x em L=(0, T, Hy(0,1)), (2.31)
I — ¢y fraco — x em L*(0,T,L2(0,1)), (2.32)
" — ¢ fraco —*x em L*(0, T, H}(0,1) N H2(0,1)), (2.33)
W' — Py fraco — x em L®(0, T, H}(0,1)). (2.34)
P — Pyy fraco — x em L=(0, T, L%(0,1)), (2.35)

Nas equagdes (2.11)1 e (2.11),, obtemos

(¢t (1), 0) — a(Pyy(t),0) — (¥3'(t),0) + (9" (8),0) = (f(¢), )

(e (1), u) — b (), u) + (¢, u) = (g(t),u)
para todo v e u € V. Com V,, denso em Hé(O, 1) N H2(0,1), temos que as equacdes

acima séo validas para todav e u € H}(0,1). Logo em particular

(¢t (£),0) +a((¢™(t),0)) — (¥’ (£),v) + (9™ (t),v) = (f(£),0) (2.36)
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(Wi (£),u) + b((§" (1), u)) + (¢, u) = (8(¢), u) (2.37)
veucD(0,1)

Multiplicando (2.36) por 6 € D(0, T) e integrando de 0 a T obtemos

T T
/0 (¢ (1), 0)0dt +a /0 ((¢™ (1), 0))0dt — / 0)6dt + / 0)6dt — / (F(£),0)6dt,
(2.38)

Observe que

/

[ Gatitor, 000t = "2 (g o), 0000000t = [ (970,006 ()
e, por (2.31),
~ [Trw 08 e — [[@i,00d a= [ L, opma @39)

Fazendo m — oo em (2.38) e usando (2.30) — (2.35) segue que

/OT(<Ptt(t),U)9dt+g/OT((4)(t),U))9dt—/ 9dt+/ 0)0dt = / f(t),v)6dt,
(2.40)

o que implica

((¢1e(t),0) = alPax(t),0) = (¥x(t),0) + (¢(t),0) = (f(),2), O)p(o,1), D(0,T) = O

(2.41)

V6 € D(0,T)eVv € D(0,1)
(Pre(t) — apx(t) — Px(t) + () = f(1), O)pro1), Dl0,T) = O (2.42)

para todo v em D(0, 1) no sentido de D’(0, T). Assim obtemos

pu(t) — apee(t) — 9(8) + 9(1) = F(1) em D'(Q) )

Multiplicando (2.37) por 6 e integrando de 0 a T obtemos

T

/ CHORD L b/ ))6dt + / (¢ (1), u) = /0 (g(t),w)0dt (2.4

Aqui usaremos o mesmo argumento de (2.39) e a convergéncia (2.34), para passa o

limite em (¢}}).
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Fazendo m — oo em (2.44) e usando (2.30) — (2.35) segue que

/OT(IPtt() 9dt+b/ 9dt+/ (e (t = /OT(g(t),u)Gdt. (2.45)

Assim
(e (8), 1) = b(Pax(£), 1) + (P (t),u) = ((2), 1), 6) (0,1, D(0,7) = O (2.46)
paratoda 6 € D'(0,T) e todau € D(0,1). Logo
(Pue(t) = bpax (t) + P (t) — (), w)pr(o,1), D(0,T) = O (2.47)

para toda u € D(0,1) no sentido de D’(0, T).

Desta forma obtemos

Pre(t) — bipux (t) + Px(t) = g(t) em D'(Q) (2.48)

Condigoes de Iniciais

e ¢(0) = ¢° (Analogamente para ¢(0) = ¢°)

Desde que ¢ € L*(0, T; H3(0,1) N H2(0,1)) e ¢ € L®(0, T; HL(0,1)), entdo pelo teo-
rema (1.1.31), ¢ € C°([0, T]; H}(0,1)). Assim faz sentido ¢(-,0)
Segue de (2.31) que

[ w00 [ @), 000

para toda v € H}(0,1) e toda 6§ € C1([0, T]), com 6(0) = 1e 6(T) = 0. Logo

/0 ! ;t( £t — / ' (2.49)

Segue de (2.30) que

T , T ,
/0 (¢"(1),0)8 (B)dt — /O (¢(1),0)0 (D)dt, (2.50)

para todav € H}(0,1) e toda 6 € C1([0, T]), com 8(0) = 1e 6(T) = 0.
De (2.49) e (2.50) obtemos

/OT % [(¢™(t),0)0(t)] dt — /OT % [(p(£),0)0(8)] dt.



Logo
(@™ (1), 0)0(t)|g — (¢(£),0)0(t)y
o que implica
(¢™(0),0(0)) — (¢(0),v(0)) Vo € H}(0,1)

Mas por (2.10)4
(9", v) — (¢,v) Yo € Hy(0,1).

Portanto, (¢(0),v) = (¢°,v); para todav € H}(0,1), isto &, ¢(0) = ¢°.

e ¢:(0) = ¢' (Analogamente para 1;(0) = 1)
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Como a ¢y € L*(0,T; H(l)(O, 1) ed¢u € L'(0,T;L%(0,1)), entdo, pelo teorema (1.1.31),

¢ € C°([0, T]; L?(0,1)), logo faz sentido ¢(0).
Temos de (2.36)

(92 (£),0) +a((9™(1),0)) = (¥¥'(1),0) + (¢"(t), ) = (f(t),0)

Multiplicando (2.51) por 65 definida por

—f4+1 se 0<t<é
05(t) =
0 se 0<t<T

e integrando de 0 a T obtemos

T T T
/0 ((p?}(t),v)G(;dt—Fa/O ((¢m(t),v))95dt—/() (3 (t),v)0sdt+
+ N (¢7(1),0)65 = / "(F(1), )65t
Observemos que

Td

[ w00 = [ Ligre, = @pw,0n+ 2 [ @)

Substituindo (2.52) em (2.53), obtemos

@)+ 5 [0 +a [ (00,00~ [ (920,00

+ [ @m0 = [ (0,00

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)
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fazendo m — oo na igualdade acima e usando as convergéncias (2.30) — (2.35) temos

+%/05(4>t(t),v) —l—tl/(f((ql?(t),v))%dt—/()5(gbx(t),v)05dt+ (2.55)

= [o0,000 = [ (F0), 000

Lembrando do célculo, que para todo ¢ € [a, b] tem-se

t+h
lim% / by = (1)

h—0

dai segue, que

tim 1 [ (91(0),0) = (94(0),)

6—0
Fazendo agora o limite em (2.55) quando 6 — oo, obtemos

—(¢",0) + (¢:(0),0) = 0.

Logo (¢!, v) = (¢:(0),v) Vo € HL(0,1), portanto ¢;(0) = ¢*.

e Unicidade

Suponha que os pares {¢, 9} e {$, P} sejam solug()es fortes de (2.3) — (2.5). Assim
pelo Teorema 2.2.1 o par {qo(l) P2 )} onde ¢(V) = ¢ — p e p? = — 9, satisfaz

oM, 9 e L=(0,T; H}(0,1) N H3(0,1)) (2.56)
o\, o e 10, T; H}(0,1)) (2.57)

o'V 0P e 1=(0,T;12(0,1)) (2.58)

o —agl) — P + 9V =0g5em Q (2.59)

o) 0o + o) =0gsem Q (2.60)

91(0) = 9" (0) = 9@(0) = ) (0) = 0 s0bre O (2.61)

Fazendo o produto interno em L?(0,1) da equacio (2.59) por ¢(1) = v(t), e da equacao
(2.60) por ¢ = u(t) integrando por partes e somando, obtemos

1d 1d 2

Sl o + 35 P a2

2 dt 2 dt 23 )HZ zdt“” ‘220

(2.62)

H bm

Integrando de 0 a T e usando as condig¢des (2.61) tem-se

;t (‘9"5) )+ lo @ +a ol o2 0]+ [0 \2) =0 (263)

@l +e]es

e portanto, p(1) = ¢(2) =0, ouseja, p = pe p = . O
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2.2.1 Desigualdade de Energia

Nesta se¢do provaremos que a energia associada ao sistema (2.3), (2.4) e (2.5) com

f = 0 e g = 0 satisfaz uma desigualdade do tipo:
CoEo < E(t) < CiE, VO <t <T, (2.64)

onde C,, C; sdo constantes positivas.
De fato, multiplicando (2.3); por (¢ (t)) e (2.3), por (¢ (t)) e integrando em ]0,1]

obtemos,

(¢"(1),9' (1) — algxx(t), ¢ (1)) — (x(£), ¢ (1)) + (p(1), ¢ (1)) = 0

(2.65)
(00,4 (8)) — Blpe(1), 4 (1)) + (@(1), 4 (8)) = 0
de (2.65) segue:
E() + S (p(0), () =
/ E'(£)dt + / () =0
E(t) ~ E0) + (9(1), (1)) — ($(0), ¢x(0)) =0
E() + (p(1), pu(6)) = Eo + (4%, 45).
Sabe-se que:
WP+ 15P) < (4,99),
logo, somando E, em ambos os lados da desigualdade acima temos:
PP 199P) < Bt (1,99). (2.66)

De (2.66) obtemos a seguinte estimativa
1 1
=S¥ +195%) < 5 [|<Pl|2 + |97 +algl® — |ggl® + blsl* — 9O + !¢0|2} :
Pela desigualdade de Poincaré, temos:
! 2 ! 2 1
| Tex@)P = a1 [ o(s)Pds, ¥ o € H(0,1).

onde Ay = 7, é 0 primeiro auto-valor do problema espectral —v' = Av, Yo € H (Q)).

Portanto,

1
¥ < Iyl
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Dai, segue:
b
IR = 1P = 5 (b ) sl
como 7t2b > 1 e pela hip6tese do teorema 3.1.3, a desigualdade é valida.

Agora, modificando (2.66) conseguimos:
1
+ (9% 9%) = Eo— 5 (Iy* 2+ l92) =

1 1
> 5 [01P+ 1P alg2f — g+ (b= o ) e lgsR ] 267
67

De (2.66) e (2.67) obtemos:

1 1,2 1 1,2 1 0|2 1 1 0|2 1 0|2
B+ () = 001+ 5101+ 50— e 5 (b ) 102 + 512

Portanto, a partir dessa desigualdade, resulta:

CoE, <E(t)em0<t<T. (2.68)

Vamos provar o segundo membro de (2.64). Para isso temos:

E(t) + (<P; lpx) =Eo+ (Qbofqbyoc) < CE,.
Sabe-se
1
=5 (sl +161%) < = (e, 9) = (9, 2),
dai, obtemos:
1
E(t) = 5 (Il + [¢1) < E() + (¢, ¢x) < CEo.

Para modificar o lado direto da desigualdade, usaremos a desigualdade de Poincaré

para |¢| e obter:
_Z _ > Z Z _
E() = 3laP = 5 lal 2 510+ 510 P+ 5 (0= 1 ) a2+

+1(b — D) |¢x|* > min (a— i,b —1,1) E(¢).
2 M

Portanto, E(t) < C1E,em 0 <t < T.
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2.3 Solugao Fraca

O objetivo desta segdo é considerar o problema (2.3) com dados iniciais ¢°, ¢!, ¢?, !,
f e g, menos regulares. A solucdo obtida com essa pouca regularidade sobre os dados,

serd chamada de solugao fraca

Teorema 2.3.1. Dados
¢°,¢° € Hy(0,1);¢", 9" € L*(0,1); f, g € L'(0, T; L*(0, 1)), (2.69)

existe uma tinica solugdo fraca {¢, P} de (2.3), (2.4) e (2.5) satisfazendo as condigdes

¢, P € L®(0,T; H3(0,1)) (2.70)
¢, v € L°(0,T; L%(0,1)) (2.71)

A aplicagdo
{° 9" (oL 'y {f 81} = {{p o) {9 9/} (2.72)

é continua.

Prova: A mesma observacao feita na prova do teorema 2.2.1 sobre as aproximagdes de
Galerkin é verdadeira aqui. Entdo vamos fazer estimativas apriori, afim de estender a
solugdes aproximadas a todo intervalo [0, T].

De fato, multiplicando ambos os lados de (2.3); por v = ¢/"(t) e de (2.3); por u =

P} (t) e integrando sobre (0, 1), obtemos

(91 (£), 9" (1)) — a(i(t), @7 (1)) — (93" (2), @ () + (9™ (£), ¢ (1)) = (£ (2), 9{"(£))

(i (£), " (£)) — b (1), i (£)) — (@' (1), i (1)) = ((8), ¥i" (1))

(2.73)
Note que (, ) é o produto interno em L2(0, 1). Entéo de (2.73) obtemos
1d
S (0P (OP +allgf (D] + 9™ (D) = (F(£), 97" (1) + (W (1), ¢7(1)
(2.74)

| =

PP OP+ B9 O17) = (38, (1) — (97, ¢7"(+)

N —
QU
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Observe que | - |, ||-|| sdo normas respectivamente em L%(0, 1) e H}(0, 1). Por adigdo das

equagdes em (2.74) obtemos

d
U O+ 9P (O +allgr 01 + b g2 B + 19" (1)) = (2.75)

N =

= (f(8), 9" (1)) + (&(1), wi" (1)) + (9" (), 91" (£)) — (¥ (), ¥i"(£))

Integrando (2.75) de 0 a t, obtemos

(7" (P + 9" ()P + a 9% (D17 + b | 9¥ (1) + 9" (1)) = (2.76)

N[ —

w0+ 1P+
+ [0 s+ [ (&9 6Dds+ [ @), a0 o) — [ (@(s), 90 (s))as

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, Holder e Young, obtemos:

= U@L+ OP +a @] o

o Nds + [ (06 ()ds + [ (96,91 (9))ds = [ (@), 97 (5))ds <

Z/Ot(f(s ds+2/ ))ds <
<2 [1(7(s), 91 |ds+z/\ )| ds

<2 [ IFO)lgr )l ds +2 [ lg(o)] o (s) s

<2(fiens) ([ voners) v2(fisers) ([ soimore)

< [W@las+ [ elgrePds+ [ g6+ [ 36)] 47 (6) s

Substituindo a desigualdade acima em (2.76) segue
Lor )2 + ()2 O+ bl + 9™ (1)?) < 2.77
S Ut (O + [ (O + allgx (D7 + b [ (DI + ™ (1)) < 2.77)

< S @P+ 1P +a e @] o o + 100+

T t . 5 T t .
|1 ds+ [ )P+ [ g(s)ds+ [ I(s)] [9y(s)] s

Agora definamos a energia associada a (2.3), (2.4) e (2.5) por

E(t) = %(\cPt(t)\z + 19 (0 + a @ (O] + b [l (D)* + o)) (2.78)
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A partir de (2.74) e (2.75) e das convergéncias de (2.10), obtemos

E'(t) < S(F+ IFONPF () + 188+ g1 () + lg™ ()]

N~

o (01 + ™ (017 + g (1))
Entao

E'(t) < S(If ()] + 1g(8)]) + h(£)E(t), onde (2.79)

N =

W) = 101+ ||+ -+ € 12(0,T)

Integrando (2.79) obtemos:

E(t) < E(0) +%/OT(|f(t)| + \g(t)])dt+/0th(s)E(s)ds. (2.80)

Pela desigualdade de Gronwall aplicada a (2.80):

E(H) < € (Il + 18ls oz + Eo) (281)

onde E, = E(0), onde C independete de m e t. Logo podemos estender a solugdo para
todo o intervalo [0, T1.

De (2.81) segue que as aproximagdes de Garlekin sdo limitadas em L*(0, T; L?(0,1)) e
L*(0,T; H}(0,1)), quer dizer:

(¢™) é limitado em L*(0, T, H}(0,1)), (2.82)
(¢/") é limitado em L*®(0, T, L2(0,1)), (2.83)
(@) é limitado em L*(0, T, H}(0,1)), (2.84)
(™) é limitado em L*(0, T, H}(0,1)), (2.85)
(yf") é limitado em L®(0, T, L2(0,1)). (2.86)

(y}") é limitado em L®(0, T, H}(0,1)), (2.87)



Resulta entdo que pelo teorema (1.1.30) que existém subsequéncias de (¢™) e

ainda denotadas da mesma forma, tais que

¢" — ¢ fraco —x em L*(0, T, H}(0,1)),

" — ¢r fraco — x em L*(0,T,L?(0,1)),

P — ¢y fraco —x em L¥(0, T, H}(0,1)),

" — ¢ fraco —x em L*(0, T, H}(0,1)),

" — Wy fraco — x em L°(0, T, L%(0,1)).

Wi — Wy fraco — = em L®(0, T, H}(0,1)),
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(¥™),

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)

Multiplicando (2.73); por 76, com v € D(0,1) e 8 € D(0,T) e integrando em Q,

obtemos

T , T T
- [ @, et +a /O (@™ (), ))0dt = [ (e), )odt+

+ / 7)0dt = /0 " F(t), y)6dt

Aplicando as convergéncias (2.88 —2.93) em (2.94), temos

T . T T
— [ @, eat+a /0 (@6, )6at = [ (pu(t), 7)o+

+ / 7)0dt = /0 " F(t), y)6dt

o que implica

T T
/0 (ee(t), V) pr0,1),000,1) th_“/o (Pxx (), V) pr(01),D(01) OFE—

/ )6dt + / )0dt = /0 " F(t), y)6dt

(@), M) pri0.,p01) — # (25D V10, p01) — (#x(),7)

ou seja

(2.94)
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+(@(),7) = (fF (1), 7)) pro1),p01) = 0 ¥y € D(0,1) e V0 € D(O, T).
Assim
(Pre(t) — agxx(t) — Px(t) + (1) — f(£), V) pr(01),p01) =0
para todo v € D’(0, T). Portanto
Pre(t) — adax(t) — Yx(t) + P(t) = f(t) em D'(Q).
Como ¢ € L*(0, T; H3(0,1)) entdo ¢xx € L®(0, T; H1(0,1)). Por este fato, obtemos
Pur(t) — agrx(t) — (1) + ¢(t) = () em L'(0, T; H7'(0,1)) (2.95)

Multiplicando (2.73), por 46, com v € D(0,1) e 6 € D(0,t) e integrando em Q, obte-

mos
T
/ 16dt + b/ 9dt+/ (@™ (1), 7)0dt = /O (g(t), 7)6dt
(2.96)
Aplicando as convergéncias (2.88 — 2.93) em (2.96), temos que
/ 6dt+b/ 9dt+/ (¢t )Gdt:/OT(g(t),'y)th

o que implica
T
/ (P (t), >D’ (0,1),D(0,1) Odt — b/ (P () >D’(0,1),D(0,1) O+

+ [ @ett),mod = [ (s(0), )0

ou seja
T
(@) Mpanpon ~ B Moo + @00 = [[sOM0) <0
para todo v € D(0,1) no sentido de D’ (0, T). Portanto
Yue(t) — bipxx (£) + Px(t) = g(t) em D'(Q).
Como i € L®(0,T; H}(0,1)) entdo iy € L®(0, T; H1(0,1)). Por este fato, obtemos
Wit () — bipx (t) + px(£) = g(t) em LY(0, T; H1(0,1)). (2.97)

e Condi¢oes Iniciais
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Como ¢ e p € L*(0,T; H}(0,1)) e ¢ e Y € L¥(0,T;L?(0,1)) temos pelo teorema
(1.1.31) que p e yp € C°([0, T]; H1(0,1)), logo faz sentido ¢(0) e ¥(0) e ¢+(0) e y(0).
Assim de modo anédlogo na se¢do (2.2), obteremos as condi¢des iniciais do teorema

2.3.1.
e Unicidade

Para provamos a unicidade da solugao fraca do problema (2.3). Suponhamos (u!, v!)

2 1 2

e (u”, 02) na condig¢des do teorema 2.3.1. Entdo o par {wl, wz}, onde w! = ul —u?e
w? = vl — v?, satisfaz

w,w? e L*(0,T; H}(0,1)) (2.98)

wi?,w® € L*(0,T;13(0,1)) (2.99)

w' M w? e L°(0,T; H1(0,1)) (2.100)

wi) —awld) —w® +w® =0 em L'(0,T; H1(0,1)) (2.101)

w0 — b+l =0 em L'(0, T; H(0,1)) (2.102)

w1 (0) = 0w (0) = w@(0) = w!?(0) = 0 s0bre Q (2.103)

Assimw € L®(0,T; H}(0,1)), wy € L®(0,T; L?*(0,1)) e wy € L1(0, T; H1(0,1)). Note-

mos que ndo faz sentido as dualidades (w},, w}) e (w?, w?). Entdo definamos fungdes

— [ w'(r)dr se 0<t<s
Z'(t) =

0 se s<t<T
comi = (1,2). Temos entdo z'(t) € L*(0,T; H{(0,1)) e zi(t) = w'(t). Fazendo
w' () = fot w'(r)dr, podemos concluir que z'(t) = wi (t) — wi (s).
Como L*(0, T; H™! (0, 1))+L1 (0, T; L2(0, 1)) estar continuamente imerso (L*(0, T; H! (0, 1)))/,
faz sentido as dualidades (-, ),/ y de (2.101) com z' e de (2.102) com 22, onde X =
L*(0, T; H}(0,1)). Multiplicando (2.101) por z! e (2.102) por z? e integrando de 0 a s,

obtemos

/0 (wl ), 20()), dt+ /O REIRO) A(0)), di+a /0 (@D(8), 20 ()))dt
' ' (2.104)

Jy e =, 20— [ b0, 20 (1)t =0
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como b é uma constante positiva, e escolhendo-o convenientemente igual a 1, a igual-

dade (2.104) fica

[ (@@, z0m), de+ [ (0 @), 22m), dtva [ (@O, 2O0)

onde E = H}(0,1)
Analisando os termos de (2.104)

Temos que

Logo

/0 ] (wid0), 20)), ,dt = /0 S % (" (8), 200(r)) at - /0 S (), 2 (1)) a

- (o0 0) - [ f <3l 43 e

Agora, observe que

a/os((w(l)(t), z<1>(t)))dt:a/os((zﬁ”(t), 20 (1))t :a% /OSE Hz(l)(t)szt (2.106)

— [ - Lo = 2w

temos que

d 2 1 2 1
= / =00 =2 0] at = 5 |20s) -2 6)[ 5|20 0) -2 0)| @107)
1 2
=5 wgl)(s) —wﬁ)(s)) :

Substituindo (2.105) — (2.107) em (2.104), obtemos

%‘w<1)(s)‘2+ % @) ‘ 2 et H > (wl wﬁ)(s)‘2 —0.  (2108)
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Concluimos que
’w(l)(s)‘z + ‘w(z)(s)’z +a ngl)(s)H2 + ‘wgl)(s) - wﬁ)(s) g 0,

ou seja ‘w(l)(s)’ = ’w(z) (s)‘ = 0. Portanto w!)(s) = w?(s) = 0, para todo s € [0, T], o
que implica u! = u? e v! = 2.

N
2.4 Solugao Ultra Fraca

Objetivo deste segdo é definir solucdo ultra fraca e apresentar certas regularidades para

o seguinte problema misto de valor ndo homogéneo na fronteira.

y' —ayx—zc+y =0
em Q (2.109)
Z// - bex +yx == 0

em ]0,T[ (2.110)

em Q) (2.111)
z(x,0) = 2%(x), Z'(x,0) = z!(x)

quando os dados iniciais y°, y! 20, z!

sdo menos regulares que os considerados na
Secdo 2.3. Por este motivo, a solucdo sera denominada de solugdo ultra fraca.

Queremos estudar este problema supondo que v(t), w(t) € L?(0,T). A fim de obter a
defini¢do de solugdo para o problema misto acima, nés seguiremos uma procedimento

heuristico. Multiplicar ambos os lados de (2.109); por ¢ e de (2.109), por ¢ e integrar
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sobre Q. Onde {¢, ¥} sdo solugoes de
¢ —apxx — P+ P = f
em Q (2.112)
¢ —bpxx + P =g

P00 =0, 9(1,6)=0
em ]0,T[ (2.113)

P(0,t) =0, o(1,t) =0

Pp(x,T) =0, ¢/(x,T)=0
em Q (2.114)
P(x,0) =0, ¢/(xT)=0

Sabemos que a solucdo {¢, ¥} pertence a classe
CO([o, T); H3(0,1) N C([0,1]; L*(0,1)),
onde f,¢ € L}(0,T; L?(0,1)). Depois da integracdo em Q, obemos

—(y",9(0)) + (v, ¢'(0) — (=, $(0)) + (=", ¢'(0)) — /OT av(t)px(0,t)dt—  (2.115)

—/Owa(t)qu(O,t)dt—l—/()T/Ol(yf—l—zg)dxcﬁ:0

Note que ¢(0),9(0) € H}(0,1) e ¢'(0),4'(0) € L*(0,1), portanto, se escolhermos em
(2.115), y°,2z° € L2(0,1) e y*, 2! € H71(0,1), entdo faz sentido, em (2.115),
{(y',$(0)),(z!,9(0)), a dualidade entre os pares H~1(0,1) e H}(0,1). Também faz
sentido (y°,¢/(0)), (z°,¢'(0)) o produto interno em L?(0,1). Note que ¢»(0,t), (0, t)
pertencem a L%(0,1).

Motivado por (2.115) consideramos a aplicacdo S definido sobre (L(0, T; L?(Q))))?,

tomando valores em IR, dada por

(S, {f.8}) = (", 9'(0)) — (y', ¢(0)) + (2%, 9'(0)) — (=", (0))+ (2.116)
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T T
+ [ av(t)g:(0, )t + [ bro(t)pu(0, Dt
0 0
Dai
(S AL 8D < 191" O + 1yl -10,1) 19 (0) |+ (2.117)
219" (0)] + alo(t) |¢x (0, £)] + blw(t)][x(0, 1)
Como uma consequéncia do Teorema 2.3.1 e da identidade do Lema 3.2.1, obtemos de
(2.117).
(S Af D] < UVl + Iy 101y + 121+ 12 i1 0y + (2.118)
+1x (0, )] + [ (0, DI {f, 8} 11 0,702(0,1)))2
Entdo (2.118) diz que S definida por (2.116) em (L(0, T; L?(0,1)))? é uma forma linear
continua, isto é, S é um objeto de (L*(0, T; L%(0,1)))? dual de (L'(0, T; L?(0,1)))?. Pelo
Teorema da Representacio de Riesz, existe um objeto {y,z} de (L2(0, T; L?(0,1)))? tal que

SAfaN = [ [ o + zg)aea 2119)

Definicio 2.4.1. Para {y°,y'},{zz'} € L[%(0,1) x H71(0,1) e v,w € L?(0,T) nds
chamamos de solugdo ultra fraca ou Solugdo por Transposicao (Ver [?]) do problema
ndo homogeéneo (2.109), (2.110) e (2.111), o par de funcdes {y, z} € (L®(0, T; L2(0,1)))?

que satisfaz

/OT /01 (yf +zg)dxdt = (v°,¢(0)) — (v, 9(0)) + (z°,¢/(0))—

T T
—(z',9(0)) +/O av(t) ¢y (0, t)dt+/0 bw(t)dy (0, t)dt
para todo par {f,¢} € (L'(0,T;L?(0,1)))? e {¢, ¢} é solugdo de (2.112), (2.113) e
(2.114).

Existe apenas uma solugdo ultra fraca para o Sistema de Timoshenko e esta solugao

{y, z} satisfaz
H{]/rz}H(LZ(O,T;LZ(O,l)))Z < C(|]/O| + H]/1HH*1(0,1) + |ZO’+ (2.120)

1
2 101y + 1 (0, £)| + [p2(0, £)])
De fato, a existéncia é uma consequéncia do Teorema da Representagio de Riesz, como

podemos ver acima. A estimativa em (2.120) é consequéncia de (2.119) A unicidade
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segue do Lema de Du Bois Raymond.

No6s podemos também provar usando o mesmo método usado para equacdo de
onda linear que a solugdo ultra fraca {y,z} de (2.109), (2.110) e (2.111) satisfazem a

condicdo de regularidade
y,z € C°([0,T] : L2(0,1)) nC*([0, T]); H~1(0,1),

o dado inicial e as condi¢oes de fronteiras.
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Capitulo 3

CONTROLABILIDADE EXATA PARA UM SISTEMA DE
TIMOSHENKO

3.1 Controlabilidade Exata

O objetivo deste capitulo é estudar problemas de controlabilidade exata por meio do
Método da Unicidade Hilbertiana (HUM), idealizado por Lions (ver [?]), cuja metodolo-
gia é baseada em certo critério de unicidade e na construg¢des de um espago de Hilbert.
O HUM toma em consideragdo as propriedades das solugdes da equacdo da onda,
neste trabalho iremos considerar as propriedades da equacdo de vibragdes transver-
sais de viga, desenvolvidas no capitulo 2. Primeiro iremos verificar a controlabilidade
para o sistema (3.1) no caso em que os coeficientes sdo constantes reais positivas, pos-

teriomente veremos um generalizagdo.

3.1.1 Controlabilidade Exata na Fronteira

O problema de controlabilidade exata na fronteira X, consiste em mostrar que dado
um conjunto de valores iniciais em um espago de Hilbert conveniente, existem con-
troles que chamaremos aqui de v(t) e w(t) que pertencdo a L?(%Zj) de forma que todo
estado inicial pode ser dirigido ao equilibrio. Em outras palavras é equivalente a
demonstrar que todo estado inicial pode ser dirigido a todo estado final.

Consideramos a controlabilidade para o sistema:

y' —ayx —zx +y =0
3.1)

Z// - bex +yx — 0

que é motivado por questdes de vibragdes eldsticas unidemensional. De fato, o sis-
tema (3.1) tem sua origem nas vibragdes transversais de uma viga onde consideramos
o efeito de rotagio enercial. E chamado de S. Timoshenko [?], modelo para vibragoes
quando consideramos a rotagdo inercial e deformacdo de cisalhamento. Note que a e

b sdo constantes positivas. Suponhamos uma viga de comprimento L = 1. O deslo-
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camento transversal do ponto x, para 0 < x < 1 noinstantet, 0 < t < T, que é a
deformacdo da curva, representada por z = z(x,y). Denotaremos por y = y(x,f) a
declividade da deformagdo da curva z = z(x, t) motivada pela agdo de rotagdo, pro-
duzindo um cisalhamento.

Vamos representar por () o segmento de [0, 1] da reta real R, que representa a viga em
equilibrio. Por Q representaremos o retangulo Q) x (0, T) do plano R?, onde T é um
numero real positvo T > 0; I = {{0},{1}} é fronteira de (); X =T x (0, T) é lateral
do retdngulo Q; Ty = {0} é uma parte de I' com media positiva e £y = I'g x (0,T) é
parte da fronteira onde o controle exerce a agdo, portanto Xy = {0} x (0,T) = (0, T) .
Denotaremos com i e iy a derivada de y = (x, t), respectivamente, com respeito a t e

x. Entdo temos o seguinte problema misto ndo homogénio:

Yy —ayy —zx+y =0
em Q (3.2)
ZN - bex +yx - O

y(0,t) = o(t), y(1,8) =0
em ZO = FO X (O, T) (33)
z(0,t) = w(t), z(1,t) =0

y(x,0) = ¥°(x), ¥'(x,0) = y'(x)
em Q (3.4)

z(x,0) = 2%(x), Z'(x,0) = z'(x)
A controlabilidade exata na fronteira para (3.1) é formulada a seguir: Dado T > 0,
encontre um espaco Hilbert H tal que para cada par {y° y'}, {z% z'} pertencendes
a H, existe um par de controles v(t), w(t) em L?(0, T), tal que a solugdo y = y(x,t),

z = z(x,t) de (3.2), (3.3), (3.4) satisfaz:

y(x,T) =0,y (x,T) =0
em (Q) (3.5)
z(x,T)=0,2z'(x,T) =0
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Observagio 3.1.1. Como a velocidade de propagacao das ondas para cada tipo de movi-
mento é finita (em nosso caso, iguais a 1/a e v/b), para que se tenha controlabilidade, o

tempo T haverd de ser suficientemente grande, aqui T > 2a, onde « = max {Ty, T,}.

Observagio 3.1.2. Devido a linearidade e reversibilidade da equagdo da onda, o prob-
lema de controlabilidade exata na fronteira pode ser formulado como: Dado T > 0
suficientemente grande, achar um espago de Hilbert H tal que para todo par de da-
dos {1,2%,2% 2"} e {4% 4", p°, p'} em H , existam controles v e w € L?(%y), tal que a

solugdo y = y(x,t,v,w), z = z(x,t,v,w) de (3.2) satisfaz a condicao:

T) = ¢°, "(T) = 41
y(T) =4 y/( ) =4 (3.6)
2(T)=p° z(T)=p'
De fato, sejam q(x, t) e p(x, t) solucdes do sistema
9" = aqex —px+q4=0
em Q
p" —bpxx +qx =0
q(x,0) =0=¢q(1,t) =0
em (0,T) 3.7)
p(x,0) =0=p(1,t)=0
9(T) =4°, 4'(T) = ¢'
em Q)

p(T)=p°, p'(T) = p.
O problema (3.7) admite uma tnica solugdo forte, conforme resultados da se¢do 2.2.

Definamos novas variaveis
m=y—q, n=z-—p.

Entdo, y, z satisfaz (3.2) se, e somente se, m, n sdo solugdes do seguinte sistema

m'" —amy —ny +m =20

em Q

nll_bnxx+mx — 0

m(x,0) =0=m(1,t) =0
em (0,T) (3.8)
n(x,0)=0=n(1,t)=0
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m(0) = y° — q(0), m'(0) = y* — 4'(0)

em Q)
n(0) = z° — p(0), n'(0) = z' — p*(0).
Além disso, verifica-se (3.6) se, e somente se,
m(T) =m'(T) =n(T) =n'(T) = 0. (3.9)

Portanto, como {3 —¢(0), y' —4'(0)} e {z° — p(0), z' — p'(0)} € H, existem con-
troles v e w € L%(Xo), tal que a solugdo de (3.8) verifica (3.9), logo a solugdo de
(3.2) satisfaz a condi¢do (3.5). Um fato importante e indispensavel na prova desta

equivaléncia, foi a linearidade e reversibilidade do sistema.

O resultado a seguir garante a controlabilidade exata na fronteira para o sistema

(3.2).

Teorema 3.1.3. Suponha a e b niimeros reais tal que

min = {a,b} >lea = {%,%},

e seja T > 2x. Entdo, para cada conjunto de dados iniciais {y°,y'}, {2°,z'} pertecendes
ao 12(0,1) x H=1(0,1), existem um controles v(t), w(t) € L*(0,T) tal que a solucio y =
y(x,t),z= (x,t)de (3.2), (3.3), (3.4) satifaz (3.5).

Prova: A prova é aplicagdo direta do método HUM, que consiste nas seguintes etapas.

1. consideremos {¢%, ¢!}, {¢% ¢!} € D(0,1) x D(0,1) e resolvendo o seguinte
problema misto:

¢" —apxy —hxr +¢ =0
em Q (3.10)

IP” - b’vax +¢x =0

p(0,t) =0, p(1,) =0
em (0,T) (3.11)

P(0,t) =0, p(1,t) =0
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¢(x,0) = ¢°(x), ¢'(x,0) = ¢*(x)
em Q) (3.12)

P(x,0) = ¢°(x), '(x,0) = 9'(x)

Pelo resultados da secdo 2.2 o problema misto acima (3.10) ,(3.11) e (3.12) tem

uma Unica solugdo forte ¢ = (x,t), = (x, t) e tem-se que:

¢x(0, ), ¥y(0,t) € L*(0, T). (3.13)

. Usando a solugdo ¢ = ¢(x,t), = p(x,t) do passo 1, e resolvendo o problema

retrégrado:

§"—alxx —Cx+C=0
em Q (3.14)

C” - b€xx+§x =0

£(0,1) = —agu(0,1), €(1,1) =0
em Xg=Tgx(0,T) (3.15)

£(0,6) = —bipx(0,1), £(1,6) = 0

&(x, T)=0,¢8(x,T)=0
em Q) (3.16)
{(x,T)=0,'(x,T)=0

Note que (3.14),(3.15) e (3.16) tem uma tnica solugdo ¢ = &(x,t) e { = {(x, t).

Para as solugdes ¢ e  satisfazendo (3.13), definamos a aplicagao:
A% 9! 0, ¢} = {€(0), ~2(0), T'(0), ~¢(0)} (3.17)

A estd bem definida. De fato para todo par {4)0, P! }, {lpo, lpl} € D(0,1) x D(0,1)
resolveremos (3.10), (3.11) e (3.12). Como a solugdo ¢ = ¢(x,t) e P = P(x,1),
satisfaz (3.13), resolveremos (3.14), (3.15) e (3.16), obtemos & = &(x,t) e { =
(x,t) e pela regularidade da solugdo ultra-fraca, temos ¢(0), {(0) € L?(0,1) e
&(0), £'(0) € H1(0,1), logo faz sentido calcular &(0) = &(x,0), £(0) = (x,0),
¢'(0) = ¢'(x,0),2'(0) = Z'(x, 0).
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. Multiplique ambos os lados de (3.10); por ¢ e (3.10), por {, solucdo de (3.14),
(3.15) e (3.16), e integrando em Q. Obtemos, depois integrando por partes:

/Q ¢ cdxdt —a /Q PrxCdxdt — /Q Yot + /Q pedxdt =0  (3.18)
Note (¢",&) = (¢, &) — (¢, &), entdo a primeira integral de (3.18) é igual a
! T ! /
/ng zxdt = — (9/(0),2(0)) —/0 (9.8 )at. (3.19)
Como
T / !/ / 1
/O (¢,¢ )dt=—(¢(0),¢(0)) - /quj dxdt, (3.20)
entdo substituindo (3.20) em (3.19), segue que
" _ !/ 0 1 1
|9 cdxdt = —(¢'0),8) + (90),8") + [ gt'dxat. 321
Por outra parte, usando a identidade de Green, temos
_ _ %
4 /Q Pexldxdt = a /Q VVedxdt = —a /Q Eanpdxdt + a /Z Sgdr. (3.22)
analisando o seguinte termo
1 /T T T
- /Q Ppoldxdt = — /0 /0 o ldxdt = — /0 Pe(1,)E(1, t)dt + /O (0, )E(0, £)dt

usando as condi¢des de contorno de (3.15), teremos

T
- /Q poédxdt = —a /0 2(0, ) (0, £)dt. (3.23)
observe que, usando as condi¢des (3.11) no termo ¢¢, segue que
1 T T T
/Q pedxdt = /0 /O pedxdt = /0 o(1, (1, t)dt — /0 (0, 1)2(0, £)dt = 0
(3.24)

Agora analisando os termos de (3.10); tem-se
/ " Cdxdt — b / Pualdxdt + / pxldxdt = 0 (3.25)
Q Q Q
Note (¢",2) = (¢,2) — (¢, ), entdo a primeira integral de (3.25) é igual a

/Q y'dxdt = — ('(0),2(0)) - /0 ! (¢, ) at (3.26)

Como

/OT <¢’,g’> dt = — <¢(0),C/(0)> - /Qmpg”dxdt, (3.27)
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entdo substituindo (3.27) em (3.26), segue que
n _ / 0 1 "
/le gxdt = — (/(0),0°) + (9(0), >+/le§ dxdt. (3.28)
Por outro lado, usando a identidade de Green, temos
d
b /Q Yealdxdt = b /Q VyVidxdt = —b /Q Covtpdxdt + b /Z £¢d2. (3.29)
analisando o seguinte termo
1 T T T
/ buldxdt = / / pxldxdt = / e (1, (1, £)dt — / (0, 1)2(0, £)dt
Q 0 Jo 0 0
usando as condi¢des de contorno de (3.15), segue que
T
/ pxldxdt = b / (0, 1) (0, £)dit. (3.30)
Q 0

Assim, substituindo as igualdades (3.21), (3.22), (3.23) e (3.24) em (3.18), e
(3.28), (3.29), (3.30) em (3.25) e adicionado ambos 0s termos, obtemos:

—{'(0),0%) + (p(0), ) + b/OT 9+(0, ) (0, £)dt + b/ZO % pardrt

—{(¢'(0),¢%) + (9(0),8") - a/OT Px(0,1)ps (0, D)t + a/ZO % pardt = 0. (331)

Tendo em conta (3.15), segue de (3.31), que

:/Ta4)2(0 t)dt+/Tb¢2(0 t)dt (3.32)
o o T |

Observe que o segundo membro de (3.32) é uma consequéncia das condigoes de

fronteira

£(0,t) = —agy(0,t) e £(0,t) = —bpx(0,1).
De (3.17) e (3.32) obtemos:

(A {om ot vt} o0t v ut ) =

/ !

= ({£0),-20,7©0),-c0}, {¢° ¢ v, ' }) =
F
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_ [ 2(0,t)dt tbz()tdt 3.33
= | ag2.0at+ [ byt (3:33)

Mostraremos mas adiante que existem constanstes positivas C, e C; tal que:

Gol{e. ot} < [[antonas [ oonas e
calfge e

Note que em (3.34) tem-se, por defini¢do,

[{o0mue. 0} = /01<|4>1<x>12 g2 ()2 + [ () 2+ [952)dx,  (335)

que é uma norma em (H}(0,1) x L2(0,1))2.

Por (3.34) segue se que Cy ||{¢°, ¢, y°, ¢'}||; definida por (3.35) é uma norma
em (D(0,1) x D(0,1))?, equivalente a norma de (H} x L?(0,1))? definida por
(3.35). O operador A definido por (3.17) é linear e continuo com respeito a norma
||l - Entdo tem uma extensdo tnica, por continuidade, ao fecho de (D(0,1) x
D(0,1))? com respectiva norma ||| ., que por (3.34) é equivalente a norma em
(H{(0,1) x L2(0,1))? dada por (3.35). Portanto, F = (H(0,1) x L*(0,1))% e
temos

A:F—F. (3.36)
F' é 0 dual de F, pois A é coesiva. Esta (3.36) é uma consequéncia do lema de
Lax-Milgram. Veja, também que F' = (H~1(0,1) x L2(0,1))%
Segue que A é um isomorfismo entre F = (H}(0,1) x L2(0,1))? e seu dual F' =
(H71(0,1) x L?(0,1))?. Consequentemente, dado {y°, y!,z% z! } tal que {y'!, —y°},
{z!,—z°} € H71(0,1) x L?(0,1), a equagdo

A {4)0, 4)1’ wol lpl} — {yl’ _]/0/ Zl,ZO} , (3.37)

tem uma dnica solugdo {¢°, @1, ¥°, P!} tal que {¢° ¢'}, {9, ¢!} € H}(0,1) x
L%(0,1).
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Por meio de (3.17) e (3.37) concluimos que que a tnica solucédo de (3.14), (3.15)
e (3.16) satisfazendo (3.4). Entdo, a tnica solugdo de (3.2),(3.3) e (3.4) com cont-

role:
v(t) = —apy(0,t) ew(t) = —bpy(0, ). (3.38)
satisfazendo (3.5), como queriamos demonstrar.

]

Agora, para finalizar o teorema 3.1.3 é suficiente prova a dupla desigualdade (3.34).

Para isso consideramos a energia do sistema (3.10) — (3.12) dada por

1
EU%ZA(WW@F+¢%&HL+WWﬂF+ﬁﬁFM% (3.39)
onde, usando (3.10) — (3.11) obtemos
d
SE(t) =0, ¥t >0, (3.40)

Entdo, usando (3.35) e (3.40) temos

2
V>0, (3.41)

E(t) = E(0) = |9, ¢ 4, ¢'|

Agora mostramos (3.34) em duas etapas.
Consideramos o sistema (3.10) com f, ¢ no lado direito de (3.10); e (3.10), respecti-
vamente, no lugar de zero. Antes de provamos a dupla desigualdade precisamos do

seguinte resultado.

Lema 3.1.4. Se {¢, P} é uma solugdo fraca de (3.10), (3.11) e (3.12) com lado direito igual a
feg € L%(0,T; L?(0,1)), entdo temos a identidade:

1/T(a 2(0,£) + by (0, £))dt = (342)
5 ), (a93(08) + by (0, )dt = -
= [0 (), (=2l 0) + (4 (0. 1), (1= 1)l 1)+
+ 9P+ 14+ algsl? + bl
—%/Q|<p|2dxdt—|-/Qf(1—x)<pxdxdt—|-/Qg(1—x)1pxdxdt.

i) Desigualdade Direta
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Prova: Primeiro mostraremos a desigualdade a direita de (3.34). Para isso seja T > 0
e toda solucdo de (3.10) com dados ¢° e y° € H}(0,1) N H?(0,1); ¢!, ¢! € HL(0,1) e
f, g € WH(0,T; H{(0,1)), e seja g € C'([0,1]), usando o método de multiplicadores
como em J.L.Lions [?], ou seja tomando g(x )(84’) escolhendo convientemente g(x) =
L —x° tem-se q(x) = (1—x) e 3‘}; = ¢, dai multiplicando (3.10); por (1 — x)¢x,
(3.10); por (1 — x)y e integrando em Q, obtemos:

/Q ¢ (1— x)pedxdt —a /Q e (1 — x)pudxcdt— (3.43)
— /Q Px (1 — x)pydxdt + /Qcp(l — X)pydxdt = /Qf(l — X)prdxdt
/Q ¢ (1 — x)odxdt — b /Q Pre(1 — x)odxdt+ (3.44)

+ /Q §+(1 — x)prdxdt = /Q g(1 — x)yudxdt

Vamos calcular (3.43) termo a termo

1 T 1
/Q<p (1—x)¢xdxdt:/0 (", (1 — x)py)dt =

! T / !
= (@, (=0T - [ (@, (1 -x)poa

A integral do lado direito seré:

1—xgb(pxdxdt "1-x —‘P—(P dxdt =
8
= ! 1(1— ZJ&Pd dt = 1—x |4>/|2dxdt=
0 Jo at ox 2

integrando por partes
3 [ {a= i P o far == [ g/
Note que (1 — x)¢'(x, )|} = —¢ (0, ) = 0. Entéo,

/Qq;"(l — X)pxdxdt = (¢, (1 — x)¢x)|T — / ¢ (x,t)2dxdt. (3.45)

Obtemos:

—a/Qfox(l — X)pxdxdt = —a /OT /01(1 — X)PxPx
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integrando por partes
a [T 211 '
=5 | =g+ [ gt par =

1/Ta 2(0 t)dt—l/ ad>dxdt
2 0 (Px ’ 2 Q (PX *

Entdo,
1

_ _ _ Lt 1 2
/Qa(pxx(l x)(pxdxdt—z/o a¢y (0, t)dt Z/Qa(pxdxdt.

Os préximos termos sdo

_ /Q Pe(1 — X)podxdt = — /Q (1 — x) o prdxdt

1 0
/Q(P(l_x)qudmt:E/Q(l—x)gqudxdt:

%/{)T{(l —x)¢*(x, 1) |5+ /10 P*dx}dt = %c])zdxdt

porque ¢(0,t) =0

Entao,
_ 1 2
/Q(l — X)pxdxdt = E/ng dxdt.

de (3.45) e (3.48) obtemos por adi¢do:
1 T 2 ! T
7 [ a0 = —(¢, (1 - x)g) T+
+1/ ¢’2dxdt+1/ a<p2dxdt-|—/ (1= x)pxcpodxdt—
2 Jg 2o Q .

1 2
- /Q PPdxdt + /Q F(1 = x)pedxdt.
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dxdt

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

Vamos agora calcular (3.44), usando o mesmo método que foi aplicado a (3.43):

1 T ’
5/0 P20, t)dt = —(p, (1 — 2)pa) ]+

1 2 1 X
+5 /Q ydxdt + /Q bytdxdi+

+ /Q(l — X)ypyrdxdt + /Qg(l — X)ydxdt.

(3.50)
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Finalmente, se adicionamos (3.48) e (3.50) obteremos:
1 T
3 |, (@930, + by2(0,))at =
= —{(¢, (1=209x) + (¥, (1= )} +
1 / /
g [0+ 19 P+ algnf? + bl )t

1 2
_§/Q¢ dxdt + /Qf(l — X)prdxdt + /Qg(l — X)ydxdt.

Agora, usando a identidade (3.42) do Lema 3.1.4, seremos capazes de prova a desigual-

dade direta. Por limite, a identidade é verdade para a solucdo fraca, note que:

Z <2 sup ‘(cp/(x,t),(l — x)(Px(x,t))‘ <

0<t<T

(@, (1=x)9)

1 1
<2 sup {%/0 4)’2(x,t)dx+%/0 cpidx} < CoEyp.

0<t<T

Para prova a desigualdade direta, vamos considerar (3.42) com f = g = 0, tal que

{¢, ¢} é solugdo fraca de (3.10), (3.11) e (3.12). Se consideramos a desigualdade de

energia da solugdo fraca que satisfaz CoE, < E(t) < CyE, e a desigualdade de Poincaré,
segue de (3.42) que:

T 2

| @00+ byd(0,0)de < € {9, 0" 4",y |

H}(0,1)xL2(0,1))?

ii) Desigualdade Inversa

Vamos prova a desigualdade inversa seguindo os métodos de Zuazua [?]. De fato,
vamos considerar o funcional:

1 rT—ax
- E ax

+% Tﬁax(gb/(x, 12 + by (x, 1)2)dt,

definidaem 0 < x < 1. Onde x = 0 temos:

F(x) (¢ (x,8)% + ady(x, )% + P(x, t))dt+ (3.51)

1 T—a0
N E a0
1 T—a0

5 [ @07 +bpu(0,0)d,

F(0) (¢/(0,£)% + agy (0, £)* + $(0, t)?)dt+

logo
1T 2 2
F(O) =5 [ (agu(00) + b0, 1)t (3.52)
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que o segundo membro da desigualdade inversa. Repare que & = max ( N \f) Rep-
resente F(x) = G(x) 4+ H(x) dado por (3.51). Calculando a derivada de F(x) temos:

T—u o
G'(x) = [ 99+ aupuc+ )= (3.53)
—5 L @000 +agu(x, 0% + p(x,1)?)

integrando por partes:

T—ax , , , T T—ax
[ e =g el — [ g gt (354
ax nx

Multiplicando ambos os lados de (3.5) por ¢, e integrando de (ax, T — ax) com respeito

at. Tem-se

[ gt [ gt~ [ ypatr [ gpar =0, @59

X X X

Substituindo (3.54) em (3.55) obtemos:

, T—ax T—ax ,d B T—ax g
¢ xlax " ¢ P at " APxxPxdt (3.56)

T—ax T—ax
- / ll]x¢xdt + / 4)¢xdt — 0.
o ax

X

Adicionando (3.53) e (3.56) temos:

) = p ol — [ et 2 [ gguat- 357)
LY (B aalx 2+ ().

t=T—ax
t=ax

O premeiro termo dao lado direito de (3.57) pode ser majorado por:

B B

¢ 2 1 2 2
P9s < 50%F g = 597+ ﬁcpx

Tomado g = 7 temos:
1 12
4’¢x__2\/—¢ + lvra¢x
¢ < ﬁ (¢2+ag?).

Sabemos por hipétese do Teorema principal 3.1.3 que \[ < &, entdo

0'9x < 5 (0 + aga(x,1)?)



Onde
PO <5 L (@D +age(x, 1) + 9(x,)?)
De (3.57) e (3.58) obtemos:
T—ax T—ax
G- [ “ypadtr2 [ T ppat

A derivada de H(x) com respeito a x é

T—ax

H'(x) = /a (¢ Py + Dipatpry )t

X

— Y (@ (x5, 1) + bpe(x, 1)?).

t=T—ax
t=ax

Pelo mesmo argumento usado na analise de G'(x) obtemos de (3.60)

—Qax o

/ " T T
H () = 99l + [ upadt = 3

t=T—ax
t=ax

Obtemos também

Y () (x, )%+ byu(x, 1))

T—ax

N &

!
T—
#’¢Xbx“xf§ -

t
t

De (3.61) e (3.62) obtemos:

T—ax

H'(x) < / Prpydt.

oax

Adicionado (3.59) e (3.63) obtemos:

T—ax
F(x) <2 / PPdt.
nx
Desde
<max <1 1l (x t)z—i—la (x,1)?
(P(Px — 4 a ZCP ’ 2 4)X 7 7
modificando (3.64) para obter:

Integrando (3.65) obtemos:

ou

Y () (x, )%+ byu(x, 1))
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(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)



65

Desde
T—ax
Eodt < co/ E(t)dt =

oux

T—ax

(T — 2)E, :/
ax

B T—ax 1 /1 " 1 ) 1 ’

= Co/a /() (E(P + Eagbx—!— E(P ) dxdt+

+Co / e / NETCIEINEA
® 0 2 2 *

Desde 0 < x < 1, obtemos:

T—ax r1 1 1
(T — 20()E0 < Co/ / (—4)’2 + —a(f)%) dxdt
« 0 \2 2

T—ax 1 /17 1 1
+c0/ / (-q/z + —b¢§> dxdt = c/ F(x)dx < CoF(0).
4 0 2 2 0
Entdo para T > 0 obtemos a desigualdade inversa e consequentemente a prova do

Teorema Principal 3.1.3. O
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Capitulo 4
CONTROLABILIDADE EXATA COM COEFICIENTES VARIAVEIS

Neste capitulo consideramos uma generalizagdo do caso estudado no capitulo 3, ou

seja os coeficientes a(x) e b(x) sdo variaveis:

y' — (a(x)yx) —zx+y =0
(4.1)

2" — (b(x)zx)x+yx =0
a motivagdo fisica para estudar este caso é a mesma dada anteriomente. Entdo

temos o seguinte problema misto ndo homogénio para (4.1)

y' = (@(x)yx) —zx+y =0
em Q 4.2)
2" — (b(x)zx)x +yx =0

y(0,£) = o(t), y(1,1) =0
em (0,T) (4.3)
z(0,t) = w(t), z(1,t) =0

em () (4.4)
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A controlabilidade exata para os problemas (4.2), (4.3), (4.4) é formulada a seguir:
Dado T > 0, encontre um espaco Hilbert H tal que para cada par {3°,y'}, {20 z!}
pertencendes a H, existe um par de controles v(t), w(t) em L2(0,T), tal que a solucdo

y=y(x,t),z=2z(x1)de (4.2), (4.3), (4.4) satisfaz:

y(x,T) =0,y (x,T) =0
em (0,1) (4.5)
z(x, T) =0, z/(x,T) =0

Formulado desta forma o problema parece ligeiramente ambiguo, j4 que ndo temos
precisado o tempo T que dispomos para controlar o sistema e nem o espago a qual
os dados iniciais pertencem. Geralmente, a possibilidade de obter um resultado de
controlabilidade exata dependera de como se escolha o tempo T, o espago dos controles

e 0 espago dos dados iniciais.

Observagio 4.0.5. Novamente, devido a velocidade finita de propagagdo das ondas para
que se possa ter um resultado de controlabilidade exata sera preciso que T seja sufi-

cientemente grande, a saber, T > Ty com Tp > 0 dependendo de () e IT'y.

O resultado a seguir garante a controlabilidade exata para o problema proposto
acima, usando o métdo HUM , onde a(x) e b(x) sdo fungdes varidveis positivas e as
duas velocidades de ondas dadas por /ag e v/bg sdo diferentes em todos os pontos da

viga.
4.1 Teorema Principal e Aplicacio do HUM

Nesta segdo fixaremos o resultado principal, que dar a controlabilidade exata na fron-

teira para o sistema (4.1).

Teorema 4.1.1. Suponha a(x) e b(x) € W'*(0,1) e

a(x) >ap>1,b(x) >bg>1em(0,1). (4.6)
Seja T > 2u, onde o = max(\/L%, \/L%) Entdo, para cada conjunto de dados iniciais {y°,y'},

20 21Y pertecendes ao L2(0,1) x H~1(0,1), existem controles v(t), w(t) € L? tal que a
{ p q
solucioy = y(x,t),z = (x,t) de (4.2), (4.3), (4.4) satifaz (4.5).



68

Observagio 4.1.2. Tem-se o mesmo resultado quando o controle atua no outro extremo

x = 1, a saber quando consideramos as condi¢des de contorno

y(0,t) =0; y(Lt) = —a(1)g«(1,t) Vt € (0, T)
2(0,1) = 0; z(1,£) = —b(1)px(1,£) Vt € (0, T)

no caso em que o controle atua simultaneamente em ambos extremos do intervalo, a

saber, quando se tem condi¢des do tipo
y(0,t) =o(t); y(1,t) = —a(1)px(1,t) ¥Vt € (0, T)

z(0,t) = w(t); z(1,t) = =b(1)(1,¢) Vt € (0, T)
a controlabilidade exata se verifica para T > \F com controles v(t), w(t), —a(x)¢px,

—b(x)py € L2(0,T)

Prova: O HUM se adapta muito bem a equagédo (4.1). Logo podemos reduzir o prob-

lema a obtengdo da seguinte estimativa

Go[[{er. 0" v }[[} < [ o) lge0,0Pdr+ [ b0) pe0, 0P @7

para solugdes de

em Q (4.8)

em (0,T) (4.9)

em (0,1) (4.10)
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a demonstracdo da desigualdade direta com coeficientes variaveis é andloga ao caso
que foi estudado para coeficientes constantes.

Para demonstrar a desigualdade inversa definamos o funcional

F(x) ==

1 T—ax
2 ox |:

9/ D +a(x) e (x, )P + lo(x, 2 dt+ @)

T—ax [

1 )
+§ - [y (x,£)]* + b(x)ltpx(x,t)\z] dt,

definidaem 0 < x < 1. Onde x = 0 temos:

FO =3 [ [9@0P +a)lge0,0P +16(0,0)] de+

1 rT—a0 ,
+§ /040 [llp (O’t)‘z_}_b(o)llpx(ozt)lz] dt,
logo
2/ 0)¢3 (0, t)dt + 2/ 0)y(0,)dt, (4.12)

que o segundo membro da desigualdade inversa. Repare que a# = max ( 1%, \/117) .

Represente F(x) = G(x) + H(x). Calculando a derivada de F(x) com respeito a x.

Entao .
c'(x) = | x_‘x [cp'qb; + SR+ a(xX) P + x| dt— (4.13)
-3 L |0+ ety

t=ax

integrando por partes:

T—ax , , , T T—ax
| gt = gl = [ g gt (4.14)
ax nx

Multiplicando ambos os lados de (4.8); por ¢y e integrando de (ax, T — ax) com re-
speito a t, substituindo o integrante ¢ ¢, em (4.14) e substituindo o resultado em (4.13)

Tem-se
T—ax

, , T—ax
G =g nll—3 [t~ [ puparr (@.15)

ax

2 [ gt =3 ¥ [0 t7 + a7

t=T—ax
t=ax

Agora modificando o primeiro termo do lado direito de (4.15). Obtemos

P

/ B
4’4’x§5

97+ ﬁqu_ 29t e



PPl <3 2 90+ at)gto
De (4.15) e (4.16) obtemos:

, 1 T—ax ” T—ax T—ax
G'(x) < -3 /m ayp2dt — /a ) rprdt +2 /m ) PP dt

X
A derivada de H(x) com respeito a x é

T—ax P by
H'(x) = /a (1P Py + ?lpazc + b(x)¢x¢xX) dt

X

Z (IP/(x, £)% 4 b(x)x(x, t)z) .

t=T—ax
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(4.16)

(4.17)

(4.18)

Os mesmo argumento usado na andlise de (4.8);, serdo aplicados na equagdo (4.8),

para obtemos
, , T— 1 pT—ax 5 T—ax
HG) =99l =5 [ obad+ [ gupadt—
oux ax

—% Z:[ﬁkxn?+um¢4xoﬂ.

t=T—ax
t=ax

Por um argumento semelhante usado sobre (,blcpx, obtemos

Y < f (92 +0)g2) < 5 (¥2 +b(x)93),

porque \/% < a = max ( 1%, \/117) Segue que:

o

PRI <=5 X [ @0+ b n?.

t=T—ax
t=ax

De (4.19) e (4.20) obtemos:

, 1 T—uax 5 T—ax
H'(x) < -5 /a beyldt + / it

X

Adicionado (4.16) e (4.21) obtemos:

T—ax T—ax

P’( 1 5 1 5 T—ax
2 2 ax

oax ax

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)



modificando (4.22) para obter:

iy < Maalley [T el [T
(0 <5 [ Tatgars e [ b3

X

1 T—ax 1 T—ax
—2= PPdt +2-— / a(x)¢2dt.

2 ox 2[10 ox

Por defini¢do de F(x) dada por (4.11) e da estimativa de F/(x) tem-se:
F'(x) < cF(x)

com

c = e (Lol Wl )
a, b,

Entdo, integrando sobre a desigualdade, segue:
F(x) < C,F(0),Cp =expC, 0<x <1
agora integrando (4.24) no intervalo (0, 1) teremos

/01 F(x) < C,F(0).

_ 1 1 .
SeT >2n, « = max ( o \/E>’ obtemos:

T—ax T—uax
T — ZIXEQ = / E()dt < Cl/ E(t)dt
o

X oax

a saber que E(t) da seguinte forma quadratica é:
EW) = [ [l¢/x 0 2 2| d
(=5 [ |90 +ax) 1gx(x. D +1g(x, )] dt+

+% /01 [W(x' B)[? + b(x) [ (x, t) !2} dt.

como foi visto na se¢do (2.2.1) Entéo,

(T-2mEy< [ [ 2190 + a0 1gxx 0P +1g(x, 0] du

4G /:_“ /01% (19 (2, D2+ () e (x, 1) ] dxat

Desde 0 < x <1, ax < @, entdo
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(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

1 T—ax
(T—Zcx)EOg/O %/M [|¢/(x,t)}2+a(x) |¢x(x,t)|2+\¢(x,t)‘2] dtdx  (4.27)

el /1 1/T 19 G P+ b, )P



De (4.11) e modificando (4.27) para obter:

(T — 20)Ey < C/OlP(x)dx < G,F(0).

que implica a desigualdade inversa.
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Apéndice A

EXISTENCIA E PROLONGAMENTO DE SOLUCOES
APROXIMADAS

O nossso objetivo neste apéndice é justificar a existéncia de solugdes do sistema
(2.10). Sejam G C R™*! um aberto e f : G — RR" uma fungdo ndo necessariamente

continua.

Dizemos que uma funcdo absolutamente continua x(t) definida em algum intervalo

dareta I tal que (x(f),t) € G, Vt € I, é uma solugdo para o problema
x = f(x,t) (A1)

se x(t) satisfaz A.1 g.s em (x,f). Seja (xo,t,) € G. Associando a A.1 e a (xo,tp) tem o

problema de valor inicial

x'= f(x,t),
(A.2)

x(tg) = xo.

Dizemos que a fungdo f : G — IR" estd nas Condi¢des de Carathéodory sobre G se
1. f(x,t) é mensuravel em t para cada x fixado,
2. f(x,t) é continua em x para cada t fixado,

3. Para cada compacto K de G existe uma funcao real integravel mg/(t) tal que

|f(x,t)] < mg(t),¥(x,t) € K.

Consideremos o retangulo
R = {(x,t) eR"™L |x —xo| <b, |t—to| <a, b>0, a>0}.

Teorema A.0.3. (Carathéodory) Seja f : R — R" nas Condigoes de Carathéodory sobre R,

entdo existe uma solucio x(t) de A.2 sobre algum intervalo |t — to] < &, a > 0.
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Corolario A.0.4. Sejam G C R um aberto de f satisfazendo as Condigdes de Carathéodory

sobre G, entdo o problema A.2 tem solugdo para qualquer (xg, ty) € G.

Seja ¢(t) uma solugdo de (A.1) sobre I e I C I;. Diz-se que ¢(t) tem um prolonga-
mento até I3, se existe ¢1(t) solugdo de (A.1) sonre I; e ¢1(t) = ¢(t), Vt € L.

Teorema A.0.5. (Prolongamento) Sejam G C R"*! aberto e limitado e f : G — R" satis-
fazendo as duas primeiras Condigoes de Carathéodory sobre G e existe uma fungio integrdvel
m(t) tal que

|f(x,t)| < m(t),¥(x,t) € G. Seja ¢ uma solugio da equagio (A.1) sobre o intervalo |a,b],

entio
1. existem ¢(ay), ¢(b-),

2. se (p(b-),b) € G, entdo ¢ pode ser prolongado até |a, b + 6| para algum 5 > 0.

Resultado andlogo para a

3. @(t) pode ser prolongada até um intervalo (vy, w) tal que (¢(v+),7), (p(w-),w) € aG
(0G é a fronteira de G)

Corolério A.0.6. Sejam G = U % [0,T], T >0, U = {x € R"; |x| <b}, b > 0e f nas
condigdes do teorema A.0.5. Seja ¢(t) uma solugio de
¥ = f(xt),
(A.3)
x(to) = Xy, |x0| < b.

Suponhamos que qualquer intervalo I onde ¢(t) estd definida tem-se |@(t)| < M, Vt € I, M
independente de I e M < b. Entdo ¢ pode ser prolongada até [0, T.

As demonstragoes dos teoremas e dos corolarios deste Apéndice podem ser encon-

tradas em [?] e [?]

. Voltemos agora ao nosso problema. Como a > 0 e b > 0, afim de facilitar os calculos

assumiremos a = b = 1. Fazendo v = u = w; e substituindo ¢ (t) e " (t) em (2.10);
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(A.4)
Considere as seguintes matrizes
10 0 (1 0 0
0o 1 ... 0 0 1 0
Al = . ) . e A, =
0 0 1 0 0 ... 1y
4 mXxXm L dmXm
A Ay

A= B = [(wj(x) — wjx(x), wi(x) — wjx(x)) —I—]Ihg/ i<m

2mx2m

Ay Ap

onde I é matriz identidade m x m,

By = [(wj(x) — wix(x), wi(¥) = wix())],<; 1<

B — [ By B ]
Bl B2 2mx2m

gt | L (f(B)+35(t), 1) ] ES [ 51 ]
g¥"(t) (f(t) +8(t), w2) T B2
X — g""(t) C— (f(t) +g(t), wm) Xo = T Xy = Brm
i (t) (f(t) +8(t), wr) o 61
2" (t) (f(t) +g(t), w2) (%) 02
| H () ] 2mx1 | (f(B) +8(1), @) | 2mx1 I P I P

Assim em termos das matrizes acima o sistema (A.4) pode escrito como



78

AXy+BX =C
X(O) = X, Xt(O) = Xj.

(A.5)

Como o DetA # 0. Assim A é inversivel. Portanto, Multiplicando (A.5) por A~! a

esquerda, temos
Xy =—-A"1BX+A7IC

(A.6)
X(0) = Xo, X:(0) = X;.
Fazendo Z = X; no sistema (A.6) obtemos
Zy=—-A"'BX+ A”IC
t (A7)
X(0) = Xp, X:(0) = X;j.

Consideremos I a matriz identidade 2m x 2m, 0 a matriz nula 2m x 2m, 0 a matriz nula

2mx1le
X(t X
Y(t) = ) e Yo=| "
Z(t) Xi
Obtemos por (A.7)
0 I 0
Y, = +
—A7'B 0 A~IC (A.8)
Y(0) =Yo
segue de (A.8) que
0 I 0
F(Y, t) = e LY, t) =
—A7'B 0 A~IC
Apartir de (A.8)
Yi =F (Y, t)+ FR(Y, t),
r=R(Y, 1)+ B(Y, t) (A9)
Y(0) = Yo.

Agora mostraremos que F(Y, t) = Fi (Y, t) + F2(Y, t) estd nas condic¢des de Carathéodory.
Seja G = U x [0,T], onde U = {x € R¥;||Y||gan < b}. Entdo

i) Fixando Y, temos que F;(Y, t) ndo depende de t e F,(Y, t) é mensuravel, pois
fege WY(0,T; H{(0,1)). Logo Fi(Y, t) + F(Y, t) é mensuravel em t para Y

fixo.
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ii) Fixando t F,(Y, t) ndo depende de Y, entdo é constante e, portanto, continua. A
fun¢do F; (Y, t) é continua em Y, pois é produto de uma matriz de entradas reais

pela matriz Y, ou seja, Fi (Y, t) é linear em Y. Entdo F(Y, t) é continua.

iii) Como Y varia em U, entdo todas as entradas de de F; (Y, t) sdo limitadas por uma
mesma constante. As entradas de F,(Y, ) sdo funcdes integraveis em [0, T, pois
as 2m primeiras coodernadas sdo nulas e as 2m tultimas sdo, em valor absoluto,
iguais a | (f(t) + g(t), w)

Em particular

,i=1,2,3,..., m

ds < /01 |f(s), wj|ds < /01 1f(s)| |wj|ds <

[ )

[(f(1), wy)| =

fﬁ|(wd+1/ﬂw&u<m
ZofSSZOJ .

por outro lado,

|(g(t), wj)| = ds < /01 |8(s), w;]| ds §/01 18(s)] |wj| ds <

[ )

;ﬁ|@ﬁ%+l/”wﬁh<w
Zog 2 Jo '

Assim || E>(Y, #) [gan < maxi<jcm [£(£) +g(t), wj| = my(t) +ma(t). Logo [ F(Y, 1) [gen <

My (t) = 2my + my(t) + my(t), como My (t) integravél em [0, T]. Assim, pelo

Corolério A.0.4, o sistema (A.8) possui solugdo em [0, t,,], com t,, < T.



