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RESUMO

Neste trabalho consideramos o seguinte problema de evolugdo nao local

augﬁtat) = —u(x,t)+tanh (B] xu(x,t)+h),t >0

u(x,0) = up(x),

onde u (x,t) é uma fungao real definida em R x [0, 4+00); 3 > 1,h > 0,e ] € C' (R) é
uma fung¢do ndo negativa com integral igual a 1 e com suporte no intervalo [—1,1]. O

simbolo * denota a operacdo convolugdo na varidvel espacial, isto €,

Jew) (x) = [ JG=y)uy)dy.

O principal resultado deste trabalho é a prova da existéncia do atrator global compacto

para o semigrupo ndo linear gerado por este problema.

Palavras-chave: semigrupos nao lineares, atrator global compacto, equagdo de evo-

lugéo, espagos de Sobolev com peso.



ABSTRACT

In this work we consider the following the non local evolution problem

augﬁtat) = —u(x,t)+tanh (B] xu(x,t)+h),t >0

u(x,0) = up(x),

where u (x,t) is a real function defined in R x [0, +00); B> 1,h > 0,and | € C!(R) is
a non negative function with unit integral and with support in interval [—1,1]. The

product denotes convolution in the spacial variable, i.e.,

Jsw) (x) = [ JGe=y)uy)dy.

The main result these work is the prove of existence of the compact global attractor for

the non linear semigroup generated for this problem.

Keywords: non linear semigroup, compact global attractor, evolution equation,

weighted spaces.
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INTRODUCAO

Neste trabalho consideramos o seguinte problema de evolugdo nao local

augﬁtat) = —u(x,t)+tanh (B] xu(x,t)+h),t >0

u(x,0) = up(x),

(1)

onde u (x,t) é uma fungao real definida em R x [0, +00); 3 > 1,h > 0,e ] € C' (R) é
uma fung¢do ndo negativa com integral igual a 1 e com suporte no intervalo [—1,1]. O

simbolo * denota a operacdo convolugado na varidvel espacial, isto €,

(Jxw) (x) = [ JGx=y)u(y)dy.

A nossa motivacdo e principal referéncia para o estudo da dindmica do problema
(1), que nasce em modelos de separacdo de fases, é o artigo de Pereira [9]. Para maiores
detalhes sobre a origem do problema (1), veja [9] e suas referéncias.

O principal objetivo deste trabalho consiste em mostrar a existéncia do atrator glo-
bal compacto para o semigrupo néo linear gerado pelo problema (1) num determinado
espacgos de fases. Para melhor compreensdo desta dissertacdo descreveremos a seguir
a estrutura da mesma.

No capitulo 1 colecionamos alguns resultados de teoria de EDO’s em espacos de
Banach, teoria da medida e anélise funcional.

No capitulo 2 apresentamos a teoria de atratores globais compactos para semigru-
pos néo lineares. A saber, se (X, d) é um espago métrico completo e C(X) é o conjunto
das aplicagdes continuas de X nele mesmo, entdo um semigrupo nao linear (sistema
dindmico autdnomo) em X é uma familia de aplicagdes {T(t); t > 0} em C(X) que
verifica as propriedades:

(i) T(0) = I, onde I denota o operador identidade em X;
(i) T(t+s) = T(¢)T(s) para todos t,s > 0;
(iii) A aplicagdo [0, +00) x X > (t,x) — T(t)x € X é continua.
Um atrator global compacto A C X para um semigrupo nédo linear {T(t);t > 0} é

um conjunto compacto, invariante (isto é T(f)A = A para todo t > 0) e que possui a
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propiedade de atrair conjuntos limitados de X, isto é, se B C X é limitado entdo

lim dist(T(t)B,A) =0,

t—+o0

onde

dist(X1,X2) = sup inf d(x1,xp), para todos X3, Xp C X.

x1€X; xp€Xp
Iniciamos o capitulo 3 provando a boa colocagdo global do problema (1), no espago

L%(R,p), onde

(R p) = {u € Lhe(R) s [ InGof playd < o

munido com a norma

Il = (10 o)) :

Aqui, a funcdo p é integravel e ndo negativa de tal forma que as fun¢des constantes
estdo inclusas neste espago. Neste espago, a solugdo global do problema (1) com dado

inicial uy € L?(RR, p) é dada por
t
u(x,t) = u(x,t)e "+ / e ttanh {B] * u (x,s) + h} ds.
0

Em seguida,provamos que, B(0,1 + €), a bola centrada na origem de raio 1 + ¢, seja
qual for € > 0, em L?(R, p), é um conjunto absorvente para o semigrupo {T(t);t > 0},
isto é, se B C L?(R,p) é um conjunto limitado entdo existe tg > 0 tal que T(¢)B C
B(0,1+ €) para todo t > tp.

Finalmente, provamos que o conjunto w — limite w(B(0,1 + €)) é o atrator global
para o semigrupo {T(t);t > 0} em L?*(RR,p), onde o conjunto w—limite subconjunto
B(0,1+¢€) de L?(R, p), é caracterizado por
w(B(0,1+¢€)) = {y € L*(R, p); existem seqiiéncias {t,} em [0, +0), t, —

e {x,} em B(0,1+¢€), com y= nh_rgo T(tn)xn}
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Capitulo 1
ALGUNS RESULTADOS CLASSICOS DA LITERATURA

Neste capitulo introduziremos alguns resultados classicos sobre convolugao de fun-

¢Oes, teoria da medida, EDO’s em espagos de Banach e analise funcional.
1.1 Convolugio de fungoes

Nesta secdo apresentaremos alguns resultados de convolugdes de fungdes. Para maio-

res informagdes consulte [4].

Definicdo 1.1.1. Seja f e ¢ duas fungdes reais, definimos o produto convolugao entre f
e g pela expressdo

(Fx8) () = [ Fx=y)g(v)dy.
para os pontos x tais que a integral exista, isto é, a funcdoy € R — f(x — y)g(v) seja

integravel.

Proposicao 1.1.2. O produto convolugdo goza das seguites propiedades:

W) fxg=g*f;

@) fx(g+7)=frg+f*v

i) (fxg) 7= f*(8%7);

(iii) Se A é o fecho do conjunto {x + y; x € suppf,y € suppg}, entdo supp (f xg) C A.

Demonstracdo. Ver [4]. ]

Teorema 1.1.3. Se f € L' (R), g € C'(R) e Dyg for limitada, entdo f x ¢ € C' (R) e
D (f xg) = f*(Dxg)

Demonstracdo. Ver [4]. [

Corolario 1.1.4. Sejam f e ¢ duas funcdes de classe C' (R) com f e g € L' (R) com Dyf e
D.g limitadas. Entdo

Dy (f xg) = (Dxf) xg = (Dxg) * f.
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Demonstracdo. Ver [4].. [

Teorema 1.1.5. (Desigualdade de Young Generalizada) Sejam X =R",C > 0el1 < p < co.

Suponha g uma fungdo continua em X x X tal que

supcx |g(x,y)|dy < C,sup |g(x,y)|dx < C
xeX yeX

Se f € LP(X), a fungdo (Tf) definida por

(Tf) (x) = /Xg(x,y)f(y)dy
estd bem definida q.t.p., Tf € LP(X) e || Tf[[, < [IfI],-

Demonstracdo. Ver [4]. ]

Teorema 1.1.6. (Desigualdade de Young) Se f € L'(R), e ¢ € LP(R), entdo a fungio f x g €
LF(R)e
1f*gll, < WfH gl -

Demonstracdo. Ver [4]. ]

1.2 Teorema de existéncia e unicidade em espacos de Banach

Nesta secdo usaremos alguns resultados de E.D.O em espagos de Banach.

Considere, em um espaco de Banach X, a equagao diferencial

= f(t,x) (1.1)

sendo
f:IxX — X

(£x) = f(tx)
onde I C R representa um intervalo e x denota a derivada de x em relacdo a variavel
t.
Uma funcdo continuamente diferencidvel ¢ : I C R — X é dita ser uma solugdo de
(2.13) no intervalo I se:

(i) o grafico de ¢ em I, isto &, (¢, ¢(t)); t € I estd contido no dominio de f
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(ii) %qh(t) = f(t,¢(t)) paratodo t € I.

O problema de Cauchy para (2.13) com condigdes iniciais (o, xo) é denotado por

{ £ = flbx) (1.2)

x(to) = Xy, (to,xo) el xX

Lema 1.2.1. O problema (2.14) é equivalente a equagio integral
t
x(t) = xo + , f(s,x(s))ds. (1.3)
0

Demonstragio. De fato, integrando de ty a t ambos os lados de (2.14), temos

/t:x(S)ds = /t:f(s,x(s))ds_

aplicando o Teorema Fundamental do Célculo, temos

ﬂﬂ—ﬂ@zﬂ&@w@ﬁa

Portanto,
t
x(t) = xg +/t f(s,x(s))ds.
0
Reciprocamente, derivando (2.15) temos

%x(t) = %x(to) + % /t:f(&X(S))dS

Logo,
x = f(tx(t)),x(to) = xo

Teorema 1.2.2. (Existéncia Local) Sejam X um espago de Banach,6 > 0 e (f,xp) € R x X.

Suponha que numa vizinhaga do ponto (to, Xo) a fungio

f [to—é,to—l—(S] xX — X
(t,x) = f(tx),
é continua em t e satisfaca a condigdo de Lipschitz na segunda varidvel, isto é, existe M € IR ¢

tal que
If(tx) = F( )| < Mx—y|,VEE [to—8t0+ o) Vxy € X, (14)
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Entdo existe uma vizinhanga de to tal que o problema de Cauchy

x = f(t,x),

x(tp) = xo.

(1.5)

tem uma tinica solugio

Demonstracio. Ver [8] 0J

Teorema 1.2.3. (Existéncia Global) Suponha que exista um dominio [a, b] x X em que a fungio
f € continua em t e satisfaz a condigdo de Lipschitz na sequnda varidvel. Entdo para todo
(to, x0) € [a,b] x X, o problema de Cauchy (2.17) possui uma tinica solugio ¢ : [a,b] — X
tal que x = ¢(t)

Demonstracdo. Ver [6] Il

Teorema 1.2.4. (Cauchy, Lipschitz, Picard) Sejam X um espago de Banache F : X — X uma

aplicagdo tal que
IF(x) = FW)Il < Lijx —yll, Vx,y € X(L € R4).

Entdo para todo xo € X, existe x € C1([0, 00], X) tal que
(1.6)

Demonstracdo. Ver [6] ]

1.3 Alguns resultados de andlise funcional e teoria da medida

Nesta secdo introduziremos alguns resultado de anédlise funcional, os quais usamos ao

longo dessa dissertagao.

Defini¢do 1.3.1. Um espaco normado E é chamado espago de Banach quando for um

espago métrico completo com a métrica induzida pela norma.
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Teorema 1.3.2. (Desigualdade de Holder para integrais) Sejam p,q > 1 tais que % + % =
1e (X,X,u) um espago de medida. Se f € Ly(X,X,u)eg € Ly(X, X, p), entdo fg €
L1(X,Z,pn)e

£l < 1£1, - llglly -

Demonstracdo. Ver [6] ]

Teorema 1.3.3. (Desigualdade de Minkowski para integrais) Sejam 1 < p < +ooe (X, X, )
um espaco de medida. Se f,g € L,(X, X, u), entdo f +g € Ly(X, X, ) e

1f +gll, < If1l, + 18l -

Demonstragdo. Ver [6] ]

Teorema 1.3.4. (Fubini) Para toda fungio continua f : [a,b] x [c,d] — R, vale

/ab /Cdf(s, t)dtds = /Cd /abf(s, t)dsdt

Demonstracdo. Ver [7] ]

Lema 1.3.5. (Gronwall) Seja u, v fungdes continuas nio negativas em [a,b] tais que, para
« > 0, satisfazem a

u(t) <a+ /atv(s)u(s)ds, t € la,bl.

Entdo
u(t) < weln 0)ds,

Em particular, se x = 0 entdo u = 0.

Demonstracdo. ver [10] [

Lema 1.3.6. (Gronwall Generalizada) Se u, w sio fungdes continuas paraa < t < b, v(t) > o

integrdvel em [a, b e

t
u(t) < a(t) +/ v(s)u(s)ds, a <t <p,
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Entdo

u(t) <a(t)+ /atv(s)(x(s) (exp /:v(u)du) ds, a<t<b.

Demonstracdo. ver [5] (]

Teorema 1.3.7. (Regra de Leibniz) Dado U C R", aberto, seja f : U x [a,b] — R, uma
fungdo com as sequintes propiedades:

(i) Para todo x € U, a fungdo t — f(t,x) é integrdvel em a < t < b.

(i) A i-ésima derivada parcial %(x, t) existe para cada (x,t) € U x [a,b] e a fungio g—i :
U x [a,b] = R, assim definida, é continua.

Entdo a fungio ¢ : U — R, dada por ¢(x) = [ f(x, t)dt, possui -ésima derivada parcial em
cada ponto x € U, sendo

dp _ [P of
a—Xi(x = ] a—%(x,t)dt

Em suma: pode-se derivar sob o sinal da integral, desde que o integrando resultante seja uma

fungdo continua.

Demonstracdo. Ver [7] O

Definicao 1.3.8. Sejam E e F espacos de Banach, B um subconjunto limitado de E e
€ > 0. Uma cobertura {V;} de B é uma € — cobertura se diam(V;) < € para todo i. A

medida de ndo-compacidade de B é definida por:
e (B) = inf {e > 0; existe uma € — cobertura finita de B}.

Uma cobertura { B; } de B por bolas de raio < e chamamos de uma € — cobertura restrita

de B. Assim a medida restrita de ndo-compacidade é definida por:
¢ (B) = inf {e > 0; existe uma € — cobertura restrita finita de B}.

Seja T € L(E,F) a familia de todas aplica¢des lineares limitadas de E em F. E seja
ke Rek > 0.
Uma aplicagdo T € L(E, F) é chamado de k—contracéo se

¢e(T(B)) < kye(B)
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para todo conjunto limitado B C E.

A medida de ndo- compacidade B(T) de T é definida por
B(T) =min{k;T é uma k — contragdo}.

Da mesma maneira definimos k—contragao restrita e a medida de ndo compacidade

restrita f ndode T usando as medidas restritas de ndo-compacidades - e .
As proposigdes a seguir apresentam vérias propiedades de ndo compacidade

Proposicao 1.3.9. Sejam A e B subconjuntos limitados de um espago de Banach E, entdo :

(i) Ye(A) = 0 se e somente se A é compacto, onde A é o fecho de A.

@) ye(A) = pe(A);

(iii) Yp(AA) = |A| Pe(LA).

(iv) Ye(A) < ¢Yp(B) se A C B.

() Ye(A+ B) < ¢e(A) + ¢e(B).

@i) Pp(A) < pp(A) < 2¢p(A).

(vii) Se E é um espago de Banach de dimensio infinita, entiio P (Ug) = 1, onde U é a bola
unitaria de E.

As propiedades (i) — (v) também valem para a medida @E.

Demonstracdo. Ver [3]

Proposic¢do 1.3.10. Sejam E, F espagos de Banache T, T, T, € L(E,F), entdo :
(i) T é compacto se e somente se B(T) = 0.

(i) B(T) < |T].

Gii) B(Ty + To) < B(Ty) + B(T).

(iv) B(T) < $r(T(UE)), onde U é a bola unitdria de E.

(0) 1B(T) < B(T) < 26(T).

Demonstracdo. Ver [3] ]
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Capitulo 2
ATRATORES GLOBAIS PARA SEMIGRUPOS NAO LINEARES

Apresentaremos neste capitulo alguns resultados da teoria de atratores globais para
semigrupos ndo lineares em espagos métricos completos. Para maiores detalhes veja
[2] e [9] e suas referéncias. Em todo este capitulo (X,d) denota um espago métrico

completo e C(X) o conjunto das aplica¢des continuas de X nele mesmo.

Defini¢do 2.0.11. Um semigrupo ndo linear em X é uma familia de aplicagdes {T(t); t >
0} em C(X) que verifica as propriedades:

(i) T(0) = I, onde I denota o operador identidade em X;

(i) T(t+s) = T(+)T(s) para todos t,s > 0;

(iii) A aplicacgdo [0, +o0) x X 3 (t,x) — T(t)x € X é continua.

No caso em que X é um espaco de Banach e T(t) é linear, diz-se que {T(t); t >
0} é um semigrupo linear fortemente continuo em L£(X). Aqui, £(X) denota o conjunto
dos operadores lineares limitados de X em si préprio com a topologia uniforme dos

operadores. Se este é 0 caso, temos uma vasta literatura, sugerimos [1].

Defini¢do 2.0.12. Por um ponto x em X, define-se a érbita positiva y* (x) por x como
sendo 7y (x) := {T(t)x; t+ > 0}. Além disso, para s > 0 denotaremos v (x) :=

{T(t)x; t > s} a 6rbita positiva por x no instante s.

Uma solugdo para trds por x € X é uma aplicagdo continua ¢ : (—o0,0] — X tal que
$(0) = x e, paracadat < 0vale T(s)p(t) = ¢(s+1t) paratodo0 < s < —f. Uma
solugdo global por x € X é uma aplica¢do continua ¢ : R — X tal que ¢(0) = x e para
cadat € R, T(s)¢(t) = ¢(s+t) para todo s > 0.

Caso X seja um espaco de Banach de dimensdo infinita, solugdes para trds ou globais,
em geral, ndo existem e sua existéncia estd condicionada a escolha de x. Além disso,
quando uma solucio para trds existe, ela pode nédo ser tnica, isto ocorre, pois T(t) nédo é

necessariamente injetivo para todo ¢ > 0.
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Definicdo 2.0.13. Se existir uma solugdo para trds por x € X, entdo definimos a drbita

negativa por x como sendo

v~ (x):=JH(tx),

t>0

onde

H(t,x) = {y € X; existe uma solugéo para trds por x, definida por ¢ : (—o0,0] —
Xcom ¢(0) =xe ¢p(—t) =y}.

Além disso, para s > 0 denotaremos 5 (x) := ;> H(t, x) a 6rbita negativa por x

no instante s.

Definicado 2.0.14. A drbita completa por x (se existir 6rbita negativa por x) é definida por

7(x) =T () Uy (%),
Para um subconjunto B de X, definamos as 6rbitas positiva, negativa e completa
por B (se existir a 6rbita negativa para cada x € B), respectivamente, como sendo
v (B):=U1r"(x), v (B)=Ur () e 7(B):=J ()
X€EB X€EB X€EB
Fixado s > 0, também usaremos as notacgoes

75 (B):==J 75 (x) e 95 (B):= 75 ().

X€EB X€EB
Defini¢do 2.0.15. Um semigrupo {T(¢); t > 0} é dito limitado, se y*(B) for limitada

sempre que B for um subconjunto limitado de X.

Defini¢do 2.0.16. Seja B um subconjunto de X. Definimos os conjuntos w—limite e

a—limite de B, respectivamente, como sendo

w(B):= (17 (B)' e a(B):=()7s (B).

s>0 s>0

Em particular, os conjuntos w—limite e a—limite de um ponto x € X, respectiva-

mente, sdo dados por

w(x) =7 (x) e a(x):= ()7 (%)

s>0 s>0

1Se O é um subconjunto de X, entdo 0 denota o seu fecho em X.
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Vale notar a seguinte caracteriza¢do do conjunto w—limite de um subconjunto B de
X, w(B) = {y € X; existem seqliéncias {t,} em [0, +00), t, —— e {xn} em B,
com y = nlgl(}o T(tn)Xn}.

Agora, definamos as nog¢oes de atragdo, absor¢do e invaridncia sob a acdo de um
semigrupo. Para isto, recordemos a defini¢do da semidistincia de Hausdorff, dist(A, B),
entre dois subconjuntos limitados A e B de X. A saber

dist(A, B) :=sup infd(x,y).
xcA YEB

Lema 2.0.17. Sejam A e B subconjuntos de X. Entdo
dist(A,B) =0< ACB
Demonstragio. (=) Suponha que
dist(A,B) =0,

isto é,

inf d(a,b) =0
o)

logo
infd(a,b) =0,Yac A
beB

Entdo existe (b,) em B tal que

lim d(a,b,) = infd(a,b)

n—-+00 beB
= 0VacA

e portanto a sequéncia converge para 4, isto é, a € B, para todo a € A. Em outras
palavras A C B.
(<) Suponha que A C B, vamos calcular dist(A, B).

dist(A, B) :=sup infd(a,b).
acA beB

Mas, A C B, e assim

31615 grellgd(a,b) < sup grelgd(a,b),

acB
onde

infd(a,b) =0, V a€B,
beB
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pois para cada a € B existe (b,) em B que converge prara a e

infd(a,b) = inf lim d(by,Db)
beB beB n—r+oco

= lim infd(b,,b)

n—+oo heB
= Ilim O
n—+oo
= 0.
Portanto,

0 < dist(A, B) < dist(B,B) =0

entdo dist(A, B) = 0. Como queriamos demonstrar.

A func@o dist(+, -) ndo é simétrica e a igualdade dist(A, B) = 0 ndo implica que A =
B. A distdncia simétrica de Hausdorff , distg (A, B), entre dois subconjuntos limitados A

e B de X é definida por

disty (A, B) := dist(A, B) + dist(B, A).

Definigao 2.0.18. Sejam A e B subconjuntos de X. Diremos que A atrai B sob o semi-

grupo {T(t); t > 0} quando

lim dist(T(t)B,A) = 0.

t—4o0
Ou equivalentemente, para cada € > 0 existe T = T(e,B) > 0 tal que T(t)B esta
contido em O¢(A) := Uyca{z € X; d(z,x) < €} paratodot > T.
Se existir um t; > 0 tal que T(t)B C A para todo t > fy, entdo diremos que A

absorve B sob o semigrupo. Em particular, se A absorve B, entdo A atrai B.

Definic¢do 2.0.19. Diremos que um subconjunto A de X é invariante (ou positivamente
invariante ou negativamente invariante) com relacdo ao semigrupo {T(t); t > 0} quando
para qualquer x € A, existir uma 6rbita completa y(x) por x tal que y(x) C A (ou tal

que 7" (x) C A outal que v~ (x) C A).

Um subconjunto A de X é invariante sob o semigrupo {T(t); t > 0} se, e somente
se, T(t)A = A para todo t > 0.

Os conjuntos w e a—limites de um subconjunto de X sdo invariantes.
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Defini¢do 2.0.20. Um equilibrio (ponto de equilibrio) para o semigrupo {T(f); t > 0}
é um ponto x* € X tal que T(t)x* = x* paratodo t > 0. A aplicagio t € R — x* € X é

dita uma solugdo estaciondria ou solugdo de equilibrio para o semigrupo.

Lema 2.0.21. Sejam K um subconjunto compacto de X e {x,} uma seqiiéncia em X com
limy,—ye0 d(xn, K) = 0. Entio, {x,} possui uma subseqiiéncia convergente para algum ponto
de K. Se um conjunto compacto K atrai um conjunto compacto Ky sob o semigrupo {T(t); t >

0}, entdo v+ (Ky) é compactoe @ # w(Ky) C K.

Demonstragido. Para cada n € IN, vale d(x,, K) = d(xy, c,) para algum ¢, € K. Existe
uma subseqtiéncia {cy, } C {cn} com ¢y = lim; ,« cy;, para algum ¢y € K. Além disso,

lim; e d(xn].,K) =0, onde
d(xnj,K) = d(xnj,cnj) para todo j € IN.
Logo, lim]-%oo Xp; = Co, pois para todo j € IN, vale
d(xn;, co) < d(xnj, cn;) +d(cn;, c0) = d(xn;, K) + d(cn;, co)-

Quanto a segunda afirmagdo, tome {y,} C 77 (Ky), onde y, = T(tn)xn, xn € K.
Pela compacidade de Kj, existe {x;,} C {x,}, com lim; o xn; = x, x € Kj. Se existir
{tn;} C {tu}, comlim; ,tn; = t, entdo lim; , T(ts;)y = T(t)x paratodoy € X, o que
implica, que yn; = T(ty,)xn; converge para T (t)x quando j tende ao infinito. Por outro
lado, se t, — oo, entdo usamos a primeira afirmacao e concluimos que toda seqiiéncia
em " (K7) possui uma subseqiiéncia convergente.

A compacidade de 4+ (K;) implica que w(K;) é ndo vazio. Além disso, seja x €
w(K7), entdo existem {t,}, com t, — oo quando n — o0 e {x,} em Kj tal que x =

limy, 0 T(t7)x,. Como K € atraido por K e
d(x,K) <d(x, T(tn)xn) +d(T(tn)xn, K) paratodo n € N,

concluimos que x € K. O

Lema 2.0.22. Seja B um subconjunto de X tal que w(B) seja compacto e w(B) atrai B, entdo

w(B) é invariante. Além disso, se B é conexo, entio w(B) é conexo.
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Demonstragio. Caso w(B) # @, da continuidade de T(t) e a da caracterizagdo apre-
sentada ao conjunto w—limite, temos T(t)w(B) C w(B). Resta-nos observar que
w(B) C T(t)w(B). Seja x € w(B), entdo existem seqiiéncias {t,} em [0, +o0) e {x,}
em B tal que x = limy_c0 T(#;)xy. Ora, como t, — oo, para cada t > 0 existe np € IN
tal que t, > t para todo n > ny. Com isso, para n > ng x = limy e T(ty)xy =
limy, oo T(#)T(ty — t)x, € pela atragdo de B pelo compacto w(B), o Lema 2.0.21 as-
segura que T(t, — t)x, admite uma subseqiiéncia convergente (ainda denotada por
T(tn — t)xy), isto é, existe y € w(B) tal que y = limy 00 T(t;, — £)Xx, 0 que implica,
x=T(t)y, istoé x € T(t)w(B).

Agora, suponhamos que B seja conexo. Se w(B) fosse desconexo, entdo poderiamos
escrever w(B) como a unido de dois compactos disjuntos. Sejam Kj e K, compactos,
ndo vazios e disjuntos tais que w(B) = Kj U K. Como w(B) atrai B, para cada e > 0

suficientemente pequeno, existe M > 0 tal que
T(t)B C O¢(w(B)) paratodo t > M.

Uma vez que, Oc(w(B)) = Oc(Ky) U Oc(Ky) com Oc(Ky) N Oc(Ky) = @, temos

T(t)B C O¢(K;) paraalgumi € {1,2} paratodot > M. Ora, como w(B) = Ns>¢y4 (B) C

Y11(B), concluimos que w(B) C Oc(K;). Logo, w(B) C K;, ou seja, K; (j # i em {1,2})

é vazio. H

Lema 2.0.23. Se B é um subconjunto nio vazio de X tal que *ys; (B) é compacto para algum

so > 0, entdo w(B) é nio vazio, compacto, invariante e atrai B.

Demonstragio. A familia {5 (B); s > so} é formada por conjuntos compactos, ndo
vazios e verifica a propriedade da intersecdo finita, entdo w(B) é ndo vazio e compacto.
Suponha que w(B) ndo atraia B, entdo existem € > 0 e seqiiéncias {x, } em Be t, — o
tais que

d(T(tn)xn,w(B)) > € paratodo n € N.

Como 74 (B) é compacto e {T(ty)xn; n > n1} C 74 (B) para algum n; € N, existem
subseqiiéncias {tn;} C {tu} e {x;} C {x4} tais que T(ty;)x,; converge para algum

y € 74 (B). Veja que y € w(B). Logo, existe je € N tal que

d(T(tn;)xn;, w(B)) < € paratodo j > je,
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o que é absurdo. O

Defini¢do 2.0.24. Um semigrupo {T(f); t > 0} é dito assintoticamente compacto, se
para cada fechado, limitado e ndo vazio B C X com T(t)B C B, existe um conjunto

compacto K = K(B) C B que atrai B.

Lema 2.0.25. Sejam {T(t); t > 0} assintoticamente compacto e B um subconjunto de X
ndo vazio tal que <y (B) € limitada para algum sy > 0. Entdo, w(B) é nio vazio, compacto,

invariante e atrai B.

Demonstragio. Como T(t)vs(B) C 74 (B) para todo t > 0, da continuidade de T(t) :

X — X, temos w(B) C T(t)7y4(B) C 74 (B). Como T(t) é assintoticamente compacto,

existe um compacto K C 74 (B) que atrai W, a fortiori, atrai v (B). Portanto,
existem seqiiéncias €, — 0 e t, — oo tais que WSB(B) C O, (K) para todo t > t,.
Assim, w(B) C K. Como w(B) é fechado e K é compacto, temos a compacidade de
w(B).

Suponha que w(B) nédo atraia B, entdo existem € > 0 e sequiéncias {x,} em B e
t, — oo tais que dist(T(#,),w(B)) > €. Segue da compacidade de K e do Lema 2.0.21
que existem subseqiiéncias {xn].} ety ﬁ oo tais que T(tnj)xnj J—>—°°> z € w(B), 0 que
é uma contradigdo. Por conseguinte, w(B) é ndo vazio, compacto e atrai B, e usando o

Lema 2.0.22 concluimos a invariancia. OJ

Defini¢do 2.0.26. Um semigrupo {T(t); t > 0} é dito condicionalmente eventualmente
compacto, se para qualquer conjunto limitado B em X tal que T()B é limitado para al-
gum t > 0, temos T(t)B compacto. Um semigrupo {T(t); t > 0} é dito eventualmente
compacto se ele é condicionalmente eventualmente compacto e para cada conjunto li-

mitado B em X, existe t > 0 tal que T(f)B é um conjunto limitado.

Teorema 2.0.27. Todo semigrupo condicionalmente eventualmente compacto é assintotica-

mente compacto.

Demonstragdo. Seja B C X um subconjunto ndo vazio, fechado e limitado tal que

T(t)B C B. Como {T(t); t > 0} condicionalmente eventualmente compacto, temos

¥4 (B) compacto para todo s > 0. Assim, segue do Lema 2.0.23 que w(B) C B é ndo
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vazio, compacto e atrai B. H

Definigdo 2.0.28. Um semigrupo {T(t); t > 0} é dito ponto dissipativo (limitado dis-
sipativo, compacto dissipativo, localmente compacto dissipativo) se existe um subconjunto
limitado B em X que atrai pontos (subconjuntos limitados, conjuntos compactos, vizinha-

nas de conjuntos compactos) de X.

Defini¢do 2.0.29. Seja {T(t); t > 0} um semigrupo. Um subconjunto B de X é dito um

atratente para o semigrupo {T(f); t > 0}, se ele atrai subconjuntos limitados de X.

Defini¢do 2.0.30. Seja {T(t); t > 0} um semigrupo. Um subconjunto B de X é dito um
absorvente para o semigrupo {T(t); t > 0}, se ele absorve subconjuntos limitados de

X.
Note que todo conjunto absorvente é um conjunto atraente, mas a reciproca é falsa.

Defini¢do 2.0.31. Seja {T(t); t > 0} um semigrupo. Um subconjunto A de X é dito um
atrator global para o semigrupo {T(t); t > 0}, se ele é compacto, invariante, e atrai

subconjuntos limitados de X.

Um atrator global se encontra dentro de um conjunto atraente B, e em geral, é muito
menor que B e descreve o comportamento assintético das solu¢des de uma maneira
mais precisa. Um atrator A para {T(t); t > 0} é o conjunto maximal limitado invariante
para {T(t); t > 0}, isto significa que, se C é limitado e T(¢)C = C para todo t > 0 entdo
C C A, isto implica em particular que o atrator global para {T(t); t > 0} se existir é
anico.

A compacidade implica que o atrator é um subconjunto topologicamente pequeno
de X. A propriedade de atrair subconjuntos limitados significa que todo o compor-
tamento assintético do sistema acontece perto de A e ndo s6 dentro de B como na
propriedade de atracdo. Finalmente a invaridncia é determinante, ja que diz que toda
a dinamica sobre o atrator .4 é invariante, isto é, A trabalha como um objeto dindmico
independente.

Seja {T(t); t+ > 0} um semigrupo. Suponha que {T(¢); t > 0} possui um atrator
global A. Segue da defini¢do de atrator que através de cada ponto x € A existe uma

solucdo global limitada ¢ : R — X. Reciprocamente, toda solucdo global limitada
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para o semigrupo {T(t); t > 0} possui seu traco contido no atrator global A para o

semigrupo. Tendo dito isto, concluimos que
A = {x € X; existe uma solugdo global limitada por x},

por exemplo, os pontos de equilibrios para um semigrupo sempre pertencem ao atrator

global se este existe.

Lema 2.0.32. Seja {T(t); t+ > 0} um semigrupo ponto dissipativo e assintoticamente com-
pacto. Suponha que para cada subconjunto compacto B de X existe um sg > 0 tal que v (B)

é limitado. Entdo, o semigrupo {T(t); t > 0} é compacto dissipativo.

Demonstragio. Como {T(t); t > 0} é ponto dissipativo, existe um conjunto B néo
vazio, fechado e limitado que absorve pontos de X. Seja U = {x € B; v (x) C B}.
Como U absorve pontos, temos U ndo vazio. Claramente, yH(U) C U, e portanto, é

limitado e absorve pontos.

Também, sabemos que T (¢)yT(U) C vy (U) e que {T(t); t > 0} é assintoticamente
compacto. Portanto, existe um conjunto compacto K, com K C YHU) =T, tal que K
atrai U, e portanto, K atrai pontos de X. O conjunto K atrai a si préprio (pois ele atrai
U eK C U), e portanto, segue do Lema 2.0.21 que 7+ (K) é compactoe @ # w(K) C K.
O Lema 2.0.23 implica que w(K) é ndo vazio, compacto, invariante e atrai K. Portanto,
w(K) atrai K que atrai pontos de X, e por conseguinte, w(K) atrai pontos de X.

No que segue, mostraremos que existe uma vizinhanga V de w(K) tal que v, (V)
é limitado para algum s > 0. Se este ndo € o caso, existem seqtiéncias {x,} C X, com
xy, — y,ondey € w(K) et, — oo tais que {T(t,)x,; n € N} éndo limitado. Considere
A = {x,; n € N}, portanto A é compacto e S (A) é ndo limitado para cada s > 0. Isto
contradiz a hipé6tese de que existe um f 4 tal que ¢, (A) é limitado.

Sejam V uma vizinhanga de w(K) e ty € R tais que ;' (V) é limitado. Como w(K)
atrai pontos de X e T(t) é continua, para todo x € X, existe uma vizinhanga O, de x
e sy > 0 tais que T(t)Oy C ’y;;(V) para s > sy, isto é, ’y;;(V) absorve uma vizinhanga
de x para todo x € X. Com isso, segue que 71; (V) absorve subconjuntos compactos

de X e que {T(t); t > 0} é dissipativo compacto. O

Lema 2.0.33. Sejam {T(t); t > 0} um semigrupo em X e K subconjunto compacto de X. Se
K atrai a si préprio sob o semigrupo {T(t); t > 0}, entdo w(K) = N> T (£)K.
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Demonstragio. Sejay € My>oT(t)K. Para cadan € IN, tome t, > n tal que y € T(,)K.
Logo, existe x,, € K tal que y = T(t,)x,. Com esta escolha, temos t, — o e {x,} em
K tal que y = limy_y00 T(t4)xy, ou seja, y € w(K). Por outro lado, sejam y € w(K) e
t > 0, entdo existem seqiiéncias {x,} em B e t, — oo tais que y = limy_ 00 T (1) Xy.
Pela compacidade de K, existe {xnj} C {xn}, com Xng = X, X € K. Com isso, temos

T(tn;)x — T(t)x, e usando o fato de que
d(y, T(t)x) < d(y, T(tn;)xn;) +d(T (tn,)xn;, K) +d(T (tn,)x, K) +d(T (t,)x, T(t)x).

Podemos concluir que y = T(t)x, de onde concluimos que y € T(#)K. O

Defini¢do 2.0.34. Um semigrupo {T(t); t > 0} é dito eventualmente limitado, se para
cada subconjunto limitado B de X existe sg > 0 tal que 7, (B) um subconjunto limitado

de X.
O préximo teorema caracteriza os semigrupos que possuem atrator global.

Teorema 2.0.35. Um semigrupo {T(t); t > 0} é eventualmente limitado, ponto dissipativo e

assintoticamente compacto se, e somente se, {T(t); t > 0} possui um atrator global A.

Demonstragio. Segue do fato de que {T(t); t > 0} é eventualmente limitado, ponto
dissipativo, assintoticamente compacto e do Lema 2.0.32 que o semigrupo é compacto
dissipativo. Seja C um conjunto limitado que absorve subconjuntos compactos de X.
Considere B = {x € C; v"(x) C C}. Entdo, T(t)B C Be, como {T(t); t > 0} é
assintoticamente compacto, entdo existe um conjunto compacto K C B que atrai B e
conseqiientemente K atrai subconjuntos compactos de X. O conjunto A = w(K) é ndo
vazio, compacto, invariante e atrai subconjuntos compactos de X.

Seja B um subconjunto limitado de X, como {T(t); t > 0} é eventualmente limitado
e assintoticamente compacto, segue do Lema 2.0.25 que w(B) ¢ ndo vazio, compacto,
invariante e atrai B. Como w(B) é compacto e invariante, temos w(B) C A, por conse-
guinte, A atrai B.

Nao é dificil ver que, se {T(t); t > 0} possui um atrator global, entdo o semigrupo

é limitado, ponto dissipativo e assintoticamente compacto. O
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Teorema 2.0.36. Seja {T(t); t > 0} um semigrupo ponto dissipativo e eventualmente com-

pacto para t > tg. Entdo, o semigrupo possui um atrator global A.

Demonstragio. Pelos Teorema 2.0.27 e Teorema 2.0.35 é suficiente mostrarmos que 6rbi-
tas positivas de conjuntos limitados sdo eventualmente limitadas. Dado um conjunto
limitado B, segue do fato de {T(t); t > 0} ser eventualmente compacto que existe
tp > 0, com ty < tp tal que T(tp)B é relativamente compacto. Portanto, necessitamos
mostrar apenas que Orbitas positivas de subconjuntos compactos de X sdo limitadas.
Sejam K um subconjunto compacto de X e By um subconjunto aberto e limitado de X
que absorve pontos. Pela continuidade de T(t), existe uma vizinhanga Oy de x tal que
T(tx)Ox C T(tp,)Bo. Existe {Ox,, ..., Oy, } que cobre K. Seja t = t(K) = max{ty; 1 <
i <p}, Ky = T(TO)BO e Ky = U:(:KéJ)T(t)KO. Claramente K e K sdo subconjuntos
compactos de X. Com isso, segue que T(t)By C Ky para todo t > tp, e para cada sub-

conjunto compacto K de X, temos T(¢)K C Ky para t > t(K). O
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Capitulo 3

ATRATOR GLOBAL PARA UM PROBLEMA DE EVOLUCAO NAO
LOCAL EM R

3.1 Introdugao

Neste capitulo nds consideraremos o seguinte problema de evolugdo nao local

% = —u(x,t)+tanh (B] xu (x,t)+h),t >0

(3.1)

u(x,0) = up(x),
onde u (x,t) é uma fungdo real definida em R x [0,+); 8 > 1,] € C'(R) é uma
funcdo ndo negativa com integral igual a 1 com suporte no intervalo [—1,1], B e h sdo

constantes positivas. O simbolo * denota a convolugdo, ou seja,

(Jsw)(x) = [ JGe=y)uy)dy.

A nossa motivagdo e principal referéncia para o estudo da dindmica do problema
(1), que nasce em modelos de separacdo de fases, é o artigo de Pereira [9]. Para maiores
detalhes sobre a origem do problema (1), veja [9] e suas referéncias.

Se B < 1, entdo a equagdo do problema (3.1) tem um equilibrio. Se p >1e0 < h <
h*, em que hx é definido implicitamente pela equagdo (3.2), (3.1) tem trés equilibrios

Jr

espacialmente homogéneos, a saber, m%, mg e ml; cada um identificado como uma

das trés raizes da equagdo

Consideraremos o espaco L” (R, p), 1 < p < oo, definido por
L (R,p) = {u € Lhe(R)s [ [ulx) playds < o},

munido com a norma

1]l (g ) = (/}R |u(x)|pp(x)dx>;‘

Aqui a fungdo p é integravel de tal forma que as fungdes constantes estdo inclusas

neste espago. Por exemplo, podemos tomar L2 (R,p) e p(x) = % (1 + xz)_1 , heste
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caso a funcdo constante igual a 1 tem norma igual a 1 em L? (IR, p), de fato temos,

l/ LENFNR lim/R L i
TJrR1+x27 7w \Roteo)-R1+ x2
1
= —( 1 tg(R) — arctg(—R
- (limarctg(R) — aretg(R) )
1/ m
- 2(3+3)
1
= .7,
7T
agora temos,
1
11 2
Meme = (f7r3a%)

_ % (] ﬁdx)%
= =R

= 1.

No caso p = 2, o espaco de Sobolev de ordem superior H* (IR, p) é o espago das

fungdes u € L2(RR, p) cujas derivadas de distribuicdo até ordem k também pertencem a

2 2
LZ(RP)> .

A observagdo a seguir apresenta uma desigualdade importante para andlise a ser

L%(R,p), com a norma

k

[l g () = (2

j=0

oxJ

realizada neste trabalho.
A fungédo p é assumida tal que a seguinte propiedade é valida: existe uma constante
K > 0 tal que
sup{p(x);y —1<x<y+1} < Ko(y). (3.3)

Por exemplo, se p(x) = L(1+x2)7!, com K = 3. Além disso, podemos tomar K
arbitrariamente préximo de 1 por escolher p adequadamente. Por exemplo, podemos
ter p igual a uma constante num intervalo de [—R, R] e igual a %(1 + x2)~! fora do

intervalo [-R —1,R + 1].
3.2 Boa Posi¢do em L*(R,p)

Nesta segéo provaremos que o problema (3.1) estd bem posto em L?(RR, p), isto é, para

cada uy € L?(R, p), existe uma tnica u(x, t), funcio real definida em R x [0, +o0), que
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satisfaz a primeira equacéo em (3.1) em L?(RR, p), e satifaz a condigdo u(x,0) = ug(x).

Para isto reescreveremos o problema (3.1) na forma

u = F(u) (3.4)
u(0) = uo,

onde a aplicagdo F(u) = —u + tanhh(B] * u + h) é definida em L? (R, p) .
Mostraremos que F é uma aplicagdo globalmente Lipschitz em L?(RR, p). Mais pre-

cisamente, temos:

Lema 3.2.1. Suponha sup {p(x);y —1 < x <y+1} < Kp(x), para alguma constante K e
para todo y € R. Entio F é uma aplicagio globalmente Lipschitz em L*(R, p), com

IF() = F@) 2 g) < (1+BVE) 4= 0l 20, (3.5)
Demonstragdo. Uma vez que ] é limitada e tem suporte compacto, (J * u) (x) estd bem

definida para u € L], (R). Como |tanh (B] * u+ h) (x)| < 1 segue que F(u) € L*(R,p)
seu € L?(R,p). Agora

Tuliame = [ 10 %)) p(x)dx
2
= [ ([ whe-ntuy) e
Usando a desigualdade de Holder, temos

Peilamg < Wl [, (0= )l dy ) o)

Pelo teorema de Fubini, temos

1T ulfame < [ [ JG=) n()P p(o)dxdy

:/IR/R dx>|u )P dy

- /uz /x—y§1](x_y)p(x) x) I dy

Agora usando a hipotese sup {p(x);y —1 < x <y +1} < Kp(x), segue que
Kol (x — )i ) uy) Py
— foret ([ =) ) Pay
R |x—y|<1

AN
—
VRS
—
<
A

= [ Kow) lu()P dy
= K [ o) u(y) dy

2
= KlJullz2r,p) -
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Usando o fato da funcédo tangente hiperbolica ser Lipschitz com constante 1, temos

para quaisquer u,v € LZ(IR, ), 0 seguinte

IN

[F(u) = F(0) [l 12 p) [t = [l 2 py + tanh(B] + u+h) — tanh(B] x v+ h)|| 2 (g )
[ = oll 2 ) + (BT u+h) = (B] x v+ h) || 2R o)
[ = ol 2R o) + 1B % (1 = V)| 2R )

< (1+BVK) 4 =0l 2 -

IN

Como queriamos demonstrar. O

Pelo Lema 3.2.1 e pela teoria basica de EDOs em espagos de Banach segue-se que,

para qualquer uy € L*(R,p), a equacdo % = —u(x,t)+ tanh (B] *u (x,t) + h)

tem uma solugdo local tnica em C ([0, T(up)], L*(R, p)) N C! ((0, T(up), L*(RR, p)) para
algum 7(19) > 0, que é continua com respeito a 1. A saber se u(x,t) é uma solu-

¢do local da equagdo a“gf’t) = —u(x,t) + tanh (B] x u (x,t) + h) com condigdo inicial

u(x,0) = up(x), entdo multipiclando ambos os lados da equagdo acima pelo nimero

e!, obtemos

& gtC Dot = _y (x,t) e +e'tanh (B] * u (x,t) + h)

W«et +u(x,t) et = e'tanh (B] xu (x,t) +h)

Note que o lado direito da equagdo anterior representa a derivada em relagdo a t da

funcao u(x, t)e'. Assim temos,

& e, 0et] = 'tanh (8] wu (1) + ).

Integrando esta ultima no intervalo de 0 a f obtemos,
u(x,t)et = u(x,0) + /Ot e‘tanh {B] = u (x,s) + h} ds.
Logo
u(x,t) = u(x,0)e " + /Ot e tanh {B] * u (x,s) + h} ds.

Agora por argumentos andlogos, utilizando a férmula da variacdo das constantes
(acima) e a desigualdade de Gronwall , segue-se que estas solugdes sdo realmente de-
finidos globalmente, isto é, T(ug) = oo para qualquer uy.

A partir de agora, denotamos por {T(t);t > 0} o semigrupo gerado por a”g’t"t) =

—u (x,t) + tanh (B] * u (x,t) + h) com condicdo inicial u(x,0) = ug(x) em L%(R,p),
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isto ¢,
T(tHuo(x) = u(x,t)

paratodot > 0ex € R.
3.3 Existéncia do atrator global em L*(R, p)

Nesta secdo mostraremos que o semigrupo {T(t);t > 0} possui um atrator global em
L%(R, p). Para isto provaremos inicialmente que o semigrupo possuem uma bola cen-
trada na origem de raio 1 4+ € como um conjunto absorvente em Lz(]R, 0), seja qual for

€ > 0, conforme o lema abaixo.

Lema 3.3.1. Seja qual for € > 0, a bola centrada na origem e de raio 1 + €, B(0,1 +€), é um

conjunto absorvente para o semigrupo {T(t);t > 0} em L*(R, p).

Demonstragio. Lembramos que um conjunto By contido em L?(IR,p) é um conjunto
absorvente para o semigrupo {T(t);t > 0}, se para qualquer conjunto limitado B em
L*(R, p), existe tg > 0 tal que T(t)B C By para qualquer ¢ > tg.

Se u(x,t) é uma solugdo de (3.1) com a condigéo inicial #y € B, onde B é um con-

junto limitado em L?(IR, p), temos pela férmula de variacio das constantes

u(x,t) = e tug(x) + /Ot e ttanh {B(] * u)(x,s) +h} ds

paratodot > 0ex € R.

Usando a desigualdade triangular, temos paratodot > 0e x € R

u(x, )]

IN

t

e ! ug(x)| —I—/ s ds
0

e " ug(x)| + 1.

IN

Assim

()2 < (e Juo(x)] +1)7,

e multiplicando ambos 0os membros pela fungado p e integrando sobre IR, obtemos

— 2
”u('/t)H%Z(]R,p) < He t’uo(')‘ +1HL2(]R,p)’

e extraindo a raiz quadrada em ambos 0os membros, temos

||u('/t)||L2(IR,p) B He_t‘”o(')|+1”L2(R,p)'
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Usando a desigualdade Minkowski

o)l rp) < e lluo() 2, +1

para todo t > 0.
Com isso, dado € > 0 existe t5 > 0 tal que e~ |Juq(-) l12(rp) < € paratodot > tg
( basta tomar tg = In (@)) Portanto u(-,t) € B(0,1+¢€), para todo t > tge o

resultado é provado. [

Lema 3.3.2. Seja qual for n > 0, existe t,; > 0 tal que T(t;)B(0,1 + €) possui uma cobertura

finita por bolas de L*(IR, p) com raio menor que 1.

Demonstracdo. Considere os sistemas

augatc,t) = —u(x,t)+tanh (B] *u (x,t)+h),t >0 (3.6)
u(x,0) = ug(x),
e
% = —ou(xt),v(x,0) =ug(x) 3.7)
W = —w(xt)+tanh{B] * (v+w) (x,t)+h},w(x,0)=0.

Veja que se (v, w) é uma solugdo de (3.7) entdo u = v + w é uma solugdo de (3.6)
com u(0) = ug. Reciprocamente, qualquer solucgdo u de (3.6) pode ser escrita como
U =19+ w, com (v, w) uma solugdo do sistema (3.7).

Pela formula de variacdo das constantes, temos
u(x,t) = u(x,0)e " + /Ot e ttanh {B] * u (x,s) + h} ds,
e para qualquer R > 0 podemos escrever
u(x,t) = o(x,t) + w(x, x|y + 0 ) (1= X~ )

onde x|_g g) denota a fungéo caracteristica do intervalo [—R, R].
Desde que v(x,t) = e 'ug(x), dado 7 > 0, podemos encontrar t, tal que se t > t,

entdo [[v(-, )|l 2(r p) < 7 para todo up € B(0,1+¢).
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Agora, observe que
t
lw(x, 1) < / e lds <1 (3.8)
0

paratodot > 0,x € R.
Para qualquer x € R, a convolugdo ( J u)(x,s) / ] X — y,s)dy esta bem

definidose u € L}

loc (R),ja que J tem suporte compacto. Em partlcular seu € Ll o (R)

!/

J(x = y)u(y,S)‘ dy
J (x = y)uy,s)|dy.

)]' *u(x,s)‘ < /]R

[x—y[<1 ‘
Mas,

x—y|<lex-—1<y<x+1

Dai, usando a desigualdade de Holder

T ru(xs)| < /xx:l I/(x—y)u(yls dy

)
(o breofa) (1
- (/j u(y,9) dy)

Seu(x,t) € B(0,1+¢),R>0ex € [-R,R], temos

IN

1
s)| dy)

N|— »—k

/

l

Foues)] < |7 ([ s Pay)’ |
[ ) P () )

2
/ lu(y,s)| mmp(y)—dy)
PR

=1 2w (/R!u(y,S)l p(y)dy)1

o |1 LR) [ 8) [ L2(r p)

IN
S~

oo
f (

VAN
—

=
—

P

;

1+e !
PR+ ]

;

L2(R)
onde pr+1 = inf{|p(x)|;x € [-R—1,R+1]}, e xr+1 € a fungdo caracteristica do in-
tervalodo [-R —1,R +1].

Portanto, diferenciando w(x, t) com respeito a x, obtemos para t > 0

(x,t) [3/ “tsech? (B] % u(x,s) +h) .(J *u) (x,5) ds.
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Assim
%w(x,t)‘ < ﬁ/ ] * 1 (x, s))‘ds.
B(l+e) || ¢ s—t
< N/ J LZ(R)/O e° 'ds
pl+te) ||y
= Ve | I2(R)
Com isso
o N i (= R,R]0) sew(xt) ([-R.R]p)
NN
= _ 3.9
(/R XRP(y)‘axw(x/t) dx) (3.9)
Bl+e) |7
< U | L2(R)

Agora, escolheremos R > 0 de tal forma que / (1 —xr)p(x)dx < Z Entdo por
R

(3.8), temos

IN

[ (1= x8) (D) p(x)dx

i
< 1

11 = xr)w (D)l 2k p)

Além disso, por (3.8) e (3.9) a restrigdo de w(+,t) ao intervalo [—R, R] é limitada em
H' ([-R,R],p) por uma constante independente de uy € B(0,1 + €), e portanto o
conjunto {xrw(-,t);t >0, comw (-,0) € B(0,1+ €)} é um subconjunto compacto de
L?(R,p) ja que H' ([-R,R],p) = L?([-R,R],p) é uma imersdo compacta, e assim,
ele pode ser coberta por um ntimero finito de bolas com raio menor que 7.

Portanto , uma vez que u(-,t) = v(-,t) + xrw(-, t) + (1 — xr)w(-, t), segue-se que
T(t;)B(0,1+ €) tem uma cobertura finita de bolas em L?(IR, p) com raio menor que 7.

O]

Denotamos por w(C), o conjunto w-limite de um conjunto C contido em L?(RR, p)

Teorema 3.3.3. O conjunto A = w(B(0,1 + €)) é um atrator global para o semigrupo gerado

por (3.1), em L%(IR, p), que estd contida na bola centrada na origem de raio um.

Demonstragdo. Usando o lema 3.3.1 segue-se imediatamente que A estd contido na
bola centrada na origem de raio um. Além disso, uma vez que o conjunto A é inva-
riante pelo semigrupo{T(t);t > 0}, segue-se que A C T(f)B (0,1 + €), para qualquer

t > 0 e entdo, pelo Lema 3.3.2, obtém-se que a medida da ndo compacidade de A é
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zero. Assim, A é relativamente compacto e, sendo fechado, .4 também é compacto. Fi-
nalmente, se D for um conjunto limitado em L?(RR, p) entdo T(f)D C B (0,1 + €) para

t suficientemente grande e, por conseguinte, w(D) C w (B (0,1+¢€)). O

Uma vez que as estimativas em L?(IR,p) foram obtidas para solucdes no atrator,

podemos usar um argumento do tipo bootstrap para obter estimativas em C¥.
Teorema 3.3.4. O atrator global A é limitado em C¥, para qualquer k inteiro ndo negativo.

Demonstragio. Se u(x,t) é uma solugdo de (3.1) com condigéo inicial u(x, tg) contido

no atrator 4, pela férmula das varia¢des das constantes temos,

u(x, t) = e~y (x, 1) + /tes_ttanh {B(J *xu)(x,s) + h}ds. (3.10)
to

Como A estd contido na bola centrada na origem de raio um, segue que u(x,ty) é

limitado para qualquer ¢y escolhido. Dai, fazendo ty — —oo, obtemos
t
u(x, t) = O+/ e ttanh {B(] * u)(x,s) + h} ds. (3.11)
Aplicando o médulo em ambos os lados, temos

lu(x,t)| = '/tooes_ttanh {B(J *u)(x,s) +h}ds|.

Como |tanh(x)| <1,V x € R, segue que

ju(x, £)]

IN

¢
/ e tds

—00 (3.12)
< 1

para todot > 0, x € R. Apartir de (2.11) obtemos

Jeus)| < [ 1= yuts)|dy

< /}R ]]'(x—y)

Deriviando em (2.10) em relagéo a x, obtemos para t > 0

(3.13)

LY(R)

Lu(x,t) = /t aa tanh {B(J * u)(x,s) + h}ds
— ,3/ sech2 BJ *u(x,s) +h) .(] xu)(x,s)ds,

que é bem definido por argumentos totalmente semelhantes aos utilizados na prova

do lema 3.3.2.
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Usando (2.12) temos,

IN

,B/tooeSt ’(]/ *u)(x,s)‘ ds

t
! s—t
‘B ] L1(R) /—ooe ds
'B ] L1(R).

Observe-se que, a partir desta estimativa, temos

2u(x,t) ‘

IN

/

IN

Jed (s < [ |7 G )| dy
< B, L G0y
2
= BlJ HR)

Diferenciando em (2.10) mais uma vez, obtemos

%u(x,t) = /t 5 12B%sech(B] * u(x,s)).sechtanh(BJ * u(x,s))

(]/ *u(x,s))? + Bsech?(B] * u(x,s))(]/ * u/(x,s))ds

e assim usando o fato que as fungdes sech e tanh tem médulo menor que 1, temos

i ( t) < t S—f2 /* ( ) 2+(/* /( ))d
P u(x, Ry S ﬁ/_O?e ﬁ(] u(x,s ) J *u (x,s))ds
(12 112
< s—t2 d
ALl o,
< 3821 :
= W oy

Da mesma maneira podemos obter estimativas para as derivadas de u de qualquer
/ . . . .
ordem, em termos de J, | e derivadas de ordem inferior de u, concluindo a prova.

O]
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