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RESUMO

Neste trabalho apresentamos um resultado obtido por H. Alencar e M. do Carmo,
que classifica as hipersuperfices com curvatura média constante na esfera unitaria de

dimensdo n + 1.

Palavras-chave: Geometria Riemanniana, Curvatura Média, Hipersuperficies, Lapla-

ciano.



ABSTRACT

In this work we present a result obtained by H. Alencar and M. do Carmo, which
classify hypersurfaces with constant mean curvature in the unit sphere of dimension

n + 1. Keywords: Riemannian Geometry, Mean Curvature, hypersurfaces, Laplacian.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

Sejam M" uma variedade diferencidvel orientada de dimensdone f : M" —
S"1(1) C R""? uma imersio de M na esfera unitdria S"*!(1) do espaco euclidi-
ano R"*2, Escolha um campo normal unitdrio 7 ao longo de f, e denotemos por
A : TyM — T,M a aplicagdo linear auto-adjunta associada a segunda forma funda-

mental da f ao longo de 7, isto &,

(AX,Y) = (B(X,Y), 1)

onde V é a conexdo de S"*1(1) e X, Y campos de vetores tangentes em M.
A é uma aplicagdo linear e simétrica e pode ser diagonalizada em uma base ortonor-

mal ey, ..., e, de T, M, ou seja,
Aei = kiei, i = 1,...,n

onde os k; sdo os autovalores associados aos autovetores e, ..., ;.

Denotemos por

H — EZki,

i

a Curvatura Média de f e por

AP =YK,
i
o quadrado da norma do operador de Weingarten

Quando f é uma imersdo minima vale.

Teorema 1.0.1. Sejam M" compacta, f : M" — S"T1(1) C R""2 uma hipersuperficie
minima e A o operador de Weingarten. Assuma que | A |>< n, para todo p € M. Entio

(i) | A |?>= 0 (e M é totalmente geodésica) ou | A |*>= n.

(i) | A 2= 1 se, e somente se, M" é um toro de Clifford em S+l isto 6, M" é o produto

de esferas S™ (r1) x S§™(ry), n1 + ny = n, de raios apropriados.



O item (i) deve-se a Simons, ver [8]. A caracteriza¢do em (ii) foi obtida independen-
temente por Chern, do Carmo e Kobayashi em [9] e por Lawson em [4]. O resultado
no item (ii) é local.

Defina a aplicagéo linear ¢ : T,M — T,M
(X, Y) =H(X,Y) — (AX,Y)

E facilmente verificado que trace tr¢ = 0 e que

1 ..
|cp|2:%' (ki—k]')2 i,j=1,.,n

i,j
de modo que |¢|> = 0 se, e somente se M é totalmente umbilica.
H(r)-toro, para 0 < r < 1, é a hipersuperficie em S"1(1) obtida pela imersdo do
produto S"~1(r) x S'(v/1—12) — R" x R? e tem curvaturas principais dadas, em
alguma orientagdo, por

V1—1r2 r

e ky, =—

ou o simétrico desses valores na orientagdo oposta.

ky=..=k, | =

Seja M" compacta e orientada e, seja f : M" — S"*1(1) com curvatura média

constante H, escolha uma orienta¢do para M tal que H > 0. Para cada H, seja,

n(n—2)
n(n—1)

e seja By o quadrado da raiz positiva de Py (x).

Pr(x) = x> + Hx —n(H*+1)

Nesta dissertacdo provaremos um resultado que classifica as hipersuperficies na
esfera S"*1. O teorema a seguir generaliza o teorema 1.0.1 para hipersuperficies com

curvatura média na esfera e foi obtido em [?] por H. Alencar e M. do Carmo, a saber:

Teorema 1.0.2. (Alencar-Do Carmo)Sejam M" uma variedade compacta de dimensdo n, f :
M" — §"1 C R™2 uma imersio com curvatura média constante H e ¢ : TyM x TyM —»

IR o tensor simétrico dado por
(X, Y) = H(X,Y) — (AY).

Suponha que |¢|> < By, Vp € M. Entdo
i)|¢|? = 0 (e M totalmente umbilica) ou |$|*> = By,



ii) |¢|?> = By se e somente se

a) H=0e M" é um toro de Clifford em S"+1(1)
b)H#0en > 3, e M" é um H(r)-toro com r> < =1
¢)H #0en=2,eM"éumH(r)-toro com r> # =1,

Na literatura essa ¢ tem o nome de parte sem trago da segunda forma fundamental



Capitulo 2
VARIEDADES

2.1 Preliminares

Uma variedade é um espago topoldgico que localmente se assemelha a um espago
Euclidiano.Tal semelhanca permite o estabelecimento da diferenciacdo parcial, e de
todas as caracteristicas essenciais de calculos em variedades. O espago Euclidiano IR",
é o conjunto de todas as n-uplas p = (py, ..., pn) de nimeros reais. O produto interno
natural de R" é o produto p.q = )} p;q; com norma |p| = ,/p.p. A métrica resultante
d(p,q) = |p — q|. E compativel com a topologia do IR".

Uma fungdo real f definida em uma aberto ¢/ de R" é suave (ou equivalente, C®)
se f possui derivadas parciais de todas as ordens continuas para todo ponto de U.

Seja u' : R" — R com 1 < i < n a fungdo que associa cada ponto p = (py,...,pu) a
sua coordenada p;. As ul, ..., u" sdo chamadas de funcdes coordenada do R".

Uma aplicagdo ¢ de um aberto &/ do R™ em R" é diferencidvel se cada uma das
fungoes reais u’ o ¢ é diferenciavel, (1 < i < n).

Nosso proposito agora é definir Variedades diferencidveis. Seja S um espago topolé-
gico. Um sistema de coordenadas em S é um homeomorfismo ¢ de um aberto ¢/ de S
em um aberto &(U) do R". Escrevemos ¢&(p) = (x!(p),...,x"(p)) para cada p € U. As

funcdes resultantes x1, ..., x" sio chamadas de fun¢des coordenadas de &. Assim
¢
E=(x%.,x") U - R"

. Chamaremos de n a dimenséo de ¢.
Dois sistemas de coordenadas n-dimensional ¢ e 7 em S sdo chamados admissiveis se

l'e 70 ¢! sdo ambas diferencidveis. Explicitamente, se ¢ : i/ — R" e

as fungdes ¢ oy~
n:V — R", entdo n o ¢! definida no conjunto aberto &(/ (V) e tomando valores em
n(UN V) e&on~!,definida no conjunto aberto & sdo necessariamente diferencidveis no

sentido Euclidiano.

Definicdo 2.1.1. Um Atlas A de dimensdo n em um espago topolégico S é uma colecdo

de sistemas de coordenadas n-dimensionais em S tal que:



A1) Cada ponto de S estd contido no dominio de algum sistema de coordenada em
V,e

A2) Quaisquer dois sistemas de coordenadas em A sdo admissiveis.

Um atlas C em S é dito maximal se C contém cada sistema de coordenadas em S

que é admissivel com todos os sistemas de coordenadas em C.
Lema 2.1.2. Cada atlas A em S estd contido em um inico atlas maximal.
Demonstragio. ver [6] pagina 2. O

Lembramos que um Espaco topolégico S é um Espaco de Hausdorff se quaisquer

dois pontos distintos de S podem ser separados por conjuntos abertos disjuntos.

Definic¢ao 2.1.3. Uma variedade M diferencidvel é um espaco de Hausdorff munido

com um atlas completo.

A dimensdo n = dimM de uma variedade M é a dimensao do seu atlas. A notagdo
M" indica que M é uma variedade diferencidvel de dimens&o n.

Se M" é uma variedade diferenciavel, uma carta local (ou um sistema de coorde-
nadas local de M") é por defini¢do um par (U, ¢) onde ¢ : U — @(U) C R" é um
sistema de coordenadas pertencente ao atlas maximal de M. Se p € U e ¢(p) =
(x1(p), x2(p), .., xu(p)) o conjunto U é chamado de uma vizinhanga coordenada de p e
os nameros x;(p) sdo chamadas de coordenadas locais de p.

Sejam M" uma variedade diferencidvel e / C M uma vizinhanca coordenada de p.
Uma funcdo f : M — R é diferencidvel em p € U se dado um sistema de coordenadas
&:U — R"afungdo fo & ! : &(U) — R" é diferencidvel em p. A funcdo f : M — R
é diferencidvel em M se for diferencidvel em todos os pontos de M. Vamos denotar o
conjunto de todas as fun¢des diferencidveis de M por F(M).

Diferenciabilidade é uma propriedade local. Ou seja ¢ : M — N é diferenciavel
em p € M quando a restricdo de ¢ para alguma vizinhanca de p é diferencidvel. A

aplicacdo ¢ é diferencidvel se é diferencidvel em cada ponto de M.

Definicdo 2.1.4. Um difeomorfismo ¢ : M — N é uma aplicagdo diferenciavel que tem

inversa diferencidvel.

Aplicacdes Identidade de variedades, composi¢des de difeomorfismos, e inversas

de difeomorfismos sdo exemplos de difeomorfismos.



2.1.1 Vetores Tangente

Defini¢do 2.1.5. Seja p um ponto na variedade M. Um vetor tangente a M em p é uma
funcéo de valores reais v : §(M) — R que é

(i) R-linear: v(af +bg) = av(f) + bv(g) paratodoa,b € R, e

(i) Leibniziniana: v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g) onde f, g € F(M).

Para cada ponto p € M temos o conjunto de todos os vetores tangentes de M em
p serd denotado por T,M. As defini¢des de adigdo e multiplicagdo escalar definidas

abaixo fazem de T, M um espaco vetorial sobre os ntimeros reais .

(v+w)(f) = v(f)+w(f) (2.1)
(a0)(f) = av(f) Vf§(M),a€R, (2.2)

Munido dessas operagdes, T, M é chamado de Espaco Tangente de M em p.
Para definir a diferenciacdo parcial em uma variedade, o esquema é para mover a
fungdo f de volta ao espago euclidiano através de um sistema de coordenadas e, em

seguida, tomar as derivadas parciais.

Defini¢do 2.1.6. Seja { = (x1,...,x") um sistema de coordenada de M em p. Se f €

§(M), seja

or-1
F=2UC g a<i<w,

onde u!, ..., n" sdo as func¢oes coordenadas de IR".

A seguinte fungao

d

§(M) =R

associa cada funcdo f € §(M) a g—i (p), mostra-se que §—£ (p) é um vetor tangente

a M em p. Podemos imaginar 9; |, como sendo o vetor tangente da i-ézima curva
coordenada passando por p.
O suporte suppf de f € F(M) é o fecho do conjunto {p € m : f(p) # 0} . Assim

M - suppf é o maior conjunto aberto no qual o f é identicamente nula.

Lema 2.1.7. Sejav € Ty(M). (1) Se f,g € §(M) sdo iguais em um vizinhanga de p, entio
v(f) =v(g). (2) Se h € F(M) é constante numa vizinhanga de p, entio v(h) = 0.



Demonstragdo. 1) Por linearidade é suficiente mostrar que se f = 0 em uma vizinhanga
U de p, entdo em p, v(f) = 0. Assim sendo sejam f tal que f = 0 numa vizinhanga de
p e ¢ uma funcdo diferencidvel em p com suporte em U ;1) fg = 0 em toda M. Mas

v(0) =v(0+0) = v(0) 4+ v(0) implica v(0) = 0. assim

0=20(fg)(p) =v(f)(P)g(p) + f(p)o(g)(p) = v(f)(p)s(p)

suponha g(p) # 0 portanto v(f) = 0 em p.
2) Em 1) podemos assumir que h tem valor constante c em toda M. Se 1 é a funcao

constante de valor 1, entdo
v(1) =0v(1.1) = o(1)1 + 1v(1) = 2v(1)

Portanto v(1) =0ev(h) = v(c.1) = cv(1) = 0.

O item (2) é um caso particular de 1). ]

Teorema 2.1.8. Seja & = (x%,..., x") um sistema de coordenadas de M em p,entdo os vetores

coordenados 1|, ..., 0|, formam uma base no T,(M); e

n .
v="Y ov(x")9], Yve T,(M)
i=1
Demonstragido. Podemos trabalhar apenas numa vizinhanga coordenada ¢/ de ¢. Uma
vez que v(c) = 0 sem perda de generalidade podemos assumir que ¢(p) = 0 € R".

Escolhendo se necessario U de modo que ¢(U) = {g € R" : |q| < €} para algum ¢. Se

g é uma funcéo diferencidvel em ¢ (U/) tal que, para cada 1 < i < n define

1
ad
8i(q) = / a—fi(tq)dt Vg € 5(U)
0
Mostra-se pelo teorema fundamental do calculo que

g =2g(0)+ Y gu' em &(U)

Entdo se f € §(M), fazendo ¢ = f o ¢! temos

f=fp)+ ) fixl em U

Aplicando v em f, temos



. . 9 .
v(f) =0+ ) o(fi)x'(p) + )} filp)o(x') = Za—ﬁ(r?)v(xl)
. Isso vale para toda f € §(M), entdo os vetores tangentes v e Y v(x)9;|, sdo iguais.

Resta mostramos que os vetores d;|, sdo linearmente independentes. De fato, se

Y- a;9i|, = 0, entdo a aplicando em x/, temos

Em particular, a dimenséo (espago vetorial) de T, M é a mesma dimensao de M.

2.1.2  Aplicagées Diferencidveis

Defini¢ao 2.1.9. Seja ¢ : M — N uma aplicac¢do diferencidvel. Em cada ponto ponto

p € M a fungdo

doy: TyM — Ty, N
que associa o vetor v € T,M ao vetor v, € Ty, N é chamada diferencial da fungao ¢

em p, onde.

vp =dop(v)(g) =v(g0 )

paratodov € T,M e g € F(N). Dai resulta que a aplicagdo diferencial é linear.

Lema 2.1.10. Seja ¢ : M™ — N" uma aplicacdo diferencidvel. Se ¢ é um sistema de coorde-

nadas de p em M, e 17 é um sistema de coordenadas de ¢(p) e N, entdo

d@p(%):im(r’) ° (1<j<m)

=  ov ' | oy
Demonstragio. Seja w € Typ,N . Podemos escrever w em fungado da base do Ty, N da

9
%W | pp

seguinte forma w = Y w(y’) . Pela defini¢do de diferencial de uma aplicagdo,

) vy =W,
14

oxJ

; d
w(y') = dg, (;




A matriz de d¢ com respeito as bases coordenadas é,

<a(yi ° @) )
ox/ 1<i<n1<j<m

chamada de matriz Jacobiano de ¢ relativoa ¢ e 7.

Lema 2.1.11. Sejam ¢ : M — N e : N — P sio aplicagoes diferencidveis. Entdo para cada

peM,

d(Yo @)y = dpgpodepy

Demonstragio. Sejav € T,Me g € §(P), entao

d(Po@)(v)(g) = (vogoyog)=de(v)(goy) = (dpde(v))(g)
0

Teorema 2.1.12. Seja ¢ : M — N uma aplicagio diferencidvel. A diferencial dy, no ponto
p € M é um isomorfismo linear, se e somente existe uma vizinhanga V de um ponto p € M tal

que @|V é um difeomorfismo de V na vizinhanga ¢(V') de ¢(p) em N.
2.2 Campos de Vetores

Um campo de vetores V em uma variedade M é uma funcdo que atribui a cada ponto
p € M um vetor tangente V, € T, M. Intuitivamente V' € um conjunto de flechas, uma
em cada ponto de M. Se V é um campo de vetoresem M e f € F(M), entdo V f denota

a fun¢do com valores reais em M dada por

(V) (p) =V, (f) Vpe M.

Entdo V é diferenciavel se V f é diferencidvel para todo f € F(M).
Seja f € F(M) e V, W campos diferenciaveis, vale de maneira ¢bvia:
D(fV), = f(P) Vs
i) (V+ W), =V, + W), pata todo p € M.
Se V e W sdo diferenciaveis, entdo os campos V + W e fV também o sdo.
Estas duas operagdes tornam X(M) o conjunto de todos os campos diferenciaveis

em M, um moédulo sobre o anel F(M).
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Se ¢ = (x!, ..., x™) é um sistema de coordenadas em U/ C M, entdo para cada
1 < i < n o campo de vetores d; em U que associa cada p € U ao vetor tangente
d; |p é chamado de campo de vetores coordenado em ¢. Estes campos de vetores sdo
diferenciaveis, pois 9; (f) = §—£ 0 sdo.

Segue-se imediatamente pelo teorema da base que para cada campo de vetor V
temos V =Y V (x;) djem U.

Uma derivada em §(M) é uma aplicagdo © : F(M) — §(M) tal que

1. R-linear: ® (af +bg) =a® (f) +bD (), (a, b eR), e
2. Leibniziana: ® (fg) =D (f) g+ fD (g)-

A definigdo de vetor tangente mostra que para um campo de vetor V € X (M) a
funcdo f — Vf é uma derivagdo em §(M). Por outro lado, cada derivagdo © em
§ (M) vem de um campo vetorial.

De fato, cada ponto p € M define V, : §(M) — R por V, (f) = D (f) (p). As
propriedades (1) e (2) acima implicam que V), € um vetor tangente a M em p; assim V
é um campo de vetor bem definido e M. Mais ainda, Vf = D (f) € § (M) para toda
f € § (M), entdo V é diferencidvel e determina a derivada ®.

SeX,YeX(M)ef:M— Remgeral X(Yf)e Y(Xf) ndo sdo campos de vetores.

Entretanto o seguinte lema é valido.

Lema 2.2.1. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores numa variedade diferencidvel M.

Entdo existe um iinico campo vetorial Z satisfazendo
Zf = (XY —-YX)f Vf e F(M)

Demonstragio. Provaremos a unicidade deste campo de vetores. Admitamos a existén-
cia de Z. Consideremos um sistema de coordenadas qualquer no aberto &/ C, podemos

escrever

X(p) = Yalp)ar, Y(p) = L bi(p) o
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logo,
n a n
CNf(p) = X)) = L ailp) o ( L bi(p) oL
i=1 j=1
n ab n aZf
B 1_21 [al <Z ox! axf +]_Zlb] axi8x1>]
n aZ
Z axl Z %i(p)b; xlgxf
i,j=1 i,j=1
1 db; af
(? o E @x,) o
Analogamente,
oa; of
Zb]a]a z+ Z ] la Jaxl
i,j=1
Dai, obtemos que
Zf = (XY - YX)(f) = i ab; af Zbaa, of
B N i1 8x1 ox/ =1 T 9x] dx'
"ol db; 0a; n
- £ (8 (osd-voe) ) - £
a\a X ox ox/ = Tox
Mostrando a unicidade de Z. A diferenciabilidade é decorrente da definicao. O

O campo de vetores [X, Y] = XY — YX é denominado colchete de X e Y.

Lema 2.2.2. Se X,: Y e Z sdo campos de vetores diferencidveis de vetores em M, a, b € Re

f, & : M — R sdo fungoes diferencidveis, entdo

1. R-bilinearidade [aX +bY, Z] = a[X, Z| + b[Y, Z] e [X, aY +bZ] = a[X, Y] +
b[X, Z]

2. anticomutativa [X, Y] = — [Y, X]
3. identidade de Jacobi [[X, Y], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] =0.

Demonstragio. 1) [aX +bX, Z] = (aX+bY)Z —Z (aX+bY) = aXZ +bYZ —aZX —
bZX =alX, Z)+b|Y, Z)];
2)[X, Y] =XY-YX=—(YX—XY)=—]Y, X|;



3)
(X, Y],Z]=[X,Y]|Z-Z[X, Y] = XYZ - YXZ — ZXY + ZYX
Y, Z], X] =Y, Z| X - X[Y, Z] = YZX — ZYX — XYZ + XZY
12, X],Y]=[Z, X]Y-Y[Z X] = ZXY — XZY = YZX + YXZ

Somando as trés parcelas acima obtemos a identidade de Jacobi.
A operacdo colchete em X (M) R-bilinear, ndo é § (M)-bilinear.

De fato, [fX, gY] = (fX) (¢Y) — (8Y) (fX)

12

Considerando um sistema de coordenadas qualquer no aberto U C M, podemos

escrever

X Zalazey Eblazl

onde cada 4;, b; sao fungdes diferenciaveis de U em R. Entao temos que [f X, gY] =

(fX)(gY) — (8Y)(fX)
(fX)(gY) = Zfz <28]ax]>
_ fa, (Zg]a o Zaaiéj%)
- T (Zg o+ 5 (835557 o)
= Zf lg,a oz ]+Zf (]8x1 832)%

9g 0 ab; 9
- L e J+Zf”a o T LS 5005

g db; 9
- Zf 4 i 3xi ]+f(2 Pioxi 9 ]> Zf lgaxlax]

ob;
- Zf”igbfaxiaxf+f(z ) (Z 3 J) +Zf 8921 927
1,] 1

analogamente,

0

0° 0 a i
(eV)(f%) = Zgbffalaxfaxl e <;a_j;> <; ) +Z az] ox
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Logo,

X, 8] = (fX)(gY)—(gY) (fX)
db; 9 02

02 d _c
- Zg””f iaxian 8 (Z a:f) (Z >+2g Soniag ~ S bistig
j U
g aaz
B f<2bfax1> <Z 8x1> Zf] 9%l axi

J
obj 0 da; d
= §X(f) Y+gf2(aza i3 b,ax]axl>—fY(g)X

= f8IX, Y]+ fX(g)Y—gY(f)X

2.3 O Fibrado Tangente e o Fibrado cotangente

Seja M uma varidade diferenciavel, chamamos de fibrado tangente de M

T™M:= (] T,M
peEM

Um ponto de TM serd denotado por X, se X, € T, M. Denotaremos por 7t a projegdo

natural de TM em M, isto é
n:TM —- M

definida por 7(X,) = p.

Temos que TM possui uma estrutura da variedade diferencidvel canonica cujas
cartas locais sdo constituidas da seguinte forma: a cada carta local de M, U,p) =
U,x,...,.x") € A, onde A é o atlas que define a estrutura diferencidvel em M, associ-

amos a carta local TM seguinte
-1 . -1 a1 n 1 n
U,p) = (r " (U);x om, .. x"om,x,..,x"

onde x’ sdo as fungdes reais definidas em 7~ 1({/) através de x'(X,) = X,(x). Na
verdade, as coordenadas locais de cada ponto X, € 7~ 1(U sdo dadas coordenadas
locais x'(p) de p = 7(X,) e pelas coordenadas de X, € T,M na base de vetores
coordenados 9;|p, isto &, X, = ¥ x'0;|,.

Vemos portanto que a aplicagdo ¢ : 71 (U) — R

$: X, € TN U) <x1(p),...,x”(p),xl(Xp),...,x”(Xp)> € R?"
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define uma bijecdo de 7! (/) sobre o aberto ¢(U) x xR" C RR?". Definimos entdo
uma topologia em TM que tem como base os conjuntos da forma {¢~1(O) }(9,0), onde
O é um aberto de R?" e ¢ é aplicacio associada a (U, ¢) € A, como definida acima.
Desta forma TM fica munido de uma estrutura de variedade de dimenséao 2n. Consid-
eremos o fibrado cotangente T*M
™"M:= |J T,M
peM

onde T, M € o espago dual a Tj, M, isto € o espago formas lineares ¢, : T,M — R. Um
ponto de T*M sera denotado por 6.

A topologia e a estrutura diferencidvel definem-se de maneira analoga a do fibrado

tangente.
2.4 Referencial Mével, K-Formas

Defini¢do 2.4.1. Uma 1-forma 6 em uma variedade M é uma func¢do que associa cada

ponto p a um elemento 6, do espago cotangenteT, M*.

Seja # uma 1-forma em M e X um campo de vetores em M, entdo 6X é uma a fungdo
de valores reais em M cujo valor em cada ponto p é o valor de 6, em X,.

A 1-forma 6 é diferenciavel se 6X é diferenciavel em todo X € X (M).

Denotaremos por X* (M) o conjunto de todas as 1-formas de M .

Podemos munir X* (M) com uma estrutura de médulo, isto é

(9+‘U)p:9p+wp/ (fe)p:f(lﬂ)gp

para todo p € M. Assim X* (M) é um moédulo sobre § (M).

A diferencial de f € § (M) é uma 1-forma df tal que (df) (v) = v (f) para cada
vetor tangente v de M. Claramente df é uma 1-forma uma vez que em cada ponto
p a funcdo (df), : T,M — R ¢ linear, e se V € X (M) a funcdo (df) (V) = Vf ¢
diferencidvel.

Se x!, ..., x™ é um sistema de coordenadas em U/ C M temos assim as 1-formas
coordenadas dx?,..., dx™ em U.

Para cada ponto em U, dx!,..., dx™ fornecem uma base dual para os campos de

_ ot

vetores coordenados 9y, ..., 0, uma vez que dx; (E)j) =95

= ¢;;. Mostra-se que para

cada 1-forma 6,
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Q:ZB(E)i)dxi emZ/I,

Lema 2.4.2. A diferencial tem as seguintes propriedades:
1. d:§ (M) = X* (M) é R-linear.

2. Regra do produto: Se f, g € § (M), entdo d (fg) = gdf + fdg.

3.5 feF(M)eheF(R),entiod (h(f)) =H (f)df.

Dado um espaco vetorial V denotemos por A¥ (V) o conjunto das aplicacdes k-
lineares alternadasw : V x --- x V — R,onde V x - - - X V tem exatamente k fatores.
Altenadas no sentido de

w(ull' . .,uk) = —w (ull. . ',ui—llujr' . -’1,[]'_1,1/[1',- . ~,uk) ’ ]> L.

Definic¢ao 2.4.3. (forma exterior)Seja M" uma variedade diferenciavel. Uma k-forma

exterior w em M é uma escolha, para cada p € M, de um w (p) € A* (T,M).

Dados uma k-forma exterior w e uma parametrizacdo x, : Uy — M em uma

vizinhanga de p € M, dizemos que a k-forma exterior w,, em U, C R", dada por

Wy (q) (01/ Y Uk) =w (X‘X (q)) (d (xﬂé)q (Ul) /A '/d (xlx)q (Uk)> ’ 01,7, Uk € IR” éa
representacdo de w na parametrizagdo x,, neste trabalho adotaremos a seguinte no-
tagdo: wy (v, -+, vk) = w (d (xy) (v1),- -, d (xa) (vg)), vy, -+, v € R". Se mudar-

mos o sistema de coordenadas para (xg, Ug), obtemos que

(xﬁ_l o x,x) wp = Wy,
onde
(frw) (p) (o, - - o) = w (f(9)) (dfg (v1) - dfy (ve))  o1,- o €RY,
para uma aplicacdo diferenciavel f : R” — R" e uma k-forma w em R".

Defini¢iao 2.4.4. Uma forma diferencidvel de ordem k (ou k-forma diferencidvel) na
variedade M" é uma k-forma exterior cuja representacdo em um sistema de coorde-

nadas (logo em todos) é diferencidvel.
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E interessante notar que todas as operagdes definidas para formas diferencidveis
em R", como diferencial e integral, podem ser extendidas as formas em M" através de
sua representacdo local.

Dada uma forma diferencidvel w em uma variedade M, dw é a forma em M cuja

representacdo local é dw,. Obviamente, dw esta bem definida, pois

dw, = d <x/;1 o xa)* wg = <x;1 o xa> ' dwg.
Seja w uma 1-forma diferencidvel uma variedade diferencidvel M e, sejam X e Y

campos vetoriais diferencidveis em M. E possivel mostrar que

dw (X,Y) = X (w(Y)) - Y (w (X)) ~ w([X,Y]).

Mais geralmente, se X, - -, Xj1 sdo campos diferencidveis e w é uma k-forma,
entao

dw (X1, -+ Xjey1) = Lot} (1) Xw (X, Xi1, Xig1, - Xe1) +
Y)Y w ([Xi, Xj], X1+ Xic1, Xiga, -+ Xjo1, Xja, -+ Xig) -

i<l
Definic¢do 2.4.5. O produto exterior de duas 1-formas lineares w; e w; em um espaco

vetorial V é a forma bilinear alternada
w1 A\ wo(v1,02) = w1 (v1) wa (v2) — w1 (v2) wa (v1), v, € V.

Além disso, se wy,- - -, w, é uma base do espago das formas lineares V*, entdo
w; N\ wj, i,j =1, ---,n, formam uma base para o espago vetorial N2 (V*> das formas
bilineares de V x V.

Em geral, uma base {vy,...,v,} de um espago vetorial V é também denominado

referencial em V

Defini¢ao 2.4.6. Sejam Xj, Xj, ..., X;, campos vetoriais numa variedade diferencidvel
M" tal que {X;(p), ..., Xu(p)} é uma base de T, M para todo p € M. A aplicacdo
F-M — TM
p — F(p) = (Xa(p), - Xu(p))

é dita um referencial mével para M. Por simplicidade, diremos que Xj, ..., X;; é um
referencial mével para M. Um referencial moével é dito ortonormal em uma variedade

Riemanniana M se X1(p), ..., X (p) sdo ortonormais em p, para todo p € M.
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Consideremos um referencial mével Xj, ..., X;;, numa variedade riemanniana M.
Podemos definir as n 1-formas duais w; por wi(X]') = 6;j, onde J;; € o delta de Kro-
necker parai,j=1,..,n. Logo

n

X(p) = lewi(X(P))Xi(P)r VX(p) € TyM,

n
ou simplesmente, dI = ) w;X;, onde dI indica a identidade do espago tangente.
i=1
Lema 2.4.7. (Cartan) Seja V um espago vetorial de dimensio n. Sejam wy,- - -,w, : V. — R,
r < n, formas lineares de V linearmente independentes. Suponhamos que existam 1-formas

lineares 6, - - -, 0, satisfazendo:

r
Zwi/\()izo
i=1

Entdo

91' = Zai]‘w]', i,j = 1,- R lli]' = aji.
j

Proposicao 2.4.8. Sejam X, ..., Xy, um referencial movel numa variedade Mew;, i =1,...,n

as n 1-formas duais associadas ao referencial mével indicado. Entdo existem iinicas 1-formas
n
wjj tais que (i) wi; = —wj; (onde as w;; sdo ditas formas de conexdo) (ii) dw; = Y. wi N\ wy
k=1
(primeira equagdo de estrutura das 1-formas w;)

Demonstragdo. Suponha a existéncia das n? formas wjj, primeiro provaremos inicial-
mente a unicidade. Como w;(p), i = 1,...,n formam uma base uma base do espago
(T,M)* = Al(TpM) das 1-formas em T, M, para cada p € M, existem unicos ai-‘]. e bf-‘j

satisfazendo.
n r 1 i
Wwjj = kz ;W € dw; = 5 kZ; (ZU] A\ wk)
=1 i,k=1

i i
onde bjk = —bk].

o item (ii) implica

1 2 ) . ) n
—dw,; = -5 Z b}k(w]- Awy) = Z] = 1"(w! Nwjj) = aZ(wj A wy)
j k=1 jk=1
ou seja
1.
k 7y
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Dai segue
; 1. 1 1. 1
kgl — _Zpi 4 Zpi. = —_pi i
aij — Ay = —5bj + 5 b 5%k T 5 ]k ik
Permutando i, j, k
ai-cj — afk = - ;'k/ (2.3)
' ko _ /
a}k —a; = by (2.4)
: , B

Somando (2.3) e (2.4) e subitraindo (2.5), temos
(ak — al) + (a ;’k—a;g)—(afki—a;;j) = — (bl + bl — b)
2a-- (b;k—i—b] —bk)
af; = —3 (b + bl — iy
Visto que b ¢ tnico para todo 7, j, k = 1, ..., n, garantimos a unicidade de w;;. Basta

provar a ex1stenc1a de w;;. Tomemos

onde al estd bem definido, w;j estd bem definido.

—%(b;k +b.— bi‘]) Como ai-‘]-

j
Além disso,

1. 1.
k ) ky _ J k
ajj —5( i+ by — big) = Q(b;q + by — by)
k
logo
. k
Y apwp = — ) ajwy j
k=1
Portanto,
n n .,
— Z W ANwj = — Z Wi N\ (afkw])
k=1 k=1
1 n 1 n ]
= 5 ) b (Wi A wj) + Z b (Wi A wj) — 5 Y bl (we Awj)
]kk:l ] k=1 jk=1
1
= dw; + Z bE( (W Awj) -5 Z b o (Wi A wj)
]k 1 jk=1

= (lez'
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2.5 Orientabilidade

Definic¢do 2.5.1. Uma variedade M é orientdvel desde que exista uma colegdo O de

sistemas coordenados em M cujos dominios cobrem M e tal que paracada g, 7 € O o

Wi

determinante da funcdo jacobiano | (¢, ) = det (ax]) é positivo. (O é chamado atlas

da orientacdo de M.)
2.6 Tensores

Se V é um modulo sobre o corpo K, seja V* o conjunto de todas as fun¢des K-lineares
de V em K. A defini¢do habitual de adi¢do de fung¢des e multiplicagdo por elementos
de K, faz de V* um moédulo sobre K, o chamado moédulo dual de V.

Se V; =V paral <i <s,anotagdo V] x ... X Vs é abreviado para V°.

Defini¢ao 2.6.1. Para inteiros r > 0, s > 0, a funcdo K-multilinear A : (V*)" x V® — K

é chamado de tensor (7, s) sobre V.

O conjunto T’ (V) de todos os tensores do tipo (r,s) sobre V é um mdédulo sobre
K, com as defini¢des usuais de adi¢do de fungdes e multiplicagdes por elemento de K.
Um tensor do tipo (0,0) sobre V é simplesmente um elemento de K.

Um campo de tensores em uma variedade M é um tensor sobre X (M). Assim, o

tensor A do tipo (r,s) é uma aplicagdo § (M)-multilinear

A X (M) x X (M) = §(M).

O conjunto % (M) de todos os tensores do tipo (r,s) sobre V é um mdédulo sobre
§ (M). Parao casoder = 0, s = 0, o campo de tensores do tipo (0, 0) é uma fungdo

f € §(M); ouseja, TY (M) = F (M).

Se w é uma 1-forma numa variedade diferenciavel M, entdo a fungdo X — w (X) é
§ (M)-linear de X (M) para § (M), portanto é um campo de tensor (0, 1).

Cada campo de tensor (0,1) é conseguido dessa forma apartir de uma tnica 1-

forma, e portanto podemos escrever

(M) = x* (M).
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Se V é um campo de vetores diferencidvel em M, definimos

V(6) =6 (V)

para todo 6 € X*(M). A fungdo V : X* (M) — F (M) é §(M)-linear, portanto é
um campo de tensores (1,0). Cada campo de tensor (1,0) é conseguido dessa forma

apartir de um tnico campo de vetor, logo

T (M) = X (M).

Um tensor T é um objeto pontual. Fixe p € M e seja U uma vizinhanga de p em
M onde é possivel definir campos Ey, ..., E,;, € X (M), de que em cada g € U, os
vetores {E;},i =1, ..., m, forma uma base de T;M; diremos, neste caso que {E;} é um

referencial mével em U. Sejam

Yl = ZyilEill Y= ZyirEir/ il/ e, r=1,0.,m,
il

ir
as restri¢des a U dos campos Y7, ..., Y;, expressas no referencial moével {E;}.

Por linearidade,

T(Yi,...,Y)= Y, vin---YirT(E1, ..., Em).
i1y o iy

As fungdes T (Eq, ..., Ey) = T, . i em U sdo chamadas as componentes de T no

1s-

referencial {E;}.
2.7 Variedade Riemanniana

Defini¢do 2.7.1. Uma forma bilinear simétrica em um espago vetrorial sobre os reais V' é
uma fungdo R-bilinear b : V x V — R, e a consideramos simétrica quando: b (v, w) =

b (w, v) paratodov, w € V.

Definic¢ao 2.7.2. Uma forma bilinear simétrica b em V é
1. Definida positiva (negativa) se para v # 0 temos b (v, v) > 0 (< 0),

2. Semidefinida positiva (negativa) se b (v, v) > 0 (< 0) paratodov € V,
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3. Niio-degenerada se b (v, w) = 0 para todo w € V implica v = 0.

Se b é uma forma bilinear e simétrica em V, entdo para qualquer subespago W de

V arestricdo b | (W x W) denotada por b | W, é simétrica e bilinear.

Definicao 2.7.3. Uma métrica Riemanniana ou uma estrutura Riemaniana em uma va-
riedade diferencidvel M é uma correspondéncia que associa cada p € M a um pro-
duto escalar (, ) p : TyM X T,M — R,(i.e. uma forma bilinear simétrica e positiva
definida), essa correspondéncia varia diferenciavelmente no seguinte sentido: se ¢ =

(x1,%2,...,%Xp) é um sistema de coordenadas para p € U C M, entdo

0 d
gii (p) = <a_x1- |ps o, Ip)

é diferencidvel em U paracadai, j=1,..., m.

Exemplo (Variedade do Produto). Sejam M, N variedades diferencidveis. No pro-
duto cartesiano M x N = {(p1, p2) p1 € M, p2» € N} para cada par de cartas { (U, ¢) }

e {(V,¢)} de M e N respectivamente, definimos a fungéo

w(p1,p2) = (E(p1), o(p2)), (p1,p2) €U XV

Verifica-se que a unido dos pares {(U x V, )} é uma estrutura diferencidvel em
M x N. Com tal estrutura diferencidvel, M x N é chamada de Variedade produto de
M por N.

Em relacdo a esta estrutura diferencidvel as projecées 11 : M x N — Me m; :
M x N — N sdo aplicagdes diferencidveis. Se M e N possuem estruturas riemannianas
(, )1e(, )2 respectivamente, entio podemos introduzir uma métrica riemanniana

em M x N por

(14, 0) (py,py) = (AT0 (g, py) (1), ATy py) ()1 + {dTTo ) (1), ATy 1y (0)) 2,

onde (p1,p2) € M x Neu, v € T, ,,)(M x N). Portanto, a variedade produto é uma

Plrp2
variedade riemanniana.

2.8 Variedades Imersas.

Defini¢ao 2.8.1. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M —

N é chamado uma isometria se :
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(v, u), = (dfp (v), dfp (u)>f(p)
paratodop € M, u, v € T,M.

Seja f : M™ — N™*k ¢ uma imersdo. Se N tem uma estrutura Riemanniana, f

induz uma estrutura Riemanniana em M por

(v, ”>p = (dfy (v), dfp (u)>f(p)
Parau, v € T, M.
A métrica de M é chamada métrica induzida por f, e f é uma imersio isométrica.
Portanto, se P é uma subvariedade da variedade Riemanniana M, P torna-se uma sub-

variedade Riemanniana de M, cuja métrica é induzida pelo mergulhoi: P — M.
2.9 Conexado

Definicdo 2.9.1. Sejam u!, ..., u™ sdo coordenadas naturaisem R™. Se Ve W = Y Wio;

sdo vetores em IR", entdo o campo de vetores

VyW =Y V(W)
é chamado derivada covariante natural de W com respeitoa V.

Definic¢do 2.9.2. Uma conexdo V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicacdo

V:iX(M)xX(M)— X (M) tal que
1. vaJrgyz = fVxZ+gVyZ,
2. Vx(Y+Z) =VxY+VxZ,

3. Vx (fY) = X () Y + fVxY

onde X,Y,Z € ¥(M) e f,g € F(M)

Proposicdo 2.9.3. Seja M uma variedade Riemanniana. Se V- € X (M), seja V* uma 1-forma

de M tal que

Vi(X) = (V, X)
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para todo X € X (M).
Entdo a fungdo V- — V* é um isomorfismo § (M)-linear de X (M) para X (M).

Teorema 2.9.4. Em uma variedade Riemanniana M existe apenas uma conexdo V tal que
4. [V, W] =VyW -VyV,e
5. X(V, W) =(VxV, W)+ (V, VxW),
paratodo X, V, W € X (M).
Demonstragio. Suponhamos que a conexdo V satisfaz (4) e (5). Entdo [

1. (@ a W(V,X)=(VwV, X)+(V, ViyX)
b. V (X, W) = (VyX, W)+ (X, Vy W)
c. X (W, V)= (VxW, V)+ (W, VxV)

Somando a e b e subtraindo de ¢, teremos

W (V, X) + V (X, W) — X (W, V) ViV, X) +(V, Vi X) + (VyX, W)

{
+ (X, VyW) — (VxW, V) — (W, VxV)
= (DwV, X) + (V, VX — VxW)
+ (W, VyX — VxV) + (X, Vy W)
= (X, ViV + VyW)
+ (V. W, X))+ (W, [V, X])
= (X, [W, V]+ VyW + VW)
+ (V. [W, X]) + (W, [V, X])
= (X, [W, V]) +2(X, VyW)
+ (V. [W, X]) + (W, [V, X])

2(VyW, X) =V (W, X)+ W (X, V)= X(V, W)= (V, [W, X])+ (W, [X, V])+ (X, [V, W]).

Se existir outra conexdo V satisfazendo as condi¢des do teorema entdo automati-
camente V satisfaz a equagdo acima. Consequentemente VyW, X = vVW, X. Vé

chamado de conexdo de Levi-Civita de M, e é caracterizada pela formula de Koszul
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2(VyW, X) = VW, X)+W(X, V) -X(V,W)—(V, W, X]) + (W, X, V]) +
(X, [V, W]).

Mostraremos agora a existéncia de uma conexdo livre de torsdo e compativel com
a métrica riemanniana. Para isso, defina como na Vy W pela férmula de Koszul. Esta

conexao é livre de tor¢do. De fato,

2(VyW, X) = VW, X)+W (X, V) =XV, W) —(V, [W, X])+ (W, [X, V]) + (X, [V, W])
2(VwV, X) = W(V, X)+W(X,V)-X(V,W)—-(W, [V, X])+(V, [X, W]) + (X, [W, V])
Logo

(VYW = VyV, X) = ([W,V],X), VX € X(M).

Portanto,

[W,V] = VyW — Vi V.

A conexdo que definimos é compativel com a métrica riemanniana, pois para quais-

quer V, W, X € X(M),

(VVW, X) +(VyX, W) = Z(W(V, X) + V(W, X) — X{W, Z))

(W, v], X) + ([V, X], W) + (W, X], V)

Fo(X(V, W) + VX, W) — WX, V))

NI, DN~ DN| -

—sU[X V], W) + ([V, W], X) + ([X, W], V)
= V(W, X).

Definic¢do 2.9.5. Seja x1, ..., x™ um sistema de coordenadas em uma vizinhanca U de
uma variedade Riemanniana M. Os simbolos de Christoffel neste sistema de coorde-

nadas, sdo as fung¢des de valores reais l"i.‘]. em U tal que
Vadj =Y Tiox  (1<i j<n).
Uma vez que [9;, 9;] = 0, mostra-se de (4) que V;,0; = V,0i, portanto Fi.‘]- = T;‘l
Proposicdo 2.9.6. Para um sistema de coordenadas x1, ..., X, em U,

1. Vy, (2 w]-a]-) =Y {aa—vgf + X I’ZWJ} dx, Onde os simbolos de Christoffel sdo da-
dos por
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ag'm J im agi'
2. Tk = %ngkm{_erg___f}.

ax; ij Xy

Demonstragdo. (1) é uma consequéncia imediata de (3). Da férmula de Koszul, temos

a 9 J
2{Vaj ) = 5o (8m) + 5 (8im) = 5 (85)

Da definicao dos simbolos de Christoffel, temos
2 <Va a]/ am> — erzjgﬂm

logo,

1] 0 0 d
Zl"ggam =5 {Gx (g]m) ax]- (Sim) — FI (gij)}

multiplicando ambos os membros por ¥, ¢

ngk (Zrug’m> = ;gmk; {aﬁﬁ g]m) ai)(]' (glm) - ai (gij)}

Xm
4 m 1 m d 0 0
;sz (;g kgam> = 5 ;g k {8X (g]m) aX]' (Sim) — E (81‘;’)}
| mk ] 0 0 0
rij = §;g {ax (g]m) ax]- (Sim) — X (81']')

O

Definigao 2.9.7. Seja V um campo de vetores em uma variedade Riemanniana M. A

(Levi-Civita) derivada covariante Vy é o tinico tensor derivada em M talque
Vyf=Vf
para f € § (M) e VyW é derivada covariante de Levi-Civita para todo W € X (M).

Do ponto de vista das formas diferenciais, dado um referencial mével ortonormal

{e;}, as formas de conexdo dadas pela Proposi¢do 1.3.1 satisfazem a seguinte relagdo

w;ij(X) = (Vxej, ej),
onde V ¢é a conexdo riemanniana. Mostremos que os w;; assim definidos satisfazem a

primeira equacdo de estrutura e Wjj = —Wjj, sendo neste caso, wjj as formas de conexao

do referencial ortonormal ¢;, ..., e,. Com efeito,
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dwi(ejer) = ex(wile;)) —willej, ex]) = —w([ej, ex])

= —([ej el ei) = (Veej ei) + (Veer )
n
= ) (wy Awy)(ej ),
=1
paratodok,j=1,..,n. Logo

n

dw; =) (w; A wy).
=1

Além disso, como a conexdo riemanniana é compativel com a métrica riemanniana,
wi]- = <V€k€,‘, €]> = - <v€k€j, €i> = —w]','(ek), Vk = 1,..,n.
Usando a linearidade da forma w;;, obtemos
wi]- = —w]-l-.

Defini¢do 2.9.8. Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante VT de T é o

tensor de ordem r + 1 dado por
vT(Yl, ceey Yr, Z) — Z(T(Y’l, veey Yr) — T(vZY1,..., Yr) - (Yl, VZYr) (2.6)

para todo Y3, ..., Yy, Z € X(M). Para cada Z € X(M) a derivada covariante VT de T

em relacdo a Z é o tensor de ordem r dado por
VzT(Y1,...Yy) =VT(Y1,...Ys, Z).

Em um referencial ortonormal {e; } as componentes T;, ;i = VzT(e;, ..., ¢, ¢;) de

um tensor T satisfazem

n n n
Y Tiikwe =dTy i+ Y Thiy iy Wiiy + -+ Y, Tiy i kWi, -
k=1 k=1

Demonstragio. De fato, como wjj(ex) = (Ve,e;, ej), obtemos que

Ti i,y = VT(eilf---feirrej)
= ¢i(T(en, - e;,)) = T(Veeiy, o €i,) = o = T(eiy, s Vegei,)

n n
= dTil...irj(ej) - T (Z wilk(ej)ek, €inseeey €in> —..—T (61'1, s € gy Z w,-yk(ej)ek> .
k=1

k=1
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Ou seja,

n n n
Y T jwe = (dTil...i,,j + Y Thiyi Wiiy + -+ Y Til...i,lkwkir> (ej),
k=1 k=1 k=1

para todo j =1, .., n. Portanto,

n

n n
Y Tigwe =dTy i 4 Y Tiy. iy Wiy + -+ Y Tiy i kWi, -

]

Proposicdo 2.9.9. Seja M uma variedade com conexdo afim V. Entdo existe uma iinica cor-
respondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo da curva diferencidvel ¢ : I — M um
outro campo vetorial % ao longo de c, denominado derivada covariante de V ao longo de c, tal

que:
1. B(V+W) =54 Dwat.

2. %(fV) = %V + f%, onde W é um campo de vetores ao longo de c e f é uma fungio

diferencidvel em 1.

3. Se V é induzido por um campo de vetores Y € X(M), ie., V(t) = Y(c(t)), entdo

DV __

Defini¢ao 2.9.10. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo V. Um campo
vetorial V ao longo da curva a : I — M é chamado paralelo quando V4V = 0, para

dt
todot € I.

Proposicao 2.9.11. Seja M uma variedade com uma conexio V. Seja o : I — M uma curva
diferencidvel em M e Vi uma vetor tangente a M em w (tg), to € 1. Entdo existe um iinico
campo de vetores paralelo V ao longo de w, tal que Vi (to) = Vo, (V(t) é chamado o transporte

paralelo de V (tg) ao longo de w)

Demonstragdo. ver [2] pagina 58. O
2.10 Curvatura

Defini¢ao 2.10.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondén-

cia que associa a cada par X, Y € X (M) uma aplicagdo R (X, Y) : X (M) — X (M)



28

dada por
R(X,Y)Z=VyVxZ—-VxVyZ+ V[X,Y]Z = V[le}z — [X, Y] Z,7 X (M)

onde V é a conexdo Riemanniana de M.

Podemos intuitivamente interpretar R como uma maneira de medir o quanto M
deixa de ser euclidiana.

O tensor R pode ser visto como uma func¢do R-multilinear em vetores tangentes. Se

x,y € TyM o operador linear
R(x,y): T,M — T,M

levando cada z em R(x,y)z é chamado um operador curvatura. As seguintes sdo as

simetrias da curvatura.

Proposicao 2.10.2. O tensor curvatura R satisfaz as sequintes propriedades para todo X,Y,Z, W &
X(M):

a. (R(X,Y)Z,W) + (R(Y,Z)X,W) + (R(Z, X)Y,W) = 0
b. (R(X,Y)Z,W) = —(R(Y,Z)X, W)
c. (R(X,Y)Z,W) = —(R(Y,Z)W, X)
d. (R(X,Y)Z,W) = (R(Z,W)X,Y)

O item a. é conhecido como a Primeira Identidade de Bianchi
As simetrias do tensor curvatura R conduzem para uma simetria, ndo tio 6bvia, da derivada

covariante VR, chamada segunda identidade de Bianchi
Proposi¢do 2.10.3 (Segunda identidade de Bianchi). Sejam x, y, z € T, M, entdo
(V2R) (x, ) + (V4R) (4, 2) + (VyR) (2 x) = 0.
Lema 2.10.4. Em uma vizinhanga de um sistema de coordenadas x,-- - , x",
R(3k,91)9j = Y Ry,

e as componentes de R sdo dadas por

. o . o . .
L= Tt — T, m_ I
ikl = axlrk] Ix l]+;rk] ;rkm lj-
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Demonstragio. para campos de vetores coordenados, temos

Ry5,9i = Va, (Va,9j) — Va, (Va,9)) -

d

Vo, (L Thiom) = L g Thiom + LTHT]

{Za rk] Zr rk]}

desenvolvendo de forma andloga a outra parcela da diferenca e subtraindo as duas
expressdes conseguidas chega-se ao resultado procurado. O
2.10.1 Curvatura seccional

Defini¢do 2.10.5. Considere o C T, M um subespaco bidimensional do espago tangente

TyM e {v,w} uma base de ¢: A curvatura seccional de M em p segundo ¢ é definido

por:
R(v,w,v,w)
k(o) = L @0, W)
@)= o nwlP
onde |[v A w||> = ||v|%||w]|? — (v, w)? e R(v,w,v,w) = (R(v,w)v,w)

Lema 2.10.6. A curvatura seccional independe da base.

Demonstracdo. Tomando uma nova base {x,y}, podemos escrever v, w como combi-

nagdo linear de x, y.

v =ax+by,
(1)
w = cx +dy,
(2) Devemos mostrar que
R(v,w,v,w) B R(x,y,x,vy)
o] [2l[w][> = {o,w)>  [|x[[>.|[x]|> — (x,y)?

Calculo de (R(v, w)v, w)
Substituindo (1) e (2) em R(v, w)v, temos:
R(v,w)v = R(ax+ by, cx+dy)(ax + by)
= R(ax + by, cx +dy)ax + R(ax + by, cx + dy)by
= aR(ax + by, cx 4+ dy)x + bR(ax + by, cx + dy)y
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Calculando separadamente R(ax + by, cx + dy)x

R(ax+by,cx +dy)x = R(ax,cx+dy)x+ R(by,cx + dy)x
= R(ax,cx)x+ R(ax,dy)x + R(by, cx)x + R(by, dy)x
= acR(x,x)x +adR(x,y)x + bcR(y, x)x + bdR(y,y)x
= adR(x,y)x — bcR(x,y)x
= (ad —bc)R(x,y)x

da mesma forma, temos que

R(ax + by, cx +dy)y = (ad — bc)R(x,y)y

| R(v,w)v = a(ad — bc)R(x,y)x + b(ad — bc)R(x,y)y
agora,
(R(2,w)o,w) = a(ad ~ be)(R(x,y)x,w) +blad — be) R (x,y)y, )

= a(ad —bc)(R(x,y)x,cx +dy) + b(ad — be)(R(x,y)y, cx + dy)

= a(ad —bc)(R(x,y)x,cx) +a(ad — be)(R(x, y)x, dy)

T blad — be){(R(x,y)y, cx) + blad — be)(R(x, )y, dy)

= ac(ad — bc)(R(x,y)x,x) +ad(ad — bc)(R(x,y)x,y)

T be(ad — be) (R(x,y)y, %) + bd(ad — be)(R(x, y)y, y)

— ad(ad — be)(R(x,9)x, ) — be(ad — be) (R (x,1)x, )

— ((ad)? — adbe — adbe + (b)) (R(x,y)x,y)

= (ad — bc)*(R(x,y)x, ).
Com célculos simples que
o]l lw]? = (0,w)* = (ad — be)*([|x[*[ly|I* — (x,4)?)
O que finaliza o lema. O

Proposicdo 2.10.7. Seja V um espago vetorial de dimensdo n, n > 2, munido de um produto
interno (,). Sejam R,R' : V X V x V' — V aplicagdes trilineares que satisfazem as condigdes

da Prop() para

(x,y,2,w) = (R(x,y)z,w) e (x,y,z,w) = (R (x,y)z,w),
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onde o é o subespago bidimensional gerado por x,y. Se para todo o C V tivermos K(o) =

K'(c) entdo R = R'.

Demonstragdo. Suponhamos que K(o) = K'(c) para todo o, entdo

(xy,xy) = (xy,xy)

para quaisquer x,y € V linearmente independentes. Mostremos que

(x,y,z,w) = (x,y,z,w)".

Como

(x+yy,x+zy) = (xyxy) +xyzy) +(zyxy) +(zY.2Y)
(x+yy,x+zy) = (xyxy)+xyzy) +(xyzYy) +(zY2Y)
(x+yy,x+zy)=(xyxy) +2x,y,2zYy)+ (zy,2Y)

obtemos

1
(v y,xy) = 5((X+Z,y,x4rz,y) - (v yxy) —(zy.2,Y))

1

Stz yx+zy) = (vyxy) - (Zy,2y))

= (vyxy)

para todo x,y,z € V. Usando o que acabamos de provar, temos

(x,y+tzy+t)=(x,y+tz,y+t),

donde

(x,y,z,t)+ (x, t,z,y) = (x,y,2,t) + (x, t,z,y)’

que podemos escrever

(x,v,z,t) — (x,y,2,t) = (x,t,2,y) — (x, t,2,y)’

Logo, a expressdo (x,y,z,w) — (x,y,z,w)" é invariante pela permutagdo dos trés

primeiros elementos e, consequentemente,
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0 = (Xyzw)+Wzxo) +(Exyw0) - (%y,20) + (,250) + (2,3,,0))
—

x,y,z,w) — (x,y,z,w) + (y,z,x,w) — (y,z,x,w) + (z,x,y,w) — (z,x,y,w)

= 3((xyzw) - (xy,z0)),

ou seja,

(x,y,z,w) = (x,y,z,w)".

Portanto, R = R’. O

Os espagos de curvatura constante, ou seja, variedades Riemannianas com cur-
vatura seccional constante tém um papel importante no desenvolvimento da geome-
tria Riemanniana. Estes espagos sdo dotados de uma propriedade importante que é
a de possuir um ntmero significativo de isometrias locais. Dentro deste contexto,
destacaremos o seguinte resultado:

Sejam M uma variedade Riemanniana, p um pontode M e {e1,- - -, e}, n = dim M,
uma base ortonormal de T, M. Escreva Ryj; = (R(ej ej)ex 1), i,j,k,1=1,---,n Entdo

K (o) = K, para todo o C T,M, se e s6 se

R = Ko (8ixj1 — 0t0ik) (2.7)
onde
1, se i=j
Oij = L
0, se i#]
Em outras palavras, K (c) = K para todo ¢ C T,M se e s6 se R;jijj = —R;jji = Ko

paratodoi # j, e Rjjxi = 0 nos outros casos.
De forma geral temos:
(R(X,Y)Z,W) = Ko{(X, Z)(Y, W) — (X, W)(Y,Z)} com X,Y,Z,W € T,M
A forma bilinear R : TM x TM — C®(M) que associa a cada par de campos (X, Y),

o trago da aplicagdo Z — R(X, Z)Y, é denominado Tensor de Ricci e é dada por

%@Jﬁ:11MZHR@ZW)

n_

A A curvatura de Ricci na dire¢do X € TM, com | X| = 1 é definida como
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Rie(X) = ﬁm(x,xy

Se X é um campo unitdrio e X(p) = v, p € Mev € T, M, entdo a curvatura de Ricci
na direcao de X e no ponto p é escrita como Ricp(v) ao invés de —15R(X, X). Como o
traco de uma aplicagdo bilinear independe da base escolhida, tomemos {e, ..., e, } uma

base ortonormal com v = ¢;, para algum i. Entdo temos que

Ricy(v) = ———=N(X,X)

LY
= <R(U,€i)v,€l’>
n-14
1 " 1
= 3 K(v,e;)

Iy

~.
—_

Observamos que a curvatura de Ricci é uma média obtida das combinagdes das
curvaturas seccionais numa dada dire¢do X(p) = v. Ao considerarmos essa média nas
n-dire¢des estaremos com a expressdo da curvatura escalar.

A curvatura escalar é uma fungdo p : M — IR de M no conjunto dos niimeros reais

R dada por
1

p(p) = mtr((X,Y) = R(X,Y))

Se {ej,...,en} é uma base ortonormal de T, M, entdo

p(p) = m;mc(eirei)

1 n—1 ) )
= o) iz_ll K(ej, ej); comi # j
=

Definiremos a seguir gradiente, divergéncia, laplaciano.

Defini¢do 2.10.8. (Gradiente de f). Sejam M uma variedade riemanniana e f € D(M).
O campo vetorial gradf : M — TM definido por
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(grad f(p),0) = df,(0), p € M, v € T,M

é denominado gradiente de f. Em outras palavras, grad f é o dual na métrica rie-

manniana da forma df.

Definic¢do 2.10.9. (Divergéncia e Laplaciano). Sejam M uma variedade riemanniana e

X € X(M). A divergéncia de X é a funcdo div X : M — R dada por
div X(p) = trago da aplicagdo linear (Y(p) — (VyX)(p)).

O Laplaciano de M é operador A\ : D(M) — D(M) dado por

Af =div(grad f), Vf € D(M).

Considerando um referencial ortonormal {e;} num aberto &/ C M, podemos escr-
ever, em U, df = Y, fiw;, onde w;, i = 1,..,n sdo as n 1-formas duais associadas
ao referencial {¢;}. A fungdo f; é dita a derivada de f na dire¢do de e;. Além disso,

fi=df(e;),isto é grad f = Y"' ; fie;. A derivada covariante de df é dada por

V) = Y fylw s ),

ij=1

onde

(wi @ wy)(ex, e1) e Uiy fijwj = dfi + X fiw;i

A forma bilinear V (df) é denominada hessiana de f na métrica de M. O traco dessa

forma bilinear, isto é,

ilfn = div(grad ) = Af

é exatamente o Laplaciano de f.
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Capitulo 3
SUBVARIEDADES

Defini¢do 3.0.10. Sejam M™ e N" variedades diferencidveis. Uma aplicacdo diferen-
ciavel f : M — N é uma imersio se df : TyM — Tg(,)N € injetiva para todo p € M.
Se, além disto, f é um homeomorfismo sobre f (M) C N, onde f (M) tem a topologia
induzida por N, diz-se que ¢ é um mergulho.Se M C N e ainclusdoi : M & N é um

mergulho, diz-se que M é uma subvariedade de N.

Se ¢ : M™ — N é uma imersdo,entao m < n; a diferenca n — m é chamada codi-
mensio da imersao f.

O teorema da aplicagdo inversa garante que se f : M"™ — N", m < n; uma imersdo.
Para cada p € M existe uma vizinhanca V' C M em p tal que a restri¢do f|y é um
mergulho. Ou seja localmente M é subvariedade de N.

Para cada p € M, o produto interno em Tf(p)M decompde Tf(p)M na soma direta

A — L
Ty M = T,M + T,M*,

onde T,M = df, (T,M) e T,M* = (df, (T,[,M))L é 0 complemento ortogonal de T, M
em Tf(P)M
Sev € Tf(p)M, p € M, podemos escrever

v=no! +oV, ol eT,M e oN e T,M*.

T N

Denominamos v' componente tangencial de v e v a componente normal de v. Tal
decomposigdo é evidentimente diferencidvel no sentido que as aplicagdes de TM em

TM dadas por

(po) = (po") e (po) = (poY)
sao diferenciaveis.

A partir da decomposi¢do acima, obtemos o fibrado normal em M
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T™*: = (] T,M*.
pEM

Neste caso,
TM|¢my = {X € TM; 1 (X) € f (M), 71: TM — M éa projegio} = TM & TM".

As projecOes

Of: ™ fom— TM

ON : TM |y~ TMT

sdo ditas tangencial e normal, respectivamente. A conexdo riemanniana de M ser4 in-
dicada por V. Se X e Y sdo campos locais de vetores em M e suas respectivas extensoes

locais a M sdo X e Y, denotamos por em M por

VxY = (VgY) .
é facil mostrar que V é a conexdo riemanniana de M. Ver [6] pagina 99.

Seja X (U)™ o conjunto dos campos de vetores em U normais a F(U) ~ U.

A aplicacdo B : X (U) x X (U) — X (U)* dada por

B(X,Y) = V%Y —VxY

é denominada segunda forma fundamental de f e independe das extensdes X e Y.
Proposigdo 3.0.11. Se X,Y € X (U), a aplicacio B : X (U) x X (U) — X (U)~ dada por

B(X,Y)=VxY —VxY
é blinear e simétrica.

Demonstragdo. Pelas propriedades de linearidade de uma conexdo, conclui-se imedi-
atamente que B é aditiva em x e Y e que B(fX,Y) = fB(X,Y), f € D(U). Resta
mostrar que B(X, fY) = fB(X,Y), f € D(U).Indicaremos por f uma extensao de f a

U, temos
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B(X,fY) = Vx(fY) - Vx(fY)
= fVx(Y)+X(F)Y = fVx(Y) = X(f)Y.

Comoem M, f = fe X(f)
anulam, donde B(X, fY) = fB(X,Y), o que mostra que B é bilinear.

X(f), concluimos que as duas ultimas parcelas se

Para mostrar que B é simétrica, utilizaremos a simetria da conexdo Riemanniana,

obtemos
B(X,Y) = VxY-—VxY

= VY? _YX + 777 —VxY+ VyX —VyX

= [XY)-[X, Y]+ B(Y,X) = B(Y,X),
Pois, em M, [X,Y] = [X, Y]. Provando a simetria. O

A aplicagao
Hy: T,Mx T,M — R
(x,y) = Hy(xy) = (B(xy),n)

é uma forma bilinear simétrica. Onde x = X (p) ey = Y (p).

Defini¢do 3.0.12. A forma quadratica II, definida em T, M por

II, (x) = Hy (x,x)
é denominada a segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal 7.

A aplicac¢do Hj, € bilinear e simétrica no espaco vetorial T, M. Portanto existe uma

tnica aplicagdo autoadjunta A, : T,M — T, M associada a H,, satisfazendo

(Ayx,y) = Hy(x,y) = (B(x,y),n) Vx,y € t,M

Proposicdo 3.0.13. Sejap € M, x € T,Men € t,M"*. Seja N uma extensdo local de 1

normal a M. Entio
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Demonstragio. Sejay € M e X,Y extensdes locais de x,y respectivamente, e tangentes

a M. Entdo usando o fatode (N,Y) = 0e (N, N) = 1, temos,

(Ay(x),y) = (B(X,Y)(p),N) = (VxY —VxY,N)(p)
= X(Y,N)(p) — (Y, VxN)(p) = (=V:N,y)

paratodoy € t,M. O

A componente normal de V x#, denominada conexdo normal V+ da imersao é definida

da seguinte forma
Vi x(M) x x(M)T — x(M)*

(X, ) +— V= (Vxp)N.

Explicitamente,

ViN = (Vxn)N = VaN = (Vxn)" = ViN + Ay,

Em que esta conexdo normal V+ possui as propriedades usuais de uma conexéo,

isto é, é linear em X, aditivaem 7, e

Vx(fn) = fVxn+X(f)y, fe€C®(M).

Se a codimensao for um podemos dispensar o indice 7. Entao,

em que A é chamado operador forma ou operador de Weingarten.
Ainda para o caso em que a codimensdo é um e M = R"*!, N pode ser pensado

como uma aplicagdo de M — S"(1) e dN,(x) = V<N. Logo,

em que A é a aplicacdo de Gauss e V57 = 0.

Proposicao 3.0.14. As sequintes equagdes se verificam:

a) Equagdo de Gauss

(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) — (B(Y,T),B(X,Z)) + (B(X,T),B(Y, Z)),
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b) Equagido de Codazzi

(R(X,Y)Z,n) = (VyB)(X,Z,n) = (VxB)(Y, Z,7)
c) Equacdo de Ricci

(R(X,Y)n,0) — (RH(X,Y)1,8) = ([Ay, A]X,Y),
onde [Ay, A7] indica o operador Ay o Ay = Az o Ay,

Demonstragiio. Sabemos que VxY = VxY + B(X,Y) férmula de Gauss e V1 = Vxn +
Ay(X). Considere a equagdo R(X,Y)Z = VyVxZ — VxVyZ + V[X/Y]Z, calculando

cada membro da equacdo separadamente, obtemos:

VyVxZ = Vy(VxZ+B(X,Z))
= VyVxZ+VyB(X,Z)
= VyVxZ+B(VXZ,Y)+ VyB(X,Z) — Apx z)Y

VxVyZ = Vx(VyZ+B(Y,Z))
= VxVyZ+VxB(Y,Z)
= VxVyZ+B(VyZ, X) + VxB(Y,Z) — Agy 7 X

e
VixyZ = VixyZ+B([X, Y], Z).
Dai, obtemos:
R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+B(VxZY)+ Vy¥B(X,Z) — Apx.z)Y
— B(VyZ,X) — VxB(Y,Z) + Ap(y z)X + B([X, Y], Z)
Tomando o produto interno com T, os termos na direcdo normal se anulam e temos
que

(RX,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) = (Ap(x,2)Y. T) + (Ap(y,2)X, T)
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Usando o fato de (4,X,Y) = (B(X,Y), ) temos

(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) — (B(Y,T),B(X,Z)) + (B(X,T),B(Y, Z)),

Isso prova o item (a)

Da equagédo de Gauss ocorre o caso particular

K(x,y) = K(x,y) = (B(x,x), B(y,y)) — |B(x,y)|*. (3.1)

No caso de hipersuperficie f : M" — M"*! a equacdo de Gauss (3.1) admite ma
expressdo mais simples. Sejam p € Men € (T,M)". Seja {ey, ..., e, } uma base ortonor-
mal de T,M para A, = A é diagonal, isto é, A(e;) = kie;, i = 1,...,n, em que ky, ..., ky
sdo os autovalores de A. Entdo H(e;, e;) = k; e H(e;, ¢j) = 0, se i # j. Portanto (3.1) se

escreve

K(ei,¢;) — K(ei, ¢j) = kik;

Provaremos agora item (b). Sabemos que

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+B(VxZY)+ VyB(X,Z) — Apx.z)Y
— B(VyZ,X) = VxB(Y,Z) + Apy,2)X + B([X, Y], Z)

fazendo o produto interno com 7 os termos que estdo na diregdo tangente se anulam,

ou seja

(R(X,Y)Z,n) = (B(VxZY),n)+(VyB(X,Z),Y),n) — (B(VyZ, X), 1))
— (VxB(Y,Z),n) + (B(VxY,Z),n) — (B(VyX,Z),1)

temos por defini¢do que

—(VxB)(Y,Z,n) = =(VxB(Y,Z),1) + (B(VxY,Z),n) + (B(Y,VxZ),1)

(VYB)(X,Z, 1) = (VyB(X,Z),1) — (B(VyX,Z),n) — (B(X,VYZ),1)
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Se 0 espago ambiente M tem curvatura seccional constante, por (2.7),a equacdo de

Codazzi se reduz a

(VyB)(X,Z,1m) = (VxB)(Y, Z,7).

Além disso, se a codimensdo é um a equacdo de Codazzi se escreve

(VxAyY,Z) — (Ay(VyX),Z) = (VyA,X, Z) — (A (VyX), Z)

e portanto

(VxA)(Y) = (VyA)(X)

onde utilizamos a seguinte notag¢do

VA(X,Y) = (VyA)(X) = Vy(AX) — A(VyX).

Para obter a equacdo de Ricci, calculemos R(X, Y)y = VyVxn — VxVyy + V[X,Y] 1.

Calculando cada uma das parcelas temos

VvV = Vy(Vyxy —AyX) = VyVyy — VyAyX
= ViyVsn— Agy,Y — VyAyX — B(Y, AyX)

VxVyy = V%Viy — Ay, X = VxAyY = B(X, AY)

V[X/y]T] = V[JE(,Y}W — A’Y [X, Y]

logo,

R(X,Y)p = RYXY)p—Agy,Y = VyA X — B(Y, AyX)
+ Agy, X+ VxAyY + B(X, AyY) = 44 [X, Y]

Tomando o produto interno com , os termos na dire¢do tangente se anulam.

(R(X,Y)n,§) = (RH(X,Y)n,§) — (B(A44X,Y),{) + (B(X, AyY), )
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usando (A;X,Y) = (B(X,Y),n)

(R(X,Y)n,8) = (RH(X,Y)1,8) — (AgAyX, Y) + (A X, AyY)

Como A é uma aplicacdo auto-adjunta

(RX,Y)n,8) = (RE(X,Y)n,8) — (AfAyX,Y) + (AgA(X,Y)
= (RE(X,YV)1,8) = ((AyA; — AgAp)X,Y)
= (RH(X,Y)1,0) = {[Ay, AX,Y).

]

Definic¢ao 3.0.15. Uma imersdo f : M" — Mg geodésica em p se, para todo 7 €
T,M*, a segunda forma fundamental II, é identicamente nula em p. A imersdo f é

totalmente geodésica se for geodésica em todo ponto de M.

Defini¢ao 3.0.16. Uma imersdo f : M" — M""™ é minima se, para todo p € M e todo

1 € TyM* tem-se trA, = 0. nesse caso dizemos também que M é minima.

Tomando {ey, ...,e,} como uma referencial ortonormal de vetores de TyM, o vetor

curvatura média de f em p é definido por

H= %.(trB)

emquetrB =Y ;| B(e;, e;). Observe que H independe da escolha da base {ey, ..., e, }.

De forma que escolhendo esta tal que diagonalisa A; temos:

H =

em que N é um vetor normal a M. Portanto
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=
I

H,y) = <%tr3ﬂ7>

-

~
I
—_

((B(ei,ei), 1)

-

Sl S|
I
_

<<A11(ei),€i> = %trA,]

1
Observe que se trA, = 0, ou seja, k1 + ... + k;, = 0, Vp, temos que H(p) = 0 Vp.

O quadrado da norma da segunda forma fundamental de f é dado por:

n
1BII* = l|A|]* = tr(Ao A") = ) _k;
i=1

Como uma aplica¢do dos resultados desta sec¢do e de uso fundamental em nosso
trabalho, adaptaremos os resultados as hipersuperficies.

Suponhamos que a codimensdo da imersdo f : M" — M seja igual a 1, isto
é, m=1. O conjunto f(M) C M ¢é denominado hipersuperficie. Sejam p € M, 1 €
T,M*, |7 = 1. Vimos que Tf(p)M = T,M & T,M*, logo 7 fica univocamente deter-
minado se exigirmos que a base {ej, ...,e,, 17} de Tf(p)M tenha a mesma orientacgédo de
{e1,....en}. Seja {wy, ..., wy, } um correferencial dual associado ao referencial {ey, ..., 5,77 }
de X(M). A segunda forma fundamental pode ser considerada como o tenspr bilinear

dado por

B(X,Y) = (VxY —-VxY,n), VX, Y € X(M).

Ou seja,

n
B = Z h”(wz ) ZU]), hl] = h]l = B(El’, 6])
ij=1

Como A; é uma aplicagdo simétrica, existe uma base ortonormal de T, M formada
por autovetores proprios {ey, ...,e,} de Ay com autovalores ki, ..., k;, isto é Aﬂ(ei) =
kie;,onde 1 <i < n.

Neste caso denominamos os e; as diregoes principais de f e os k; as curvaturas prin-
cipais de f.

O determinante det(A;) = ky, ..., k, é denominado curvatura de Gauss-Kronecker de

feH= % Y.l 1 ki é denominado curvatura média de f.
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3.1 Toro de Clifford

Nesta se¢do veremos algumas propriedades bésicas da familia simples de hipersuper-
ficies da esfera euclidiana unitéria $"t! ¢ R"*2. Em particular o toro de Clifford, do
qual calcularemos as suas curvaturas principais. Iniciaremos com algumas conside-
ragdes sobre variedade produto e sobre produto de imersdes.

Sejam M, N, M e N variedades Riemannianas, f : M — M e ¢ : N — N imersdes
isométricas. Considere em M x N e M x N as métricas produto e a imersdo isométrica
fxg:MxN — Mx N. Sejam VM, VN, Vﬁ e VW as conexdes Riemannianas de

M, N, Me N, respectivamente e
VEFNY = VE Y+ VE
—MxN =M —=N

onde, X = (Xp, Xn) e Y = (Y, Yn) sdo os campos de vetores tangentes a M x N.
U = (Uy, Uy) e V = (Vi Vi) 0s campos de vetoresa M x N, Xy, Yy € X(M) e

XN, YN € X(N), Uy, Vag € X(M) e Uy, Vy € X(N).
Sejam By, By as segundas formas fundamentais de f e g, respectivamente, com os
operadores forma associados A{; :TM — TMe A‘ft : TM — TM paran € X(M)* e

e xX(N Yreu, v tangentes a M e w, z tangentes a N, temos:
(Aju,v) = (B(u,0), 1) e (Afw,z) = (Bg(w,z),1)

Assim,
Bfyo(X,Y) = (Bf(Xm, Ym), Bg(Xn, Yn))

é a segunda forma fundamental da imersado produto f x g.
Seja N = (y,u) normal a M x N, com # normal a M e y normal a N tal que

17| 4+ |#|*> = 1. Vamos encontrar o operador Ay associado a f X g.

(ANX,Y) = (Bug(X,Y),N)
= ((Bf(Xm, Ym), Bg(Xn, YN)), (17, 1))
= (Bf(Xm, Ym), m) + (Bg(Xn, YN), 1)
= |n|<Afl‘Zl X, o) + [l (A8, Xy, Yiv)

Iul
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Portanto, para a imersdo produto f x g o operador forma na dire¢do normal N é

ANX = 1A% Xua ® [l A%, X
U 3
= (A o X+ [p Ay o wX)
U M
onde, 711 é a projegdo sobre M e 71; é a projegdo sobre N.

Dados dois ntiimeros inteiros positivos 11 e ny com nj + n, = n e dois ntimeros
reais r1 e o tal que 12 + 15 = 1, 0 produto S"(r1) x S"(r;) das esferas S" (r;) = {p; €
R"*1: |p;| = r;}, i = 1,2 é uma hipersuperficie compacta da esfera S"*1(1) chamada
usualmente de Toro de Clifford. Se p = (p1, p2) € um ponto de M = S§"1(r1) x §"2(rp), 0

vetor unitdrio normal a M neste ponto é definido por:

r r
N(p1,p2) = (—im,éiﬂz) . (3.2)

\N\z\/

Mostremos agora que N é normal a M. Precisamos provar que o produto interno

Temos entdo que

2
2 4]

— £ + |—= =1
" p1 r p2

entre N e uma vetor tangente qualquer de T, M ¢ igual a zero.

De fato, seja v = (v1,v2) € T,M, e

a:(—¢ge) > M

definida por

a(t) = (a1(t), aa(t))
uma parametrizagdo de uma curva em M, com a(0) = p e a/(0) = v = (v1,v;), sendo

wi(t) € Si(r1),a2(t) € S5(r2). Observamos diretamente que

(r(1), a1 (1)) = lar (1) * = r{
(aa(t), a2 (t)) = laa(t)* = 73,

derivando o primeiro dos produtos internos, temos
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(@1 (t), a1(t)) =0
para todo t € (—¢,¢). Em particular, para t = 0, segue que («}(0),a1(0)) = 0, ou seja

(p1,v1) = 0. De modo andlogo mostra-se que (py,v2) = 0. Conseqiientemente

r r r r
(N,v) = <(——2P1, —1P2) , (01,02)> =2 (p1,v1) + —1<P2, vp) =0,
1 4] 2

o
para todo v € T, M. Portanto N é normal a M como desejamos mostra.

Observamos que

temos

ap = —N@®) _ (’_20/ (t),—r—lzx’z(t)) .

ot 1 1 )

Para v = (a(0),0) € Tp,S(r1), temos Av = 2(a1(0),0) = 20, portanto ;2 é uma

"

curvatura principal. De modo andlogo, v = (0,45(0)) € T,,5(r2), vemos que —

também é uma curvatura principal. Assim, o operador A pode ser representado ma-

tricialmente como

oo 0 0 0
1
0 0
0 0 = 0
A= 1
_n
2
0 0
O 0 0 --- _n

2

Observando a matriz, vemos que trA = ny 2 — np 7.
Para fins de adequacdo ao contexto utilizado, melhoria da notagado e simplificagdo

na computagdo do operador forma da imersdo, provaremos a seguinte proposigao.

Proposigdo 3.1.1. Seja ¢ : f x g : S""™(r1) x S"(ry) — R"2 2 + 13 = 1, a imersio do

produto, entdio as curvaturas principais de 1, consideradas na mesma orientagdo, sio dadas por

"
kl = ... = kn_m = —
r2
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12
kn-mi1=..=kp=—=
1

Demonstracdo. Considere as imersdes canOnicas
f:8""(r) — R+

g:S™(rp) — R™!
i Sn+1 SN IRn+2

Seja 1 o produto dessas imersdes tal que ¥ : f x g : S" " (ry) x S™(ry) < R"*2,
Sejam os pontos p € S"""(r1) e q € S™(r2), isto é, |p| = r1 e |q| = rp. Para um ponto
(p,q) da variedade produto S"~"(r1) x S™(ry) temos |(p,q)|> = |p|* + |q|> = 2 + 5.
Vale ressaltar que dada uma imerséo i : S"(r) < R"*! temos que a aplicacio Normal
de Gauss na esfera de raio r ¢ dada por N(p) = —-L; portanto segue que —dN,(v) =

Ipl”
1

1(v) = 11d.Vimos neste capitulo que, seja N : M" — R"*1, entéo

—dNy(v) = —(VuN) = Ax(v)

onde A é um operador forma e V é a conexdo de R""!. Sendo assim para as imersdes
f 8" M (r) — R o0 §M(ry) s R™ Tl ei: §"H1 — R"2, teremos operadores
forma associados:A%r = %Id, A = %Id, AL, = Id com n(p) = —% eu(q) = —%.
Da definigdo (3.2) de vetor normal ao toro no ponto (p,q) € S" ™ (r1) x S™(r2), o

vetor normal é dado por

T T
N(p1, p2) = (——2% —lq)

o

e o operador forma na sua dire¢do sera

AN = Yz(Af)_ﬁ o 711 —Yl(Ag)_l O TTp.
s} n

Temos assim:

An(X,0) =rp(Af)_, X = :—ZX
71 1
e
An(0,Y) = —r(AS) oY ="y
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Tomando uma base ortonormal de vetores de f x g dada por

{(ell O)/ (82/ 0)1 ] (ei’l—ml O)/ (0/ hn—m—l—l)/ (01 hn—m—|—2)/ ceey (01 hi’l) }1
onde {¢;} diagonaliza A{; e {h;} diagonaliza A%, temos as curvaturas principais dadas

por

1
kl — . — kn_m = —
r2

3.2 Laplaciano de um Tensor Simétrico

Sejam M" uma variedade riemanniana e {ey, ..., e, } um referencial mével ortornormal
em M. E seja wy, ..., w, as n 1-formas duais com relagdo a este referencial. Seja ¢ =
i j—1 ¢ij(w; ® wj) um tensor simétrico definido em M, em que para cada p € M, temos
que ¢(p) : T,M x T,M — R é um tensor simétrico ou seja ¢;; = ¢j;, onde (w; ®

w;j)(X,Y) = w;(X)w;(Y) e suponha que ¢ satisfaca a equagao de Codazzi, ou seja,

Pijk = Pikj, Vi, jk=1,..,n

Devemos determinar o Laplaciano de |¢|> = ijl 4)12] Primeiramente calculemos,
o Laplaciano de ¢;; : M — R.

Usando a derivada covariante de ¢ definida na pagina XX ,temos

n n n
Y dijkwr = dij + Y Pjwii + Y, Piktwi (3.3)
k=1 k=1 =1

de forma analoga encontramos a segunda derivada covariante de ¢.

n n n n
Y biw = dije+ Y Prwii + Y Pukwij + Y Pijwik (3.4)
=1 k=1 =1 =1

Assim,
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Y ija(w Awy) =

kI1=1

(depijk A wg) + Y dujec(wor; A wy)
K=

™=

i
(X

[\1:

+ <lek(wl] A wi) + Z dijt (Wix A wy)

k,1 k=1

Calculando a diferencial exterior de (3.3), obtemos

n n n
Z (pijpwr) = Y dpuj Awyi + Y, prjdwy
=1 k=1 k=1
n n
+ ) dpi Awii+ Y pidwyg
-1 k=1
pois d(d¢;;) = 0. Visto que

n n n
Z d(gbijkwk) = Z dei]‘k N Wy + Z Qbijkdwk
k=1 k=1

k=1

igualando (3.7) e (3.9), temos

n n n n
Y dpig Nwe = =Y pigdwg+ Y dfi Awi + Y Prjdwg
k=1 k=1 k=1 k=1
n n
+ Y dpp Awii+ Y pidwy
—1 k=1

Da mesma forma aplicando em (3.5) o resultado encontrado em (3.10),

Y pia(wr Awg) = Z (dije Awg) + Y duje(wyi A wy)

k=1 kl=1

n
+ Z dgi N Wij + Z ¢zkdwk]

n
= - Z Pijkdwy + Z dgyj N\ wy; + Z Prjdwy;

+ Z dix N\ wyj + Z Pirdwy; + Z Prjk (wri A\ wy)

k= k=1

+ Z dgix N\ wyj + Z Pirdwy;
=1 k=1

E usando (3.3),

49

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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n n n
dp; = ) Pjrwr — Y Py — ) Prawyj.

Portanto,

n n n n
Y dpwi Awgi =Y dkpor Awg — Y it Awg — Y Pratorj A Wi,
k=1

k=1 ki=1 k=1

n n n n
Y dpu Awp =Y s Awgg — Y Pt A — Y it A Wy,

k=1 kI1=1 kl1=1 kI1=1

Assim,

n n n n
Y. Gi(w Aw) =Y prop Awg — Y priwoge Awig — Y, Pty A wyg

k=1 k=1 k=1 k=1

+ Z Prjwr AN wyi + Z%ka + Z Pik1w; N\ Wy;

k=1 k= k=1
n n

— ) puwi Awig— Y pitoge A wj + Z Pix Wi N\ wyj
k=1 k=1 k=1

+ ) P+ Z Prjxwi; N\ wi + Z Pikiwij N wy
k=1 k=1 k=1

n
= ) Prj i + Z ik,
k=1 k=1

(3.12)
logo
n 1 n n n
Y i (wr Awy) = 5 Yo [ ) omiRuici + Y PimBRujia | (wi Awy).
= k=1 \m=1 m=1
Consequentemente,

1
Gijki — Pijik = 5 <Z $mjRumixi + Z Pim m]kl>
+ % (Z 47m] milk + Z Pim mjlk)

n

= Z Ryitk — Z GimRmjiks

m,k= m,k=1
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ou seja,

n

Gijr — itk = — Y, PmiRmitk — Y_ PimRumjix (3.13)
m,k:1 m, =1

Como no referencial ortonormal ey, ..., o laplaciano da fungao bij é dado por

Y k—1 Pijkk, onde obtemos

1=

(Pikjk — Pikkj)

=

Apij = (Pijkk — Pikjx) +

=
I
—_
b
I

+
1=

(Pixkj — Prkij) +

,\ﬂ
I
—

H
ngh
=
S
S
N——

Il
M:
= <

(Pijkk — Pirjx) +

(Pikkj — Prkij) + (Z <Pkk>

k=1

)

P
—_

1= =

Pk Rmikj — Pim Rumkkj-

3
—_
g
=
Il
—_

|

Lembrando que o tensor ¢;; satisfaz a equagdo de Codazzi ¢;jx = ¢ij,logo

Adpyj = (Z ¢kk> -
k=1

n
Pk Romikj — Y, PimRonck- (3.14)
l] 7

n
m,k=1 m, k=1
Observagdo: Seja f € D(M). Tomando g = f2 temos que dg = 2fdf. Assim,
Qi =2ff;,ondedf =) ;| fiw;. Dai
n n n
j=1 j=1 j=1
n n
= 2fidf +2fdfi+ ) 2ffjw; = 2fidf +2f (Z:fl-jwj) .
j=1 =1
Portanto, gx = 2f fix + 2f7 €

Ag:2fAf+2if,§.
k=1

Como |p|> = LI, ¢ e tr¢ = L. ¢y, temos,

n
Alpl> =2 ¢y +2 T

n
i,j=1 ijk=1



52

Arrumando, temos

—AW Z%Acpq Y. o

i,j=1 i,jk=1

Onde a norma de V¢ é definida por |V¢|*> = Yk 4’1‘2jk' Assim,

—A|¢\2 IVo|* + Zcpz, )i — Y. iR — Y. PijPim Rk

i,j=1 i,jkm=1 i,jk,m=1

Escolhendo um referencial ortonormal ey, ..., e, tal que ¢;; = A;0;;. Tal condigdo é

sempre possivel, pois ¢ é bilinear simétrica. Pois

n
Z Ai iRijij = Z Aj iRijij

i,j=1 i,j=1

podemos simplificar a equagdo anterior dessa forma:

1 n
§A|<P|2 = |V¢|*+ Z(Pz tr)ii Z AidRjiji — Y AfRyji

i,j=1 ij*l

= Vol + Dpz tr)ii Z AidiRyjij + 2 AZRyjij (3.15)

i,j=1 ij=1
= |V(P|2 + Z‘Pl trd)ii + 5 Z (Ai = /\ Riﬁ]“
z] 1
Logo
Y AiRijij— Y AidjRyii = 5 Y (A7 =200 + AD Ry = ) (A — Aj)*Ryjiy
i,j=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1

Portanto finalizando, o Laplaciano de |¢|? é dado por

—A|4>|2—!V¢|2+Z¢1 (tr¢)ii + 5 ZRW = Aj)% (3.16)

1]1

Em [?] é encontrado o resultado desta secgéo.
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Capitulo 4
PRINCIPAL RESULTADO

4.1 Hipersuperficies com Curvatura Média Constante na Esfera

Sejam M" uma variedade orientada de dimensdo n e f : M" — S"t1(1) c R"*?
uma imersao de M na esfera unitdria S"*1(1) do espaco euclidiano R"*2. Escolha um
campo normal unitario 77 ao longo de f, e denotemos por A, : T,M — T, M a aplicagéo

linear auto-adjunta associada a segunda forma fundamental da f ao longo de 7, isto &,

(AyX,Y) = (B(X,Y), 1)

Na verdade, (AX,Y) = (B(X,Y),n) = (VxY = VxY,1) = (VxY,n) — (VxY,5) =
(VxY,17) onde V é a conexdo de S""1(1) e X, Y campos de vetores tangentes em M.

A aplicacdo linear e simétrica e pode ser diagonalizada em uma base ortonormal
e1,...,en de Ty M, ou seja,

AE,‘ = kiei, = 1,...,n

onde os k; sdo os autovalores associados aos autovetores ey, ..., €.

Denotemos por

i

a curvatura média de f e

AP =Y R
i
O quadrado da norma do operador de Weingarten

Quando f é uma imersdo minima vale.

Teorema 4.1.1. Sejam M" compacta, f : M" — S"H1(1) C R"™? uma hipersuperficie
minima e A o operador de Weingarten. Assuma que | A |>< n, para todo p € M. Entdo

(i) | A |?= 0 (e M é totalmente ¢eodésica) ou | A |*= n.
8
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(i) | A |?= n se, e somente se, M" é um toro de Clifford em S+l isto 6, M é 0 produto

de esferas S™ (r1) x S"(rp), n1 + ny = n, de raios apropriados.

O item (i) deve-se a Simons, ver [8]. A caracteriza¢do em (ii) foi obtida independen-
temente por Chern, do Carmo e Kobayashi em [9] e por Lawson em [4]. O resultado
no item (ii) é local.

Defina a aplicagéo linear ¢ : TyM — T,M
(X, Y) =H(X,Y)— (AX,Y)

note que tr(¢) =Y. (H —k;) =0

1
De fato, dada uma base ortonormal e, ..., e, de T,M

<4)(€i),€j> =H <€1',€]'> - <A€l’,€]'> = H<€i,€]’> - <ki€i,€]’> = <(H - k,')ez-,ej>

Logo,
pe; = (H —ki)e;
Agora,
Y (H—k)=) H-) ki=nH—nH=0
i i i
Portanto,

tr(g) = Y. (H k) =0
i
E além disso,
oF = o D=k =
De fato, temos que ¢e; = (H — k;)e;, 0 que implica ’¢|2 = Y (H — k;)? tomando,

i

“l/li = H — ki (4.1)

segue,

9P =Y (H k) =Y

i

de (4.1) temos,
ki—kj=(H—pi) — (H—pj) =pj— i
assim,

Y (ki—kp)? =Y (i — pj)* =3 (47 + pf — 2mips))

i ij i
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Y o(ki—k)? =Y (u)*+ Y. (uj)* -2 Z}”i}”j
ij

i,j i,j i,j

P = (2] (2] 2 (5 (22
= nl¢* +nlpl* - 2(trg)®

= 2} |9f
1
logo segue,

1
El o Y (ki —kj)?

i,j
Portanto |¢p|> =0 < M é totalmente umbilica.

H(r)-toro em S"*1(1) é obtido considerando as imersdes canonicas de.

§"1(r) CR"

SY(V1—-1r2) C R?,

0 < r <1, onde o valor entre parénteses denota o raio da correspondente esfera, e

a imersdo do produto:

S"L(r) x S (V1 —12) — R" x R?
Pela escolha feita H(r)-toroC S"*! e possui curvaturas principais em alguma ori-
entagao, por

v1—1r2 r

ky=..=ky 1 = ek, = —

r N

ou o simétrico desses valores na orientagdo oposta.

Seja M" compacta e orientada e, seja f : M" — S$"1(1) com curvatura média
) P )

constante, escolha uma orienta¢do para M talque H > 0. Para cada H, seja,

Pu(x) = 2+ =2 g2 41 4.2)
n(n—1)
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e seja By o quadrado da raiz positiva de Py (x).
Note que H = 0 = x = ++/n = By = By = n.

Podemos entdo enunciar o teorema principal, ver [3].

Teorema 4.1.2. (Alencar-Do Carmo)
Suponha que |¢|*> < By, Vp € M. Entio
i)|¢|?> = 0 (e M totalmente umbilica) ou |¢|*> = By,
ii) |p|> = By se e somente se
a) H=0e M" é um toro de Clifford em S"+1(1)
b)H #0en > 3,e M" é um H(r)-toro com r> < n-1
¢)H #0en=2,eM"éumH(r)-toro com r* # =1

Demonstragio. Seja ey, ..., e, um referencial ortonormal, o qual diagonaliza ¢ em cada
ponto de M, isto é, ¢e; = pje; e seja V a conexdo induzida em M.

Inicialmente é feito o calculo do laplaciano de ¢ ,visto que dada uma variedade rie-
manniana e uma aplicagdo linear simétrica sobre o espaco tangente de M, que satisfaz

formalmente a equagdo de Codazzi, por (3.16) tal laplaciano é dado por

1 1
§A|¢\2 = |VoP*+ Y uitrg)i + 5 Y Ryjij(ni — 1y)* (4.3)
i i,j
onde R;j;j € a curvatura seccional do planoe;, ¢j e y; = H — k;. Como tr¢p = 0, a hessiana
de tr¢ é identicamente nula e portanto (tr¢); =0 Vi =1,...,n. Ou seja a equagao (4.3)
fica
LA 192 = [V + 2 Y Risi(pi — ;)2 4.4
EAWI _| ¢| +§Z z;z;(,uz_.u]) ( . )
i,j

Célculo de ) Ryjij(pi — P‘j)z
L]

Segundo a defini¢do de ¢ e a formula de Gauss

KMn — Ksn+1 — klk]

o que implica,

R;:i — 1= kik]' = Rijij =1 +k1’kj =1+ (H— yl)(H — ]/l])
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Dai,

Rijij = 1+ pipj — H(pi + ) + H?

Portanto

1 1 1
5 ZRijij(]/‘i — W) = 5 Z (U4 pipe) (i — 1)* = QHZ(P‘I' + ) (i — j)°
i,j i,j i,j

1
+ SHT Y (i = )’ (4.5)
1,]
Calculando
1 2 1 2 1 2
5 2 (U pap) (i = ) = 53 (i = ) 45 Y pwansj(pi — 1)
1] 1,] 1,]

= %211 Dk % iZjuiuj(#? = 2t + i)

= anu?%;u?m—;u?y%%;W?

= nlof + 3 D - D+ T
= n|¢|2+§;u?mp—|¢|2|¢|2+§tr¢]zy?

= n\¢!2+>;u?tr¢>—lq>l4

= nlpl*—19*

e como ¥ (y; — p)* = 2n|¢|* logo (4.5) fica
ij

1 1
5 3 Rijij(pi = ) = n|gl* = 19" = SHY (i + ) (i — ) +nH2 9" (4.6)
i, oy

Por outro lado, segue-se que

1
5 0 (i ) (i = ) = m ) (47)

pois,

Yo (i) (i — ) = 2O — iy — g+ 115)

L]
= Lty =my
ij i i
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—Z (i + 1) (i —an

i
Portanto, substituindo (4.7) em (4.6), teremos que

ZR,,I, = nlp|* — [p* + nH|p* —nH Y pf
1

Logo a expressao (4.3) pode ser reescrita como

SAlgR = (Vg2 — pl* + nlgl + nH2p —nH Y2 @8)

Precisamos estimar }; #1}. Para isso precisamos do seguinte lema, provado pela
professora Walci Santos em [7] cujas desigualdades foram firmadas por Okumura em

[5]

Lema 4.1.3. Sejam y;, i = 1,...,n, nmimeros reais tais que Y ;y; = 0 e Y; u? = B onde

B > 0.Entdo

. n=2 3 3 n—2 3
n(n—l)[3 S;%S n(n—l)ﬁ

onde a igualdade ocorre no lado direito (lado esquerdo) se e somente se os (n — 1) dos p; sdo nio

positivos e iquais ((n — 1) dos p; sdo nido-negativos e iguais)

Demonstragdo. Se p =0

Y ui=0=p; e Y ig3=0Vi=1,.,n
i m
Suponhamos B > 0 e considere a fungdo ¢ = Yy e as condigdes f = Y y; =0 e
i i

1
Devemos determinar o valor méximo sujeito a condic¢do

f(p1 i ttn) =0 € h(p, .o, pin) = B

Usando o método do multiplicador de Lagrange,

Vg=aVf+AVh
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(3u3,...,3u%) = &(1,...,1) + A(2u1, ..., 24y

seja,

3u;j = & + 2)1]/11' Vi=1,..,n

fazendo A = %7\ e o=

W=

Segue-se que os pontos criticos sdo dados pelos valores dos y; que satisfazem a

equagdo quadrética.

12— Apj—a=0, Vi=1,..,n

Fazendo a e —b as raizes da equacdo acima. Visto que ) u; = 0, apds uma reenu-
i

meragdo se necessario, os y; sdo dados por

m=.=pp=a20 ¢ ppr1=.. =y =-b<0

Uma vez que, nos pontos criticos.

B = Lui=pa’+(n—p)h* (4.9)
0 = ) pi=pa—(n—ph, (4.10)
g = Lui=pa>—(n—p)}’ (4.11)

Temos de (4.9) que p #0 e p # n pois,

p=0=nb=0=0b=0

e de (4.9) B> = nb> = 0 = B = 0. Absurdo, uma vez que, por hipétese que g > 0.

p=n=na=0=a=0

de (4.9) B> = na* = 0 = B = 0 Absurdo, pelo mesmo motivo anterior.

De (4.10) temos

n-p,
p

a =

Substituindo em (4.9) obtemos
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p p
_ <n2—2np+ B+ np— 492) ,_n(n—p),
P P
Logo,
P2 — p 2
n(n—p)"

Substituindo em (4.9) obtemos

ﬁz = pa2+ (n— p)n(np_ p)ﬁz

B2 = pa=Lp2 = np? = npat pp? = npa’ = (n—p)p*

- (e

Substituindo esse valores em (4.11)

g = (o= (= po = po (P g ()

(e

Assim g decresce quando p cresce, portanto g atinge seu valor méximo quando

p = 1 eminimo quando p =n — 1.

Quandop =1

Quandop =n—1,



N33 I 5 3 1 .3 3
g = (n—1a>—=b>=(n 1)(n—1)3b b_(n—l)zb b

((1_)2_1) pol-(=22(n-1) Vn—1

Usando o Lema4.1.3 obtemos,

1002 2 |4 2 2, n(n-2) 3
SR = V9P~ 917+ n(r + 1)ipf 4 S
n—2) H|gb|+n(H2+1)>
n(n—1)

—Py(l¢l)

= |V|*+[¢|? (—|4>|2+

ou seja,

1
SOl = VoI + ¢ (—Pru(|¢])

Calculando as raizes de Py obtemos

;1 nn-2) 1 [n(n—2)2_, ) B
¥=—3 n(n—l)H+2 — H?2+4n(H?>+1) =+/By >0

1 n(n—-2) 1 [n(n—2)2
S N A & H2 +4n(H2+1) <0
2 n(n—l) 2\/ n—1 ( )
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(4.12)

(4.13)
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Note que

Py(x) <0, ¥ <x<x”

Como 0 < |¢| < /By temos que Py(|¢|) <0
Integrando ambos os lados de (4.13), e usando o teorema de Stokes e as hipoteses,

concluimos que

1
:/§ > > /|V<p|2+/|¢|2(pH|4,|) >0
M M

M

Dai =0e[¢]> =0ouPy(|¢|) = 0= [¢|> = By

Isso completa a prova de (i).

Como vimos no inicio |¢p|> = 0 < ¥ (k; — kj)* = 0 < M ¢é totalmente umbilica.
i,j
ii) Queremos mostrar a classificagio de M quando |¢|> = By.

Quando H = 0, temos By = n e, consequentemente |¢|> = |A|> = n. O item a)
é satisfeito pois, do Teorema 41.1, obtemos que M" é um toro de Clifford em S"~1(1),
isto ¢, M" = S"(r1) x S™(rp), onde 12 + 15 =leny +ny = n.

Agora quando H # 0, temos que

Vol =0ePu(lpl) = [¢* + \/—HM)I n(H?+1) =0,

De
Pa(lgh = oF + 0L Hlpl —n(HE +1) =0
2 2 n(n=2)
(HE41) — gl = R EHg

Como |¢|?> > 0 podemos multiplicar ambos os membros por |¢|?

RO +1) — lpf) = T2 Higf 419

Usando o fato que |V¢| = 0 em (4.8) temos

—A\qbl2 @ (n(H? +1) = |¢*) —nH )i}

Substituindo (4.14) e usando (4.13) segue
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1 » . n(n—2) 3 3
AP = =il nHlZuz (4.15)

> |9pl*(—Pu(lgl)) =0

Ou seja

3. n(n-2) 3
nH;:”i > —n(n = 1)H|¢|

Se nHY ,; u3 > \;:z—%)l)HM)P, implicaria em 1A |p|?> > 0 e teriamos}& IAlp)2>00

que é um absurdo pois [ 3A|¢|? = 0. portanto
M

, 3_ n(n—2)
H;'HZ vn(n—1)

Quando temos essa igualdade o Lema 4.1.3 afirma que os (n — 1) dos js sdo iguais

H|gP

e ndo-positivos. Como y; = H — k;, esta afirmagéo é valida também para os k/s. Assim,

renumerando se necessario, podemos supor,

ki =..=kn1 , kn #k1

Como V¢ = 0 temos que y; = const paracada 1 < i < n. Portanto, k; = H — y; =
const.

Nesta situacdo, se n > 3, por um classico resultado de Cartan [1] em que M é
uma hipersuperficie isoparamétrica (isto é todas as suas curvaturas principais sdo con-
stantes) imersa na S"*1(1) . Segue-se que M é um H(r)-toro.

Para identificar qual H(r)-toro aparece. Observe que; do Lema 4.1.3

nHY; 13 = “=2_H|¢|3, se e somente se

\/n(n—1)

M=p=..=pp1=a<0¢e py=>b>0

logoY ;ui=m—1)a+b=0eb= —(n—1)a. Portanto

P =) ui = (n—1)a*+b* = (n—1)a* + (= (n —1)a)®

= n—1+n*-2n+1)a* = (n*—n)a® = n(n —1)a®



ouseja, 4 = — |‘P| = /=1|¢| logo os p! ficam

= =y = —¢ e pn = |<P|
Vn(n—1)
Desse modo,
¢]
ki = H—-uyy =H+ ———
! . n(n—1)
kn-1 = H-— Hn—1 =H+ ——= |4)|

n—l

kn = H—pn=H-— |<P‘

nkik, = n(H—yl)(H—un)=n<H+ n(|jz)|—1 ) ( |<P\>

_ H|4>| _ /n—
— n LHlgl + Y \/n(n—l) . W)

= H2_<V : )Hw—%w)

Vi n/n—1
, n—1-1 1,
= n|H —\/ﬁlﬂfpl_#(ﬂ)

= bt~ - T2y

Donde,

Como k; > Otemos k, <0, k;, < k; e H > 0. Segue que o H(r)-toro é dado por

1 — 2
Sy x SY(V1=1),k = .. =k, = 1-r K, = r

r N
Além disso,
_ -2 (n—1)(1—r?)—1?
H - (n— 1)k + ky _ (n—1) 7 - \/1r_rz _ 112
n n n

on—nrr=1+4r2—r>  (n—1)—nr? -0
nrm nrm
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Logo,

—1
(n—l)—nr2>0:>r2<n

terminando a prova do item (ii-b).

Para o caso (ii-c) (n = 2), observamos que M? C S3(1) é uma superficie isoparamétrica
em S3(1), desta forma, ou é totalmente umbilica ou é um H(r)-toro.

Tendo em vista que |¢|? # 0, entdo M? é um H(r)-toro. Seguindo o mesmo processo

do item b), obtemos kyk; = —1

Logo

RV . r _ _1-2r°
ki >ky kg = >0,k = —m<0eH—2rm>0
ou

V12 _ r _ 2’1
k1<k2,k1— — <O,k2—m>0eH—2rm>O

Como H # 0 temos r? # %, o que conclui o item c).
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