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RESUMO

Investigaremos a existéncia e unicidade de solug¢des para o problema misto associ-

ado a um sistema nao-linear:

utt—M<f|Vu|2dx> Au+|ulf’u+6=f
o
9t—A6+ut:g

Onde M é uma funcao real positiva, e f e g sdo fungdes reais conhecidas.

Palavras-chaves: Equagdo de Evolucdo, Espagos de Sobolev, Faedo-Galerkin, Imersao

de Sobolev.



ABSTRACT

We investigate the existence eand uniqueness of solutions to the mixed problem

associated with the nonlinear system:

utt—M<f|Vu|2dx> Au+ulfu+6=Ff
Q
Qt—AQ—l—Mt:g

where M is a positive real function, and f and g are known real functions.

Keywords: Evolution equation, Sobolev spaces, Faedo-Galerkin, immersion Sobo-

lev.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

Seja () um aberto limitado do R”, com bordo suave I' (fronteira regular I'). Seja Q o
cilindro Q = Q) x |0, T| e X o bordo lateral. Denotamos a norma usual em HJ'(Q)) por
||| e a norma usual em L2(Q)) por |.|, onde HI'(Q)) é o fecho de CF(Q)) em H™(Q), e
H™(Q)) é o espago padrdo de Sobolev.

Consideremos o sistema nao-linear:

uy — M /|Vu]2dx Au+|uffu+6=f em Q (1.1)
o)

0 — A0 +u;r =g em Q (1.2)

u=0=0em X (1.3)

u(0) =ug; u'(0) =u1; 6(0) =16y (1.4)

Quando M(s) é uma constante positiva « e 0 = 0, a parte dindmica do sistema acima é
uma perturbagdo ndo-linear da equacao linear de onda uy —aAu = f. Quando M(s) =
mo + mys com mg e mp constantes positivas e 6 = 0, a equagdo (1.1) é uma perturbagao
nao-linear do modelo de Kirchhoff-Carrier que descreve pequenas vibracdes de uma
corda esticada quando a tensdo assume apenas uma componente vertical em cada
ponto da corda. Para 6 = 0, Hosoya-Yamada [12], investigou a existéncia, unicidade
e regularidade das solu¢des. Em [11], L. A. Medeiros estudou a equacdo (1.1) quando
0 = 0 e a perturbagdo ndo-linear igual a u%. Finalmente, em [8] Maciel-Lima, estu-
dou a existéncia e solucdo local fraca do problema misto para a equagdo perturbada
Kirchhoff-Carrier
u" — M /]Vu]zdx Au+Alulfu=f,
9}

quando A = —1, M : [0,00) — [0, 00) é uma funcdo de classe C!, tal que M(s) > mq >
0, Vs € R,ondep € Resatisfaz0 < p <2/(n—4)sen >50up >0sen =1,2,3 ou 4.
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Para outras perturbagdes do operador de Kirchhoff-Carrier, entre vérios trabalhos po-
demos citar D’ancona-Spagnolo [3], e Bisognin [2]. A descricdo matemética de peque-
nas vibragdes transversais de cordas elaticas, fixadas nas extremidades, é uma questao
antiga. As primeiras investigacdes sobre esse problema foram feitas por d’Alembert
(1717-1793) e Euler (1707-1783). Consideremos o sistema de coordenadas cartesianas
ortogonais (x0,u) em IR?. Suponhamos que a corda estad em posigdo de repouso no eixo
Ox com extremidades fixadas nos pontos M e N. Se u(x,t) é o deslocamento vertical de

um ponto X da corda, com coordenada x, no tempo t, 0 modelo matematico proposto

Pu _ 29%u

57 = C°5a onde ¢? = %, com Ty a tensao

por d’Alembert, na notagdo moderna é :
inicial e m a massa da corda MN.

D’Alembert observou que a configuracdo dos deslocamentos da corda sdo dados por:

u(x,t) =¢(x+ct)+9p(x—ct)

onde ¢ e ¢, por d”Alembert, sdo fung¢des arbitrarias.

Um outro modelo para o mesmo problema fisico dos deslocamentos horizontais das
cordas elasticas foi proposto por Kirchhoff e Carrier, que vamos encontrar como um
caso particular de extremidades que se deslocam. Se 1y é a tensdo inicial, isto é, a
tensdo na posicdo de repouso, o modelo de Kirchhoff-Carrier para pequenas vibragdes

de uma corda elastica, com extremidades fixadas, é:

L

Pu [, k u\* | o%u

Pu(w Ef(on) ) P

ot2 m  2mL / ox dx?
Note que k = ¢E, E é o modelo de elasticidade de Young, do material da corda X
da drea da secdo transversal da corda na posi¢do de repouso. Observe também que o
modelo de d’Alembert é uma linearizagdo de Kirchhoff-Carrier.
Neste trabalho, discutiremos a existéncia de uma solugdo para o sistema nao-linear
acoplado (1.1)-(1.3), onde sdo impostas as hipdteses apropriadas para M, p, f e g. Para

a prova da existéncia, empregaremos o método de aproximacdo de Galerkin, como

mais um argumento de compacidade.
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Capitulo 2
PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos as notagdes e resultados fundamentais utilizados no
desenvolvimento do trabalho, introduzindo os conceitos de Distribui¢do e Espagos de
Sobolev, com base nos quais define-se uma solugdo fraca de uma equagdo diferencial
parcial. Destacamos, também, resultados basicos de Anélise Funcional sem, contudo,
nos dedicarmos as demonstragdes, apenas indicaremos as referéncias bibliograficas

onde as mesmas poderao ser encontradas.

2.1 Nogoes Sobre Distribui¢cdes Escalares

2.1.1 Espago das Fungoes Testes e Derivada Distribucional

Antes de definirmos o espago das funcdes testes, serdo feitas algumas consideracdes
sobre as notagoes.

Por um multi-indice entendemos uma n-upla &« = (a1, ..., &) de nimeros inteiros ndo
negativos e designamos por |a| = aj + ... + &, a ordem do multi-indice a. Sendo

x = (x1,x2,...,xn) € R", 0 operador derivacdo é denotado por

ol

D* =
- nq % [
dx;'0x,°...0xy

Para « = (0,0, ...,0), temos D% = u,isto é, o operador derivacdo neste caso é a identi-

dade.

Em particular, sendo (x,y) € R?, temos D* = %, onde o = (ag,a2) e |a] =

a1 + ap. Neste caso, temos as seguintes possibilidades:

a=(1,1), «a=(2,0) e a=(0,2), com |a]=2

ou seja,
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2 P 22
oxdy’ ox2’ 9y2’

Seja u : 3 C R" — R continua. O suporte de u, denotado por supp(u), é definido
como sendo o fecho, em (), do conjunto dos pontos x pertencentes a (2 em que u ndo

se anula. Simbolicamente tem-se:

supp (u) = {x € Q;u (x) #0} em Q

Como consequéncia da defini¢do, vemos que o supp(u) é o menor fechado fora do qual

u se anula e deduzimos as seguintes relag¢des:

o supp (u+v) C supp(u)U supp (v)

o supp (uv) C supp (u) N supp (v)

o supp (Au) = Asupp(u), A € R,A #0

Embora o suporte de uma fungdo continua seja um fechado de (), existem fung¢des cujo
suporte ndo é um compacto. De fato, seja u : (0,1) — R a fun¢do definida por u(x) =
1, Vx € (0,1). Notemos que supp(u) = (0,1), que ndo é um conjunto compacto da
reta.

Tendo em vista nosso interesse na classe das fung¢des cujo suporte seja um conjunto
compacto de (), iniciamos representando por C§°(€)) o conjunto das fungdes u : O — R
que sdo infinitamente diferencidveis em () e que tém suporte compacto contido em Q).

O seguinte exemplo classico mostra que o conjunto Cj°(2) é ndo-vazio.

Exemplo 2.1.1. Dados xg € R" e r > 0, denotemos por B,(x() a bola aberta de cen-
tro xg e raio 7, isto é, By (x9) = {x € R"; ||x —xo|| <r}. Se xgp € Q er > 0 é tal que

B,(x9) C Q, definamos ¢ : QO — R por:

0, se ||[x—xp|| >

Para mostrarmos que ¢ € C;°(Q), consideramos a funcéo f : R — R definida por
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0,t<0

e observamos que f € C*®(R) e se 0 : () — R é definida por 6(x) = 12 — ||x — xo[%,
entio 0 € C®(N) e = fobh € C®°(Q)). Desde que supp(¢) = B, (xp), o qual é
compacto, segue que ¢ € C5°(Q)).

Das propriedades do supp estabeleciadas anteriormente, vé-se facilmente que Ci°(Q2)
é um espaco vetorial e supp(D*u) C supp(u), V « € N", quando u for suficientemente
derivavel.
E possivel introduzir uma topologia em CJ°(Q)), denominada topologia limite indutivo,
que faz deste espago um espago topolédgico denotado por D(Q2) e cujos objetos serdo

denominados fungoes testes.

2.1.2  Convergéncia em D(Q)

Dizemos que uma sequéncia (¢,),en de funcgdes testes converge para ¢ € D(Q))
quando:

(i) Existe um subconjunto compacto K de () tal que

supp(en) C K, ¥V n e supp(¢) C K

(ii) D*¢;, — D*@ uniformemente sobre K, para todo multi-indice a.
Por distribuigio escalar sobre () entendemos uma forma linear e continua sobre D(Q2),

isto é, uma forma T : D(Q)) — R, tal que:

Tap+y) =aT(p)+T(Y), VaeR e ¢, p € D(Q)

e T é continua, isto é, se (¢,),en converge para ¢ em D(Q) entdo (T(¢n))neN con-
verge para T(¢) em R. O valor da distribui¢do T em ¢ sera representado por (T, ¢)
e por D'(Q)) estaremos representando a cole¢do de todas as formas lineares continuas
T:D(Q) — R.

Dadas T e S em D'(Q)) definimos:
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(T +S,¢) =(T,9) +(S,¢), 9 € D(Q)
(ii)(aT, @) =a(T, @), pcD(Q)) e xR
Munido destas operagdes, D(Q)) torna-se um espago vetorial denominado espago das

distribuicoes escalares sobre ().

2.1.3 Convergéncia em D' (Q)):

Uma sequéncia de distribuigdes escalares (T}, ),cN converge para a distribuigdo escalar

T,em D’'(Q)), quando:

(Tu,¢) = (T, ¢) em R, Vo € D(Q)

Com esta nogdo de convergéncia, D’ (()) passa a ser um espaco vetorial topolégico.
Dizemos que u : 3 — R é localmente integravel em (), e denotamos u € Lllo [(Q),

quando u é integrdvel a Lebesgue em todo compacto K C (). As fungdes localmente

integraveis serdo utilizadas, inicialmente, para gerar distribui¢des escalares, como mos-

tra o exemplo a seguir.

Exemplo 2.1.2. Dada u € L} (Q) definimos T, : D(Q)) — R da seguinte maneira:

loc

(Tug) = [u(x)p(x)dx, ¢ €D ()
Q

Entdo, T, é uma distribuigdo escalar sobre (). De fato, a linearidade de T, segue da li-
nearidade da integral e para comprovarmos sua continuidade, consideremos (¢, ),eN
uma sequéncia de fungdes testes sobre () que converge para uma funcdo teste ¢ em

D(Q). Temos:

(T @) = (Tu, )| = (T, o — @) §£|u(x)\ [(@n = @) (x)] dx

< max|(¢n — ¢) (X)|IJ<"|M(X)|dx—>0,

xeK

onde K é um compacto de () que contém supp(p, — @), Vn.
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A distribuicdo T, definida no exemplo (2.1.2), é dita gerada pela fun¢do localmente

integravel u.

Lema 2.1.3. (Du Bois Raymond) Seja u L}OC(Q). Entio,

/u(x)(p(x)dx:O, ¢ €D ()
0

se, e somente se, u = 0 quase sempre em Q).
Demonstracdo. Ver [11]. H

Do Lema de Du Bois Raymond segue que cada fun¢do numérica u, localmente in-
tegravel em (), determina de maneira univoca uma distribui¢do T;, no seguinte sen-
tido: se u, v forem localmente integraveis em (), entdo T, = T, se, e somente se, u = v

g.s. em Q). De fato,

Tu=Ty < (Tu,¢) = (T, ), Vo€ D(Q)

& [ux) ) de= [o(x)g(x)dx
Q @)

@(f)(u—v)(p(x)dx:O, V 9 €D(Q)

S u—v=0qgs em Q.

Por esta razdo, identificamos a funcdo u com a distribuigdo T, por ela definida e po-
demos concluir que o espago Lj, (), das fungdes localmente integréveis, se identifica

com uma parte do espago das distribui¢oes D’(Q2). Simbolicamente,

Lo (Q) = {Tui u € L, () } € D' ().

No exemplo dado a seguir, construiremos uma distribui¢do que ndo é gerada por uma

1 1
loc loc

funcdo de L; (Q). Isto mostra que de fato L; (Q)) é uma parte prépria de D' (Q).

Exemplo 2.1.4. Fixado xg € Q) definimos d, em D(Q)) do seguinte modo:

(6x0, @) = @ (x0), ¥V ¢ € D(Q).
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Entdo dy, : D (2) — R é uma distribuigdo sobre (), denominada distribui¢do de Dirac
ou medida de Dirac. No entanto, mostra-se que ndo existe u € L], (Q) tal que 8y, = Ty;
isto é dy, = T, ndo é uma distribui¢do gerada por uma fungdo de L}OC(Q). De fato,

suponhamos que exista u € L] () tal que

G 9) = [u(x)p(x)dx, ¥ g D(Q)
Q

Em particular, se ¢ € D(Q)) é definida por
$p(x) = (x)[lx — xo|*
teremos:

0= (%) = (G, ¥) = [ (1)@ (x) |x —x0l*dx, ¥ g € D()
Q

Pelo lema (2.1.3),tem-se que (x) ||x — xo|* = 0 q.s. em O e portanto u(x) = 0 q.s em
Q.
Logo, (dx,, @) =0,V ¢ € D(Q),isto é, ¢(xp) =0,V ¢ € O, 0 que é um absurdo.

A nogdo de derivada fraca de uma fungdo foi proposta inicialmente por Sobolev,
motivado pela férmula de integracdo por partes do calculo.
Dada uma func¢do u continuamente derivavel em R, no sentido de Newton-Leibniz,

entdo para cada ¢ € D(R) temos:
/ u(x) ¢ (x)dx = — / W (x) @ (x) dx 2.1)

porque ¢ se anula fora de um compacto da reta.
Motivados pela férmula (2.1), Sobolev-Schwartz definiram a derivada de uma distribuigdo.

Inicialmente, vejamos como Sobolev definiu a derivada de uma fungédo localmente in-

1

loc (IR) possui derivada fraca quando

tegravel em R. Dizemos que a distribuicdo u € L



17

existir uma distribui¢do v € L} _(R) tal que:

/u(x) (p’(x)dx:—/v(x)go(x)dx, V ¢ € D(R) (2.2)
R R
A fungdo v denomina-se derivada fraca de u.

Para uma distribuicdo qualquer de D’'(IR), Schwartz formulou o seguinte conceito:
dado T € D'(R), define-se a derivada distribucional de T como sendo a forma linear

4T ;D (R) — R dada por:

<Z_Z,¢>:—<T,Z—Z>,V¢€D(R). (2.3)

NocasoemqueTe ’Zl—z sdo definidas por fungdes localmente integraveis u e v,respectivamente,
entdo (2.2) e (2.3) coincidem. Agora, se u € C!(R) entdo (2.2) e (2.3) identificam-se

a (2.1), isto é, a derivada no sentido cléssico identifica-se a derivada no sentido das
distribuicoes.

Sejam T € D'(Q) e « € IN" um multi-indice. A derivada distribucional de ordem « de

T é a distribuigdo D*T definida por:

(DT, ¢) = (-1)"/(T,D"9), ¥ ¢ € D () @4)
Antes de apresentarmos os espagos de Sobolev, ressaltamos dois fatos interessantes:
(i) A aplicacao
D*:D'(Q) - D (Q)

T — D*T

é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’(Q}), isto é:

T, — T em D' (Q) = D"T, — D*T em D' (Q) (2.5)

(ii) A derivada de uma distribuicdo localmente integravel pode ndo ser localmente in-

tegrdvel. Isto motivard o conceito para Espacos de Sobolev.
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Exemplo 2.1.5. Seja u a funcdo de Heaviside definida em R do seguinte modo:

() 1, se x >0
u(x) =
0, se x <0

Esta funcdo é localmente integrédvel em R, no entanto sua derivada ndo o é. De fato:

—+00

(,9) =~ (wg/) =~ [ ¢/ (x)dx=9(0) = (60,9)
0

para toda fungdo ¢ € D(R). Portanto, u’ = 5y ¢ L} (R).

loc

A funcdo de Heaviside embora derivével no sentido de Sobolev, a derivada u’ ndo
é derivavel no mesmo sentido, pois ' = §y ndo é localmente integravel. Entretanto,
segue-se da equacdo (2.4) que cada distribui¢do T € D’(Q)) possui derivadas de todas

as ordens no sentido das distribuigdes.
2.2 Espagos de Sobolev

2.2.1 Os Espagos LP(Q))

Dado Q) um aberto do R", denotamos por L7 (Q}), 1 < p < oo, 0 espago vetorial das
(classes de) fungdes mensuréaveis a Lebesgue u : ) — R tais que x — |u (x)|” é in-

tegravel, em (), no sentido de Lebesgue. A norma de u € LP(Q)) é dada por:

1/P
ulpp(q) = /|“(x)|pdx
Q

No caso p = oo, denotamos por L*((}), o espaco vetorial das (classes de) fung¢des
u : (3 = R mensuraveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em (), isto é, existe

C > 0O tal que

lu(x)| <C, qs.em Q.

2

Cada constante C é denominada majorante essencial de |u| e a norma de u € L*(Q) é
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definida por:

U]y = ;g(f) {Clu(x)|<C, gs.em Q} = si%e)ss lu (x)].

Sendo [u[«~ () um dos majorantes essenciais de |u/, segue da definicdo que

u ()| < |ufioi), g em Q.

O espago LP(Q)), 1 < p < oo; munido de sua respectiva norma, torna-se espago de
Banach. No caso em que p = 2 o espaco L?(Q)) é um espaco de Hilbert, cuja norma e

produto interno serdo denotados e definidos, respectivamente, por

L,
Ul 200y = (/u(x)|2dx> e (1,0)12q) = /u(x)v(x)dx.
0

Na teoria dos espagos L? ressaltamos trés desigualdades basicas: a Desigualdade de
Young (DY), a Desigualdade de Holder (DH) e a Desigualdade de Minkowski (DM)
¢ (DY) Desigualdade de Young: Seja 1l < p < o0 e g o expoente conjugado de p, isto &,

% + % = 1. Se a, b € R sdo ndo negativos, entdo:

P q
abga—+b—.
p q

e (DH) Desigualdade de Holder: Sejam 1 < p < oo e g4 0 expoente conjugado de p. Se
ueLl(Q)ev e L1(Q) entdo:

uwve L' (Q) e o[ 1y < (Ul 191 aa) -
e (DM) Desigualdade de Minkowski: Se u, v € LP(Q)),1 < p < oo, entdo:

1+ [0y < [1lpp) + 12l ) -
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Definigao 2.2.1. Sejam V e H dois espacos com V' C H. Diremos que V estd imerso

continuamente em H quando a aplicagdo inclusdo i : V — H for continua.

Com a definigdo acima, estabelecemos a seguinte cadeia de injegdes continuas e

densas:

D(Q) = LP(Q) = L. (Q) = D'Q, 1< p< co.

Proposigdo 2.2.2. Sejam Q) C R"™ um aberto, 1 < p < oo, u € LP(Q) e (uy)yeN uma
sequéncia em LP(Q)) com u, — u em LP(Q)). Entdo existe uma subsequéncia de (uy), que
ainda denotaremos por (U )nenN, tal que:

(i) up(x) = u(x) g.s.em Q;

(ii) Existe h € LP(Q) tal que |u,(x)| < h(x) ¥V n € N, g.s. em Q.

Demonstracdo. Ver [3]. [

2.2.2  Os Espagos W™P(Q))

Desde que L7 (Q) — L}

loc

(Q)), para todo 1 < p < o0, segue que toda fungdo u € LF(Q))
pode ser identificada com a distribui¢do por ela definida. Assim, u possui derivadas
de todas as ordens no sentido das distribui¢des, que sdo também distribui¢des esca-
lares sobre (). No entanto, D*u nédo é, em geral, uma distribui¢do definida por uma
funcdo de LP(Q)). Isto motiva o conceito de um novo espago de Banach, que sera de-
nominado Espago de Sobolev e definido a seguir. Representamos por W™ (Q)) o espago
vetorial das (classes de) fungdes u de LP(Q)) para as quais as derivadas distribucionais

D*u estdo em LP(Q)), com |a| < m. A norma de cada u € W™P(Q)) é definida por:

2

[ty () = ). ID*ulppiqy | + se 1<p<eo,

|a[<m

H“mew(o) = Z !D“ule(Q), € p=
la|<m
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O espago normado W"7(()) é um espaco de Banach denominado Espago de Sobolev. No
caso em que p = 2 0 espago W2 (Q)) é um espaco de Hilbert, separdvel continuamente

imerso em L?(Q)), e denotado por H"(Q)). Em simbolos, temos:

H™(Q) = {uELZ(Q); D*uc1?(Q), Va, |af gm}

com norma e produto interno dados, respectivamente, por

[l gy = ( Y. /D”‘u(x)|dx) e ((19)) ) = Y. /Dﬂéu(x) D"v (x) dx.

| <m ¢

Para uma melhor compreensao, ilustraremos alguns casos particulares do espago H™ (Q)).

e Em dimensao n = 1:

H'(a,b) = u € L*(a,b); u' € L*(a,b)

com norma e produto escalar

e Em dimensdo n > 2:

H' (Q) = {u € LZ(Q);g—Z

com norma e produto escalar

2
g—; (x)‘ dax.

Jull? = [ lu ()P dx+ X ]

10

((4,2)) 1m0y = [ ()0 + > [ 308 )

[y

O espago W™P(Q)) é reflexivo, se 1 < p < oo, e separdvel quando 1 < p < oo.
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2.2.3  Os Espagos Wy ¥ (Q)) e WP (Q)

Embora o espago das fungdes testes D(Q)) seja denso em LP(Q)), 1 < p < oo, em geral
ele ndo é denso em WP (Q)). Por esta razdo, define-se o espago Wén P(Q)) como sendo
o fecho de D(Q)) em W™P(Q)), isto é:

wmp(Q)

D (Q) =W, " (Q).

Quando p = 2, 0 espago W, (Q) serd representado por HJ'(Q2).

Sel < p < o e g é o expoente conjugado de p, representamos por W~"4(Q)) o dual
topoldgico de W, " (Q) e por H~"(Q) o dual topolégico de HY'(Q2).

O espago H{J'(Q)) pode ser caracterizado por meio do Operador de Traco. De fato, inici-
almente observamos que se () é um aberto limitado do R” com fronteira bem regular,

entao
D(Q)={¢lg;9 € DR")}

é denso em H™(Q)) e, dessa forma, dado ¢ € H™(Q)) existe uma seqiiéncia (¢, )yeN

em D (Q) tal que ¢, — ¢ nanorma de H"(Q}) e anotamos:

olr = lim @ufr,

onde o limite é considerado na norma de H™(Q)). Para generalizar este conceito de
restri¢do a fronteira consideramos o operador traco:
m—1 -
y:H"(Q)— [TH" /2 (D), (2.6)
j=0

definido por y(¢) = (Y0®, Y19, -, Ym—1¢), sendo

g,
o= 1lim —| ,j=0,1,..,.m—1
Vi vglolo 817] r J
e 2% ¢4 j-ésima derivada normal de ¢, na direcdo da normal exterior #. Anotamos

onl
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_ __ 09 o 82(pv
Y0P = §0|r, TP = 5y r’ T2Q = an? |p etc.

A aplicacdo y dada em (2.6), denomina-se aplicagio trago de ordem m. Esta aplicacdo é

linear, continua, sobrejetiva e temos:

ker(y) = HY'(QQ).

Vejamos, agora, alguns casos particulares da aplicacdo tragco que utilizamos neste tra-
balho.

e Casom = 1.

1
70 : H'(Q) — H2 (T), onde yo9 = ¢|;

é linear, continua e sobrejetiva. Temos, H} () = {¢ € H' (Q); ¢| =0} e 7 admite
uma inversa a direita linear e continua v, ' : H 2 (T) — H' (Q). Assim, existe C > 0 tal

que

|70 0y < ClEN 3, ¥E € HE (D).

HY(Q)
e Casom = 2.

v H?(Q) — H2 () x H2(T),

onde ¢ = (709, 119) = (9|, 3—5\9 e temos:

0
Hy(©) = {p e B (@) 9l = 0.5| =o0}.

Teorema 2.2.3. (Imersdo de Sobolev) Ses > 0e 1 < p < n, entdo: (a) W**(Q)) — L1(Q)),
sen>spep <r<mnp/(n—sp), (b)) WP(Q) = LI(Q),sen=spep <r < o0

Demonstracido. Ver [4]. O
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Corolario 2.2.4. Semp <nep < q < L entdo WP (Q) — LI(Q)).

n—mp

Demonstracido. Ver [4]. O

Teorema 2.2.5. Se s; > sp entdo H*1(Q)) estd imerso compactamente em H%2(Q)). Em

particular, H2 (Q) < H° (Q) = L2(Q).
Demonstracdo. Ver [8]. O

Observagdao .Em [8] e [13] os autores estabelecem resultados de imersdes no caso de
Espagos de Sobolev de ordem fraciondria e, também, para Espagos de Tragos do tipo

H*(T'), usando teoria de interpolacao.

2.2.4 Espagos LP(0, T; X) e Distribuigdes Vetoriais

Seja X um espago de Banach, cuja norma serd representada por || .|| e no intervalo
(0,T) C R, T > 0, consideremos a medida de Lebesgue dt. Denominamos fungio simples
toda funcdo ¢ : (0,T) — X que assume apenas um numero finito de valores ndo nu-
los, onde cada valor ndo nulo é assumido num conjunto mensuravel de medida finita.
Toda fungdo simples possui uma representagdo candnica da forma

k

¢ (t) =Y xg (t).9;

i=1

onde ¢; € x e E; C (0,T) é mensuravel, com m(E;) < oo, i = 1,...,k. Os vetores ¢;
sdo distintos e os conjuntos E; sdo dois a dois disjuntos. Aqui xf, representa a fungao

craracteristica do conjunto E; e estes sdo dados por
Ei=te (0, T); gD(t) = Q;.

Definimos a integral de ¢ como sendo o vetor de X dado por

L k
[otat =Y m(E).g
0 i=1
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Teorema 2.2.6. Seja (¢n)neN Uma sequéncia de fungdes simples tais que

n,m—00

T
lim / @n (1) — @ (£) ]|t = 0. 2.7)
0

Existe uma tinica fungdo vetorial u : (0,T) — X tal que ||u (t)|| e ||¢n (t) —u ()] sdo

mensurdveis (a Lebesgue) em (0,T),V n, e

T
lim [ [l () = (8) |t = 0. 29)
0

Demonstracido. Ver [9]. O

T
Coroldrio 2.2.7. Nas condigdes do Teorema (2.2.6), a sequéncia | [ ¢, () dt | converge em X
0

e seu limite é unicamente determinado por u. Este limite é, por definigdo, a Integral de Bochner

T
da fungio u e é denotado por [ u (t) dt
0
Demonstracido. Ver [9]. O

Desta forma, a integral de Bochner da funcao vetorial u, é o vetor de X dado por

T

T
/u(t)dtznli_{r.}o/qon (1) dt,
0

0

onde o limite é considerado na norma de X.

Dizer que uma funcao vetorial u é integrdvel no sentido de Bochner-Lebesgue ou sim-
plesmente B-integravel, significa que ela pode ser aproximada em X, quase sempre
em (0,T), por uma sequéncia de fungdes simples satisfazendo (2.7) e consequente-
mente (2.8).

Uma fungéo vetorial u : (0, T) — X é dita fracamente mensurivel (w-mensurdvel) quando
a funcdo numérica t — (D, u (t)) for mensuravel, para qualquer funcional ® € X'.
Dizemos que u é fortemente mensurdvel (s-mensurdvel) quando existir uma sequéncia

de fungdes simples (¢n)nen tal que

¢n(t) — u(t), em X, quasesempreem (0,T).
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Em particular, quando u é s-mensuravel, entdo a fungdo numérica t — |[u(t)|| é men-

surdvel a Lebesgue.

Teorema 2.2.8. (S. Bochner) Uma fungio u : (0, T) — X é B-integrdvel se, e somente se, é

s-mensurdvel e a funcido numérica t — ||u(t)|| é integrdvel.
Demonstracdo. Ver [9]. ]

Corolario 2.2.9. Sejam X e Y dois espagos de Banach. Se u : (0, T) — X é B-integrivel e se
T : X — Y é um operador linear limitado, entdo a fungdo vetorial T, : (0,T) — Y definida

por (T,)(t) = T(u(t))é B-integrivel e é vilida a relagio

T T
T(u(t)dt=T u(t)dt].
0/ 0/

Demonstracdo. Ver [9]. O

Corolério 2.2.10. Se u : (0, T) — X' é B-integrdvel , entdo para cada v € X temos

T T
</ u () dt,v> — / (1 (£),0) o g dt.
0 X', X 0

Demonstracio. Ver [9]. H

Num espaco de Hilbert H com produto interno (.,.) onde os funcionais lineares
limitados sdo identificados, via o Teorema da Representacdo de Riesz, com o produto

interno, obtemos do corolario (2.2.10) a seguinte relagao

T T

/u(t) dt, v :/(u (t),0)dt, Yo € H,

0 0

quando u : (0, T) — H for B-integravel.
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Dado T > 0, um ntimero real, denotaremos por LP(0, T; X), 1 < p < o0, 0 espago veto-
rial das (classes de) fungdes vetoriais u : (0, T) — X fortemente mensuraveis e tais que

a funcdo numérica t — ||u(t)|| estd em LP(0, T), munido da norma

‘”’LF’ 0,T;X) /H

Quando p = 2 e X = H é um espaco de Hilbert, o espago LZ(O, T;H) é também um

espaco de Hilbert cujo produto interno é dado por

T
(UULZOTH / Hdt
0

Por L*(0, T; X) representaremos o espago de Banach das (classes de) fung¢des vetoriais

u:(0,T) = X quesdo fortemente mensuraveise t — ||u(t)| x € L*°(0,T) com anorma

1] oo 0,3 = supess [[u(t)||x -
te[0,T)

Lema 2.2.11. (Imersdo) Sejam X e Y dois espagos de Banach e suponhamos que X — Y, isto

é, X C Y com imersdo continua. Sel < s < r < oo, entio

L7(0,T; X) < L3(0,T; Y).

Demonstracido. Ver [9]. H

Lema2.2.12. Seu € LP(0,T;X'),1 < p < oo,ev € Xentidot — (u(t),v)y x € LV (0, T).
Em particular, se H é um espago de Hilbert, entio t — (u(t),v); € LV (0,T).

Quando X é reflexivo e separdvel e 1 < p < oo, entdo LP(0,T; X) é um espago
reflexivo separével, cujo dual topoldgico se identifica ao espago de Banach L1(0, T; X'),
onde p e g sdo expoentes conjugados. No caso, p = 1 o dual topolégico do espaco

L(0, T; X) se identifica ao espaco L*(0, T; X').
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Lema 2.2.13. Se p e q sdo indices conjugados, u € LP(0,T;X) ev € L1(0,T; X'), entdo a
fungio numérica t — (v(t),u(t))x x € L' (0, T)

Demonstracio. Ver [9]. H

Observamos que o espago de Banach L7 (0, T;LP(Q))) se identifica, via o Teorema
de Fubini, com o espaco L(Q), 1 < p < oo, sendo Q o cilindro Q) x (0, T). De fato,
vejamos o caso em que 1 < p < oo. Dada uma funcéo u € LP(0, T; LP(Q))), entdo para
cada t € (0,t) temos que u(t) € LP(Q)) e portanto u(t) é uma fungdo de Q) — R cujo

valor em x serd denotado por u(x, t). Assim,

T

T
/|u(t) ZP(O,T) dt = //|u(x,t)|pdxdt:/\u(x,t)|de: \u|€p(Q).
0O Q

0

Dado u € LP(0,T; X),1 < p < oo, definimos o operador T, : D(0,T) — X por:

Tu(g) = [u(®o(tat

0

onde a integral é calculada no sentido de Bochner em X. A aplicagdo T, é linear e
continua de D(0, T) em X e por esta razdo é denominada distribui¢do vetorial.

O espaco vetorial das aplicagdes lineares e continuas de D(0, T) em X é denominado o
espago das distribui¢des vetoriais sobre (0, T) com valores em X, o qual denotaremos
D'(0,T; X). Por C°([0,T]; X), 0 < T < oo, representaremos o espago de Banach das

fungdes continuas u : [0, T| — X munido da norma da convergéncia uniforme

[l cogro,17:x) = tg}g}(] [ (£)[] -

Por CY,(]0, T]; X), denotaremos o espaco das fungdes u : [0, T] — X tais que a aplicacdo
t = (v,u(t))yx x é continua em [0,T], Vo € X’. Uma tal fungdo u é denominada
fracamente continua e no caso em que X = H é um espaco de Hilbert, a continuidade

fraca de u é equivalente a continuidade da aplicagdo t — (u(t),v)y,v € H.

Lema 2.2.14. Sejam V e H espagos de Hilbert, V imerso continuamenteem H,u € LF(0,T; V)
eu € LP(0,T; H),com1 < p < oo, entdo
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ueC([0,T];H)NCY ([0,T]; V).

Demonstracdo. Ver Lions [7]. ]

Lema 2.2.15. (Lema de Compacidade de Aubin-Lions) Sejam By, B, By espagos de Banach

reflexivos tais que, By <& By By Sel < po, p1 < ooeT > 0, entdo o espago

W = {u € L"(0,T;By); u’ € L(0,T; By)}

equipado da norma |[uly, = [u|pr (01,80 + [W11(0,1;8,) €Std compactamente imerso em
LP(0,T; B).
Demonstracdo. Ver Lions [7]. H

Como consequéncia do Lema de Compacidade de Aubin-Lions, temos que se (uy ), eN
é uma sequéncia limitada em LP0(0, T; By) e (1} ) eN uma sequéncia limitada em LF1(0, T; By),
entdo (uy)yenN € limitada em W. Dai, segue da imersdo compacta, que existe uma sub-

sequéncia (uy, ), de (uy) tal que (uy, ) — u forte em L0(0, T; B).

Lema 2.2.16. (Lions) Sejam G um aberto limitado de R} X Ry, g e g fungdes de L1(G),

1 < g < oo, satistazendo
|gM|Lq(G) <ce gu—gqsemG.

Entdo:

m — g em L1(G) fraco

Demonstracio. Ver [7]. O
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2.3 Soma Hilbertiana, Base Hilbertiana

Defini¢do 2.3.1. Seja (E,),>1 uma sucessdo de subespagos fechados de um espago de
Hilbert H. Dizemos que H é soma Hilbertiana dos E; e escrevemos H = @ E;; se:

n
(i) Os E, sdo dois a dois ortogonais, isto é, (1,v) = 0, Vu € E,, Vv € E,, m # n.

(i) O subespaco gerado pelos E,; é denso em H.

Teorema 2.3.2. Suponhamos H = @ E, e denotemos por P, a projecio de H sobre E,,. Se
n

u € Heuy, = Pg,u, entdo:
. oo . k
Du= Y, uyistoé,u= lim Y uy,.
n=1 k—o0 n=1

o
(i) [ul* = Y |un|* (igualdade de Bessel-Parseval).

n=1

o

Reciprocamente, dada uma sucessio (uy,) de H, com u, € E,, Vn, e Y |un|2 < 00, entdo a

n=1

[ee]
série ) uy é convergenteem Heu = ) uy, verifica u, = Pg,u.
n n=1

Demonstracdo. Ver [3]. O

Defini¢do 2.3.3. Uma seqiiéncia (w, ) de vetores de H é chamada base Hilbertiana se:

1, =
) (wv/ wy) = 51/y = v ;
0, se v#u

(ii) As combinagdes lineares finitas dos w, sdo densas em H.
Resulta do Teorema (2.3.2) que se (wy )y, € uma base Hilbertiana de H, entdo para todo

u € H tem-se:

(o] (o]

u=Y (ww)w, e [uf=Y |(uww).

n=1 n=1

Teorema 2.3.4. Todo espago de Hilbert separdvel admite uma base Hilbertiana.

Demonstracio. Ver [3]. ]
2.4 Sobre o Prolongamento de Solucdes

Seja D um subconjunto aberto do R™+1 cujos elementos serdo denotados por (¢, x),
x € R",t € Reseja f : D — R™ uma fung¢do ndo necessariamente continua. Se existe
uma funcdo x(t), absolutamente continua, definida em algum intervalo da reta I tal

que (t,x(t)) € D,paratodot € I e
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x" = f(t,x) para quasetodo t € [ (2.9)

entdo dizemos que x(t) é uma solucao de (2.9) sobre I.

Dado (to, x9) € D consideremos o seguinte problema do valor inicial associado a (2.9)

X = flxt)

x(to) = X

(2.10)

As seguintes condi¢des sobre f sdo denominadas Condigdes de Carathéodory:

1. f(t,x) é mensuravel em t, para cada x fixo;
2. f(t x) é continua em x, para cada f fixo;

3. Para cada compacto K C D, existe uma funcao real integravel mg(t) tal que

If (t,x)| < mg (t),Y(t,x) € D.

Teorema 2.4.1. (Carathéodory)
Sobre o retdngulo R = {(t,x) € R™1L |t —ty] <a,|x — x| < b}, a > 0,b > 0 considere-
mos f : R — R™ satisfazendo as condicdes de Carathéodory. Existe uma solugdo x(t) de (2.10)

em algum intervalo |t — to| < B, (B > 0).
Demonstracdo. Ver [11]. O

Corolério 2.4.2. Se D C R™"! ¢ aberto e f satisfaz as condigdes de Carathéodory sobre D,

entdo o problema (2.10) tem solugdo para qualquer (to, xo) € D.

Seja ¢(t) uma solugdo de (2.9) sobre I. Por um prolongamento de ¢ ao intervalo I; D I,

entendemos uma solugdo ¢1 de (2.9) definida em I; tal que ¢1(t) = ¢(t),Vt € L.

Teorema 2.4.3. Seja D um aberto limitado e conexo do R+ e suponha que f satisfaga as duas
primeiras condigdes de Carathéodory sobre D e que exista uma fungdo integrdvel m(t) tal que
|f (t,x)| < m(t), para todo (t,x) € D. Seja ¢ uma solugdo de (2.9) sobre o intervalo aberto

(a,b) entdo:
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(i) existem ¢(a +0), ¢(b —0);

(ii) se (b, (b —0)) € D entdo ¢ pode ser prolongada até (a,b + 4] para algum ¢ > 0.
Anaélogo para g;

(iii) ¢(t) pode ser prolongada até um intervalo (v, w) tal que (7, ¢(y +0)), (w, p(w —
0)) € 0D(9D fronteira de D);

(iv) se f estende-se a D sem que ele perca suas propriedades, entio ¢(t) pode ser

prolongada até um intervalo [y, w] tal que (7, ¢(7 +0)), (w, p(w —0)) € aD.
Demonstracdo. Ver [11]. O

Corolério 2.44. Seja D = [0,T] xB,T > 0, B = x€R"™|x|<b, b > 0 e f nas

condigdes do Teorema (2.4.3). Seja ¢(t) uma solugio de

x"'= f(t,x)

x (0) = xq, |xo| < b
Suponhamos que em qualquer intervalo I, onde ¢(t) estd definida, se tenha |¢(t)| < M, Vit €
I, M independente de I e M < b. Entdo ¢ tem um prolongamento até [0, T).

Demonstracdo. Ver [11]. ]
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Capitulo 3

PROBLEMA MISTO PARA UM SISTEMA ACOPLADO
NAO-LINEAR.

3.1 Notacao e Resultado Principal

Faremos as seguintes suposigoes:

M e CH[0,00) e M(s) > mg > 0 para s > 0. (3.1)
0<p< 32sen25e0§p<oosen:1,2,3ou4 (3.2)
f, g €C(0,T; Hy () (33)

O resultado principal deste trabalho serd dado no teorema a seguir:

Teorema 3.1.1. Assumindo-se (3.1)-(3.3). Para uy € H}(Q) NH*(Q),u; € HLY(Q), e
0o € H}(Q), existem Ty € R, 0 < Ty < T tal que (1.1)-(1.4) tem tinica solugdo fraca {u, 6}
em [0, To| satisfazendo (1.1)-(1.2) no seguinte sentido:

& (1), w) + M (/w<t>2dx> 2 (u (1)) + (Ju () u (1), @) + (0 (1), @) = (f (1), 0)
@)

%(H(t),w) +a(0(t),w)+ (W (t),w) =(g(t),w)

para todo w € H}(Q) no sentido das distribuigées D' (0, T).

u(0) = ug, u'(0) =uy, 6'(0) =6y

Demonstragdo. Sejam wi, ..., wy, 0s autovetores do Laplaciano em () e seja V;,; 0 espago
gerado pelos m-primeiros autovetores. Agora, consideremos o seguinte sistema apro-

ximado:

(s (£) ) = M (it (£)]2) (Btt (£) ) + (It (D)1° 4 (), ) + (B (1), ) = ( (), 1)
(3.4)

(00 (1), wi) — (A0 (1), i) + (g (1), wx) = (8 (£), wi) (3.5)
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Uy (0) = ugm — ug fortemente em Hy (Q) N H?(Q) (3.6)
ul, (0) = uy,, — uq fortemente em H (Q) (3.7)
0 (0) = 6o, — 6 fortemente em H} (Q) (3.8)

onde 1 < k < m. Existem subsequéncias cy,, e dy,, tal que
m m
i (£) = ) Chom () wi @ O (£) = ) i () i

k=1 k=1
sdo as unicas solugdes locais do sistema acima em algum intervalo [0, t,,[, onde t,, €
[0, T|.
O sistema aproximado acima encontra-se nas condi¢des do Teorema de Caratheodory
e, portanto, possui solugdo {uy,, 0y, } definida no intervalo (0, t,,), 0 < t,, < T.
As estimativas obtidas a seguir nos permitirdo estender as solugdes {u, 0, } para o
intervalo [0, T|.
Estimativa (i): Multiplicando-se (3.4) por c;,, (t) e multiplicando-se (3.5) por di,(t), e

somando-se em seguida sobre k, temos:
(1 (8) s Sk (£) 08) = M (It (D117 ) (it (£), o (8) con) +

+ (i (D17 i (£, e () @ic) + (Om (), S (8) i) = (f (£) oy (£) k)

(s (), 0" (£)) = M ([ ()117) (Bt () 14y (8)) + (ot (8)]F 1 (8) 18 (1)) +

+ (O (1) 1y (1) = (f (£) 13 (1))
(3.9)

De,
(60, (1) i (£) k) — (A (8), dion () ) + (1 (8), i () 04) = (5 (£), o (1) )
resulta,
(60, (1) 6 () — (A6, (£), 600 (1)) + (il (£), 6 (1)) = (g (1), 6 (1)) (3.10)
A partir de (3.9), temos:

b4 b OF = M (o (1) (=5 T 1) + 3 5 ! i (1) P+ (O (8) 1} (1)) =

-~
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onde p = p + 2.

Analisando-se 0 2° e 0 3° termo da igualdade acima, temos:
2

Segundo termo: M (Hum Ol ) L4y, ()]

R A R o ()%
Seja M (A) = [ M (s)ds, entéo:M(Hum (t)H2> — [ M(s)ds. Portanto,
0 0

SN (o (D112) = 8l (DI2) & e (1)

Terceiro termo: 4 [ |u,, (t)|7 dt

Fazendo-se p = p -1(—) 2, e derivando-se pela regra da cadeia, temos:

& (|um< FF2) = (o +2) [ (1) ) (1)

4 ([ (D1 2) = (o +2) [t ()] 1 (1)

4 (Jun (D]P2) = (0 +2) [t (D]F 1 (£) 18 (1

ot ([0 (P2 ) = Jat (8))F e (1) 0 (1)

it ()1F 0 () 18 (£) dt =15 8 ] | Of (OF 2t = 14 [ i ()7

Das anélises do segundo e do terceiro termos, temos:

o it (O3 M (e (D12 % i ()] +——/|um (O dt + (B (8, ul (1) =

S O+ 5 5 (e (1)) —/|um )Pt + (6 (1), 1y (6)) = (£ (1), 1 (1)

Da igualdade acima, obtemos:

%% {100 (O + M (Jfews (1)) § +1i i (D12 ey = = (O (£), 263, (D)) + (F (8) s,

-~

onde p = p + 2. Cada membro dessa igualdade corresponde a uma equacao, entdo:

3 gt {1 OF + 5 (Jun (0]7) +1i it (12 311)

— (B (), 1ty (1)) + (F (), 18y (1) (3.12)
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L2 o 0 + 12 10 (DI + (1 (1,60 ) = (55,00 ()

T 1o (O + 10w (D2} = = (6), 00 (D) + (1), 0w () (313)
Definindo-se:
Eu(t),0()
onde M (A) =

NI =

{Juty 1) 410 () + B (1l (DIP) + 10 (DIP} + 3 1 ()17
M (s)ds.

o . Il

Usando-se a desigualdade ab < 1 (a% + b%) nas equagdes (3.12) e (3.13), obtemos:

— (O (8) 3 () + (£ (6), 1 (1)) < 5 10w (P 4 5 [l (D5 1 G2+ 5 1 1))
1

» 1 1 1
= (140 (£) 6 (£)) + (8 (£), 6 (1)) < 5 [|ush (D)[|" + 5 |6 (O + 5 llg (£) I” + 5 118 (£) I
Somando-se (3.12) e (3.13), usando-se a desigualdade ab < 1 (a2 +b?) e a desigual-

dade de Poincaré, integramos de 0 a t < t,, para obter:

3 1 O 18 OF 0 i ()1 + 80 ()1 i (D]
E (n (1), 6 (1))
T
< E (1igm, Oom) + /||f |12 ds+ %/|g |2 ds+2 /Hu $)|[Pds+2 /|9 5 ds
0

De (3.6)-(3.8) e da hipétese (3.3), segue da desigualdade de Gronwall que

2 1
|40 ()] + O ()17 + 110 ([0 (£) 1> + 110 (£) 1> + » et ()17

T T
< {25 (u0r90)+/f(s)|2ds+/g(S)ZdS}ET
0 0
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Quando estendemos a soluc¢do aproximada {uy, (t),0, (f)} para o intervalo [0, T|, te-

remos as estimativas

1 ()] < C1, Num ()| £ Co e 0w ()] <Gy (3.14)

T
onde C; = {ZE (10, 00) + [ ||f (s)]|* ds + f llg ()| ds} el e Cy = Cymy .

0
A partir de agora denotaremos por C vérias constantes positivas independentes de m
etetem[0,T].

Estimativa (ii): observe que os sistemas (3.4) e (3.5) sdo equivalentes a

(1 (), 0) = M (st (D)) (Bt (), 0) + (1t (1) e (£),0) + (B (1), 0) = (£ (5) ,0)
(3.15)
(O (£), @) = (80 (1), @) + (u, (1), w) = (8 (), w) (3.16)

m
Para todo w € Vj,. Se uy, (t) = ]g gim (t) wj, entdo —Auy, (t) = ];1 S (1) (—Awj) =
m

Y iy (t) Ajwj. Logo, —Auy (t) € Viy. Tomando-se w = —Auy, (t) na equagéo aproxi-
j=1

mada (3.15), obtemos:

(1 (), =Bty (8)) =M ([l (£)]17) (Bt (), =1ty (8)) + (ot (B)1° s (), =00t () +

-~ -~

+ (O (£), —Duy, (1)) = (f (), —Duy, (1))
Analisando-se os termos destacados na igualdade acima, temos:

o (uy (t),—Auy, (1) = — [upAul,dx = — [ Vu,,NVul,dx — [ u), Oy JT —

m 617
= (Vi (£), Vg, (£)) = (G (8) ,upy (1)) = 35 |t (D)7

o (Auy, (1), —Au, (1)) ——fAumAu dx =124 | Ay, (1))

De modo anélogo, deduzimos que: (f (t), —Auj, (t)) = (V£ (t),Vu,, (1)),

(0 (), =Dy, () = (VO (t), Viuy, () €

(| (£)|F e (£) , — D1y, (1)) = (V | ()7 1w (t), Vi, (£)). Aqui, usamos as hipéteses
sobre f € C° (0, T; H} (Q0))

Substituindo-se os resultados encontrados na equacao (3.15), temos:

3l (D)% + M (Ilum (t)||2> 3 |1t (4) 1% 4 (V7 [t (1) 1t (2), Vit (1)) + (Vi (£), Vit (1))
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= (V£ (t), Vi, (1))

De onde resulta,

I 01+ M (L (0112 1t (0} = 617)

= — (Ve (8)]F 1t (), Wty (8)) + M ([t (8)]17) (Ve (8), Vit (£)) |t () -
— (Vi (1), V00 (1)) + (V (£), Vit (1))

Verificaremos agora, o cdlculo feito para encontrar o segundo termo do segundo mem-
bro da equagéo (3.17): M’ <||um (t)||2> (Vi (£), Vi, (1) |Aug (1) %

Derivando-se o segundo termo entre chaves da equagdo (3.17), temos:

(Ml (1) 1atm (D)) = M (e ()P 2 s ()1 [t (]2 +

+ M (Jlun (1)) £ 18 (8)

ou seja,

M (Jltm (8)]2) 4 Bt (D = [M (llm (51 | At (1) 2] =

Ml (O12) & e (1) 1 (1)

s

donde, o ultimo termo destacado na igualdade anterior é escrito como:

M (I[st (1) &5 Wt (81 8t () = M ([t (I (Vi (£), Tty (£)) | Bt ()

Tomando-se agora, w = —A0,, (t) € V;, na equacdo (3.16), obtemos:

(63 (1) ,0) = (B0 (£), @) + (i (1), w) = (g (), w)

(63 (£) , =B (£)) = (Db (£) , =20 (£)) + (i (), = A0 (¢ )) (8 (£), =40 (1))
34 116 ()17 + 88 (1) + (Vi (£), V6w (1)) = (Vg (£), VO (1))

1d

5 3 18m (DI + 880 ()7 = = (Ve (1), Vou (1) + (Vg (1), Ve (1)) (3.18)

Somando-se agora as equagdes (3.17) e (3.18), temos:

Ty O + 10 O+ M (e (012 181 (02} + 1800 (O = (319
— (9 [t ()1 4 (£), Tty (8)) + M ([l (DI ) (Vi (£), Vit (8)) [ Aot (1) =
=2 (Vi (£), V0 (1)) + (V£ (1), Vit () + (V& (£), VO (1))

I\JIP—\



Temos que

[(V [t (8)]P 1 (1)), Vit (£)] <
(0+1) [ 10 (O [Vt ()] |Vt (8)] dx (p 1) 1 (8) - [Vt (8
Q
com % + % — %

A partir das hipéteses (3.2), podemos tomar g e r tais que:

:pﬁ%:2p+2§2—”2:r:%§ri

N =

n—2
Z 2n

Da desigualdade de Sobolev:

Vit ()| < Clm ()| € [t (8)| oy < Clum (£)| 2

e da teoria da regularidade para equagdes elipticas, temos:
[t (8) [ g2 < C [ A (1)

(ver, e.g., Friedman [4]).

Portanto,

[(V (i (DI st (£))) , Vit (8)] < C Bty (£)]7 [Jue (1)

Pela teoria da regularidade para equagdes elipticas, temos:
[t () |2 < C | D1 (1)

Para chegarmos a desigualdade acima, consideremos o espaco de Hilbert:

H(A,Q) = {v € [2(Q);Av € L2 (Q)}
Com o produto interno,
(1, 9) a0y = [ uvdx + [ Aubvdx
o o

H (A, Q) tem imersdo continua e densa em L? (Q).
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|13 (1)

(3.20)

(3.21)



Em H (A, Q) considere-se a seminorma:

[0l = ( / <Av>2dx>
@)

Lembrando que a norma L? ()) representa-se por |v]* = i (v)? dx
Q

Lema 3.1.2. Em D(Q) a norma do H>(Q)) e a seminorma [ | sido equivalentes.

40

(3.22)

Demonstragio. Inicialmente, observe-se que se a1, ay, ..., 4, forem nimeros reais, entdo:

(a1 + ap + ... + ay)? Za +2) aja;

i<j

Portanto, para ¢ € D(Q)), tem-se:

2 929 3%
2 ¢
(Ag)” = Z(a 2)+ Ze)xZax

i<j

Aplicando-se o Teorema da Divergéncia de Gauss para ¢, § € D(Q)), obtém-se:

az(pazq)d 0¢ 0 a2¢d B az(p 821,L7

J 9x2 0x2 J axx o™ T ) axdx owiox,
] Q

Dai, resulta que:

A norma H%(Q) é dada por:

2
2 _ 2 - g \° R
lelze) —([(W d”Z! (axl ERP IRl

Conclui-se de (3.23) e (3.24) que:

[pla < ||€0||H2(Q)

Da desigualdade de Poincaré-Friedrichs, obtém-se:

/ 2 dx cz/(ax) dx < C,

i,j=1

2
Z/(axax]) dx co[q)]l/z

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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Portanto, aplicando-se esta desigualdade a (3.24) conclui-se que:

1#llr2) = C1l#la

O mostra o lema. O]

Voltando-se a equagdo (3.19), temos que o 2°, 3°, 4° e 5° termos do lado direito da

equacdo (3.19) sdo limitados como segue:
1d 2
S e (O + 16 ()1 + M (Lt (D) 810 (5) } + 800 (D] =

= = (V it (O1F e (£), Vit (8)) + M ([t (5]1%) (Voo (8), Vit (6)) [t (1)

J/

-~

=2 (Vi (1), VO (1)) + (Vf (), Vi, (1)) + (Vg (1) ,Vvem ()

-~

Analisando-se cada um dos termos destacados separadamente, temos:

¢2° termo : M’ <||um (t)||2) (Vi (£), Vit (£)) | Ditg (£)]?

Lembrando-se que M; = max{|M'(s)];0<s<C} = M’ (Hum (t)\|2> < My, e
usando-se as seguintes desigualdades:
((w,0) < [ullo], ab<j(a+0?), |um()] <C

temos que:

(Vi (£), Vg, (£)) = |V (1), Vi (£)| < [V (£)] |V, (8)]

Portanto,

M’ (Il (OI17) (ot (£), 1 (1)) | Bt ()] <
< My |V (8)] [V, (1)] - | At ()]
< My [fun (D] |25, (8)]] - [ Ara (8
< My.Co. ||y (8| - | B (£)

e3° termo : 2 (Vu), (t), VO (t))

Entéao,

2 (Vg (), V00 (1)) < [y (8)]|" + 116 ()] (3.26)
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e4° termo : (Vf (t),Vu), (1))

Entao,
(V£ (6), Vit (1) < 2 I D2+ 5 [ (0] 6.27)

o5° termo : (Vg (t),V6, (1))

Entao,

1

(Vg (6), V0 (1)) < 2 [ (DI + 5 10w ()P 3.28)

Definindo-se o funcional
2
F (1 (£),0(8)) = ||, (5] + 116w ()] + M ([l ())]) [au (1) + 40 (1)
Entdo, por (3.14), temos:

s (D1 + 10 (I + 0l (117 |1t (£) + 20 (1)
< F(um (t),0m(t)) (3.29)

< |ty (O] + 11 () 11* + Mo | Dt (£)]* + |58 (1)

onde M, = max {M (s);0 <s < C,}. Fazendo-se uso das desigualdades (3.20) e (3.26)-
(3.29) em (3.19), segue que:

45F (1t (), O (1))
< 2C | Aty ()17 |t ()1 +2M1Ca [ty (8) | 1At ()% + L (1)1 + g (D)1 +3 |5, (D))" +

+3 16 (1)

Por (3.29), temos:
F (1 (8) 6 (1)) < C {F(um (1), 6 ()" + F (1 (), 6 (1)) + F (1t (£), B <t>>} n
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+IIf (O + g (1))

Um simples calculo mostra que

LE (1 ()6 () < C{E (i (8), 00 () + 11 O + 8 DI}

com v =max {((p+2)/2),(3/2)}. Aqui necessitamos do seguinte lema.

Lema 3.1.3. Seja y uma fungdo positiva e diferencidvel tal que

() < O(8) +ap(t)+ B (1) (3.30)

onde 0 (t) é uma fungio positiva , 8 € L'(0,T), a, B e 7y sio constantes positivas com,

v > 1. Entdo existe Ty € R, onde, 0 < Ty < T, tal que y é limitada em [0, To].

4

Demonstragio. Multiplicando (3.30) por e~*, obtemos:

(u(t)e™) < 0(t)+ B (1) (3.31)

(Note que e~* < 1). Integrando (3.31) em [0, [ C [0, T, obtemos:

T t
u(t) < |u(0) +/9(s)ds—|—[3/]ﬂ (s) cls] T
0 0
Chamando,
T
Ky = []4 (0) +/9(s) ds] et e K= ‘Be"‘T
0
Segue que,

t
pt) <K+ K [0 (s)ds (3.32)
0

t

Se denotarmos z(t) pela fungdo z () = [ u” (s) ds, segue que z (0) = 0 ez’ (t) = u7 (¢).
0

Entdo,
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z'(t)
(K 1 Koz (D) =7

Escolhendo Ty tal que

Ky + Kpz (t) < Kj,

onde,

K}f'y 1/(v-1)

1
Ka(y—-1) °°

-1
K (= 1)) ””}

o

Assim, de (3.32), obtemos y (t) < K3, se 0 < t < Ty. Dai, concluimos a prova do

lema. O

Pelo lema (3.1.3), existe Tp > 0, tal que

F(um(t),0n(t) <C para 0<t<T

Lembrando-se que foi definido anteriormente o funcional:

Fu(t),0(6)) = [luhy (DI + 16 (D2 + M (e (0)]12) [ ()2 + 16 (1)

Entdo, por (3.14), temos,

ity (117 + 1 (£)17 + 0 (Lt (£)]12) |80 (5) + |86 (1)
< F(um (t),0m (t))
< [ty (O] + 1 ()12 +Ma [ At () + |80, (1)

J/

-~ N~ ~~ ~~

Como F (uy (t),0m (1)) < C, entdo cada termo da desigualdade acima também o é.

Dai,

|y, ()] < C (3.33)



16 ()] < €
Ay ()] < C

|AGy, (1) < C

Para 0 <t < Ty. Pondo w = 6, (t) em (3.16), temos:

(O3 (£) 3 (£)) — (A0 (£), 03, (£)) + (i (), 01 () = (2 (F),
(65 (£), 0 (1)) = (g (£) , 03 (1)) + (A0 (£) , 07 () — (uiy (1),
10 (D) = (8. (£), 00 () + (80 (£), 6}, (1)) = (i1 (1) , 6, (1)
107 (D)1 < 18 ()] 163, ()] + |86 (£)] 10, ()] + (143, (£)] 165, (£))
10 ()1 < (I8 (£)] + 1860 (1)] + iy, (1)]) 167, (8)]

16 ()] < 1g ()] + [A6h ()| + [u, ()]

Agora, usando a imersdo de Sobolev Hé — L2(Q), segue de (3.33) e (3.35) que:

0, ()] <C+1g(M]  ou |0, (1> <C+2]g ()

onde,

1605 ()] < 18 ()] + | A6y (£)] + |11y, (1))
—_——— N —

16 (1) < g ()| +C

16 (1) < C+1g (1)l

Integrando-se de 0 a Tj, temos:

To
/]e;n (1) dt < C
0

Estimativa (iii): Pondo w = uj, () na equagdo (3.15), temos:

45

(3.34)
(3.35)

(3.36)

(3.37)
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(1 () 1 (8)) = M (Il (D)1 ) (Bt (£), 5 (1)) + (Jtn ()17 1t ()14 (£)) + (O (£) 18
= (f (1), ujy (1)
ot () = M (st (D)1 ) (Bt (1) 14y (8)) = ([t (D) 10 ()4 (£)) = (O (1), w3 (1)) +
+ (f (8)upy (1)

Estimando-se, obtemos:

gy, ()2 < M [Auw (£)] 105, ()] + [t (£)] 30 1t ()] + 1O (B)] [ty (8)] 4 [ (B)] [y (8)]
o (1) < (Ma |8t ()] + [t (D) 30y + 160 (D] + £ (8)]) Jf (1)
[y (8)] < Mo | Atty (B)] 4 [t (8)]530 1) + O (B)] + |f (8)]

LZ p+1)

Por (3.3), segue que Hl(w) <= L?(p +1). Usando-se as equagdes (3.14) e (3.33) e o

teorema da imersdo de Sobolev, de (3.35), temos:

[ (8)] < Mo | Bty ()] + [ (£)[135,0 + O (¢ B D]+ ()]
———

lupy ()] < C (3.38)

3.2 Passagem ao Limite

Pelas estimativas (3.14) e (3.33), temos que (uy,) e (6,,) sdo limitadas em

L* (0, To; H} () N H?(Q)) e L™ (0, Ty; H} (Q2)), respectivamente.

De (3.33) a sequéncia (u},) é limitada em L™ (0, To; H} (Q)), e por (3.38), a sequéncia
(u}},) é limitada em L™ (0, Tp; L? (Q2)). Como a imersdo de H} () N H? (Q) em H} (Q)
é compacta, podemos extrair uma subsequéncia, mais uma vez indicada por x(u,,), tal

que:

Uy — u fortemente em L2 (0, To; Hy (Q))

Analogamente, de (3.34), (3.37) a imersdo compacta de H} (Q2) em L? (Q0) e do lema de
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Aubin-Lions, segue que,

0, — 0 fortemente em L2 <O, Ty; L (Q))

Lema 3.2.1. (Lema de Compacidade de Aubin-Lions): Sejam By,B, By espagos de Banach

reflexivos tais que,By < By By Sel < po, p1 < oo e T > 0, entdo o espago

W = {u e LP (0,T;By);u’ € L" (0,T; By)}

equipado da norma |[uly, = [u|pr (01,80 + W11 (0,1;8,) €Std compactamente imerso em

Lo (0, T; B).

Das estimativas (3.14) e (3.33), conclui-se que existem subsucessdes u, de u, e 0,

de 6, tal que,

w,—u fraco « em L% (0,Ty; Hj (0)) (3.39)
u; =~ u" fraco * em L% (O, To; L? (Q)) (3.40)

v

Temos que (3.40) é equivalente a

(uy, wi) — (", wy) fraco + em L% (0, To; L* (0, Tp)) (3.41)

De (3.40) ou (3.41) podemos tomar o limite no 1° termo da equagdo aproximada (3.4),

quando m — co.

CONVERGENCIA DE: M <||um (t) ||2) (At (£) )

Temos que,

1d

(Bt (1), @) = (At (£), =Dy, (1)) = =5 = | At

—Au, = —Au fracox em L% <O, To; L? (Q))
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temos que,
To To
/(—Auv,w) odt —>/(—Au,w) Bdt, Y we L2(Q) eV 8L (0,Ty) (342
0 0

isto é,

(—Auy,w) = (—Au,w) fracox em L% (0,Ty) e portanto fracoem L?(0,T)

Observemos que M (||uv (t)||2) — M (||u (t)||2> em L2(0,Ty). Temos que |[u ()|
e |Auy, (t)| sdo limitadas e portanto (u,(t)) é limitada em H}(Q) N H?(Q), t € [0, Ty],

pois
m ()2 < C | Boa ()]

Logo, (i) é limitada em L* (0, To; H} (Q) N H? (QY)).
Usando o lema de Aubin-Lions, sejam pg = p1 = 2; By = H} (Q) N H?*(Q), B =
H} (Q) = By. Temos que (uy) é limitada em L?(0, To; Bo) e (u,) é limitada em L2(0, Ty; B),

portanto (u,) é limitada em W. Pelo lema(3.2.1) de Aubin-Lions, temos que

uy, — u forteem L2 <O, To; Hy (Q)) (3.43)

Observagdo:Poderfamos também, considerar By = H}(Q) N H?(Q), B = H)(Q) e
By = L?(Q)). Entao,

HY(Q) N H2(Q) <5 HY(Q) < 12(Q)

De (3.43), segue que,

To To
/|Vuv|2dt—>/|Vu|2dt (3.44)
0 0

isto é,

NI—=

a (uy) —>a(u)% em L2(0,T)
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Logo existe uma subsucesséo, ainda denotada por (u,) tal que,

N|—
NI—

a(uy)? —a(u)2 gs.em [0, Tp] (3.45)

Temos que |M (§) — M (¢)| = |[M' (0)] | —¢|, 6 €]¢, ¢[esendo M’ limitada nos com-

pactos de ]0, +oo[, resulta

IM (&) —M(g)| <C|E—g|, V ¢ ¢e[0,T]

Logo,

To
M (a (uy (), @) = M (a(u(t),w))[dt < Cof ja (uy (1), w) —a(u(t),w)|*dt

= [ (Vatu,) ~vaw®) (Valu,@) + Vawa)) dt =0,

porque (x/a (tty, w) — \/a (u,w)>2 é limitado e \/a (uy, w) — /a (u,w) em L?(0, Tp).

Logo,

M (a(uy (t),w)) = M(a(u(t),w)) em L*(0,Tp).
ANALISE DO TERMO : |u,, (1) |° uy

De(3.14) e (3.33), H} (Q)) < L?(Q) e do lema (3.2.1) de Aubin-Lions segue que existe

uma subsequéncia denotada por (u,,) tal que,

un — u forteem L2(0,Ty; L2(Q)) = L*(Q) (3.46)

existe uma subsequéncia (u,,) tal que,

Um — U quase sempre em Q (3.47)

ou
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|t (£)|F s — |u|’ u quase sempre em Q (3.48)

Segue de HMm (t)HLp(Q) S Cede |um (t)|p Um € LP’ (Q)/ que

(|t (£)]° ) € limitadaem LP (Q) (3.49)

De (3.48) e (3.49) e do lema (3.2.1) de Aubin-Lions segue que,

(it (£)]F 1ty — [u|’u em LV (o, To; LV (Q)> =1V (Q) (3.50)

Como L¥ (0, Ty; L' (Q)) = [L? (0, To; L? (Q))]', (3.50) implica em
p

Ty

[ o (01 w0 1, dH/ (Jufu (1), @ (1)) dt, V¥ w e L (0, To; LP ()
0
(3.51)
Logo, se w(t) = 8(£).0,0 € LP(0,Ty), v € LP(QY), temos:
Ty
/(yum()|Pum( dt—>/ u ()P u(t),0)0(t)dt, ¥ 0 €LP(0,Tp), ¥ veLP(Q)
0
(3.52)

Agora, multiplicando-se a equagdo aproximada por 6 € D(0, Tp) e integrando de 0 a

Ty, temos,

}O(u;g (t),0)0(t)dt + }Oa(um (t),0)0(t)dt + j‘o(]um ()] wm (t),0) 6 (t) dt =
0 0 0
To
bf(f(t),v)G(t) dt
(3.53)
V v e Vy, m2>my.

Integrando-se por partes, a 1? integral de (3.53) se torna
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To To To
—Of(u;n (t),v)e’(t)dt+g"a(um (t),v)e(t)dt+g’(|um ()| um (£),0) 60 (t) dt =
Ty
(j)’(f (£),0) 0 (t) dt,
(3.54)
Vo € Vip,, m > my
Tomando-se o limite quando m — co em (3.53) e usando-se:
To To
[, (), w(t))dt = [ (W (t),w(t)dt, V w € L (0,Tp; L? (Q))
0 0
}Oa(um (t),v)0(t)dt — ?a(u(t),v)@(t)dt, VoeL(0,Ty), VoeV
0 0
To To
J (I ()1 1 (£),0) 0 ()t = [ (|u ()17 (£) ) € (1)
V 6elLl(0,Ty), YoeLF(Q)
segue,
To To To
— [ (t),0)0 (t)dt+ [a(u(t),v)0(t)dt+ [ (Ju(t)]Pu(t),v)0(t)dt=
TOO 0 0 (3.55)
g"(f(t),v)f?(t) dt
Vo€ Vi,
Mas
To Tod
—/(u’(t) v) 6 () dt:/a(u’(t) v) 6 (t)dt
0 0
Logo
To To To
Of%(u’(t),v)@(t)dt—i—LO[a(u(t),v)G(t)dH—Of(|u(t)]pu(t),v)9(t)dt:
[ (7 (1),0)0.t) (356
0

Vo € D(0,Tp), Vv € Vi, ( Yo € V)

ou,
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%(u'(t),v) Fa(u(t), o)+ (JuOPu(t),0) = (F(£),0), (3.57)

Vo € V no sentido de D’(0, T). Do que foi exposto, verificamos que tomando-se o li-

mite nas equagdes (3.4)-(3.5), quando m — oo, temos que u, 6 é uma solugdo fraca do

sistema (1.1)-(1.4).

3.3 Verifica¢do das Condigoes Iniciais

Seja ¢ € C1 ([0, T];R) com ¢(T) =0e p(0) = 1,ew € L*(Q). De u!, — u’' fraco *
em L% (0,T;L?(Q)), resulta:

T T
[ Gty dt = [ (o) dt
0 0

Integrando-se por partes o resultado acima e notando-se que u € C° ([0, T]; L*(Q0)),

temos :

T

T
/ uy, P'w) dt — — (u (0),w)—/(u,1,b’w) dt (3.58)
0

0

Observe que (uy(0)) converge para ug forte em H}(Q) N H?(Q)). Também da con-
vergéncia uy, — u fraco x em L% (0, Tp; H} (Q0)), resulta que (u,) converge para

u fraco estrela em L*(0, T; L?(Q))). Decorre entdo,

T

T
—(uy(0), w) — / (uy, Y'w) dt — — (up, w) — / (u,¢'w) dt (3.59)
0

0
Da unicidade dos limites (3.58) e (3.59), segue que (#(0),w) = (up,w). Como w €

L%(Q) foi arbitrario, conclui-se que:

u(0) = uy

Aplicando-se 0 mesmo método, mostra-se que,

uy(t) — u(t) fraco em L2(Q), V t € [0,T]
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Para isto é suficiente trabalhar em L®(0,t; L?(Q))) e escolher ¢ € C!([0,t];R) com
$(0) =0ep(t) =

Para calcular #(0), retorne-se a equacdo aproximada (3.4). Seja ¥'([0,¢];R), (0) = 1
e Y(T) = 0. Multiplique-se (3.4) por ¢, integrando-se por partes, obtemos:
—(u;,(0), w) — f (uy, ¢'w)dt + fa (uy, Yw) dt+

0
T

+f (luw ()| uy (1), Ypo) dt+f t), yw)dt = [ (f(t),w)dt ¥V w € Hy(Q)
0
Tomando -se o limite quando v — oo e observando-se que,

T T
/a(uv(t),w(t))dt - /a(u(t) w(b)) dt
0 0

e
T T
[ wim,wm)ar— [
0 0
resulta,
T T
—(u1, w) / Ly w) dt—l—/a(u, PYw) dt+
0 0
T T T
+Of (lu() [P u(t), ypw) dt+({(9(t) Of ), pw)dt ¥ w e HY(Q) (3.60)

De (1.1), obtemos:
T

[ (', pw) dt + M <f|V| dx) (—Au, ypw) +
0
T

+f(\u|pu,tpw) dt+f(9,¢w)dt: [ (f,pw)dt ¥V w € H}(Q)
0 0 0

e integrando-se por partes, temos:

—(u'(0),w) —

it~

T
(v, ¢'w) dt+/a(u,1/)w)dt—|—
0

T T
+ [ (Julu, ¢w)dt+f 0, ypw)dt = [ (f,pw)dt (3.61)
0 0
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Comaparando-se (3.60) e (3.61), decorre que u'(0) = uy, pois w € H}(Q) foi ar-

bitrério. E fazendo-se cdlculos andlogos, verificamos que 6(0) = 6y.
3.4 Unicidade

Sejam [u,0] e [ﬁ, é] solugdes de (1.1)-(1.4) nas condi¢des do teorema (3.1.1). Sejam

w=1u—1fev=0-—0.Entdo [w, ] satisfaz,

% (w',z) + M (/ Vu|2dx) (Vw,Vz) + (Jul’ u — 2| 0,z) + (v,z)

- M (/ Vﬁzdx) (Vi Vz) — M (/ |Vu|2dx) (Vi Vz) (3.62)

Q (@)
pr (v,z) + (Vo,Vz) + (',2) =0 (3.63)
w(0)=0, & (0)=0 e v(0)=0 (3.64)

Tomando-se z = w' em (3.62) e z = v em (3.63), obtemos:
d 02 2 d 2 0 A0 AN, !
yr |7+ M /\Vu\ dx | = || +/(!u\ u— |4’ 1) w'dx+ (v, )
0 o)

.y ( / Vﬁde) (Vi, V') — M ( / |Vu|2dx) (Va, V')  (3.65)
Q (@)

d
o+ o] + (', 0) = 0 (3.66)

no sentido de D’(0, T). Adicionando-se (3.65) e (3.66), obtemos:

d 2 2 d 2 d 2 2
i '] +M<I\W\ dx)m\lwll + g lol" +o]|" =

—f (Jalf 4 — [ulfu) w'dx —2 (v, ") +

Q

M( Vil dx) ,Vw’)—M(f|Vu|2dx> (Vit, V')

<

[ (1l 2 — [ulf u) w'dx| +2]|(0,0)| +
Q

‘M( |Vﬁ|2dx> - M <f|Vu|2dx>

(Vi, V')
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Por outro lado, pela desigualdade de Holder, com % + % + % = 1, obtemos:

AP0 — ul’ u) w'dx
(|2

5,

< (P+1)(f25up (lul?, [4]7) || '] dx

<C <|||u|pHL”(Q) + HWPHL"(Q)) o]l 1«0 120
Pela condigdo (3.2), obtemos pn < g e da imersdo H}(Q) < L9(Q) com % =1-1
temos:
[ (2= uff u) 'ax| < € (Jull +1a)f) ] o]
o)
desde que u, it € L*(0, T; H3(Q))),temos:
/(|ﬁ|pﬁ— ulP u) w'dx| < Clw|| || (3.67)
0
2|(v,")| < 20| || (3.68)
Observe que,
M| [IValdx | = M| [|Vul*dx |||(Va, V)]
0 0
< M (@) ||Vl = [VuP||(~an)| o'
onde Z esta entre |Vi|* e |Vu|*. Entdo temos,
|M (/ |Vﬁ|2dx) - M (/ Vude) |(Va, V') |
0 O
< ClIVa| + [Vul| [|Vit] = [Vul| [(-Ad)] || (3.69)

< Clli —ul| [(=4)al[w'|

< Clw]| |e']

Substituindo-se (3.67)-(3.69) em (3.65) e observando-se que



56

M (f |Vu|2dx> 4\ Vo =4 (M (f |Vu|2dx> |Vw|2> —
o o
- [%M (({|Vu|2dx>] Vwl|?

obtemos,

d
i {w’z +[of* + M (/ Vuzdx> sz} + lo]®
@)

< [0 + Clw'|* + Cllwl| + V) (3.70)

d 2
EM (/Vu dx)

Q

< C{loP + e + lleol* |

Integrando-se (3.70) de 0 a t < Tp, obtemos:

T
@ (1) + [0 (£)]* + o Hw(f)||2+bf||v(8)||2ds

t
2
<C[{pE)P+w () + @)} ds
0
Pelo Lema de Gronwall, segue que,

[0.(5)* + |’ (5) > + [l () [> < 0

Isto resulta que v(t) = w(t), Vt € [0, T]. Ou seja, u(t) = 0(t) e 6(t) = 8(t), Vt € [0, T].

Dai, conclui-se a prova da unicidade.
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