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RESUMO

A partir das ferraduras parcialmente hiperbólicas definidas em Díaz et al. [11],

vamos mostrar que toda medida ergódica possui expoentes de Lyapunov diferentes

de zero. Obteremos a existência de estados de equilíbrio para todo potencial. Além

disso, provamos a existência de uma transição de fase para a família de potenciais

φt = t log |DF|Ec |.

Palavras-chave: Ergodicidade, Expoentes de Lyapunov, Estados de Equilíbrio.



ABSTRACT

From partially hyperbolic horseshoes defined in Díaz et al. [11], we show that every

ergodic measure has non-zero Lyapunov exponents. We obtain the existence of equili-

brium states for any potential. Moreover, we prove the existence of a phase transition

to the family of potential φt = t log |DF|Ec |.

Keywords: Ergodicity, Lyapunov Exponents, Equilibrium States. .
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INTRODUÇÃO

Na teoria dos Sistemas Dinâmicos normalmente consideramos três tipos de siste-

mas: os topológicos, os mensuráveis e os diferenciáveis. Mas também, busca-se, de

certo modo, uma forma de correlacionar ambos os contextos. Por exemplo, a hiperbo-

licidade é um ótimo meio de interação. No âmbito conservativo, Oxtoby e Ulam [23]

provaram a existência de um residual de sistemas ergódicos no mundo dos homeo-

morfismos conservativos em uma variedade riemanniana compacta.

Em corroboração, para um sistema f : X → X onde pedimos o mínimo de regula-

ridade ( f é pelo menos contínua e X um espaço métrico compacto), tomemos htop( f )

e o conjunto M1(X, f ). Uma pergunta interessante é: existe µ ∈ M1(X, f ) tal que

hµ( f ) = htop( f )? Mais geralmente, dada φ : X → R contínua (chamada potencial),

existe µ satisfazendo

hµ( f ) +
∫

φdµ = sup
M1(X, f )

{
hν( f ) +

∫
φdν

}
?

Estas medidas, se existirem, recebem o nome de estados de equilíbrio. Tais perguntas

são motivadas pelo Princípio Variacional (teorema (2.3.1)), provado por Walters em sua

forma mais geral. Vale ressaltar que o mesmo faz o elo entre uma grandeza puramente

topológica (a pressão) e grandezas de caráter mensurável (entropia métrica).

Esta pergunta juntamente com a unicidade de tais medidas, ainda hoje, é tema de

inúmeras pesquisas. Por exemplo, Diaz et al. [10] mostraram que se f é um difeo-

morfismo tal que restrito a um compacto admitindo decomposição dominada possui

entropia expansiva, então toda φ possui estado de equilíbrio. Em outro trabalho, Buzzi

et al. [9] construiram um aberto de difeomorfismos parcialmente hiperbólicos tais que,

para φ ≡ 0, existem e são únicos os estados de equilíbrio. Além destes, Bowen [6] pro-

vou que se Λi ⊂ M é uma peça básica de um C1-difeomorfismo Axioma A f : M→ M

e φ : Λi → R é potencial Hölder, então existe um único estado de equilíbrio, o qual é

ergódico.

Um ponto importante nessa linha de pesquisa é encontrar situações onde a existên-

cia e/ou a unicidade de tais estados falha. Os primeiros contra-exemplos de inexis-
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tências foram dados por Misiurewicz [19] e Gurevič [13]. Além deles, podemos citar

Buzzi [8], onde o mesmo mostrou que para qualquer variedade de dimensão maior do

que ou igual a 2 e qualquer 1 ≤ r < ∞, sempre existe um difeomorfismo f de classe

Cr com htop( f ) < ∞ tal que não existe estado de equilíbrio para φ ≡ 0. O problema da

unicidade é um dos pontos abordados nesta dissertação.

Nosso objetivo é apresentar propriedades ergódicas para a família de difeomorfis-

mos parcialmente hiperbólicos definida por Díaz, Horita, Rios e Sambarino em [11],

cuja direção central é uni-dimensional. Vamos dar uma breve exposição do que será

tratado neste trabalho.

No capítulo 1 trataremos dos principais conceitos da Teoria Ergódica que darão

suporte aos capítulos subsequentes. Definiremos uma topologia no conjunto das me-

didas de probabilidade sobre um dado conjunto com o intuito de conceder meios para

garantir convergência entre medidas. Comentaremos sobre condições suficientes para

a existência de medida de probabilidade invariante para um dado sistema. Por fim,

apresentaremos o famoso Teorema Ergódico de Birkhoff e definiremos ergodicidade

em um sistema dinâmico.

No capítulo 2 exploraremos os fundamentos de um dos conceitos mais importan-

tes de toda Teoria Ergódica, a entropia. Mostraremos as duas principais definições:

do ponto de vista métrico e do topológico. Destacamos ainda o Princípio Variacional,

um grande teorema que junta ambos os conceitos de entropia. Por fim, abordaremos

algumas propriedades úteis dos estados de equilíbrio.

Para finalizar este trabalho vamos tomar posse de toda a estrutura definida em [11]

e demonstrar várias propriedades ergódicas da família de difeomorfismos. A saber,

mostraremos que toda medida ergódica é hiperbólica. Além disso, provando que a

aplicação µ 7→ hµ( f ) +
∫

φdµ é, para todo potencial φ, semicontínua superiormente,

garantiremos a existência de estados de equilíbrio. Por fim, voltando nossas atenções

para a família de potenciais φt = t log |DF|Ec |, mostramos o aparecimento de uma tran-

sição de fase no seguinte sentido: existe 0 < t0 < ∞ tal que para t = t0 existe mais de

um estado de equilíbrio e para t > t0 existe e é único o estado de equilíbrio.
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Capítulo 1

PRELIMINARES EM TEORIA ERGÓDICA

Neste capítulo mostraremos os principais pontos da Teoria Ergódica que serão uti-

lizados no decorrer deste trabalho. Para maiores detalhes veja Mañé [18], Oliveira [20],

Oliveira e Viana [21] e Walters [30].

1.1 Medidas Invariantes

O comportamento dinâmico das transformações que deixam invariante uma certa me-

dida é o principal foco da Teoria Ergódica. Para tal, considere (X,X , µ) e (Y,Y , ν)

espaços de medida 1.

Definição 1.1.1. Uma transformação f : X → Y é dita mensurável se f−1(Y) ⊂ X .

Além disso, dizemos que f preserva medida se µ( f−1(E)) = ν(E) ∀E ∈ Y .

Na definição acima, se tomarmos f : X → X e valer µ( f−1(E)) = µ(E), então

dizemos que f preserva a medida µ.

Na prática, verificar que uma transformação preserva medida usando a definição

nem sempre é uma tarefa simples, todavia se encontrarmos uma álgebra geradora de Y

e mostrarmos que vale a igualdade para cada elemento da álgebra, então a igualdade

vale em toda a σ-álgebra. Além disso, a proposição abaixo é uma maneira alternativa

de ver se uma transformação preserva uma medida. Para a demonstração veja Oliveira

e Viana [21].

Proposição 1.1.2. Seja f : X → X uma transformação mensurável e µ uma medida em X.

Então f preserva µ se, e somente se, ∫
φdµ =

∫
φ ◦ f dµ

para toda função µ-integrável φ : X → R.

1Um espaço de medida é uma tripla (A,A, η) onde, A é um conjunto qualquer, A é uma σ-álgebra de
subconjuntos de A e η é uma função não-negativa (medida) definida sobre A.



12

Na verdade, se f preserva medida, então f m := f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
m vezes

preserva medida para

todo m ≥ 1.

Exemplo 1.1.3. (Expansão decimal) A função g : [0, 1] → [0, 1] definida por g(x) =

10x− [10x], onde [10x] é o maior inteiro menor que ou igual a 10x, preserva a medida

de Lebesgue (veja seção 1.3.1 de Oliveira e Viana [21]).

Exemplo 1.1.4. (Deslocamento de Bernoulli) Seja (X,X , ν) um espaço de probabili-

dade. Considere M = XN, munido da σ-álgebra produto M = XN e da medida

produto µ = νN. Isto é, M é o conjunto das sequências (xn)n∈N com xn ∈ X para todo

n,M é a σ-álgebra gerada pelos cilindros2

[m; Am, . . . , An] = {(xn)n∈N : xj ∈ Aj para m ≤ j ≤ n},

onde m ≤ n e cada Aj é um elemento de X e a medida µ em cada cilindro é dada por

µ([m; Am, . . . , An]) =
n

∏
j=m

ν(Aj).

O sistema formado pela aplicação ς : M → M definida por ς((xn)n) = (xn+1)n

juntamente com a medida µ é chamado deslocamento de Bernoulli.

Note que ς−1([m; Am, . . . , An]) = [m + 1; Am, . . . , An], ou seja, a pré-imagem de um

cilindro ainda é um cilindro. Assim, ς é mensurável. Além disso,

µ(ς−1([m; Am, . . . , An])) = ν(Am) · · · ν(An) = µ([m; Am, . . . , An]).

Pela σ-aditividade de µ, a relação acima vale em todos os elementos da álgebra gera-

dora deM. Daí, o mesmo vale emM. Portanto, µ é invariante por ς.

Na próxima seção vamos estudar o conceito de ergodicidade e veremos que ambas

as aplicações dos exemplos acima são ergódicas para as medidas citadas.

Quando existe uma medida finita invariante para um sistema dinâmico, ela for-

nece informações relevantes para o sistema. Nessa linha, o Teorema de Recorrência de

Poincaré garante um fenômeno interessante.

Teorema 1.1.5. (Recorrência de Poincaré) Sejam f : X → X uma transformação mensu-

rável e µ uma medida finita f -invariante. Considere E ⊂ X mensurável de medida positiva.

Então para µ-qtp x ∈ E existem infinitos valores de n para os quais f n(x) também está em E.
2De outra forma, a família F das uniões finitas de cilindros disjuntos dois-a-dois é uma álgebra cuja

σ-álgebra gerada por ela coincide, a menos de medida nula, comM.
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Vamos apresentar um esboço da demonstração deste teorema. Defina

E0 = E\
⋃

j∈N

f−j(E).

Note que E0 é mensurável e que todas as pré-imagens de E0 são disjuntas duas-a duas.

Assim, como µ é finita e invariante, concluimos que µ(E0) = 0. Agora, se F é o conjunto

dos pontos de E que regressam a E apenas um número finito de vezes, então F ⊂⋃∞
j=0 f−j(E0). Assim, µ(F) = 0. Daí segue a conclusão do teorema.

Nas mesmas condições acima e supondo que X admite base enumerável de abertos,

então µ-qtp x ∈ X é recorrente. Este resultado é conhecido como a versão topológica

do Teorema de Recorrência de Poincaré.

A hipótese de finitude da medida não pode ser removida, por exemplo, a medida

de Lebesgue (infinita) em R é preservada por h(x) = x + 1, mas nenhum ponto é

recorrente.

A partir de agora, vamos trabalhar somente com medidas finitas, mais expecifica-

mente, medidas de probabilidade, uma vez que toda medida finita pode ser transfor-

mada em uma probabilidade. Denotaremos porM1(X) as probabilidades em X e por

M1(X, f ) as invariantes por uma transformação f . É claro que se µ, ν ∈ M1(X, f ),

então αµ + (1− α)ν ∈ M1(X, f ) ∀α ∈ (0, 1). Isto significa queM1(X, f ) é convexo.

Em tal ambiente surge a seguinte pergunta, em que condições podemos garantir a

existência de medidas invariantes? O Teorema de Krylov-Bogoliubov dá essas condi-

ções. Todavia, primeiramente iremos estabelecer uma topologia emM1(X).

Quando (X,X ) 3 é espaço métrico compacto e mensurável, o Teorema 6.2 de Wal-

ters [30] juntamente com o Teorema da Representação de Riesz garantem queM1(X)

pode ser identificado com um subconjunto convexo da bola unitária de C0(X)∗. Nes-

sas condições, podemos induzir uma topologia emM1(X) a partir da topologia fraca*

de C0(X)∗.

Definição 1.1.6. A topologia fraca* emM1(X) é a topologia menos fina na qual todas as

aplicações µ 7→
∫

φdµ (φ ∈ C0(X)) são contínuas. Uma base para esta topologia é dada

pela coleção de todos os subconjuntos da forma V(µ; φ1, . . . , φn; ε) = {ν ∈ M1(X) :∣∣∫ φidν−
∫

φidµ
∣∣ < ε ∀ 1 ≤ i ≤ n}, onde µ ∈ M1(X), n ≥ 1, φi ∈ C0(X) e ε > 0.

3X é a σ-álgebra de Borel.
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Uma consequência imediata do teorema 6.2 de Walters [30] é que esta topologia é

Hausdorff.

Sendo C0(X) separável, existe uma sequência (φn)n densa na bola unitária de C0(X)

(veja Lima [17], cap. 8, prop. 5). Defina

d(µ, ν) =
∞

∑
n=1

1
2n

∣∣∣∣∫ φndµ−
∫

φndν

∣∣∣∣ .

A função definida acima é uma métrica emM1(X). Com efeito, como sup |φn| ≤ 1

∀n, segue que a soma acima é limitada por 2, portanto a função d está bem definida.

Observe que todas as condições da definição de distância são elementares com exceção

de d(µ, ν) = 0⇒ µ = ν, todavia como as φ′ns são densas na bola unitária de C0(X), a

hipótese implica que
∫

φdµ =
∫

φdν para toda φ na bola unitária de C0(X). Sendo toda

função contínua um múltiplo de um elemento da bola unitária, segue que
∫

φdµ =∫
φdν para toda φ contínua. Portanto, novamente pelo teorema 6.2 de Walters [30],

µ = ν.

Proposição 1.1.7. A topologia gerada pela métrica d coincide com a topologia fraca*.

Demonstração. Para cada φn vale
∣∣∫ φndµ−

∫
φndν

∣∣ ≤ 2nd(µ, ν). Assim, a aplicação

µ 7→
∫

φndµ é contínua em (M1(X), d) para todo n. Argumentando de forma análoga

ao que foi feito acima, concluimos que para toda φ ∈ C0(X) a aplicação µ 7→
∫

φdµ

é contínua em (M1(X), d). Daí, todo aberto na topologia fraca* está contido em um

aberto gerado pela distância d. Reciprocamente, seja U um aberto na topologia da

métrica. Tome µ ∈ U, logo existe εµ > 0 tal que B(µ, εµ) = {ν ∈ M1(X) : d(µ, ν) <

εµ} ⊂ U. Escolha k(εµ) ∈N tal que

∞

∑
n=k(εµ)+1

1
2n−1 <

εµ

2

e tome

δµ =
εµ

2

k(εµ)

∑
n=1

1
2n

−1

.

Assim, para toda ν ∈ V(µ; φ1, . . . , φk(εµ); δµ), onde as φ′is pertencem ao subconjunto
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enumerável denso, temos

d(µ, ν) =
k(εµ)

∑
n=1

1
2n

∣∣∣∣∫ φndµ−
∫

φndν

∣∣∣∣+ ∞

∑
n=k(εµ)+1

1
2n

∣∣∣∣∫ φndµ−
∫

φndν

∣∣∣∣
< δµ

k(εµ)

∑
n=1

1
2n +

∞

∑
n=k(εµ)+1

2 sup |φn|
2n

< εµ.

Por isso, V(µ; φ1, . . . , φk(εµ); δµ) ⊂ B(µ, εµ) ⊂ U. Como µ é arbitrária, segue que

U ⊂
⋃

µ∈U
V(µ; φ1, . . . , φk(εµ); δµ).

Isto completa a demonstração. �

O lema abaixo caracteriza a convergência de medidas nesta topologia.

Lema 1.1.8. Uma sequência (µn)n∈N converge para uma medida µ ∈ M1(X) na topologia

fraca* se, e somente se, ∫
φdµn →

∫
φdµ

para toda função contínua φ : X → R.

É fácil ver que x 7→ δx, onde δx é a medida de Dirac 4 no ponto x, é contínua. Além

disso, o próximo lema também é uma boa forma de caracterizar a convergência nessa

topologia.

Lema 1.1.9. Tome (µn) convergindo para µ na topologia fraca*. Então:

1. lim sup
n→∞

µn(K) ≤ µ(K) para todo K fechado em X.

2. lim inf
n→∞

µn(U) ≥ µ(U) para todo U aberto em X.

Em particular, se a fronteira de A tem medida zero, temos que limn→∞ µn(A) = µ(A).

A prova pode ser encontrada em Oliveira [20], mas vamos apresentar o argumento

da parte final. De µ(∂A) = 0 temos que µ(Å)= µ(A) = µ(Ā). Assim, lim sup µn(A) ≤

lim sup µn(Ā) ≤ µ(Ā) = µ(A) = µ(Å)≤ lim inf µn(Å)≤ lim inf µn(A). Daí, µn(A) →

µ(A).

4A medida δx : X → [0, ∞] é definida por δx(E) = 1, se x ∈ E e δx(E) = 0 se x /∈ E.
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Teorema 1.1.10. A topologia fraca* tornaM1(X) um espaço métrico compacto.

A demonstração desse teorema pode ser encontrada em Oliveira e Viana [21] teo-

rema 2.1.5 e Walters [30] teorema 6.5.

Vamos considerar f contínua, assim f−1(X ) ⊂ X . Logo, podemos definir o se-

guinte operador

f∗ : M1(X) −→ M1(X)

ν 7−→ f∗ν(E) := ν( f−1(E)).

Para este operador vale
∫

φd f∗ν =
∫

φ ◦ f dν para toda φ : X → R contínua.

Lema 1.1.11. Se f é contínua, então f∗ é contínua e afim.

Demonstração. Considere φ contínua e νn → ν na topologia fraca*. Então f∗νn → f∗ν,

pois ∫
φd f∗νn =

∫
φ ◦ f dνn →

∫
φ ◦ f dν =

∫
φd f∗ν.

Tome µ, ν ∈ M1(X) e α ∈ [0, 1], então

f∗(αµ + (1− α)ν)(E) = αµ( f−1(E)) + (1− α)ν( f−1(E))

= α f∗µ(E) + (1− α) f∗ν(E)

= (α f∗µ + (1− α) f∗ν)(E),

para todo E ⊂ X . O que mostra que f∗ é afim. �

Assim, encontrar uma medida invariante por f é equivalente a encontrar um ponto

fixo de f∗, pois f∗µ(E) = µ(E) se, e somente se, µ( f−1(E)) = µ(E) ∀E ⊂ X .

Teorema 1.1.12. (de Schauder-Tychonoff) Seja F : V → V uma transformação contínua

num espaço vetorial topológico V. Suponha que exista um compacto convexo K ⊂ V tal que

F(K) ⊂ K. Então F(v) = v para algum v ∈ K.

Portanto, como consequência imediata do exposto acima e do Teorema de Schauder-

Tychonoff temos

Teorema 1.1.13. (de Krylov-Bogoliubov) Seja f : X → X uma aplicação contínua no

espaço métrico compacto X. Então existe pelo menos uma medida de probabilidade em X inva-

riante por f .
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Em particular, pelo Teorema de Recorrência de Poincaré (versão topológica), exis-

tem pontos recorrentes. Note que nenhuma das hipóteses do teorema podem ser reti-

radas.

Exemplo 1.1.14. Seja g : (0, 1] → (0, 1] contínua definida por g(x) = x/2. Como

todo ponto de (0, 1] converge para zero, o Teorema de Recorrência de Poincaré garante

a inexistência de medidas invariantes. Por outro lado, tomando g : [0, 1] → [0, 1]

decontínua definida por g(x) = x/2 se x 6= 0 e g(0) = 1. Novamente por Poincaré,

se existir, a medida invariante deve ser δ0. Todavia, tomando o mensurável E = {0}

segue que δ0 não é invariante por f .

Proposição 1.1.15. O conjuntoM1(X, f ) é fechado na topologia fraca*. Consequentemente é

compacto.

Demonstração. Seja µ um ponto aderente a M1(X, f ). Temos que mostrar que para

toda φ contínua vale
∫

φdµ =
∫

φ ◦ f dµ. Ora, pela continuidade do operador f∗ e

tomando µn → µ na topologia fraca* segue que∫
φ ◦ f dµ =

∫
φd f∗µ

= lim
n→∞

∫
φd f∗µn

= lim
n→∞

∫
φ ◦ f dµn

= lim
n→∞

∫
φdµn

=
∫

φdµ.

Portanto, µ ∈ M1(X, f ). �

1.2 O Teorema Ergódico de Birkhoff e Ergodicidade

A ergodicidade em uma transformação mensurável funciona como a transitividade

para transformações topológicas, isto é, se a transitividade implica na impossibilidade

de quebra na análise do sistema (existência de uma órbita densa), da mesma forma, a

ergodicidade equivale a dizer que a dinâmica do sistema, do ponto de vista mensurá-

vel, é indivisível (todo conjunto invariante tem medida zero ou total). Veremos que as

medidas ergódicas estruturam a medidas invariantes assim como os números primos
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constroem os números inteiros (o Teorema da Decomposição Ergódica). Também apresen-

taremos o Teorema Ergódico de Birkhoff, uma ferramenta chave em Teoria Ergódica e

que junto com a ergodicidade fornecem grandes resultados.

Vamos considerar (X,X , µ) espaço de medida e f : X → X transformação mensu-

rável que preserva µ.

Dada uma função mensurável φ : X → R, dizemos que φ é invariante por f se

φ ◦ f (x) = φ(x) para µ-qtp. Em geral, φ ◦ f j(x) = φ(x) ∀j ≥ 1 e quase todo ponto x.

Um conjunto E ⊂ X é dito invariante se f−1(E) = E a menos de medida nula, ou seja,

µ(E∆ f−1(E)) = 0.

Considere E ⊂ X f -invariante, então Ec da mesma forma é f -invariante. Conse-

quentemente, se 0 < µ(E) < 1, poderemos restringuir o estudo do sistema pelas

transformações f|E e f|Ec . Isto nos coloca na busca por transformações que não po-

dem ser quebradas da forma acima, isto é, sistemas com dinâmica indecomponível.

Tal ambiente nos leva a definição de ergodicidade.

Definição 1.2.1. Uma medida de probabilidade µ invariante por f : X → X é dita

ergódica para f se para todo conjunto mensurável E f -invariante vale µ(E) ∈ {0, 1}.

Chamamos o tempo médio de visita de x ao conjunto mensurável E o valor

τ(E, x) = lim
n→∞

1
n

#{0 ≤ j < n : f j(x) ∈ E} = lim
n→∞

1
n

n−1

∑
j=0

χE( f j(x))

sempre que o limite existir.

O teorema de Birkhoff garante que esse limite existe para µ-qtp. Além disso, se a

transformação é ergódica, vale τ(E, x) = µ(E) µ-qtp. Na verdade, Birkhoff vai mais

longe.

Teorema 1.2.2. (Ergódico de Birkhoff) Seja (X,X , µ) um espaço de probabilidade e f :

X → X uma transformação mensurável preservando µ. Dada qualquer função integrável

φ : X → R, o limite

φ̃(x) = lim
n→∞

1
n

n−1

∑
j=0

φ( f j(x))

existe e φ̃( f (x)) = φ̃(x) para µ-qtp x ∈ X. Além disso, φ̃ é integrável e vale∫
φ̃dµ =

∫
φdµ.
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Para uma prova deste Teorema veja Mañé [18]. No caso em que f é ergódica vale

φ̃(x) =
∫

φdµ µ− qtp x ∈ X.

Exemplo 1.2.3. A expansão decimal é ergódica para a medida de Lebesgue (veja Oli-

veira e Viana [21]).

Exemplo 1.2.4. A rotação R = Rα : S1 → S1 dada por x 7→ x + α(mod 1) (α irracional)

do círculo unitário é ergódica para a medida de Lebesgue m. Com efeito, é claro que

m é R-invariante 5. Seja A ⊂ S1 invariante com medida positiva e ε > 0. Tome x ∈ A

ponto de densidade. Então existe δ > 0 tal que 2δ < ε e m(A ∩ I) > (1− ε)m(I), onde

I = (x− δ, x + δ). Note que existe k ∈ N tal que
1− ε

2δ
≤ k <

1
2δ

, pois l([1−ε
2δ , 1

2δ )) =

ε
2δ > 1. Coma A é invariante, m(A ∩ Rn(I)) > (1− ε)m(Rn(I)) para todo n ∈N.

•Afirmação: Existem n1, . . . , nk tais que Rni(I) ∩ Rnj(I) = ∅ para todo i 6= j e

m(∪iRni(I)) ≥ (1− ε).

De fato, se d é a distância em S1 6, como a órbita de x é densa em S1, existem

n1, . . . , nk tais que d(x + niα, i
k ) < 1

2k − δ, para i = 1, . . . , k. Note que 1
2k − δ > 0

pela escolha de k. Daí, d(x + niα, x + njα) ≥ d( i
k , j

k )− d(x + niα, i
k )− d(x + njα, j

k ) >

1
k − 2( 1

2k − δ) = 2δ. Isto implica que Rni(I) ∩ Rnj(I) = ∅ para todo i 6= j. Além disso,

m(∪iRni(I)) = ∑i Rni(I) = 2kδ ≥ (1− ε). Isto prova a afirmação.

Da afirmação segue que

m(A) ≥ m(A ∩
⋃

i

Rni(I)) = m(
⋃

i

A ∩ Rni(I)) = ∑
i

m(A ∩ Rni(I))

> (1− ε)∑
i

m(Rni(I)) = (1− ε)m(
⋃

i

Rni(I))

≥ (1− ε)(1− ε).

Fazendo ε→ 0, concluimos que m(A) = 1.

Proposição 1.2.5. Seja µ uma probabilidade invariante de uma transformação mensurável

f : X → X. Então ( f , µ) é ergódico se, e somente se,

lim
n

1
n

n−1

∑
j=1

µ( f−j(A) ∩ B) = µ(A)µ(B),

para quaisquer A e B mensuráveis.

5A prova deste fato é análoga à feita no Exemplo 1.2.12.
6A distância d é definida por d(x, y) := min{|x− y|, 1− |x− y|}, x, y ∈ S1 ≈ [0, 1]�0∼1.
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De fato, só precisamos mostrar o limite acima para quaisquer A e B mensuráveis

em alguma álgebra geradora da σ-álgebra de X.

Exemplo 1.2.6. O deslocamento de Bernoulli (ς, µ) é ergódico.

•Afirmação: Se B e C são uniões finitas de cilindros dois-a-dois disjuntos, então

µ(B ∩ ς−j(C)) = µ(B)µ(C)

para j suficientemente grande.

De fato, suponha que B e C são cilindros, isto é, B = [k; Bk, . . . , Bl] e C = [m; Cm, . . . , Cn].

Como antes, ς−j(C) = [m + j; Cm, . . . , Cn] para todo j. Seja agora j > l − m, assim

B ∩ ς−j(C) = [k; Bk, . . . , Bl, X, . . . , X, Cm, . . . , Cn], onde X aparece m + j − l − 1 vezes.

Daí,

µ(B ∩ ς−j(C)) =
l

∏
j=k

ν(Bj)1m+j−l−1
n

∏
j=m

ν(Cj) = µ(B)µ(C).

Como µ é finitamente aditiva a afirmação segue.

Da afirmação temos

lim
n

1
n

n−1

∑
j=1

µ(B ∩ ς−j(C) = lim
n

1
n

[
l−m

∑
j=1

µ(B ∩ ς−j(C)) +
n−1

∑
j=l−m+1

µ(B)µ(C)

]

= lim
n

1
n
((n− 1)− (l −m + 1) + 1)µ(B)µ(C)

= µ(B)µ(C),

para quaisquer B e C na álgebra das uniões finitas de cilindros dois-a-dois disjuntos.

Como esta álgebra gera a σ-álgebra de M, o resultado segue da proposição.

Exemplo 1.2.7. Seja p é um ponto periódico de período k para uma transformação

mensurável f : X → X, então a medida µp = 1
k (δp + δ f (p) + · · ·+ δ f k−1(p)) é invariante

e ergódica. De fato, seja φ : X → R contínua limitada, então∫
φ ◦ f dµp =

1
k

k−1

∑
j=0

∫
φ ◦ f dδ f j(p)

=
1
k

k−1

∑
j=0

φ ◦ f ( f j(p))

=
1
k

k

∑
j=1

φ( f j(p))

=
1
k

k

∑
j=1

∫
φdδ f j(p) =

∫
φ dµp.
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Assim, µp é f -invariante. Considere E mensurável invariante, isto é, f−1(E) = E. Daí,

f−j(E) = E ∀j ≥ 1. Isto significa que, f i(p) ∈ E ∀i = {0, . . . , k − 1} ou f i(p) /∈ E

∀i = {0, . . . , k− 1}. Daí, µp(E) ∈ {0, 1}. Portanto, µp é ergódica.

O próximo lema é uma ferramenta útil na demonstração da Proposição (1.2.10) e

do Teorema Principal 3.

Lema 1.2.8. Se µ e ν são probabilidades f -invariantes tais que µ é ergódica e ν é absolutamente

contínua 7 com relação a µ, então µ = ν.

Definição 1.2.9. Seja C um conjunto convexo. Um ponto e ∈ C é dito extremal se para

quaisquer e1, e2 ∈ C tal que e = te1 + (1− t)e2 e t ∈ [0, 1] implica t ∈ {0, 1}, isto é, e

não pode ser escrito como combinação convexa de outros elementos de C.

Na seção anterior vimos que o conjuntoM1(X, f ) é convexo, assim, podemos nos

perguntar onde se enquadram as medidas ergódicas f -invariantes dentro deste con-

junto. A resposta é dada pela proposição abaixo.

Proposição 1.2.10. Uma probabilidade invariante µ é ergódica se, e somente se, é um ponto

extremal deM1(X, f ).

Observe que estamos estabelecendo características das medidas ergódicas para uma

transformação f , todavia, uma pergunta natural é se realmente medidas ergódicas

existem? O próximo teorema nos dá uma condição suficiente para a existência das

mesmas.

Teorema 1.2.11. Seja f : X → X contínua e X espaço métrico compacto. Então existe pelo

menos uma medida ergódica emM1(X, f ).

Demonstração. Como X é métrico compacto, sabemos que podemos escolher (φj)j

subconjunto denso de C0(X). Fixe φ1 e considere a seguinte função

ξ1 : M1(X, f ) −→ R

η 7−→
∫

φ1 dη.

É claro que ξ1 é contínua na topologia fraca*. Logo, sendoM1(X, f ) compacto, existe,

pelo menos uma, ν tal que ∫
φ1 dν = sup

η∈M1(X, f )

∫
φ1 dη.

7Veja Definição (3.3.8).
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Defina

K1 =

{
ν ∈ M1(X, f );

∫
φ1 dν = sup

η∈M1(X, f )

∫
φ1 dη

}
.

É fácil ver que K1 é fechado (logo compacto) e não-vazio.

Por indução, para j ≥ 2 definimos

ξ j : Kj−1 −→ R

η 7−→
∫

φj dη.

e

Kj =

{
ν ∈ Kj−1;

∫
φj dν = sup

η∈Kj−1

∫
φj dη

}
.

Dessa forma, construimos uma sequência encaixada de compactos e não-vazios

M1(X, f ) ⊃ K1 ⊃ K2 ⊃ · · · ⊃ Kj ⊃ · · · .

Consequentemente,

K =
⋂

j

Kj

é não-vazio.

Afirmamos que se µ ∈ K, então µ é ergódica. Para isto, basta mostrarmos que µ

é um ponto extremal. Suponha por absurdo que µ = αµ1 + (1 − α)µ2 para algum

0 < α < 1 e µ1, µ2 ∈ M1(X, f ). Se mostrarmos que∫
φ dµ1 =

∫
φ dµ2

para toda função φ : X → R contínua estamos feitos, pois o teorema 6.2 de Walters [30]

garantiria que µ1 = µ2. Como (φj)j é densa em C0(X), é suficiente mostrar que∫
φj dµ1 =

∫
φj dµ2 para todo j.

Note que ∫
φ1 dµ = α

∫
φ1 dµ1 + (1− α)

∫
φ1 dµ2.

Em particular, ∫
φ1 dµ ≤ max

{∫
φ1 dµ1,

∫
φ1 dµ2

}
.

Por outro lado, como µ ∈ K1 segue que∫
φ1 dµ = sup

η∈M1(X, f )

∫
φ1 dη ≥ max

{∫
φ1 dµ1,

∫
φ1 dµ2

}
.
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Por isso, ∫
φ1 dµ =

∫
φ1 dµ1 =

∫
φ1 dµ2.

Isto significa que µ1, µ2 ∈ K1. Assim, de maneira análoga, é possível mostrar que para

todo j ≥ 1 vale ∫
φj dµ =

∫
φj dµ1 =

∫
φj dµ2.

e µ1, µ2 ∈ Kj. Isto completa a demonstração. �

Exemplo 1.2.12. Seja o automorfismo linear f : T2 → T2 dado por f (x, y) = (x + y, y).

•Afirmação: Seja π : R2 → T2 é a projeção natural e m := π∗(LebR2) a medida de

Lebesgue em T2, isto é, m(E) = LebR2(π−1(E) ∩ [0, 1)2). Então m é f -invariante.

Basta provar que f∗m(E) = m(E), onde E = A× B é um cubo em T2. Seja F : R2 →

R2 um levantamento de f , então π ◦ F = f ◦ π. Assim, chamando C = π−1(A× B) =

C1 × C2 e usando o Teorema de Fubini (veja Bartle [2], teorema 10.10) temos 8

f∗m(A× B) = m( f−1(A× B)) = Leb(π−1( f−1(A× B)) ∩ [0, 1)2)

= Leb(( f ◦ π)−1(A× B)) ∩ [0, 1)2) = Leb((π ◦ F)−1(A× B)) ∩ [0, 1)2)

= Leb(F−1(π−1(A× B)) ∩ [0, 1)2) =
∫ 1

0

∫ 1

0
χF−1(C)(x, y)dxdy

=
∫ 1

0

∫ 1

0
(χC ◦ F)(x, y)dxdy =

∫ 1

0

∫ 1

0
χC1(x + y)χC2(y)dxdy

=
∫ 1

0
χC1−y(x)dx

∫ 1

0
χC2(y)dy = leb((C1 − y) ∩ [0, 1))leb(C2 ∩ [0, 1))

= leb(π−1
R (A) ∩ [0, 1))leb(π−1

R (B) ∩ [0, 1))

= Leb(π−1(A× B) ∩ [0, 1)2)

= m(A× B).

Isto termina a prova da afirmação.

Agora defina Hy = S1 × {y}, com y ∈ [0, 1]. Note que Hy é invariante por f e a

restrição f|Hy
: Hy → Hy é a rotação Ry. Tome my a medida de Lebesgue em Hy e

observe que ela é invariante por f|Hy
(veja [21], seção 1.3.3). Além disso, my é ergódica

sempre que y é irracional (veja Exemplo 1.2.4). Daí, novamente pelo Teorema de Fubini

8Vamos denotar por Leb a medida de Lebesgue de R2 e por leb a medida de Lebesgue de R.
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m(E) =
∫

T2
χE dm

=
∫

S1

(∫
χE dmy

)
dy

=
∫

S1
my(E) dy.

Como os racionais tem medida de Lebesgue nula, a igualdade não é afetada se consi-

derarmos a integral somente ao subconjunto dos valores irracionais de y. Isto nos diz

que m é uma combinação convexa não-enumerável das medidas ergódicas my.

Na verdade, o fenômeno que ocorreu no Exemplo (1.2.12) é muito mais geral. Sabe-

mos que nenhum número primo pode ser escrito como o produto de números primos

(a não ser a decomposição trivial), todavia, qualquer número inteiro tem uma represen-

tação em fatores primos. Da mesma forma, pela Proposição (1.2.10), as probabilidades

ergódicas são os pontos extremos deM1(X, f ). Assim estabeleceremos um poderoso

resultado que possui a mesma essência do Teorema Fundamental da Aritmética, antes

definimos alguns fatos.

Seja (X,X , µ) um espaço de probabilidade e P uma partição 9 de X em conjuntos

mensuráveis. Consideremos π : X → P a aplicação que leva todo x ∈ X ao seu

respectivo elemento P(x) ∈ P . Dizemos que P ∈ P é mensurável se π−1(P) é

mensurável em X. Denotamos por X̂ a σ-álgebra em P definida dessa forma. Uma

medida nesse novo espaço mensurável é definida por π∗µ, a qual denotaremos por µ̂.

Observação 1.2.13. Observe que a definição da σ-álgebra em P faz sentido, pois existem

partições com subconjuntos P ∈ P tais que π−1(P) não é mensurável. Com efeito,

considere Rα a rotação irracional de S1 e tome B ⊂ S1 escolhendo um único elemento

de cada órbita de Rα. Como não existem pontos periódicos, Bn = Rn
α(B) (n ∈ Z) são

dois-a-dois disjuntos. Se B, e consequentemente Bn, for mensurável temos

∑
n∈Z

m(B) = ∑
n∈Z

m(Bn) = m(
⋃

n∈Z

Bn) = m(S1) = 1.

Por outro lado, não existe nenhum número real b = m(B) ≥ 0 tal que ∑
n∈Z

b = 1. Logo,

B não é mensurável. Considere agora a partição P de S1 em pontos. Então B ⊂ P é

tal que π−1(B) é não-mensurável em S1.

9Para definição de partição veja início do próximo capítulo.
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Teorema 1.2.14. (da Decomposição Ergódica) Seja f : X → X mensurável no espaço

métrico completo separável X e µ uma probabilidade f -invariante. Então existe um conjunto

mensurável X0 ⊂ X com µ(X0) = 1, uma partição P de X0 em subconjuntos mensuráveis e

uma família de probabilidades {µP; P ∈P} em X, satisfazendo:

1. µP(P) = 1 µ̂-quase todo P ∈P ;

2. P 7→ µP(E) é mensurável, para todo E ∈ X ;

3. µP é f -invariante e ergódica µ̂-quase todo P ∈P ;

4. µ(E) =
∫

µP(E)dµ̂(P), para todo E ∈ X .

Note que para toda função mensurável e limitada φ : X → R vale∫
φ dµ =

∫
P

(∫
φ dµP

)
dµ̂(P).

Para ver isso, observe que pelo Teorema da Decomposição Ergódica a expressão acima

é verdadadeira para funções características, logo, por linearidade, também vale para

funções simples. Como toda φ mensurável limitada não-negativa pode ser aproximada

uniformemente por funções simples, o resultado segue do Teorema da Convergência

Dominada. O caso geral segue de φ = φ+ − φ− onde φ+, φ− ≥ 0.
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Capítulo 2

ENTROPIA

Um dos grandes objetivos da matemática é encontrar modelos que, mediante conju-

gações topológicas, isomorfismos algébricos, etc, possam servir de base para o estudo

de estruturas gerais. Para tal fim, buscam-se invariantes que possam dizer quando dois

sistemas são (ou não) idênticos em um certo sentido. Mediante isso, Kolmogorov [15],

em 1958, e Sinai [28], em 1959, introduziram o conceito de entropia na Teoria Ergódica,

na tentativa de oferecer um novo invariante de equivalência ergódica. 1 Esta noção

surgiu de perguntas como: os deslocamentos ς : {1, . . . , d − 1}Z → {1, . . . , d − 1}Z

e $ : {1, . . . , d}Z → {1, . . . , d}Z munidos da medida de Bernoulli são ergodicamente

equivalentes? Ornstein [22] utilizando o conceito de entropia deu uma resposta de-

finitiva para o problema acima. A entropia de Kolmogorov-Sinai é conhecida como

entropia métrica, uma vez que ela se vale de uma medida invariante para o sistema.

Basicamente, a entropia mede o grau de desordem das órbitas do sistema. Por outro

lado, quando o espaço é compacto e a transformação é contínua, Adler, Konheim e

McAndrew [1] definiram, em 1965, um conceito de entropia puramente topológico. A

entropia topológica mede a taxa de crescimento exponencial das órbitas que podem ser

diferenciadas dentro de uma certa precisão. Esta ideia, é melhor vista quando nosso es-

paço, além de compacto, também é métrico. Nesse contexto, Bowen [4] deu uma nova

definição a qual vale em espaços não-compactos, mas que, restrita a compactos, é equi-

valente a dada em AKM [1]. Neste capítulo vamos definir e apresentar as principais

propriedades de ambas as entropias, bem como o resultado que relaciona ambos os

conceitos, a saber o Princípio Variacional em sua forma mais geral, provada por Walters

[29] em 1975. Uma abordagem mais completa dos pontos tratados no capítulo pode

ser encontrada em Mañé [18], Oliveira e Viana [21] e Walters [30].
1Para definição de sistema ergodicamente equivalente veja, por exemplo, [21].
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2.1 Entropia Métrica

Em toda seção vamos considerar (X,X , µ) um espaço de probabilidade e f : X → X

uma transformação mensurável que preserva µ.

Uma partição de X é uma família P = {Pj; j ∈ A} finita ou enumerável de sub-

conjuntos mensuráveis tais que

µ(Pi ∩ Pj) = 0, sempre que i 6= j

e

µ

(
X\

⋃
P∈P

P

)
= 0.

Denotamos por P(x) o elemento da partição que contém x ∈ X.

A entropia da partição P é dada por

Hµ(P) = ∑
P∈P

−µ(P) log µ(P),

onde convencionamos que 0 log 0 = 0.

É fácil ver que, se µ é f -invariante, então Hµ( f−m(P)) = Hµ(P) para toda parti-

ção P e todo m ≥ 1. Pela concavidade da função ϕ(x) = −x log x e a desigualdade

de Jensen, segue que toda partição finita tem entropia finita. A partir daqui, estare-

mos considerando apenas partições (finitas ou enumeráveis) com entropia finita (veja

o Exemplo 9.1.4 em Oliveira e Viana [21] para um caso de Hµ(P) = ∞).

Exemplo 2.1.1. Considere X = {1, . . . , d} munido da σ-álgebra discreta 2X. Tome ν

medida em 2X tal que ν({i}) = pi. Isto significa que devemos ter ∑i pi = 1. Vamos

considerar em M = XN a partição P = {[0; 1], . . . , [0; d]}, então

Hµ(P) =
d

∑
i=1
−µ([0; i]) log µ([0; i]) =

d

∑
i=1
−pi log pi.

Dadas P e Q partições, dizemos que P é menos fina que Q se todo elemento de

Q está contido em algum elemento de P , a menos de medida nula. Denotamos por

P ≺ Q. Considere uma família enumerável de partições Pi, i ≥ 1, definimos

∨
i

Pi = {
⋂

i

Pi : Pi ∈Pi para cada i} e Θ = σ

(
∞⋃

i=1

Pi

)
,

onde Θ é a σ-álgebra gerada pela união das Pi’s. É fácil ver que
∨

i Pi é a partição

menos fina tal que Pi ≺
∨

i Pi para todo i.
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A partir de uma partição P de X, vamos denotar por Pn a partição da forma

∨n−1
j=0 f−j(P) para cada n ≥ 1. Assim,

Pn(x) =
n−1⋂
j=0

f−j(P( f j(x)))

é o elemento de Pn que contém x ∈ X. Quando f é invertível, podemos definir

Pn
−n = ∨n−1

j=−n f−j(P). Observe que conhecer Pn é saber onde um ponto está, onde

sua imagem estará e assim sucessivamente até o momento n− 1. Como Pn ≺ Pn+1,

então Hµ(Pn) ≤ Hµ(Pn+1). Além disso, um ponto importante é que a sequência

Hµ(Pn) é subaditiva, isto dará sentido a próxima definição.

Definimos a entropia métrica da transformação f em relação à partição P por

hµ( f , P) = lim
n

1
n

Hµ(P
n) = inf

n
Hµ(P

n).

Exemplo 2.1.2. Tomemos o deslocamento ς : M→ M, onde M = {1, . . . , d}N, munido

da medida de bernoulli µ = νN. Tomando a partição P = {[0; 1], . . . , [0; d]}. Note

que ς−m(P) = {[m; 1], . . . , [m; d]} ∀m ≥ 1. Segue que Pn é a partição em cilindros de

comprimento n, isto é,

Pn = {∩n−1
j=0 ς−j(Pij) : ij ∈ {1, . . . , d}} = {[0; a0, . . . , an−1] : aj ∈ {1, . . . , d}}.

Como ∑i pi = 1, segue que

Hµ(P
n) =

d

∑
a1,...,an=1

−µ([0; a1, . . . , an]) log µ([0; a1, . . . , an])

=
d

∑
a1,...,an=1

−pa1 · · · pan log(pa1 · · · pan)

=
n

∑
j=1

d

∑
a1,...,an=1

−pa1 · · · paj · · · pan log paj

=
n

∑
j=1

d

∑
aj=1
−paj log paj

d

∑
a1,...,aj−1,aj+1,...,an=1

pa1 · · · paj−1 paj+1 · · · pan

=
n

∑
j=1

d

∑
aj=1
−paj log paj

d

∑
a1=1
· · ·

d

∑
aj−1=1

d

∑
aj+1=1

· · ·
d

∑
an=1

pa1 · · · paj−1 paj+1 · · · pan

=
n

∑
j=1

d

∑
aj=1
−paj log paj

d

∑
a1=1

pa1 · · ·
d

∑
aj−1=1

paj−1

d

∑
aj+1=1

paj+1 · · ·
d

∑
an=1

pan

=
n

∑
j=1

d

∑
aj=1
−paj log paj = −n

d

∑
j=1

pj log pj.
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Portanto,

hµ(ς, P) = lim
1
n

Hµ(P
n) =

d

∑
j=1
−pj log pj.

Por fim, a entropia do sistema ( f , µ) é dada por

hµ( f ) = sup
P

hµ( f , P),

onde o supremo é tomado sobre todas a partições com entropia finita. Esta definição

não é afetada se tomarmos o supremo sobre todas as partições finitas (veja Rokhlin [26]

§9 ou Oliveira e Viana [21] Exercício 9.1.1).

Exemplo 2.1.3. Considere a medida µp definida no Exemplo (1.2.7). Note que esta

medida toma apenas um número finito de valores. Consequentemente, a entropia

Hµp(P) só toma um número finito de valores para toda partição enumerável P . As-

sim, lim 1
n Hµp(P

n) = 0 para toda partição P . Portanto, hµp( f ) = 0.

Naturalmente, encontrar o valor da entropia via a definição não é uma tarefa sim-

ples pelo fato de estarmos tratando de um supremo. Todavia, Kolmogorov e Sinai

deram um meio relativamente mais simples pelo qual podemos encontar a entropia de

um sistema.

Considere P partição com entropia finita e Θ f a σ-álgebra gerada pela união de

todas as partições Pn. Dizemos que P é f -geradora se Θ f = X a menos de medida

nula. Quando f é invertível, o que muda é o fato de Θ f ser a σ-álgebra gerada pela

união das partições Pn
−n, fora isso, a definição é a mesma.

Teorema 2.1.4. Seja P1 ≺ · · · ≺ Pi ≺ · · · uma sequência não-decrescente de partições tal

que Θ = X a menos de medida nula. Então,

hµ( f ) = lim
i

hµ( f , Pi) = sup hµ( f , Pi).

Demonstração. Ver Oliveira e Viana [21]. �

Corolário 2.1.5. (Teorema de Kolmogorov-Sinai) Se P é f -geradora, então

hµ( f , P) = hµ( f ).
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Demonstração. Como Pn ≺ Pn+1 e hµ( f , Pn) = hµ( f , P),2 o resultado segue do

Teorema (2.1.4). �

É claro que o resultado continua válido se f é invertível.

Exemplo 2.1.6. A partição P em cilindros do Exemplo (2.1.2) é ς-geradora, portanto

hµ(ς) =
d

∑
j=1
−pj log pj.

A próxima proposição e seus comentários nos dizem que a entropia é afim.

Proposição 2.1.7. Sejam µ e ν probabilidades invariantes por f . Então htµ+(1−t)ν( f ) =

thµ( f ) + (1− t)hν( f ) para todo 0 < t < 1.

Em geral, para t ∈ [0, 1] vale htµ+(1−t)ν( f ) ≥ thµ( f ) + (1− t)hν( f ). A igualdade

em todo [0, 1] pode acontecer se µ e ν forem mutuamente singulares 3 ou se f for

contínua e X métrico compacto. Para demonstrações veja Katok e Hasselblatt [14],

Oliveira e Viana [21] e Walters [30].

Como já foi mencionado, o conceito de entropia foi introduzido com a finalidade de

diferenciar sistemas que não são ergodicamente equivalentes. O que estamos dizendo

é que dois sistemas ergodicamente equivalentes possuem a mesma entropia. A recí-

proca é falsa, pois, no caso das rotações do círculo com a medida de Lesbesgue, todas

têm entropia nula (Exemplo 2.2.2 + Teorema 2.3.1), todavia, uma rotação racional (não

ergódica) não pode ser ergodicamente equivalente a uma rotação irracional (ergódica).

2.2 Entropia Topológica

Como já mencionado, AKM em [1] deram uma nova definição de entropia como in-

variante para conjugações topológicas baseados em Kolmogorov-Sinai. Esta definição

não se vale de qualquer medida. Aqui exploraremos tal definição e apresentaremos

algumas propriedades. Vale ressaltar que Bowen [4] deu uma nova definição de en-

tropia topológica para espaços métricos (não compactos). Aqui não abordaremos esta

definição, mas a mesma pode ser encontrada muito bem redigida em Oliveira e Viana

[21] e Walters [30].
2Veja Lema 9.1.13 de Oliveira e Viana [21].
3Veja Definição 3.3.8 à frente.
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Em toda seção X é espaço topológico compacto e f : X → X é transformação

contínua.

Dada α cobertura aberta de X temos

Definição 2.2.1. Se N(α) denota o número de elementos da subcobertura de α com

menor cardinalidade, então o número H(α) = log N(α) é chamado entropia de α.

Tome uma outra cobertura aberta β de X. Similarmente como para partições, α ∨ β

é uma cobertura de X formada pelas interseções dos elementos de α e β. Quando

todo elemento de β está contido em algum elemento de α, dizemos que α é menos fina

que β, escrevemos α ≺ β. Por continuidade, f−j(α) é cobertura de X para todo j ≥ 1.

Assim,

αn =
n−1∨
j=0

f−j(α)

é cobertura de X para todo n ≥ 1.

Pela subaditividade da sequência H(αn) podemos definir a entropia topológica de

f com relação a α como

h( f , α) = lim
n

1
n

H(αn).

Por fim, a entropia topológica de f é definida como

htop( f ) = sup{h( f , α) : α é cobertura aberta de X}.

Exemplo 2.2.2. Sejam g : S1 → S1 um homeomorfismo e α uma cobertura finita de

S1. Denote por Ext(α) o conjunto formado pelos pontos extremos dos intervalos que

compõem α. Para cada n ≥ 1,

Ext(αn) =
n−1⋃
j=0

g−j(Ext(α)).

É claro que #αn ≤ #Ext(αn) ≤ n#Ext(α). Daí,

h(g, α) = lim
n

1
n

H(αn) ≤ lim sup
n

1
n

log #αn ≤ lim sup
n

1
n

log n = 0.

Considere uma sequência de coberturas abertas αk de intervalos de comprimento me-

nor que 1/k. Como htop(g) = lim h(g, αk) para qualquer sequência de coberturas aber-

tas αk com diam αk → 0.4, segue que htop(g) = 0.

4Veja Proposição 10.1.9 de Oliveira e Viana [21].
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Exemplo 2.2.3. (Deslocamentos de Tipo Finito) Seja X = {1, . . . , d} e A = (Aij)1≤i,j≤d

uma matriz tal que Aij ∈ {0, 1} ∀i, j ∈ {1, . . . , d}. Dizemos que A é matriz de transição

se para todo i existe j tal que Aij = 1. Defina

ΣA = {(xn)n ∈ XN : Axnxn+1 = 1 para todo n ∈N}.

Observe que ΣA é fechado metrizável e para o deslocamento ς vale ς(ΣA) ⊂ ΣA. O

deslocamento ςA : ΣA → ΣA é chamado deslocamento de tipo finito. Então htop(ςA) =

log λA, onde λA é o maior autovalor da matriz A. Para a demonstração desse fato veja

a Proposição 10.2.4 de Oliveira e Viana [21].

O próximo teorema nos diz que a entropia topológica é um invariante por conjuga-

ções topológicas.

Teorema 2.2.4. Considere f : M→ M e g : N → N transformações contínuas nos compactos

M e N. Suponha que exista φ : M → N contínua sobrejetora tal que φ ◦ f = g ◦ φ. Então

htop( f ) ≥ htop(g). Em particular, quando φ é homeomorfismo, vale a igualdade.

Demonstração. Seja α uma cobertura aberta de N, então, pela continuidade de φ, φ−1(α)

é cobertura aberta de M. Tome E0, E1, . . . , En−1 ∈ α, daí

φ−1

n−1⋂
j=0

g−j(Ej)

 =
n−1⋂
j=0

φ−1(g−j(Ej))

=
n−1⋂
j=0

f−j(φ−1(Ej)).

Isto nos diz que φ−1(αn) = (φ−1(α))n. Pela sobrejetividade de φ, segue que

H([φ−1(α)]n) = H(φ−1(αn)) = H(αn)

para todo n ≥ 1. Fazendo n ir para o infinito, h( f , φ−1(α)) = h(g, α). Agora tomando

o supremo sobre todas as coberturas α de N:

htop(g) = sup
α

h(g, α) = sup
α

h( f , φ−1(α)) ≤ htop( f ).

Se φ é homeomorfismo, então φ−1 ◦ g = f ◦ φ−1. Logo, htop( f ) ≤ htop(g). �
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2.3 Princípio Variacional e Estados de Equilíbrio

Em AKM [1] foi conjecturado que:

Se f : X → X é uma transformação contínua num espaço métrico compacto. Então

htop( f ) = sup{hµ( f ) : µ ∈ M1(X, f )}.

Este resultado, conhecido como Princípio Variacional para entropia foi provado com-

pletamente pelos matemáticos Dinaburg, Goodman e Goodwyn. Em [27], David Ru-

elle introduziu o conceito de pressão na Teoria Ergódica provando o Princípio Variaci-

onal para a pressão quando a transformação f é homeomorfismo expansivo e satisfaz

a propriedade de especificação, Bowen [4]. Posteriormente, Peter Walters [29] provou

o Princípio Variacional em sua versão mais geral.

Vamos considerar f : X → X uma transformação contínua num espaço métrico

compacto X.

Toda função contínua φ : X → R é chamada potencial. Para cada n ≥ 1, defina

φn : X → R por φn = ∑n−1
j=0 φ ◦ f j.

Em Walters [29] aparecem 4 definições equivalentes de pressão, aqui apresentare-

mos apenas uma. Dada uma cobertura aberta α de X definimos

Pn( f , φ, α) = inf

{
∑

A∈γ

sup
x∈A

eφn(x); γ é subcobertura finita de αn

}
.

Pela subaditividade da sequência log Pn( f , φ, α), existe o limite

P( f , φ, α) = lim
n

1
n

log Pn( f , φ, α).

O diâmetro de uma cobertura α é definido como

diam(α) = sup
A∈α

sup
x,y∈A

d(x, y).

Por fim, chamamos pressão do potencial φ relativamente a f ao limite P( f , φ) defi-

nido como

P( f , φ) = lim
diam(α)→0

P( f , φ, α).

Walters mostrou que tal limite sempre existe. Dentre todas as propriedades da

função P( f , ·) : C0(X) → R ∪ {∞} apresentadas em Walters [29], as que queremos

destacar são:
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• P( f , 0) = htop( f ).

Para ver isto, note que Pn( f , 0, α) = N(αn) para todo n ≥ 1. Daí, P( f , 0, α) =

h( f , α) para toda cobertura aberta α. Portanto, P( f , 0) = htop( f ).

• P( f , ·) é Lipschitz se htop( f ) < ∞.

Note que P( f , φ + c) = P( f , φ) + c para todo c ∈ R e φ ≤ ξ implica P( f , φ) ≤

P( f , ξ). Daí, como φ ≤ ξ + ‖φ− ξ‖, segue que P( f , φ) ≤ P( f , ξ) + ‖φ− ξ‖. Ana-

logamente, P( f , ξ) ≤ P( f , φ) + ‖φ− ξ‖. Logo, | P( f , φ)− P( f , ξ)| ≤ ‖φ− ξ‖.

Em particular, P( f , ·) é contínua.

• P( f , ·) é convexa se htop( f ) < ∞.

É fácil ver que htop( f ) + inf φ ≤ P( f , φ) ≤ htop( f ) + sup φ para todo potencial

φ. Logo, a hipótese htop( f ) < ∞ implica que P( f , φ) < ∞ para todo potencial φ.

Vamos mostrar que P( f , (1− t)φ + tψ) ≤ (1− t)P( f , φ) + tP( f , ψ) para quais-

quer φ, ψ ∈ C0(X) e todo t ∈ [0, 1]. Com efeito, escreva ξ = (1− t)φ + tψ, então

ξn = (1− t)φn + tψn ∀n ≥ 1. Pela desigualdade de Hölder temos,

∑
A∈γ

sup
x∈A

eξn(x) = ∑
A∈γ

sup
x∈A

[(eφn(x))1−t(eψn(x))t] ≤ ∑
A∈γ

[sup
x∈A

eφn(x)]1−t[sup
x∈A

eψn(x)]t

≤

∑
A∈γ

(
[sup
x∈A

eφn(x)]1−t

) 1
1−t
1−t∑

A∈γ

(
[sup
x∈A

eψn(x)]t
) 1

t
t

=

(
∑

A∈γ

sup
x∈A

eφn(x)

)1−t(
∑

A∈γ

sup
x∈A

eψn(x)

)t

para qualquer família finita γ de subconjuntos de X. Por conseguinte, para qual-

quer cobertura α

Pn( f , ξ, α) ≤ Pn( f , φ, α)1−tPn( f , ψ, α)t para todo n ≥ 1.

Logo, P( f , ξ, α) ≤ (1− t)P( f , φ, α) + tP( f , ψ, α). Fazendo o diam(α) → 0 con-

cluimos que P( f , ·) é convexa.

Agora apresentaremos, sem demonstração, o principal resultado desta seção.

Teorema 2.3.1. (Princípio Variacional) Seja f : X → X uma transformação contínua num

espaço métrico compacto X. Então, para todo potencial φ,

P( f , φ) = sup
{

hµ( f ) +
∫

φ dµ : µ ∈ M1(X, f )
}

.
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Se para uma dada medida de probabilidade µ vale hµ( f ) +
∫

φ dµ = P( f , φ), então

essa medida recebe o nome de estado de equilíbrio para o potencial φ. No caso particular

quando φ ≡ 0, a probabilidade µ também recebe o nome de medida de máxima entropia.

Ainda hoje são desenvolvidas pesquisas com objetivo de saber sob quais condições

tal supremo é atingido, a saber, os Teoremas Principais 2 e 3 do presente trabalho.

Denotando porMφ(X, f ) ⊂ M1(X, f ) o conjunto dos estados de equilíbrio de φ e

assumindo que htop( f ) < ∞, temos que:

• Mφ(X, f ) é convexo e µ ∈ Mφ(X, f ) se, e somente se, quase toda componente

ergódica de µ pertence aMφ(X, f ).

• SeMφ(X, f ) é não vazio, então as medidas ergódicas contidas nele são os pontos

extremais.

Definição 2.3.2. Seja f : X → R uma função no espaço métrico X. Dizemos que f é

semicontínua superiormente (scs) em x0 ∈ X quando, para cada ε > 0, existe δ > 0, tal

que se x ∈ X e |x− x0| < δ, então

f (x) ≤ f (x0) + ε.

Equivalemtemente,

f (x0) ≥ lim sup
x→x0

f (x).

Quando X é compacto, então f possui cota superior. Com efeito, pela definição de

supremo, existe (xn)n sequência em X tal que f (xn) → sup f . Como X é compacto,

podemos extrair uma subsequência (xnj)j de (xn)n tal que xnj → x ∈ X. Sendo f

semicontínua superiormente, f (x) ≥ lim sup
j→∞

f (xnj) = sup f . Daí, f (x) = sup f .

Proposição 2.3.3. Se a função entropia de f ( µ 7→ hµ( f ) ) é semicontínua superiormente

entãoMφ(X, f ) é compacto (na topologia fraca*) e não vazio, para qualquer potencial φ.

Demonstração. Como M1(X, f ) é compacto, é suficiente mostrar que µ 7→ hµ( f ) +∫
φ gµ também é semicontínua superiormente. Tome µn → µ na topologia fraca*. Pela

hipótese e pelo Lema (1.1.8) temos

hµ( f ) +
∫

φ dµ ≥ lim sup
n

hµn( f ) + lim sup
n

∫
φ dµn

= lim sup
n

(
hµn( f ) +

∫
φ dµn

)
.
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Portanto, existem estados de equilíbrio para φ. Considere ν ponto aderente deMφ(X, f )

e tome (νn)n ∈ Mφ(X, f ) tal que νn → ν. Daí

hν( f ) +
∫

φ dν ≥ lim sup
n

(
hνn( f ) +

∫
φ dνn

)
= P( f , φ).

Logo, ν ∈ Mφ(X, f ). �

Agora vamos estabelecer alguns conceitos e resultados auxiliares para a conclusão

da demonstração do Teorema Principal 2. Para mais detalhes veja Phelps [25]. Em

particular, iremos discutir a noção de diferenciabilidade para funções f : U ⊂ E → F,

onde U é aberto, E e F são espaços de Banach.

Dizemos que f : U ⊂ E → F é Gâteaux diferenciável em x ∈ U se existe um mapa

linear e contínuo
∂ f
∂ · (x) : E→ F tal que para todo y ∈ E,

∂ f
∂y

(x) = lim
t→0

f (x + ty)− f (x)
t

.

Note que
∂ f

∂(ry)
(x) = r

∂ f
∂y

(x) ∀r ∈ R. Assim, se f é Gâteaux diferenciável, então

para todo ε > 0 e para todo y ∈ E existe δ = δ(ε, y) > 0 tal que∥∥∥∥ f (x + ty)− f (x)− ∂ f
∂(ty)

(x)
∥∥∥∥

F
< ε | t| ,

sempre que | t| < δ.

Se para algum y ∈ E o limite acima existe, então dizemos que f tem derivada di-

recional em x na direção de y. Assim, f é Gâteaux diferenciável em x se existem as

derivadas direcionais em todas as direções e formam um operador linear contínuo

y ∈ E 7→ ∂ f
∂y

(x).

Por outro lado, f é dita Fréchet diferenciável em x ∈ U se existe um mapa linear

contínuo D f (x) : E→ F tal que para todo ε > 0 existe δ = δ(ε) > 0 tal que

‖ f (y)− f (x)− D f (x)(y− x)‖F < ε ‖y− x‖E ,

sempre que 0 < ‖y− x‖E < δ. Equivalentemente,

lim
y→x

f (y)− f (x)− D f (x)(y− x)
‖y− x‖ = 0.

Note que se f é Fréchet diferenciável em x ∈ U, então f é Gâteaux diferenciável em
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x ∈ U e vale D f (x) =
∂ f
∂
(x). Com efeito, para qualquer y ∈ E temos

f (x + ty)− f (x)
t

− D f (x)(y) =
f (x + ty)− f (x)− D f (x)(ty)

t

= ± f (x + ty)− f (x)− D f (x)(ty)
‖ty‖ ‖y‖ .

Agora basta fazer t→ 0.

Todavia, Gâuteaux diferenciabilidade não implica Fréchet diferenciabilidade. Por

exemplo, seja ξ : E → R um mapa linear descontínuo e defina f (x) := ‖x‖ ξ(x).

Note que f é Gâteaux diferenciável em x = 0 com derivada 0, mas f não é Fréchet

diferenciável em x = 0, pois ξ não é contínua em x = 0. Por outro lado, temos o

seguinte resultado

Proposição 2.3.4. Seja f : U ⊂ E → F Gâteaux diferenciável em x ∈ U. Se f é D-Lipschitz

e E tem dimensão finita, então f é Fréchet diferenciável em x ∈ U.

Demonstração. É suficiente provar para y ∈ S, onde S é a esfera unitária de E. Seja

ε > 0. Como dimE < ∞, temos que S é compacta. Assim, existe C ⊂ S finito tal que

S =
⋃

yj∈C B(yj, ε). A hipótese implica que existe δ > 0 tal que∥∥∥∥∥ f (x + tyj)− f (x)− ∂ f
∂(tyj)

(x)

∥∥∥∥∥
F

< ε | t| ,

para todo | t| < δ e todo j. Dado y ∈ S existe j tal que
∥∥y− yj

∥∥ < ε. Sendo f D-

Lipschitz, temos para todo | t| < δ∥∥∥∥ f (x + ty)− f (x)− ∂ f
∂(ty)

(x)
∥∥∥∥ ≤ ∥∥ f (x + ty)− f (x + tyj)

∥∥
+

∥∥∥∥∥ f (x + tyj)− f (x)− ∂ f
∂(tyj)

(x)

∥∥∥∥∥
+

∥∥∥∥∥t
∂ f

∂(yj − y)
(x)

∥∥∥∥∥
≤

(
D + 1 +

∥∥∥∥∂ f
∂ · (x)

∥∥∥∥) | t| ε.

Como δ independe de y ∈ S, segue que f é Fréchet diferenciável em x ∈ U. �

Considere agora g : E → R é uma função contínua e convexa no espaço de Banach

separável E. Dizemos que um funcional linear limitado T : E → R é tangente a g
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num ponto x ∈ E se T(y) ≤ g(x + y) − g(x) para todo y ∈ E. Se g : E → R é

Gâteaux diferenciável em x ∈ E, então existe, no máximo, um funcional linear limitado

T : E → R tangente a g em x. Com efeito, suponha que existam T1 e T2 funcionais

tangentes a g em x ∈ E e y ∈ E tal que T1(y) < T2(y). Como Tj é linear, vale −Tj(y) =

Tj(−y) ≤ g(x− y)− g(x). Assim, para r > 0 temos

g(x)− g(x− ry)
r

≤ T1(y) < T2(y) ≤
g(x + ry)− g(x)

r
.

Como
∂g

∂(αy)
(x) = α

∂g
∂y

(x) ∀α ∈ R, fazendo r → 0 temos
∂g
∂y

(x) <
∂g
∂y

(x). Contradi-

ção!

Além disso, se g é Fréchet diferenciável em x ∈ E, então Dg(x) é tangente a g em

x. De fato, g ser Fréchet diferenciável (ou derivável) em x ∈ E e convexa significa que

para todo y, u, v ∈ E e 0 ≤ r ≤ 1 vale Dg(x)y =
∂g
∂y

(x) e g(ru + (1− r)v) ≤ rg(u) +

(1− r)g(v). Tomando u = x+ y e v = x, segue que g(x+ ry) ≤ rg(x+ y)+ (1− r)g(x),

ou seja g(x + ry)− g(x) ≤ r(g(x + y)− g(x)). Assim,
g(x + ry)− g(x)

r
≤ g(x + y)−

g(x) ∀r > 0. Fazendo r → 0 temos Dg(x)y ≤ g(x + y)− g(x).

Mais geralmente, temos o seguinte teorema, devido a Mazur, cuja demonstração

pode ser encontrada em Phelps [25] Teorema 1.20.

Teorema 2.3.5. (Suavidade de Mazur, 1933) Se E é espaço de Banach separável e g uma

funcão contínua e convexa definida em um aberto convexo D contido em E, então o conjunto

dos pontos x ∈ D onde Dg(x) existe é residual.

Assumindo que htop( f ) < ∞ e que µ é estado de equilíbrio para um certo potencial

φ, então o funcional linear Tµ : C0(X) → R definido por Tµ(ξ) =
∫

ξdµ é tangente a

P( f , ·) em φ. De fato, pelo Princípio Variacional (2.3.1) temos

Tµ(ξ) =
∫

ξdµ = hµ( f ) +
∫
(ξ + φ)dµ− (hµ( f ) +

∫
φdµ)

≤ P( f , φ + ξ)− P( f , φ).

Assim, como P( f , ·) : C0(X)→ R é convexa e contínua, pelo Teorema de Suavidade

de Mazur segue que existe um residualR ⊂ C0(Λ) tal que P( f , ·) é derivável em cada

φ ∈ R e DP( f , φ) é o único funcional linear tangente a P( f , ·) em φ. Pelo Teorema da

Representação de Riesz, cada φ ∈ R tem no máximo um estado de equilíbrio.
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Capítulo 3

ERGODICIDADE EM FERRADURAS PARCIALMENTE
HIPERBÓLICAS

Neste capítulo iremos definir e analisar nosso modelo de estudo, definido inicial-

mente em Díaz et al. [11], tendo suas propriedades ergódicas estudas em Leplaideur

et al. [16].

3.1 Definição da Família de Ferraduras

Seja em R3 o cubo R = I × I × I, onde I = [0, 1]. Considere R0 = I × I × [0, 1/6]

e R1 = I × I × [5/6, 1]. Vamos considerar em R3 uma família de ferraduras F =

Fλ0,λ1,β0,σ,β1 : R→ R3 definida da seguinte forma (veja Figura (3.1)):

• F0(x, y, z) = F|R0
(x, y, z) = (λ0x, f (y), β0z), com 0 < λ0 < 1/3 e β0 > 6;

• F1(x, y, z) = F|R1
(x, y, z) = (3/4− λ1x, σ(1− y), β1(z− 5/6)), com 0 < λ1 < 1/3,

0 < σ < 1/3 e 3 < β1 < 4;

A função f : R→ R é a transformação tempo 1 do campo de vetores x′ = x(1− x).

A aplicação F pode ser estendida para um difeomorfismo que também denotare-

mos por F.

Figura 3.1: F aplicada a R0 e a R1.
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Observação 3.1.1. (Cálculo de f )

O campo p′ = (a− bp)p, com condição inicial p(t0) = p0, possui solução dada por

p(t) =
ap0

bp0 + (a− bp0)e−a(t−t0)
.

No caso do campo x′ = x(1− x) com x(0) = y temos,

x(t) =
y

y + (1− y)e−t .

Para t = 1,

x(1) =
y

y + (1− y)e−1 .

Variando as condições iniciais, segue que

f (y) = ψ1(y) = x(1) =
y

y + (1− y)e−1 .

Para y 6= 0 e n ∈ Z, temos

f n(y) =
1

1− (1− (1/y))e−n (3.1)

e

( f n)′(y) =
e−n

y2 ( f n(y))2. (3.2)

Cada difeomorfismo F é parcialmente hiperbólico, isto é, em cada ponto x ∈ R o

espaço tangente é decomposto em três sub-fibrados DF-invariantes, Es(x) ⊕ Ec(x) ⊕

Eu(x), onde Eu(x) é uniformemente expansivo, Es(x) é uniformemente contrativo e

Ec(x) é o fibrado central. Para definições e propriedades de difeomorfismos parcial-

mente hiperbólicos veja Bonatti et al. [3], Burns et al. [7] e Pesin [24].

Seja Λ o conjunto maximal invariante de R, ou seja,

Λ =
⋂

n∈Z

Fn(R)

Da definição de F, TΛR = Es ⊕ Ec ⊕ Eu, onde os fibrados são unidimensionais e

paralelos aos eixos x, y e z, por isso vamos denotar os pontos em R por (xs, xc, xu). Um

segmento da forma {x} × [a, b]× {z} é chamado curva central.

Observe que,

|DF|Ec (Q)| = | f ′(0)| = e > 1 (3.3)

e

|DF|Ec (P)| = | f ′(1)| = e−1 < 1. (3.4)
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Assim, Q é repulsor na direção Ec e P é atrator na direcão Ec.

Como f (0) = 0 e f (1) = 1, segue que o ponto Q é ponto fixo de índice1 1 e P é

ponto fixo de índice 2 para F.

Pada cada X ∈ Λ vamos associar a sequência ι(X) = (ιj(X))j∈Z ∈ {0, 1}Z definida

por

ιj(X) = i se, e somente se, Fj(X) ∈ Ri, i = 0, 1.

A sequência ι(X) é chamada itinerário de X. Pela definição de F, F(R1) ∩ R1 = ∅.

Assim, ι(X) não tem dois 1’s consecutivos, por isso ι(X) ∈ Σ11 para todo X ∈ Λ,

Σ11 = {(in)n∈Z : in = 1⇒ in+1 = 0 ∀n ∈ Z}.

Mais geralmente, em Díaz et al. [11], foi provado no Lema (5.2) que a aplicação

itinerário ι : Λ → Σ11 é sobrejetiva e define uma semi-conjugação, isto é, vale ι ◦ F|Λ =

ς ◦ ι, onde ς : Σ11 → Σ11 é o deslocamento.

3.2 Resultados Principais e Expoente de Lyapunov de uma Medida

Dizemos que um difeomorfismo parcialmente hiperbólico f com uma medida de pro-

babilidade invariante µ tem expoente de Lyapunov negativo na direção central se para

quase todo ponto x temos

λ(x, v) := lim sup
n→±∞

1
n
‖D f n(x)v‖ < 0

para todo v ∈ Ec(x), onde λ(x, v) é o expoente de Lyapunov no ponto x na direção

de v. Podemos definir expoente de Lyapunov positivo de maneira análoga. Para mais

detalhes veja Burns et al. [7].

Definição 3.2.1. Dada f ∈ Di f f 1(M) preservando uma medida de probabilidade µ em

M. Dizemos que µ é hiperbólica se quase todo ponto x ∈ M possui todos os expoentes

de Lyapunov diferentes de zero.

Mediante isso, nosso primeiro resultado se propõe a mostrar que toda probabili-

dade ergódica invariante pelo sistema é hiperbólica. Mais especificamente, mostrare-

mos que todo expoente de Lyapunov na direção central para uma medidade probabi-

lidade ergódica µ é negativo, exceto para a medida Delta de Dirac suportada em Q.

1O índice de um ponto periódico hiperbólico é a dimensão da sua variedade estável.



42

Dada uma medida de probabilidade ergódica F-invariante µ, seu expoente de Lya-

punov central pode ser visto por

λc
µ =

∫
log |DF|Ec |dµ.

Sendo F um C1-difeomorfismo, temos que log |DF|Ec | ∈ L1(µ). Como Ec é unidi-

mensional, vale

|DFn
|Ec
| =

n−1

∏
i=0
|DF ◦ Fi

|Ec
|.

O Teorema de Birkhoff (1.2.2) diz que para µ-qtp X ∈ Λ

λc
µ =

∫
log |DF|Ec |dµ

= lim
n→∞

1
n

n−1

∑
i=0

log |DF|Ec | ◦ Fi(X)

= lim
n→∞

1
n

n−1

∑
i=0

log |DF ◦ Fi(X)|Ec |

= lim
n→∞

1
n

log
n−1

∏
i=0
|DF ◦ Fi(X)|Ec |

= lim
n→∞

1
n

log |DFn(X)|Ec |.

Teorema Principal 1. Para o modelo definido na seção anterior valem as seguintes

afirmações:

1. Para qualquer ponto recorrente X ∈ Λ diferente de Q vale

lim inf
n→+∞

log |DFn(X)|Ec | < 0.

Além disso, qualquer medida de probabilidade ergódica F-invariante µ 6= δQ

tem expoente de Lyapunov central negativo.

2. Se (µk)k é uma sequência de medidas de probabilidade ergódicas F-invariantes

tal que λc
µk

converge para zero, então (µk)k converge para (δQ + δP)/2 na topolo-

gia fraca*.

Em prosseguimento à análise ergódica do nosso modelo, perguntamos se dado um

potencial φ ∈ C0(Λ), ele admite algum estado de equilíbrio. Nosso próximo resultado

responde de maneira afirmativa a essa questão. Na realidade ele diz um pouco mais

Ele garante a existência de um conjunto relativamente grande de potenciais para os

quais os estados de equilíbrio são únicos.
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Teorema Principal 2. Qualquer potencial φ : Λ → R admite um estado de equilíbrio.

Mais geralmente, existe um residual em C0(Λ) para o qual cada elemento possui um

único estado de equilíbrio.

Como já explanado, a existência e unicidade de estados de equilíbrio foram estuda-

das por muitos autores nas mais variadas situações. Por exemplo, Goodman [12] pro-

vou que qualquer homeomorfismo expansivo em um espaço métrico compacto possui

uma medida de máxima entropia. Exigindo um pouco mais do homeomorfismo, ou

seja, pedindo que ele satisfaça a propriedade de especificação, Bowen [5] provou que

para um certo conjunto de potenciais, os estados de equilíbrio são únicos.

Considere a família de potenciais φt = t log |DF|Ec |, t ≥ 0. Como F|Ec é C∞ (pois

é solução de uma EDO em R0 e um polinômio em R1), segue que DF|Ec é β-Hölder

contínua, para algum β > 0. 2 Daí, φt é α-Hölder contínua. Com efeito, como DF(X) é

um isomorfismo, temos |DF(X)| > 0 para todo X ∈ R. Assim

|φt(X)− φt(Y)| = |t log |DF(X)|Ec | − t log |DF(Y)|Ec ||

= t

∣∣∣∣∣log

∣∣∣∣∣DF(X)|Ec

DF(Y)|Ec

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

= t

∣∣∣∣∣log

(
1 +
|DF(X)|Ec | − |DF(Y)|Ec |

|DF(Y)|Ec |

)∣∣∣∣∣
≤ t

∣∣∣∣∣∣log

1 +

∣∣∣|DF(X)|Ec | − |DF(Y)|Ec |
∣∣∣

|DF(Y)|Ec |

∣∣∣∣∣∣
≤ t

∣∣∣∣∣ |DF(X)|Ec | − |DF(Y)|Ec |
|DF(Y)|Ec |

∣∣∣∣∣
≤ t

infZ |DF(Z)|Ec |

∣∣∣|DF(X)|Ec | − |DF(Y)|Ec |
∣∣∣

≤ t
infZ |DF(Z)|Ec |

∣∣∣DF(X)|Ec − DF(Y)|Ec

∣∣∣
≤ t

infZ |DF(Z)|Ec |
C|X−Y|β,

onde, na segunda desigualdade, usamos que log(1 + x) ≤ x se x ≥ 0.

Nosso próximo Teorema mostra que a Hölder continuidade não é uma condição

suficiente para garantir a unicidade de estado de equilíbrio, desde que ele exista.

2Na verdade, só precisaríamos que F|Ec fosse C2 para garantir que DF|Ec fosse β-Hölder contínua,
para algum β > 0
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Teorema Principal 3. Seja φt ∈ C∞(Λ) uma família de potenciais definida por φt(X) =

t log |DF(X)|Ec |, t ≥ 0. Existe um número real positivo t0 tal que:

1. Para 0 ≤ t < t0, qualquer estado de equilíbrio de φt tem expoente de Lyapunov

negativo. Além disso, tal medida é singular com respeito a medida δQ.

2. Para t = t0, δQ é estado de equilíbrio para φt e existe pelo menos mais um estado

de equilíbrio singular com relação a δQ.

3. Para t > t0, δQ é o único estado de equilíbrio.

3.3 Prova do Teorema Principal 1

Seja (M, d) um espaço métrico compacto. Considere S = {Si}1≤i≤N, N < ∞, uma

coleção finita de funções contínuas em M. Então (M,S) é chamado Sistema Iterado

de Funções. Se para cada i vale que Si é contração, então dizemos que o sistema é

contrativo.

Vamos considerar o sistema unidimensional iterado de funções f0, f1 : I → R defi-

nido por

f0(y) = f (y),

f1(y) = σ(1− y).

A dinâmica de F na direção central é modelada pelo sistema iterado de funções

gerado por f0 e f1.

Para cada X = (xs
0, xc

0, xu
0 ) ∈ Λ e k ≥ 0, seja Xk = Fk(X) = (xs

k, xc
k, xu

k ). Por

definição, a coordenada central xc
k é dada por

xc
k = fik−1 ◦ fik−2 ◦ · · · ◦ fi0(xc

0) onde ι(X)+ = (ik)k.3

Observe que i0, . . . , ik−2, ik−1 ∈ {0, 1} e que cada ij é determinado pelas coordena-

das xu
0 , . . . , xu

k−2, xu
k−1.

Dada uma sequência (in)n ∈ Σ+
11 e k ≥ 0, vamos chamar de k-bloco a sequência

finita $k = $k(in) = (i0, i1, . . . , ik) associada a (in)n. Para cada k-bloco definamos uma

aplicação Φ$k : I → R por

Φ$k(x) = fik ◦ fik−1 ◦ · · · ◦ fi0(x).

3Estamos considerando as sequências unilaterais em Σ11.
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Observe que Φ$k é de classe C∞ para todo k.

O nosso objetivo é mostrar que o expoente de Lyapunov na direção central é nega-

tivo, ou seja, ocorre contração nessa direção. Para tal, vamos nos valer do cálculo da

derivada das funções Φ$k .

Lema 3.3.1. Para todo y ∈ (0, 1) e α ∈ Z>0 vale

|( f1 ◦ f α
0 )
′(y)| =

[
w(α)

y(1− y)

]
·
[

1− w(α)

σ

]
onde f α

0 (y) = 1− w(α)

σ
.

Demonstração. Note que f1 ◦ f α
0 (y) = w(α). Como y = 0, 1 ⇒ f α

0 (y) = 0, 1, respec-

tivamente. Temos que w(α) = 0 (respectivamente w(α) = σ) se, e somente se, y = 1

(respectivamente y = 0). Por isso, w(α) ∈ (0, σ). Da definição de f1 temos

|( f1 ◦ f α
0 )
′(y)| = σ|( f α

0 )
′(y)|. (3.5)

Pelas equações (3.1) e (3.2) e pela definição de f α
0 (y) temos

|( f α
0 )
′(y)| = e−α

y2 ( f α
0 (y))

2 =
e−α

y2

(
1− w(α)

σ

)2

(3.6)

e

f α
0 (y) = 1− w(α)

σ
=

1
1− (1− 1/y)e−α

.

Daí,

1− (1− 1/y)e−α =
1

1− w(α)/σ
⇒ y− 1

y
e−α = 1− 1

1− w(α)/σ
.

Por isso,

e−α =

(
y

y− 1

)(
1− 1

1− w(α)/σ

)
Substituindo e−α na equação (3.6) temos

|( f α
0 )
′(y)| =

∣∣∣∣∣ 1
y2

(
y

y− 1

)(
1− 1

1− w(α)/σ

)(
1− w(α)

σ

)2
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣w(α)

σ

(
y

y(y− 1)

)(
−1

1− w(α)/σ

)(
1− w(α)

σ

)2
∣∣∣∣∣

=
1
σ

(
w(α)

y(1− y)

)(
1− w(α)

σ

)
(3.7)

Substituindo (3.7) em (3.5) obtemos o lema. �
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Tome uma sequência (xn)n ∈ Σ+
11, de forma que ela seja a concatenação de blocos

do tipo (0, . . . , 0, 1), com os 1’s ocorrendo nas posições ki’s.

(xn) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
α1 zeros

,

k1︷︸︸︷
1 , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

α2 zeros

,

k2︷︸︸︷
1 , . . . , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

αi zeros

,

ki︷︸︸︷
1 , . . .)

Chame y ∈ (0, 1) de w0 e considere a seguinte construção

f α1
0 (w0) = 1− w1

σ ⇒ f1 ◦ f α1
0 (w0) = w1 ⇒ Φ$k1

(w0) = w1

f α2
0 (w1) = 1− w2

σ ⇒ f1 ◦ f α2
0 ◦ f1 ◦ f α1

0 (w0) = w2 ⇒ Φ$k2
(w0) = w2

...

f αi
0 (wi−1) = 1− wi

σ ⇒ ( f1 ◦ f αi
0 ) ◦ · · · ◦ ( f1 ◦ f α1

0 )(w0) = wi ⇒ Φ$ki
(w0) = wi

Note que wi ∈ (0, σ) para todo i. Pelo Lema (3.3.1) e a regra da cadeia

Φ′$ki
(y) = ( f1 ◦ f αi

0 )′(wi−1) · ( f1 ◦ f αi−1
0 )′(wi−2) · . . . · ( f1 ◦ f α2

0 )′(w1) · ( f1 ◦ f α1
0 )′(w0)

=

(
wi

wi−1(1− wi−1)

)(
1− wi

σ

)
. . .
(

w1

w0(1− w0)

)(
1− w1

σ

)
=

wi(1− wi/σ)

w0(1− w0)

i−1

∏
j=1

1− wj/σ

1− wj
. (3.8)

Observação 3.3.2. A função q(x) = x(1− x) é crescente em (−∞, 1/2].

Figura 3.2:

Lema 3.3.3. Seja uma sequência (in)n ∈ Σ+
11 com infinitos 1’s. Assuma que i0 = 1 e denote

por n0, n1, n2, . . . as sucessivas posições do número 1 em (in)n começando no segundo número

1. Então existe C > 0 e uma sequência de números reais positivos (δj)j≥0 tais que valem as

seguintes afirmações:

1. C depende somente de n0.
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2. Cada δj depende somente das posições ni’s, com i ≤ j, e pertencem ao intervalo [0, σ].

3. Para cada i > 0 e todo y ∈ [0, 1],

|Φ′$ni
(y)| ≤ C

i−1

∏
j=1

1− δj/σ

1− δj
.

Demonstração. Seja $′ o bloco de (in)n começando no primeiro e terminando no se-

gundo símbolo 1. Denote por N = n0 o tamanho do bloco $′ e (i′n)n a sequência obtida

a partir de (in)n pela remoção do bloco $′. Pela regra da cadeia, segue que para todo

k > N e y ∈ [0, 1],

Φ′$k
(y) = Φ′$′

(k−N)
(Φ$N(y)) ·Φ′$N

(y) (3.9)

Considere A = max{|Φ′$N
(ξ)|; ξ ∈ I}. Dessa forma, A depende somente de n0.

Tome w0 = Φ$N(y) e wj = Φ$′nj−N
(w0). Observe que Φ$N(I) ⊂ (0, σ] 4

Definimos

δ0 = min Φ$N(I) e δj = min Φ$′nj−N
([δ0, σ]) < σ.

Evidentemente, cada δj ∈ [0, σ] e depende somente dos n′is, com i ≤ j.

Das definições de wj e δj, segue que σ > w0 = Φ$N(y) ≥ δ0, pois y ∈ I e δ0 =

min Φ$N(I). Da mesma forma σ > w1 = Φ$′n1−N
(w0) ≥ min Φ$′n1−N

([δ0, σ]) = δ1.

Indutivamente, para todo j vale 1/3 > σ > wj ≥ δj. Pela Observação (3.3.2), isto

implica que δ0(1− δ0) ≤ w0(1− w0), ou seja,

1
δ0(1− δ0)

≥ 1
w0(1− w0)

.

Pela equação (3.8) temos

|Φ′$′ni−N
(w0)| =

wi(1− wi/σ)

w0(1− w0)

i−1

∏
j=1

1− wj/σ

1− wj
.

Observe que cada fator do produto é estritamente menor que 1.5 Além disso, ele é

4Note que f α
0 (σ)→ 1 quando α→ ∞, daí 0 < Φ$N (0) < σ. Além disso Φ$N (1) = σ e Φ$N é crescente

em I.
50 < σ < 1⇒ 1/σ > 1⇒ wj · 1/σ > wj ⇒ −wj · 1/σ < −wj ⇒ 1− wj/σ < 1− wj ⇒

0 <
1− wj/σ

1− wj
< 1
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uma função decrescente de wj ∈ [0, σ].6 Por isso,

|Φ′$′ni−N
(w0)| =

wi(1− wi/σ)

w0(1− w0)

i−1

∏
j=1

1− wj/σ

1− wj

≤ 1
3δ0(1− δ0)

i−1

∏
j=1

1− δj/σ

1− δj
(3.10)

Substituindo (3.10) em (3.9) vem

|Φ′$ni
(y)| = |Φ′$′

(ni−N)
(w0)||Φ′$N

(y)|

≤ 1
3δ0(1− δ0)

i−1

∏
j=1

1− δj/σ

1− δj
· A

Portanto, tomando C = A/(3δ0(1− δ0)), notamos que C depende somente de n0.

Isto conclui a prova do lema. �

Seja S = {1, . . . , d}Z o conjunto das sequências de d símbolos. Uma sequência

(xn)n ∈ S é dita recorrente se dado qualquer bloco [xi, . . . , xj], ele aparece infinitas

vezes ao longo de (xn)n.

Lema 3.3.4. Seja (in)n ∈ Σ+
11 uma sequência recorrente para o deslocamento com i0 = 1.

Então existe um número real a ∈ (0, 1) e uma sequência crescente (mj)j≥0 tal que para todo

y ∈ [0, 1],

|Φ′$mj
(y)| ≤ C · aj,

onde C é obtido de (in)n como no Lema (3.3.3).

Demonstração. Pela recorrência de (in)n, ela possui infinitos 1’s. Logo, podemos aplicar

o Lema (3.3.3), bem como nos valer de suas notações.

Como cada fator do produto no Lema (3.3.3) é estritamente menor que 1, é sufici-

ente mostrar que existem infinitos fatores limitados por cima de um número estrita-

mente menor que 1. Equivalentemente, basta mostrarmos que, para infinitos valores

de j, os δj correspondentes estão uniformemente afastados de zero. 7

6Seja g : [0, σ] → R definida por g(wj) =
1− wj/σ

1− wj
. Então g′(wj) =

−1/σ + 1
(1− wj)2 < 0. Logo, g é

decrescente.
7Observe que

1− δj/σ

1− δj
= κ ⇒ σ − δj = σκ − δjκσ ⇒ δj =

1− κ

1/σ− κ
. Assim, se 0 < β ≤ δj,

então β ≤ 1− κ

1/σ− κ
⇒ β − βκσ ≤ σ − κσ ⇒ κ(σ − βσ) ≤ σ − β ⇒ κ ≤ 1− β/σ

1− β
< 1. Portanto,

1− δj/σ

1− δj
≤ 1− β/σ

1− β
< 1.
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Note que o primeiro bloco de (i′n)n é composto de n1 − 1 zeros e um 1. Isto implica

que Φ$′n1−N
[0, σ] ⊂ [ f1 ◦ f n1−1

0 (σ), σ], daí δ1 > f1 ◦ f n1−1
0 (σ). Pela recorrência de (i′n)n,

segue que este bloco aparece infinitas vezes. Logo, para cada tempo j que ele aparece,

usando o mesmo argumento, concluimos que δj+1 ∈ [ f1 ◦ f n1−1
0 (σ), σ]. Portanto,

|Φ′$mj
(y)| ≤ C

j

∏
k=1

1− δk/σ

1− δk
≤ C · aj,

onde o valor de cada fator do produtório é tomado sobre a sequência de aparecimento

do bloco [0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n1 zeros

, 1] e a =
1− f1 ◦ f n1−1

0 /σ

1− f1 ◦ f n1−1
0

. �

Para cada bloco $ = (i0, . . . , ik), associamos o cilindro definido por

[$] = [i0, . . . , ik] = {x ∈ Λ; Fj(x) ∈ Rij , para j = 0, . . . , k} =
k⋂

j=0

F−j(Rij) ∩Λ.

Observe que cada cilindro é fechado e aberto em Λ. Com efeito, pela continuidade

de F, segue que F−j(Rij) é fechado para cada j = 0, . . . , k, logo a interseção na definição

é um conjunto fechado. Por outro lado,

[$]c = [ĩ0, . . . , ik] ∪ [i0, ĩ1 . . . , ik] ∪ . . . ∪ [i0, . . . , ĩk−1, ik] ∪ [i0, . . . , ĩk],

onde iq 6= ĩq para q = 0, 1, . . . , k. Note que podem existir cilindros vazios, bem como

existir um cilindro que contenha um outro presente na união. De qualquer forma,

usando o mesmo argumento acima, cada cilindro é fechado, logo a união acima tam-

bém é fechada. Portanto, [$] é aberto em Λ.

Dizemos que um ponto X tem frequência positiva no conjunto A ⊂ Λ se

γ = γ(X, A) := lim inf
n→∞

1
n

#{Fj(X) ∈ A; 0 ≤ j < n} > 0.

Definição 3.3.5. Seja b um número negativo. Um ponto X é dito b-contrativo se

lim inf
n→∞

1
n

log |DFn(X)|Ec | ≤ b < 0.

Na verdade, a hipótese de recorrência da sequência (in)n no Lema (3.3.4) não é

necessária, bastaria supor que um k-bloco da forma

(1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k zeros

, 1),

com k fixo, aparece infinitas vezes em (in)n. Sabendo disso, o próximo lema é uma

ferramenta fundamental na demonstração do Teorema Principal 1.
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Lema 3.3.6. Seja l um inteiro positivo. Para todo X ∈ Λ com frequência positiva γ > 0 para o

l-bloco θ = (1, 0, . . . , 0, 1), existe um número real a ∈ (0, 1), dependendo apenas de l, tal que

X é (γ log a)-contrativo.

Demonstração. Tome l um inteiro positivo e considere X com frequência γ > 0 para

o l-bloco θ = (1, 0, . . . , 0, 1). Seja ι(X)+ o itinerário positivo de X. Pelo Lema (3.3.4), a

constante C = C(X) depende do primeiro bloco de ι(X)+ o qual termina no segundo

símbolo 1. A sequência (mj)j é a sequência de aparecimento do bloco θ. Consequente-

mente, existe a ∈ (0, 1), dependendo somente do comprimento do cilindro θ, tal que,

para todo n satisfazendo Fn(X) ∈ θ,

|DFn+(l+1)(X)|Ec | ≤ C(X) · a

no de vezes que θ apareceu até o tempo n︷ ︸︸ ︷
#{Fj(X) ∈ θ; 0 ≤ j ≤ n}. (3.11)

Aplicando logarítmos e tomando lim inf em (3.11), segue que

lim inf
n→∞

1
n

log |DFn+(l+1)(X)|Ec | ≤ lim inf
n→∞

1
n

log[C(X) · a#{Fj(X)∈θ; 0≤j≤n}]

= lim inf
n→∞

1
n
[log C(X) + #{Fj(X) ∈ θ; 0 ≤ j ≤ n} log a]

= log a · lim inf
n→∞

1
n

#{Fj(X) ∈ θ; 0 ≤ j ≤ n}

= γ log a < 0.

�

Observação 3.3.7. Seja X um ponto recorrente diferente de Q e P, então ele visita infi-

nitas vezes R1. De fato, pela semi-conjugação, se X visita R1 apenas um número finito

de vezes, então existe k tal que ςk(ι(X)) = (0, 0, 0, . . .). Portanto, tomando n ≥ k e

fazendo n → ∞, concluimos que X converge para um ponto fixo, logo não pode ser

recorrente.

Vamos dar algumas de definições que serão úteis para as demonstrações subse-

quentes.

Definição 3.3.8. Dadas µ e ν medidas no espaço mensurável (X,X ).

• Dizemos que ν é absolutamente contínua em relação a µ se para todo E mensurável

tal que µ(E) = 0, então ν(E) = 0. Denotamos por ν� µ
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• Dizemos que ν é mutuamente singular em relação a µ se existem mensuráveis dis-

juntos E e F tais que X = E ∪ F e µ(E) = 0 e ν(F) = 0. Denotamos por

µ ⊥ ν

Definição 3.3.9. Se X é um espaço topológico e µ uma medida na σ-álgebra de Borel

de X. O suporte da medida µ é o conjunto dos pontos x ∈ X tais que µ(V) > 0 para

toda vizinhança V de x. Denotamos tal conjunto por suppµ.

Note que suppµ é fechado. Mais ainda, ele é o menor fechado de medida total.

Exemplo 3.3.10. Tome {q1, q2, . . .} uma enumeração de Q. Considere A a σ-álgebra de

Borel em R e defina µ por:

µ(E) = ∑
qi∈E

1
2i .

Observe que µ está bem definida, visto que a série é limitada. Mais também,

µ(Q) = ∑
qi∈Q

1
2i = 1.

Por outro lado, a medida de Lebesgue de Q é nula. Portanto, µ não é absolutamente

contínua com relação à medida de Lebesgue. Além disso, o suporte de µ é a reta inteira,

pois a medida de qualquer aberto da reta é positiva pela densidade de Q em R.

Agora estamos aptos a provar nosso Teorema Principal 1.

Demonstração.

(1) - Seja X ∈ Λ um ponto recorrente para F diferente de P e Q. Vamos conside-

rar a sequência ι(X)+. Pela Observação (3.3.7), ι(X)+ contém infinitos símbolos 1 e é

recorrente em Σ11. Consequentemente, pelo Lema (3.3.4) temos,

lim inf
n→∞

1
n

log |DFn(X)|Ec | = lim inf
j→∞

1
j

log |DFmj(X)|Ec |

= lim inf
j→∞

1
j

log |Φ′$mj
(X|Ec )|

≤ lim inf
j→∞

1
j

log(C · aj)

= lim inf
j→∞

1
j
[log(C) + log(aj)]

= lim inf
j→∞

1
j
· j log a < 0.
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Quando X = P, vale o seguinte

DFn(P)|Ec =
n−1

∏
i=0

DF ◦ Fi(P)|Ec

=
n−1

∏
i=0

DF(P)|Ec

= (DF(P)|Ec )
n

= ( f ′(1))n = e−n.

Portanto,

lim inf
n→∞

1
n

log |DFn(P)|Ec | = lim inf
n→∞

1
n

log e−n = −1.

Para concluir o item (1) do Teorema resta provar que toda medida de probabilidade

ergódica F-invariante µ diferente de δQ tem expoente de Lyapunov negativo na direção

central. Vamos considerar dois casos.

• Se µ(R1) = 0

Note que o suporte de µ está em R0. Com efeito, pelo fato de R0 ∩ R1 = ∅ segue

que

1 = µ(R0) + µ(R1) = µ(R0).

Se existisse p ∈ suppµ tal que p /∈ R0, então poderíamos encontrar uma vizinhança

Vp de p com µ(Vp) > 0 tal que Vp ∩ R0 = ∅, pois R0 é fechado. De R0 ⊂ Vc
p , segue que

µ(R0) ≤ µ(Vc
p) < 1,

o que contradiz µ(R0) = 1.

Por invariância,

µ(F−j(R0)) = µ(R0) = 1 ∀j ≥ 1, onde F−j(R0) = {x ∈ Λ; Fj(x) ∈ R0}.

Defina B =
⋂
j≥0

F−j(R0), entao µ(B) = 1. Note que B = [0, 0, 0, . . .] e é fechado. Conse-

quentemente,

suppµ ⊂ [0, 0, 0, . . .] ⊂ R0.

Observe que [0, 0, 0, . . .] é o conjunto [0, 1] × [0, 1] × {0} e como todo ponto em

[0, 0, 0, . . .]\[0, 1]× {0} × {0} é atraído para P, segue que o cilindro [0, 0, 0, . . .] admite

somente duas probabilidades ergódicas F-invariantes, a saber δP e δQ. Por isso, µ deve
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ser igual a δP. Para esta medida temos

λc
δP

=
∫

log |DF|Ec |dδP = log |DF(P)|Ec |

= log | f ′(1)| = −1.

• Se µ(R1) > 0

Afirmamos que µ é singular com δP e δQ. De fato, seja E = {Q}. Pela ergodicidade

de µ, τ(E, x) = µ(E) µ-qtp x ∈ Λ. Por outro lado, para todo ponto x ∈ R1, vale

τ(E, x) = 0. Como µ(R1) > 0, segue que µ(E) = 0. De maneira análoga, provamos

que µ é singular com δP, basta tomar E = {P}.

Dado o k-bloco

θk = [1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k zeros

, 1],

existe ε > 0 e l ∈ N tal que µ([θl]) > ε. Com efeito, considere θ∞ = [1, 0, 0, . . .] e

observe que

R1 = [1] = θ∞ ∪
∞⋃

k=1

[θk].

Como não existem pontos recorrentes em θ∞, o Teorema de Recorrência de Poincaré

(1.1.5) diz que µ(θ∞) = 0. Por isso, sendo µ(R1) > 0, deve existir ε > 0 e um l-bloco

θl = [1, 0, . . . , 0, 1] tal que µ([θl]) > ε.

Como
1
n

#{Fj(x) ∈ θl; 0 ≤ j < n} = 1
n

n−1

∑
j=0

χθl(Fj(x)),

o Teorema de Birkhoff (1.2.2) e a ergodicidade de µ garantem a existência de um con-

junto B1 ⊂ Λ com µ(B1) = 1 tal que, para todo x ∈ B1

lim
n→∞

1
n

n−1

∑
j=0

χθl(Fj(x)) =
∫

χθl dµ

= µ([θl]) > ε.

Logo, γ(x, θl) = µ([θl]) > ε > 0 para todo x ∈ B1. Por outro lado, novamente pela

ergodicidade de µ, existe B2 ⊂ Λ com µ(B2) = 1 tal que, o expoente de Lyapunov na

direção central está bem definido e é igual a λc
µ. Tomando x ∈ B1 ∩ B2, o Lema (3.3.6)

garante a existência de um número real a ∈ (0, 1) tal que

λc
µ ≤ µ([θl]) · log a < 0.
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Isto finaliza a demonstração do item (1) do Teorema.

(2) - Se µk(R1) = 0 para infinitos valores de k, então λc
µk

possui uma subsequên-

cia constante igual a 1 ou igual a -1, o que contradiz o fato de que λc
µk
→ 0. Daí,

µk(R1) = 0 para, no máximo, um número finito de valores de k, os quais, sem perda

de generalidade, podem ser ignorados. Assim, suponhamos que µk(R1) > 0 para todo

k. Logo, µk é singular com δP e δQ. Tome um l-bloco θl = [1, 0, . . . , 0, 1]. Afirmamos

que limk→∞ µk([θl]) = 0. De fato, desprezando os j’s tais que µj([θl]) = 0, podemos

assumir que µk([θl]) > 0 para todo k. Pelo Lema (3.3.6), existe a = a(l) ∈ (0, 1) tal que,

λc
µk
≤ µk([θl]) · log a < 0.

Tomando o limite em k, segue que limk→∞ µk([θl]) = 0.

Como [θl] é aberto e fechado em Λ, segue que para qualquer ponto de acumulação

µ 8 de (µk)k na topologia fraca* vale

µ([θl]) = µ([θl]) = µ(int[θl]) + µ(∂[θl]) = µ([θl]) + µ(∂[θl])⇒ µ(∂[θl]) = 0.

Pelo Lema (1.1.9),

µkj([θl])→ µ([θl])⇒ µ([θl]) = 0.

Como l é arbitrário, segue que µ([θl]) = 0 para todo l ∈ N. Consequentemente,

µ([0, 0, . . .]) = 1. Por isso µ = αδQ + (1− α)δP, para algum α ∈ [0, 1].

Como log |DF|Ec | é contínua,

λc
µkj

=
∫

log |DF|Ec |dµkj →
∫

log |DF|Ec |dµ = λc
µ.

Por hipótese λc
µk
→ 0, daí

0 =
∫

log |DF|Ec |dµ =
∫

log |DF|Ec |d(αδQ + (1− α)δP) = αλc
δQ

+ (1− α)λc
δP

.

Uma vez que, λc
δQ

= 1 9 e λc
δP

= −1, devemos ter α = 1/2. Como µ é qualquer,

segue que µk admite um único ponto de acumulação na topologia fraca*. Por isso,

µk →
1
2

δQ +
1
2

δP.

Caso contrário, existiria V ⊂ M1(Λ) vizinhança de 1/2(δQ + δP) tal que µk /∈ V para

infinitos valores de k. Como M1(Λ) é compacto, existiria um ponto de acumulação

8Um tal ponto existe poisM1(Λ) é espaço métrico compacto.
9λc

δQ
=
∫

log |DF|Ec |dδQ = log |DF(Q)|Ec | = log | f ′(0)| = log e = 1
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diferente de
1
2
(δQ + δP). �

Observação 3.3.11. De fato, é possível construir uma sequência de medidas µk tal que

λc
µk
→ 0. Veja Remark 5 de Leplaideur et al. [16].

3.4 Prova do Teorema Principal 2

Nesta seção vamos começar a estudar o problema da existência de estados de equilíbrio

de um potencial qualquer. Em nosso caso, responderemos de maneira afirmativa a tal

pergunta. Mais ainda, garantiremos a existência de um residual no qual os potenciais

admitem único estado de equilíbrio.

Para cada X = (xs, xc, xu) ∈ Λ, a Variedade Central de X, denotada por Wc(X), é o

conjunto de pontos da forma (xs, y, xu), com y ∈ I. Observe que todos os pontos em

Wc(X) possuem a mesma imagem pela aplicação ι.

Lema 3.4.1. Seja X um ponto recorrente por F diferente de P e Q. Então

Λ ∩Wc(X) = {X}.

Demonstração.

Seja ι(X) = (in)n ∈ Σ11. Pela Observação (3.3.7), ι(X) possui infinitos 1’s, por isso

podemos substituir X por algum iterado futuro e assumir que i0 = 1. Como antes, $k

denota o bloco (i0, . . . , ik) e (i+n )n a sequência unilateral de (in)n.

O bloco (i0, i1, . . .) começa com a concatenação dos blocos $n0 e $′n1−n0
. Pela re-

corrência de (in)n, sabemos que o bloco $n0$′n1−n0
aparece infinitas vezes na sequência

(. . . , i−2, i−1, i0).

Considere uma sequência decrescente de inteiros k j → −∞ tal que, k j− k j+1 > n1 e

ςkj((in)) coincide com (in) nas posições 0, 1, . . . , n1. Note que, por construção, ikj = 1.

Para todo j tome a sequência (ikj , ikj+1, ikj+2, . . .). Pelo Lema (3.3.3), existe C =

C(j) dependendo apenas de n0. A sequência (mj) do Lema (3.3.4) é a sequência de

aparecimento do bloco $′n1−n0
. Consequentemente, o Lema (3.3.4) diz que para todo j

e todo y ∈ [0, 1] vale

|Φ′[(ikj
,ikj+1,...,i−1)]

(y)| ≤ C · aj. (3.12)
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Seja Lj ⊂ I a imagem do intervalo I pela aplicação Φ[(ikj
,...,i−1)]

. Observe que todos

os pontos em Λ∩Wc(X) têm suas coordenadas centrais pertencentes à intersecção dos

Lj, j > 0. A expressão (3.12) diz que o diâmetro de Lj converge para zero à medida que

j tende para o infinito.10 Como I é compacto e Φ[(ikj
,...,i−1)]

é contínua, segue que cada

Lj é compacto. Além disso, todos são não-vazios e vale Lj+1 ⊂ Lj. 11 Portanto,
⋂

j Lj

contém apenas um ponto. Isto conclui a demonstração do lema. �

Uma consequência imediata do Lema (3.4.1) é que toda curva central contida em

Λ não pode conter pontos recorrentes. De fato, seja α uma curva central contida em

Λ e X ∈ α. Note que, α ⊂ Wc(X), daí Λ ∩ α ⊂ Λ ∩Wc(X). Se X é recorrente, então

Λ ∩Wc(X) = {X}. Isto contradiz α estar inteiramente contida em Λ.

A partir de agora, nosso objetivo será mostrar que a função entropia µ 7→ hµ(F)

é semicontínua superiormente (scs). Tal fato implicará diretamente na existência de

estados de equilíbrio para qualquer potencial. Para isso, vamos construir uma partição

geradora com diâmetro pequeno para cada medida µ.

Lema 3.4.2. Seja µ uma probabilidade F-invariante em Λ. Então toda partição P de Λ com

diâmetro menor que 1/2 é geradora para µ.

Demonstração.

Seja P uma partição de Λ com diâmetro menor que 1/2 e denote por P(X) o

elemento da partição que contém X. Para cada n positivo, tome

Pn
−n(X) =

n⋂
j=−n

F−j(P(Fj(X))).

Defina P+∞
−∞ (X) como sendo a interseção de todos os Pn

−n(X). Assim, é suficiente

mostrar que P+∞
−∞ (X) = {X} para µ-qtp X ∈ Λ.12 Para tal, vamos considerar o con-

junto dos pontos recorrentes em Λ por F, uma vez que o mesmo possui medida total.13

10diam Lj = sup{|x− y|; x, y ∈ Lj} = sup{|Φ′[(ikj
,...,i−1)]

(ξ)||x̃− ỹ|; x̃, ỹ, ξ ∈ I} ≤

C · aj sup{|x̃− ỹ|; x̃, ỹ ∈ I} = C · aj
j→∞

// 0.

11Para todo j vale fikj−1
◦ . . . ◦ fikj+1

(I) ⊂ I. Portanto, Lj+1 = Φ[(ikj+1
,...,i−1)]

= fi−1 ◦ . . . ◦ fikj
◦ fikj−1

◦
. . . ◦ fikj+1

(I) ⊂ fi−1 ◦ . . . ◦ fikj
(I) = Φ[(ikj

,...,i−1)]
= Lj

12Isto significa que lim
n→∞

diamPn
−n(X) = 0 µ-qtp, logo P é geradora (ver Mañé [18], pág. 13).

13Sendo Λ é compacto, admite base enumerável de abertos. Portanto, pela versão topológica do
Teorema de Recorrência de Poincaré, o conjunto dos pontos recorrentes por F é de medida total.
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Se X é recorrente, o mesmo acontece com ι(X) = (in) em Σ11. Se a sequência

(in) possui pelo menos um símbolo 1, então ela contém uma infinidade deles. Como

P+∞
−∞ (X) ⊂ Λ, segue que P+∞

−∞ (X) ∩Wc(X) ⊂ Λ ∩Wc(X).

Pelo Lema (3.4.1), concluimos que o único ponto na variedade central de X que

acompanha sua órbita tanto no passado como no futuro, no sentido de pertencer aos

mesmos elementos da partição, é o próprio X, isto é, P+∞
−∞ (X) ∩Wc(X) = {X}. Além

disso, a hiperbolicidade uniforme nas outras duas direções implica P+∞
−∞ (X) = {X}.

Por outro lado, se (in) não possui qualquer símbolo 1, então X deve estar no con-

junto [0, 1]× [0, 1]× {0}. Por isso, X = P ou X = Q. Se X = Q, então para qualquer

ponto Y ∈ (Q, P] vale limn→∞ Fn(Y) = P. Consequentemente,
∞⋂

j=−∞

F−j(P(Q)) ∩ [Q, P] = {Q}.

Novamente pela hiperbolicidade uniforme nas outras direções, segue que

P+∞
−∞ (Q) = {Q}.

Se X = P, então para cada Y ∈ [Q, P) vale limn→∞ F−n(Y) = Q. De forma análoga,

P+∞
−∞ (P) = {P}.

Isto completa a demonstração do lema. �

Considere (M,A, f , µ) um sistema dinâmico com M métrico compacto e f contínua.

Em [6], Bowen provou que

Proposição 3.4.3. Suponha que para algum ε > 0 temos hµ( f , P) = hµ( f ), sempre que µ é

uma probabilidade f -invariante e diam(P) < ε. Então todo φ ∈ C0(M) tem um estado de

equilíbrio.

Para provar esta proposição, Bowen mostrou que, com estas hipóteses, a função

µ 7→ hµ( f ) é scs, pois isto implica diretamente que a função µ 7→ hµ( f ) +
∫

φdµ tam-

bém o é. Como o conjunto das medidas de probabilidade f -invariantes é fechado na

topologia fraca* (logo, compacto), segue que todo potencial admite estado de equilí-

brio.

Como consequência imediata do Lema (3.4.2) e do Teorema de Kolmogorov-Sinai

(2.1.5) temos

hµ(F, P) = hµ(F).
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Isto significa que nosso modelo satisfaz as hipóteses da Proposição (3.4.3). Portanto,

todo potencial em Λ admite estado de equilíbrio.

Observação 3.4.4. A entropia topológica de F é finita. Primeiramente, observe que

Hµ(Pn) ≤ ∑n−1
j=0 Hµ(F−j(P)) = ∑n−1

j=0 Hµ(P) = nHµ(P). Isto nos diz que, hµ(F, P) ≤

Hµ(P). Podemos tomar P geradora e com entropia finita. Para ver isto, considere

{U1, . . . , Un} cobertura finita de Λ (pois Λ é compacto) com diâmetro menor que 1/2.

Fazendo Vj = Uj\(U1 ∪ · · · ∪Uj−1), com j = 1, 2, . . . , n e U0 = ∅, tome Pj = Vj ∩Λ. É

claro que P = {Pj ; j = 1, . . . , n} é uma partição com entropia finita de Λ. Além disso,

o Lema (3.4.2) garante que P é geradora. Dessa forma, do exposto acima, existe µ tal

que htop(F) = hµ(F) = hµ(F, P) ≤ Hµ(P) < ∞.

Pelo Corolário da Proposição 13 (capítulo 8) de Lima [17], segue que Λ é metrizável.

Note que C0(Λ) é Banach e separável, uma vez que Λ é métrico compacto. Além disso,

a função pressão é convexa, pois htop(F) < ∞. Assim, o Teorema de Mazur (2.3.5)

garante a existência de um residual R ⊂ C0(Λ) tal que P(F, φ) é derivável em todo

φ ∈ R. Portanto, dos comentários feitos no fim do capítulo anterior e da Proposição

(3.4.3), segue que todo φ ∈ R admite um único estado de equilíbrio. Isto conclui a

demonstração Teorema Principal 2.

3.5 Prova do Teorema Principal 3

Pela seção anterior, qualquer potencial em C0(Λ) admite pelo menos um estado de

equilíbrio e em um conjunto residual eles são únicos. Em particular, cada elemento

da família de potenciais φt = t log |DF|Ec | admite pelo menos um estado de equilíbrio.

Todavia, é válido perguntar se existem valores de t para os quais esses estados são

únicos? Se existem valores de t para os quais todos os estados de equilíbrio são iguais

a uma única medida? Como vimos, o Teorema Principal 3 responde a tais perguntas.

Passemos à sua demonstração.

Vamos denotar por P(t) a pressão topológica do potencial φt = t log |DF|Ec |. Note

que a função t 7→ P(t) é convexa, logo contínua em R, pois htop(F) < ∞.

Observação 3.5.1. A entropia topológica de F é maior que zero. De fato, considere a

matriz de transição A de Σ11:

A =

 1 1

1 0

 .



59

Note que γ1 = (1 −
√

5)/2 e γ2 = (1 +
√

5)/2 são os autovalores de A. Assim,

htop(ς) = log γ2 > 0. Pela semi-conjugação ι e como Λ é fechado F-invariante, segue

que htop(F) ≥ htop(F|Λ) ≥ htop(ς) > 0.

Considere o seguinte conjunto,

T = {ξ > 0; ∀t ∈ [0, ξ) vale P(t) > t}.

Por continuidade, o conjunto T é não vazio, pois P(0) = htop(F) > 0. 14 Defina

t0 := sup T ≤ ∞.

Lema 3.5.2. Para t ∈ [0, t0), qualquer estado de equilíbrio µt de φt é singular com respeito a

δQ.

Demonstração.

Por contradição, assumamos que µt({Q}) > 0, para algum t ∈ [0, t0). Pelo Teo-

rema de Decomposição de Medidas (ver Walters [30]), existe p ∈ [0, 1] e medidas de

probabilidades F-invariantes η e ν tais que µt = pη + (1− p)ν, η � δQ e ν ⊥ δQ.

Como δQ é ergódica, o Lema (1.2.8) diz que η = δQ. Assim,

µt({Q}) = p δQ({Q})︸ ︷︷ ︸
= 1

+(1− p)

= 0, pois ν⊥δQ︷ ︸︸ ︷
ν({Q})

= p.

Ou seja, µt = µt({Q})δQ + (1− µt({Q}))ν. Pela equação (3.3) segue que∫
φtdδQ = φt(Q)

= t log |DF(Q)|Ec |

= t log | f ′(0)|

= t log e = t.

14Se f , g : X ⊂ R→ R são contínuas no ponto a e f (a) > g(a), então existe δ > 0 tal que f (x) > g(x)
para todo x ∈ X e |x− a| < δ
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Uma vez que a entropia métrica é afim (Proposição (2.1.7)), temos

P(t) = hµt(F) +
∫

φtdµt

= hµt({Q})δQ+(1−µt({Q}))ν(F) +
∫

φtd(µt({Q})δQ + (1− µt({Q}))ν)

= µt({Q})
= 0︷ ︸︸ ︷

hδQ(F) +(1− µt({Q}))hν(F) +

+µt({Q})

= t︷ ︸︸ ︷∫
φtdδQ +(1− µt({Q}))

∫
φtdν

= µt({Q})t + (1− µt({Q}))
(

hν(F) +
∫

φtdν

)
< µt({Q})P(t) + (1− µt({Q}))

(
hν(F) +

∫
φtdν

)
.

Daí,

(1− µt({Q}))P(t) < (1− µt({Q}))
(

hν(F) +
∫

φtdν

)
.

Se µt({Q}) = 1, então 0 < 0. Contradição! Se µt({Q}) < 1, então P(t) < (hν(F) +
∫

φtdν).

Isto contradiz o Princípio Variacional (2.3.1). �

Corolário 3.5.3. Dado t ∈ [0, t0) e µt qualquer estado de equilíbrio de φt. Então

λc
µt
=
∫

log |DF|Ec |dµt < 0.

Demonstração. Seja (νt,P) a decomposição ergódica de µt. Assim,

µt =
∫

νt,P dµ̂(P).

Considere a seguinte função não-negativa P 7→ νt,P({Q}). Uma vez que µt({Q}) =

0, pois µt é singular com δQ, segue que∫
νt,P({Q})dµ̂(P) = 0.

Isto implica que νt,P({Q}) = 0 para µ̂-quase todo P ∈ P , ou seja, νt,P 6= δQ. Logo,

o Teorema Principal 1 diz que para esses valores de P temos
∫

log |DF|Ec |dνt,P < 0.

Portanto,

λc
µt
=
∫

log |DF|Ec |dµt =
∫

P

(∫
log |DF|Ec |dνt,P

)
dµ̂(P) < 0.

�
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Lema 3.5.4. A função P é decrescente em [0, t0).

Demonstração. Seja t < t′ em [0, t0). Tome µt e µt′ estados de equilíbrio de φt e φt′ .

Então,

P(t′) = hµt′ (F) + t′λc
µt′

= hµt′ (F) + tλc
µt′

+ (t′ − t)λc
µt′

≤ P(t) + (t′ − t) · λc
µt′

< P(t).

A última desigualdade é consequência do Corolário (3.5.3). �

Lema 3.5.5. t0 é um número real positivo.

Demonstração.

O Lema (3.5.4) implica que P(t) é menor que htop(F) em [0, t0). Por outro lado,

como

hδQ(F) +
∫

φtδQ = t.

Isto significa que P(t) é maior ou igual a t. Por isso, t ≤ P(t) < P(0) = htop(F). To-

mando o limite em t, segue que t0 ≤ htop(F) < ∞. �

Observe que o que fizemos foi provar o item (1) do Teorema Principal 3. Agora,

vamos mostrar que δQ e qualquer ponto de acumulação da sequência µt, com t ↗ t0,

são estados de equilíbrio de φt0 .

Note que P(t0) = t0,15 por isso δQ é um estado de equilíbrio de φt0 .16 Tome µt

estado de equilíbrio de φt, para t↗ t0, e considere µ ponto de acumulação de µt. Pelo

Princípio Variacional (2.3.1),

hµt(F) = P(t)− t
∫

log |DF|Ec |dµt.

Tomando o limite ao longo da subsequência tk tal que µtk → µ, segue que

P(tk)→ P(t0)

15Se P(t0) > t0, então pela continuidade de P, existe ε > 0 tal que para todo t̃ ∈ (t0 − ε, t0 + ε) vale
P(t̃) > t̃. Isto contradiz a definição de t0.
16hδQ(F) +

∫
φt0 dδQ = t0, isto é, δQ realiza o supremo.
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e

tk

∫
log |DF|Ec |dµtk → t0

∫
log |DF|Ec |dµ.

Daí, hµtk
(F) converge. Pela semi-continuidade da entropia

hµ(F) ≥ lim sup
tk→t0

hµtk
(F).

Consequentemente

P(t0) = lim sup
tk→t0

(
hµtk

(F) + tk

∫
log |DF|Ec |dµtk

)
≤ lim sup

tk→t0

hµtk
(F) + lim sup

tk→t0

tk

∫
log |DF|Ec |dµtk

≤ hµ(F) + t0

∫
log |DF|Ec |dµ

≤ P(t0),

isto é, µ é estado de equilíbrio de φt0 . Além disso, a continuidade de log |DF|Ec | implica∫
log |DF|Ec |dµ = lim

tk→t0

∫
log |DF|Ec |dµt︸ ︷︷ ︸

< 0, pelo Corolário (3.5.3)

≤ 0,

por isso µ é diferente de δQ (ver Walters [30], teorema 6.2). O que prova o item (2).

Por fim, demonstraremos o item (3).

Tome t > t0 e µt qualquer estado de equilíbrio para φt. Observe que

t ≤ P(t) = hµt(F) + tλc
µt

= hµt(F) + t0λc
µt
+ (t− t0)λ

c
µt

≤ P(t0)︸ ︷︷ ︸
= t0

+(t− t0)λ
c
µt

.

Assim, (t− t0) ≤ (t− t0)λ
c
µt

. Isto implica que λc
µt
≥ 1. Por isso, considerando mais

uma vez a decomposição ergódica (νt,P) de µt temos

λc
µt
=
∫

P

(∫
log |DF|Ec |dνt,P

)
dµ̂(P) ≥ 1.

Defina A = {P ∈P ; νt,P = δQ} e B = {P ∈P ; νt,P 6= δQ}. Daí∫
P

(∫
log |DF|Ec |dνt,P

)
dµ̂(P) =

∫
A

(∫
log |DF|Ec |dνt,P

)
︸ ︷︷ ︸

= 1

dµ̂(P)

+
∫

B

(∫
log |DF|Ec |dνt,P

)
︸ ︷︷ ︸

< 0, pelo T.P. 1

dµ̂(P).
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Note que a primeira integral é igual a µ̂(A). Se µ̂(B) > 0, então

λc
µt
=
∫

P

(∫
log |DF|Ec |dνt,P

)
dµ̂(P) < µ̂(A) < 1,

Contradição! Logo, νt,P = δQ para µ̂-quase todo P ∈P . Assim,

µt =
∫

νt,P dµ̂(P) = δQ.

Como µt é qualquer, isto significa que δQ é o único estado de equilíbrio de φt para

t > t0. Mais também, P(t) = t para todo t > t0. Isto completa a prova do Teorema

Principal 3.

O comportamento gráfico de P(t) pode ser visto na Figura (3.3).

Figura 3.3: Aplicação t 7→ P(t)
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