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RESUMO

A partir das ferraduras parcialmente hiperbodlicas definidas em Diaz et al. [11],
vamos mostrar que toda medida ergddica possui expoentes de Lyapunov diferentes
de zero. Obteremos a existéncia de estados de equilibrio para todo potencial. Além
disso, provamos a existéncia de uma transi¢do de fase para a familia de potenciais

¢r = tlog|DF,.|.

Palavras-chave: Ergodicidade, Expoentes de Lyapunov, Estados de Equilibrio.



ABSTRACT

From partially hyperbolic horseshoes defined in Diaz et al. [11], we show that every
ergodic measure has non-zero Lyapunov exponents. We obtain the existence of equili-
brium states for any potential. Moreover, we prove the existence of a phase transition

to the family of potential ¢: = tlog|DF_.|.

Keywords: Ergodicity, Lyapunov Exponents, Equilibrium States. .
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INTRODUCAO

Na teoria dos Sistemas Dindmicos normalmente consideramos trés tipos de siste-
mas: os topoldgicos, os mensuraveis e os diferencidveis. Mas também, busca-se, de
certo modo, uma forma de correlacionar ambos os contextos. Por exemplo, a hiperbo-
licidade é um 6timo meio de interagdo. No ambito conservativo, Oxtoby e Ulam [23]
provaram a existéncia de um residual de sistemas ergédicos no mundo dos homeo-
morfismos conservativos em uma variedade riemanniana compacta.

Em corroboragdo, para um sistema f : X — X onde pedimos o minimo de regula-
ridade (f é pelo menos continua e X um espago métrico compacto), tomemos hiop (f)
e o conjunto M (X, f). Uma pergunta interessante é: existe p € M (X, f) tal que
hu(f) = hop(f)? Mais geralmente, dada ¢ : X — R continua (chamada potencial),
existe y satisfazendo

m(f) + [ g = sup ){hu(f)+/¢d1/}?

My(X,f

Estas medidas, se existirem, recebem o nome de estados de equilibrio. Tais perguntas
sdo motivadas pelo Principio Variacional (teorema (2.3.1)), provado por Walters em sua
forma mais geral. Vale ressaltar que o mesmo faz o elo entre uma grandeza puramente
topolégica (a pressdo) e grandezas de cardter mensuravel (entropia métrica).

Esta pergunta juntamente com a unicidade de tais medidas, ainda hoje, é tema de
inimeras pesquisas. Por exemplo, Diaz et al. [10] mostraram que se f é um difeo-
morfismo tal que restrito a um compacto admitindo decomposi¢do dominada possui
entropia expansiva, entdo toda ¢ possui estado de equilibrio. Em outro trabalho, Buzzi
et al. [9] construiram um aberto de difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos tais que,
para ¢ = 0, existem e sdo tinicos os estados de equilibrio. Além destes, Bowen [6] pro-
vou que se A; C M é uma peca bésica de um C!-difeomorfismo Axioma A f : M — M
e ¢ : A\; = R é potencial Holder, entdo existe um tnico estado de equilibrio, o qual é
ergodico.

Um ponto importante nessa linha de pesquisa é encontrar situagdes onde a existén-

cia e/ou a unicidade de tais estados falha. Os primeiros contra-exemplos de inexis-
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téncias foram dados por Misiurewicz [19] e Gurevic¢ [13]. Além deles, podemos citar
Buzzi [8], onde o mesmo mostrou que para qualquer variedade de dimensdo maior do
que ou igual a 2 e qualquer 1 < r < oo, sempre existe um difeomorfismo f de classe
C" com hyop(f) < oo tal que ndo existe estado de equilibrio para ¢ = 0. O problema da
unicidade é um dos pontos abordados nesta dissertacao.

Nosso objetivo é apresentar propriedades ergddicas para a familia de difeomorfis-
mos parcialmente hiperbdlicos definida por Diaz, Horita, Rios e Sambarino em [11],
cuja dire¢do central é uni-dimensional. Vamos dar uma breve exposi¢do do que sera
tratado neste trabalho.

No capitulo 1 trataremos dos principais conceitos da Teoria Ergddica que dardo
suporte aos capitulos subsequentes. Definiremos uma topologia no conjunto das me-
didas de probabilidade sobre um dado conjunto com o intuito de conceder meios para
garantir convergéncia entre medidas. Comentaremos sobre condi¢des suficientes para
a existéncia de medida de probabilidade invariante para um dado sistema. Por fim,
apresentaremos o famoso Teorema Ergédico de Birkhoff e definiremos ergodicidade
em um sistema dinamico.

No capitulo 2 exploraremos os fundamentos de um dos conceitos mais importan-
tes de toda Teoria Ergddica, a entropia. Mostraremos as duas principais defini¢des:
do ponto de vista métrico e do topolégico. Destacamos ainda o Principio Variacional,
um grande teorema que junta ambos os conceitos de entropia. Por fim, abordaremos
algumas propriedades tteis dos estados de equilibrio.

Para finalizar este trabalho vamos tomar posse de toda a estrutura definida em [11]
e demonstrar vérias propriedades ergddicas da familia de difeomorfismos. A saber,
mostraremos que toda medida ergédica é hiperbdlica. Além disso, provando que a
aplicagdo y +— hy(f) + [ ¢du &, para todo potencial ¢, semicontinua superiormente,
garantiremos a existéncia de estados de equilibrio. Por fim, voltando nossas atengdes
para a familia de potenciais ¢ = tlog |DF_ |, mostramos o aparecimento de uma tran-
sicdo de fase no seguinte sentido: existe 0 < tp < oo tal que para t = f( existe mais de

um estado de equilibrio e para t > t( existe e é tinico o estado de equilibrio.
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Capitulo 1
PRELIMINARES EM TEORIA ERGODICA

Neste capitulo mostraremos os principais pontos da Teoria Ergédica que serdo uti-
lizados no decorrer deste trabalho. Para maiores detalhes veja Marié [18], Oliveira [20],

Oliveira e Viana [21] e Walters [30].
1.1 Medidas Invariantes

O comportamento dindmico das transformagdes que deixam invariante uma certa me-
dida é o principal foco da Teoria Ergédica. Para tal, considere (X, X, u) e (Y,),v)

espacos de medida !.

Definicdo 1.1.1. Uma transformagéo f : X — Y ¢é dita mensurdvel se f~1(Y) C X.
Além disso, dizemos que f preserva medida se u(f~*(E)) = v(E) VE € .

Na defini¢do acima, se tomarmos f : X — X e valer u(f '(E)) = u(E), entdo
dizemos que f preserva a medida p.

Na prética, verificar que uma transformacdo preserva medida usando a defini¢do
nem sempre é uma tarefa simples, todavia se encontrarmos uma 4lgebra geradora de Y
e mostrarmos que vale a igualdade para cada elemento da algebra, entdo a igualdade
vale em toda a o-dlgebra. Além disso, a proposi¢do abaixo é uma maneira alternativa
de ver se uma transformacao preserva uma medida. Para a demonstragdo veja Oliveira

e Viana [21].

Proposicao 1.1.2. Seja f : X — X uma transformagio mensurdvel e y uma medida em X.

Entdo f preserva u se, e somente se,

/4>du = /stfdu

para toda fungdo p-integrdvel ¢ : X — R.

1Um espago de medida é uma tripla (A, A,7) onde, A é um conjunto qualquer, A é uma c-algebra de
subconjuntos de A e i1 é uma fun¢do ndo-negativa (medida) definida sobre A.
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Na verdade, se f preserva medida, entdo f” := fo---o f preserva medida para

m vezes

todom > 1.

Exemplo 1.1.3. (Expansdo decimal) A fungdo ¢ : [0,1] — [0,1] definida por g(x) =
10x — [10x], onde [10x] é o maior inteiro menor que ou igual a 10x, preserva a medida

de Lebesgue (veja se¢do 1.3.1 de Oliveira e Viana [21]).

Exemplo 1.1.4. (Deslocamento de Bernoulli) Seja (X, X', v) um espago de probabili-
dade. Considere M = XN, munido da o-dlgebra produto M = XN e da medida
produto u = vN. Isto é, M é o conjunto das sequéncias (x,),cN com x, € X para todo

n, M é a o-dlgebra gerada pelos cilindros?
[mIAWI/ . /An] = {(xn)TIGN : xj € A] paru m S ] S n}/

onde m < n e cada Aj é um elemento de X e a medida y em cada cilindro é dada por
n
u(lm; Am, ..., Au)) = Hv(Aj).
j=m

O sistema formado pela aplicagdo ¢ : M — M definida por ¢((xn)n) = (Xn+1)n
juntamente com a medida y é chamado deslocamento de Bernoulli.
Note que ¢ Y [m; Am, ..., An]) = [m+1; Ay, ..., Ay, ou seja, a pré-imagem de um

cilindro ainda é um cilindro. Assim, ¢ é mensuravel. Além disso,

w(c Y (1 Amy - An])) = v(Am) - v(An) = u([m; Am, . .., Aul).

Pela o-aditividade de p, a relagdo acima vale em todos os elementos da dlgebra gera-

dora de M. Dai, o mesmo vale em M. Portanto, u é invariante por g.

Na préxima se¢do vamos estudar o conceito de ergodicidade e veremos que ambas
as aplicagdes dos exemplos acima sdo ergddicas para as medidas citadas.

Quando existe uma medida finita invariante para um sistema dinamico, ela for-
nece informagdes relevantes para o sistema. Nessa linha, o Teorema de Recorréncia de

Poincaré garante um fendmeno interessante.

Teorema 1.1.5. (Recorréncia de Poincaré) Sejam f : X — X uma transformagio mensu-
rdvel e y uma medida finita f-invariante. Considere E C X mensurdvel de medida positiva.

Entdo para p-qtp x € E existem infinitos valores de n para os quais f"(x) também estd em E.

De outra forma, a familia F das unides finitas de cilindros disjuntos dois-a-dois ¢ uma algebra cuja
o-élgebra gerada por ela coincide, a menos de medida nula, com M.
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Vamos apresentar um esbog¢o da demonstracgdo deste teorema. Defina
Eo=E\ | F(E).
jeN
Note que Ejy é mensurdvel e que todas as pré-imagens de Ej sdo disjuntas duas-a duas.
Assim, como y é finita e invariante, concluimos que y(Egp) = 0. Agora, se F é o conjunto
dos pontos de E que regressam a E apenas um ntmero finito de vezes, entdo F C
Uo f ~J(Ep). Assim, u(F) = 0. Daf segue a conclusdo do teorema.

Nas mesmas condi¢des acima e supondo que X admite base enumeravel de abertos,
entdo yu-qtp x € X é recorrente. Este resultado é conhecido como a versdo topolédgica
do Teorema de Recorréncia de Poincaré.

A hipétese de finitude da medida ndo pode ser removida, por exemplo, a medida
de Lebesgue (infinita) em R é preservada por h(x) = x + 1, mas nenhum ponto é
recorrente.

A partir de agora, vamos trabalhar somente com medidas finitas, mais expecifica-
mente, medidas de probabilidade, uma vez que toda medida finita pode ser transfor-
mada em uma probabilidade. Denotaremos por M (X) as probabilidades em X e por
M (X, f) as invariantes por uma transformacéo f. E claro que se u,v € Mi(X, f),
entdo ap + (1 —a)v € My(X, f) Yo € (0,1). Isto significa que M; (X, f) é convexo.

Em tal ambiente surge a seguinte pergunta, em que condi¢des podemos garantir a
existéncia de medidas invariantes? O Teorema de Krylov-Bogoliubov déa essas condi-
¢oes. Todavia, primeiramente iremos estabelecer uma topologia em M (X).

Quando (X, X) 2 é espago métrico compacto e mensurdvel, o Teorema 6.2 de Wal-
ters [30] juntamente com o Teorema da Representagdo de Riesz garantem que M;(X)
pode ser identificado com um subconjunto convexo da bola unitaria de C%(X)*. Nes-

sas condi¢des, podemos induzir uma topologia em M (X) a partir da topologia fraca*

de CO(X)*.

Definicdo 1.1.6. A topologia fraca* em M (X) é a topologia menos fina na qual todas as
aplicagdes y — [ ¢pdu (¢ € C°(X)) sdo continuas. Uma base para esta topologia é dada
pela colecdo de todos os subconjuntos da forma V(u; ¢y, ..., ¢u;€) = {v € M1(X) :
| [ ¢idv — [ idp| <eV1<i<n} ondepc Mi(X),n>1,¢ €C(X)ee>0.

3X ¢ a g-dlgebra de Borel.
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Uma consequéncia imediata do teorema 6.2 de Walters [30] é que esta topologia é
Hausdorff.
Sendo C°(X) separdvel, existe uma sequéncia (¢, ), densa na bola unitéria de C°(X)

(veja Lima [17], cap. 8, prop. 5). Defina

/‘Pnd,”_/fpndV

A fungédo definida acima é uma métrica em M (X). Com efeito, como sup |¢,| < 1

> 1
d(p,v) = Z o
n=1

Vn, segue que a soma acima ¢é limitada por 2, portanto a fungdo d estd bem definida.
Observe que todas as condi¢des da defini¢do de distancia sdo elementares com exce¢do
de d(u,v) = 0= u = v, todavia como as ¢;s sdo densas na bola unitaria de C°(X), a
hipotese implica que [ ¢pdu = [ ¢pdv para toda ¢ na bola unitéria de C?(X). Sendo toda
funcdo continua um multiplo de um elemento da bola unitéria, segue que [ ¢du =

[ ¢dv para toda ¢ continua. Portanto, novamente pelo teorema 6.2 de Walters [30],
H=uv.

Proposicao 1.1.7. A topologia gerada pela métrica d coincide com a topologia fraca®.

Demonstragio. Para cada ¢, vale | [ pudy — [ ¢pdv| < 2"d(p,v). Assim, a aplicagdo
i [ ppdy é continua em (M;(X),d) para todo n. Argumentando de forma andloga
ao que foi feito acima, concluimos que para toda ¢ € C°(X) a aplicacdo y — [ ¢pdu
é continua em (M1(X),d). Dai, todo aberto na topologia fraca* estd contido em um
aberto gerado pela distancia d. Reciprocamente, seja U um aberto na topologia da
métrica. Tome p € U, logo existe e, > 0 tal que B(y,e,) = {v € My(X) :d(p,v) <
ey} C U. Escolha k(g,) € N tal que

e tome

Assim, para toda v € V(u; ¢, ... s Pre,) ;0,), onde as ¢/s pertencem ao subconjunto



15

enumeravel denso, temos

k(eu)

1
dv) = L o |[entn— [outv)+ X | [ gudu— [ udv
n=1 n=k(e;)+1
kley) 1 ad 2su
P |Pn]
n=1 n=k(e;)+1

Porisso, V(i; 1, - ., Pr(e,)i ou) C B(p, &) C U. Como i € arbitraria, segue que

uc U V(“l/l;(Pl,...,(Pk(Sy);tsy).
uel

Isto completa a demonstracao. |

O lema abaixo caracteriza a convergéncia de medidas nesta topologia.

Lema 1.1.8. Uma sequéncia (jin)neN converge para uma medida p € Mq(X) na topologia

/ Ppdpn — / pdp

para toda fungio continua ¢ : X — R.

fraca* se, e somente se,

E facil ver que x — 6y, onde 6y é a medida de Dirac 4 no ponto x, é continua. Além
disso, o proximo lema também é uma boa forma de caracterizar a convergéncia nessa

topologia.
Lema 1.1.9. Tome (uy,) convergindo para y na topologia fraca*. Entdo:

1. limsup u,(K) < u(K) para todo K fechado em X.

n—o00

2. lirginf un(U) > u(U) para todo U aberto em X.
n—oo

Em particular, se a fronteira de A tem medida zero, temos que limy, o pin(A) = u(A).

A prova pode ser encontrada em Oliveira [20], mas vamos apresentar o argumento
da parte final. De 1(dA) = 0 temos que u(A)= u(A) = u(A). Assim, limsup p,(A) <
limsup p,(A) < u(A) = u(A) = u(A)< liminf p,(A)< liminf u, (A). Dai, u,(A) —
H(A).

*A medida 6, : X — [0, 0] é definida por 6,(E) = 1,se x € Ee dx(E) =0sex ¢ E.
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Teorema 1.1.10. A topologia fraca* torna My (X) um espago métrico compacto.

A demonstragdo desse teorema pode ser encontrada em Oliveira e Viana [21] teo-
rema 2.1.5 e Walters [30] teorema 6.5.
Vamos considerar f continua, assim f~!(X) C X. Logo, podemos definir o se-

guinte operador

fo o Mi(X) — My(X)
v — fwv(E) :==v(f1(E)).
Para este operador vale [ ¢df,v = [ ¢ o fdv paratoda ¢ : X — R continua.

Lema 1.1.11. Se f é continua, entdo f. é continua e afim.

Demonstragido. Considere ¢ continua e v, — v na topologia fraca*. Entdo f.v, — f.v,
pois
/4>df*vn — /¢ofdvn - /<pofdv — /<pdf*v.

Tome p,v € M1(X) ea € [0,1], entdo

felap+ Q=) (E) = ap(f~H(E)) + (1 —a)v(f~(E))
= afip(E) + (1 —a)fev(E)
= (afip+ (1 —a)fv)(E),

para todo E C &'. O que mostra que f, é afim. n

Assim, encontrar uma medida invariante por f é equivalente a encontrar um ponto

fixo de f., pois f«u(E) = u(E) se, e somente se, u(f*(E)) = u(E) VE C X.

Teorema 1.1.12. (de Schauder-Tychonoff) Seja F : V — V uma transformagio continua
num espago vetorial topoldgico V. Suponha que exista um compacto convexo K C V tal que

F(K) C K. Entdo F(v) = v para algum v € K.

Portanto, como consequéncia imediata do exposto acima e do Teorema de Schauder-

Tychonoff temos

Teorema 1.1.13. (de Krylov-Bogoliubov) Seja f : X — X uma aplicagio continua no
espago métrico compacto X. Entdo existe pelo menos uma medida de probabilidade em X inva-

riante por f.
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Em particular, pelo Teorema de Recorréncia de Poincaré (versdo topolégica), exis-
tem pontos recorrentes. Note que nenhuma das hipéteses do teorema podem ser reti-

radas.

Exemplo 1.1.14. Seja ¢ : (0,1] — (0,1] continua definida por ¢(x) = x/2. Como
todo ponto de (0, 1] converge para zero, o Teorema de Recorréncia de Poincaré garante
a inexisténcia de medidas invariantes. Por outro lado, tomando g : [0,1] — [0,1]
decontinua definida por g(x) = x/2 se x # 0 e g(0) = 1. Novamente por Poincaré,
se existir, a medida invariante deve ser §;. Todavia, tomando o mensurédvel E = {0}

segue que éy ndo é invariante por f.

Proposic¢do 1.1.15. O conjunto My (X, f) é fechado na topologia fraca*. Consequentemente é

compacto.

Demonstragido. Seja y um ponto aderente a M7 (X, f). Temos que mostrar que para
toda ¢ continua vale [¢dy = [¢o fdu. Ora, pela continuidade do operador f, e

tomando y, — p na topologia fraca* segue que

/4>0de = /<l>df*u
= lim/(j)df*yn

n—o00

= lim/(])ofdyn

n—o00

= lim /(,bdyn

n—o00

= /cpdy.

Portanto, p € M;(X, f). |

1.2 O Teorema Ergédico de Birkhotf e Ergodicidade

A ergodicidade em uma transformacdo mensuravel funciona como a transitividade
para transformagdes topoldgicas, isto €, se a transitividade implica na impossibilidade
de quebra na andlise do sistema (existéncia de uma 6rbita densa), da mesma forma, a
ergodicidade equivale a dizer que a dinamica do sistema, do ponto de vista mensura-
vel, é indivisivel (todo conjunto invariante tem medida zero ou total). Veremos que as

medidas ergddicas estruturam a medidas invariantes assim como os niimeros primos
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constroem os nimeros inteiros (o Teorema da Decomposicio Ergddica). Também apresen-
taremos o Teorema Ergddico de Birkhoff, uma ferramenta chave em Teoria Ergédica e
que junto com a ergodicidade fornecem grandes resultados.

Vamos considerar (X, X', u) espago de medida e f : X — X transformag¢do mensu-
ravel que preserva .

Dada uma fung¢ao mensurédvel ¢ : X — IR, dizemos que ¢ é invariante por f se
¢ o f(x) = ¢(x) para u-qtp. Em geral, ¢ o fi(x) = ¢(x) Vj > 1 e quase todo ponto x.
Um conjunto E C X é dito invariante se f "1 (E) = E a menos de medida nula, ou seja,
H(EAFI(E)) = 0.

Considere E C X' f-invariante, entdo E° da mesma forma é f-invariante. Conse-
quentemente, se 0 < u(E) < 1, poderemos restringuir o estudo do sistema pelas
transformagdes f|. e f| .. Isto nos coloca na busca por transformagdes que ndo po-
dem ser quebradas da forma acima, isto é, sistemas com dindamica indecomponivel.

Tal ambiente nos leva a defini¢do de ergodicidade.

Defini¢do 1.2.1. Uma medida de probabilidade y invariante por f : X — X é dita

ergddica para f se para todo conjunto mensuravel E f-invariante vale u(E) € {0,1}.

Chamamos o tempo médio de visita de x ao conjunto mensurével E o valor

n—1 .
w(E,x) = lim #{0<j<n: f(x) €E} = lim Y xe(f(x))
j=0

sempre que o limite existir.
O teorema de Birkhoff garante que esse limite existe para p-qtp. Além disso, se a
transformac@o é ergddica, vale T(E,x) = u(E) u-qtp. Na verdade, Birkhoff vai mais

longe.

Teorema 1.2.2. (Erg6dico de Birkhoff) Seja (X, X', ) um espago de probabilidade e f :
X — X uma transformagdo mensurdvel preservando y. Dada qualquer fungio integrdvel
¢ : X = R, olimite
) = Jim 2T 0712
n—eon =

existe e P(f(x)) = P(x) para u-gtp x € X. Além disso, ¢ é integrivel e vale

/ pdp = / pdp.
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Para uma prova deste Teorema veja Mafié [18]. No caso em que f é ergddica vale

qS(X)=/<PdV p—qtp xeX

Exemplo 1.2.3. A expansdo decimal é ergddica para a medida de Lebesgue (veja Oli-

veira e Viana [21]).

Exemplo 1.2.4. A rotacio R = R, : S — S! dada por x — x + a(mod 1) (« irracional)
do circulo unitario é ergédica para a medida de Lebesgue m. Com efeito, é claro que
m é R-invariante °. Seja A C S! invariante com medida positiva e € > 0. Tome x € A
ponto de densidade. Entdo existe 6 > 0 tal que 26 < eem(ANI) > (1 —e€)m(I), onde
L8 << o pois (15, ) =
5 > 1. Coma A é invariante, m(A NR"(I)) > (1 —e)m(R"(I)) para todo n € IN.

I = (x—0,x+ ). Note que existe k € IN tal que

eAfirmacdo: Existem ny,...,n; tais que R™(I) N R"(I) = @ para todoi # je
m(UiR"(I)) = (1 —e).

De fato, se d é a distancia em S! ¢, como a érbita de x é densa em S!, existem
ni,...,ng tais que d(x + ma, £) < & — 6, parai = 1,...,k. Note que 5 —6 > 0
pela escolha de k. Daf, d(x + na, x + nja) > d(%, 1) —d(x +mu, £) — d(x + nja, Iy >
% - 2(2%( — &) = 20. Isto implica que R"(I) N R"(I) = @ para todo i # j. Além disso,
m(U;R™ (1)) = Y; R"(I) = 2ké > (1 — €). Isto prova a afirmagéo.

Da afirmagdo segue que

m(A) > m(AN{JR"(I)) =m(JANR"(I)) =) m(ANR"(I))
: i i

> (1—€)Zm(Rni() (1—¢€)m UR”

1
> (1—€)(1—e).
Fazendo € — 0, concluimos que m(A) = 1.

Proposicao 1.2.5. Seja u uma probabilidade invariante de uma transformagio mensurdvel

f: X — X. Entdo (f,u) é ergddico se, e somente se,
hm Z u(f7(A)NB) = p(A)u(B),

para quaisquer A e B mensurdveis.

5 A prova deste fato é andloga a feita no Exemplo 1.2.12.
®A distancia d é definida por d(x,y) := min{|x —y|,1— |x —y|}, x,y € S! =~ [0,1] /1.
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De fato, s6 precisamos mostrar o limite acima para quaisquer A e B mensuraveis

em alguma 4lgebra geradora da o-dlgebra de X.

Exemplo 1.2.6. O deslocamento de Bernoulli (g, i) é ergddico.

eAfirmacdo: Se B e C sdo unides finitas de cilindros dois-a-dois disjuntos, entdo

u(BNg(C)) = u(B)u(C)

para j suficientemente grande.

De fato, suponha que B e C sdo cilindros, isto é, B = [k; By, ..., B;] e C = [m; Cp, ..., Cyl.
Como antes, ¢ /(C) = [m+j;Cp,...,Ch] para todo j. Seja agora j > | —m, assim
BNg¢/(C) = [k;B,...,B;,X,...,X,Cm,...,Cy], onde X aparece m + j — | — 1 vezes.
Dai,

l
u(Bng =[Tv(B)1m-1~ 11—[1/ B)u(C).
j=k
Como p é finitamente aditiva a afirmagdo segue.

Da afirmacao temos

n—1 I—

m ) n—1
hmlzﬂ (BNg/(C) = lim % L HBNgT(C)+ ), u(BuC)
j= j=1 j=l-m+1
= dim((n—1) ~ (1~ m+ 1) + Du(B)(C)
= u(B)u(C),

para quaisquer B e C na &lgebra das unides finitas de cilindros dois-a-dois disjuntos.

Como esta algebra gera a o-dlgebra de M, o resultado segue da proposigéo.

Exemplo 1.2.7. Seja p é um ponto periédico de periodo k para uma transformacgdo
mensurdvel f : X — X, entdo a medida p, = (5, + Of(p) + -+ p1(y)) € invariante
e ergoddica. De fato, seja ¢ : X — R continua limitada, entdo

1k1

[ooran, = /4> f 3

T
—_

o f(f'(p))

= =
~
|
o

Il
= =
1=
<
—
e
—~
S
N—r
N—

‘\‘. .
|
—_

I
x|
™=

—
<
U
=
=

/ Pdoyi(p) =

~
I
—_
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Assim, i, é f-invariante. Considere E mensurével invariante, isto ¢, f 1 (E) = E. Dai,
f7I(E) = EVj > 1. Isto significa que, f/(p) € EVi = {0,...,k—1} ou fi(p) ¢ E
Vi ={0,...,k—1}. Dai, up(E) € {0,1}. Portanto, y, é ergédica.

O préximo lema é uma ferramenta ttil na demonstracdo da Proposigao (1.2.10) e
do Teorema Principal 3.

Lema1.2.8. Se i e v sdo probabilidades f-invariantes tais que y é ergddica e v é absolutamente

7

continua * com relagdo a y, entdo y = v.

Definigao 1.2.9. Seja C um conjunto convexo. Um ponto e € C é dito extremal se para
quaisquer e1,e; € Ctal quee = tey + (1 —t)ep et € [0,1] implica t € {0,1}, isto é, e

ndo pode ser escrito como combinagdo convexa de outros elementos de C.

Na secdo anterior vimos que o conjunto M; (X, f) é convexo, assim, podemos nos
perguntar onde se enquadram as medidas ergddicas f-invariantes dentro deste con-

junto. A resposta é dada pela proposigao abaixo.

Proposicao 1.2.10. Uma probabilidade invariante y é ergddica se, e somente se, é um ponto

extremal de My (X, f).

Observe que estamos estabelecendo caracteristicas das medidas ergédicas para uma
transformacdo f, todavia, uma pergunta natural é se realmente medidas ergédicas
existem? O préximo teorema nos dd uma condicdo suficiente para a existéncia das

mesmas.

Teorema 1.2.11. Seja f : X — X continua e X espago métrico compacto. Entdo existe pelo

menos uma medida ergédica em M1(X, f).

Demonstragdo. ~ Como X é métrico compacto, sabemos que podemos escolher (¢;);
subconjunto denso de C%(X). Fixe ¢; e considere a seguinte funcio
61 : Ml(X,f) — R
o [udy.
E claro que ¢; é continua na topologia fraca*. Logo, sendo M/ (X, f) compacto, existe,

pelo menos uma, v tal que

/(])1 dv = sup ¢1 dn.

neMy(X,f)

"Veja Definigao (3.3.8).
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Defina

Ky = {VEMl(X,f),’ /4)1 dv= sup 1 dﬂ}.

neEMy(X,f)
E facil ver que K; é fechado (logo compacto) e ndo-vazio.

Por indugdo, para j > 2 definimos

C] : Kj—l — R

noow— [¢dn.

K]‘: {VEK]‘_l; /(P] dv = sup (P] dﬂ}

1EKj1

Dessa forma, construimos uma sequéncia encaixada de compactos e ndo-vazios
Mi(X,f)DK1 DK D DKjD---

Consequentemente,

K:ﬂ@
]
¢ ndo-vazio.
Afirmamos que se u € K, entdo u é ergddica. Para isto, basta mostrarmos que u

é um ponto extremal. Suponha por absurdo que ¢ = apj + (1 — a)py para algum

0<a<leps,pr € Mi(X, f). Se mostrarmos que

/4’01#1:/47‘1#2

para toda fungdo ¢ : X — R continua estamos feitos, pois o teorema 6.2 de Walters [30]

garantiria que y; = p. Como (¢;); é densa em C°(X), é suficiente mostrar que

/(Pj dyy = /cpj dyy paratodo j.

Note que
/%ﬁu=w/%mn+ﬂ—ﬂf¢wm-

/4)1 du §max{/<pl dyl,/cpl dyz}.

Por outro lado, como y € K; segue que

Em particular,

[ovdu=sup [ ran=max{ [ gram, [ grdpaf.

neMi(X,f)
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Por isso,

/4’1dﬂ=/4’1dﬂlz/¢1dﬂz-

Isto significa que 1, y2 € K;. Assim, de maneira andloga, é possivel mostrar que para

/¢jdy=/¢jdﬂ1=/4’jdﬂz-

e pi1, p2 € K;. Isto completa a demonstragao. n

todo j > 1 vale

Exemplo 1.2.12. Seja o automorfismo linear f : T?> — T2 dado por f(x,y) = (x +y,y).
e Afirmacio: Seja 77 : R? — T? é a projecéo natural e m := 7, (Lebg:) a medida de

Lebesgue em T?, isto é, m(E) = Lebg2 (711 (E) N [0,1)?). Entdo m é f-invariante.
Basta provar que f.m(E) = m(E), onde E = A x B é um cubo em T2. Seja F : R? —

R? um levantamento de f, entdo 7t o F = f o 7t. Assim, chamando C = 7 '(A x B) =

C;1 x C; e usando o Teorema de Fubini (veja Bartle [2], teorema 10.10) temos &

fum(AxB) = m(f"Y(AxB))=Leb(m ' (f (A xB))NI0,1)?)
= Leb((fom) 1(AxB))N [0 1) ) — Leb((moF)"1(A x B))N[0,1)?)

= Leb(F Y(n}(AxB))N //XF ) (x, y)dxdy
1 /1
= [ ] Gxco B ypidy = /O /0 xe (x + y)xc, (y)dxdy

= [ ey [ e,y = 1eb(C1 —y) 1 10,1))leb(C21[0,1)
= leb(rgz'(A)N[0,1))leb(rgz' (B)N[0,1))

= Leb(n (A xB)NJ0,1)?)

= m(A X B).

Isto termina a prova da afirmacéao.

Agora defina H, = S! x {y}, com y € [0,1]. Note que H, ¢ invariante por f e a
restrigéo f| - H, — Hy é a rotagdo R,. Tome m, a medida de Lebesgue em H, e
observe que ela ¢ invariante por f| Hy (veja [21], secdo 1.3.3). Além disso, my, € ergddica

sempre que y é irracional (veja Exemplo 1.2.4). Dai, novamente pelo Teorema de Fubini

8Vamos denotar por Leb a medida de Lebesgue de IR? e por leb a medida de Lebesgue de RR.
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m(E) = /TzXE dm

L (feom)
= [ m(E) ay.

Como os racionais tem medida de Lebesgue nula, a igualdade nédo é afetada se consi-
derarmos a integral somente ao subconjunto dos valores irracionais de y. Isto nos diz

que m € uma combinagdo convexa ndo-enumeravel das medidas ergddicas m,,.

Na verdade, o fendmeno que ocorreu no Exemplo (1.2.12) é muito mais geral. Sabe-
mos que nenhum niimero primo pode ser escrito como o produto de niimeros primos
(ando ser a decomposicgao trivial), todavia, qualquer ntimero inteiro tem uma represen-
tacdo em fatores primos. Da mesma forma, pela Proposic¢do (1.2.10), as probabilidades
ergddicas sdo os pontos extremos de M (X, f). Assim estabeleceremos um poderoso
resultado que possui a mesma esséncia do Teorema Fundamental da Aritmética, antes
definimos alguns fatos.

Seja (X, X, 1) um espaco de probabilidade e & uma particio * de X em conjuntos
mensurdveis. Consideremos 77 : X — & a aplicagdo que leva todo x € X ao seu
respectivo elemento Z(x) € . Dizemos que P € & é mensuravel se 7~ 1(P) é

mensurével em X. Denotamos por X a o-dlgebra em & definida dessa forma. Uma

medida nesse novo espago mensuréavel é definida por 7., a qual denotaremos por ji.

Observagio 1.2.13. Observe que a defini¢do da o-dlgebra em & faz sentido, pois existem
parti¢des com subconjuntos P € & tais que 71~ 1(P) ndo é mensuravel. Com efeito,
considere R, a rotacio irracional de S! e tome B C S! escolhendo um tinico elemento
de cada 6rbita de R,. Como nédo existem pontos periddicos, B, = R%(B) (n € Z) séo
dois-a-dois disjuntos. Se B, e consequentemente B;;, for mensuravel temos

Y m(B)=Y_ m(By) =m(|] By) =m(S") =1.

nez nesz nez

Por outro lado, ndo existe nenhum ntmero real b = m(B) > 0 tal que Z b = 1. Logo,
nez
B ndo é mensurdvel. Considere agora a particio & de S! em pontos. Entdao B C & é

tal que 717! (B) é ndo-mensuravel em S'.

9Para definicao de partigdo veja inicio do préximo capitulo.
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Teorema 1.2.14. (da Decomposicdo Ergédica) Seja f : X — X mensurdvel no espago
métrico completo separdvel X e y uma probabilidade f-invariante. Entdo existe um conjunto
mensurdvel Xo C X com u(Xo) = 1, uma partigio & de Xy em subconjuntos mensurdoveis e

uma familia de probabilidades {yp; P € &} em X, satisfazendo:
1. up(P) =1 pi-quase todo P € &;
2. P~ up(E) é mensurdvel, para todo E € X;
3. up é f-invariante e ergodica ji-quase todo P € 2;
4. u(E) = [ up(E)dji(P), para todo E € X.
Note que para toda fun¢do mensuréavel e limitada ¢ : X — R vale

Joan=[ ([ odn)an)

Para ver isso, observe que pelo Teorema da Decomposi¢do Ergddica a expressdo acima
é verdadadeira para fungdes caracteristicas, logo, por linearidade, também vale para
fungoes simples. Como toda ¢ mensuravel limitada ndo-negativa pode ser aproximada
uniformemente por funcdes simples, o resultado segue do Teorema da Convergéncia

Dominada. O caso geral segue de ¢ = ¢ — ¢~ onde ¢, ¢~ > 0.
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Capitulo 2
ENTROPIA

Um dos grandes objetivos da matemaética é encontrar modelos que, mediante conju-
gacoes topolégicas, isomorfismos algébricos, etc, possam servir de base para o estudo
de estruturas gerais. Para tal fim, buscam-se invariantes que possam dizer quando dois
sistemas sdo (ou ndo) idénticos em um certo sentido. Mediante isso, Kolmogorov [15],
em 1958, e Sinai [28], em 1959, introduziram o conceito de entropia na Teoria Ergddica,
na tentativa de oferecer um novo invariante de equivaléncia ergédica. ! Esta nocdo
surgiu de perguntas como: os deslocamentos ¢ : {1,...,d —1}% — {1,...,d —1}%
e 0:{1,...,d}% — {1,...,d}? munidos da medida de Bernoulli sdo ergodicamente
equivalentes? Ornstein [22] utilizando o conceito de entropia deu uma resposta de-
finitiva para o problema acima. A entropia de Kolmogorov-Sinai é conhecida como
entropia métrica, uma vez que ela se vale de uma medida invariante para o sistema.
Basicamente, a entropia mede o grau de desordem das 6rbitas do sistema. Por outro
lado, quando o espago é compacto e a transformacdo é continua, Adler, Konheim e
McAndrew [1] definiram, em 1965, um conceito de entropia puramente topolégico. A
entropia topolégica mede a taxa de crescimento exponencial das érbitas que podem ser
diferenciadas dentro de uma certa precisdo. Esta ideia, é melhor vista quando nosso es-
paco, além de compacto, também é métrico. Nesse contexto, Bowen [4] deu uma nova
definicdo a qual vale em espagos ndo-compactos, mas que, restrita a compactos, é equi-
valente a dada em AKM [1]. Neste capitulo vamos definir e apresentar as principais
propriedades de ambas as entropias, bem como o resultado que relaciona ambos os
conceitos, a saber o Principio Variacional em sua forma mais geral, provada por Walters
[29] em 1975. Uma abordagem mais completa dos pontos tratados no capitulo pode

ser encontrada em Mané [18], Oliveira e Viana [21] e Walters [30].

!Para definigao de sistema ergodicamente equivalente veja, por exemplo, [21].



27

2.1 Entropia Métrica

Em toda se¢do vamos considerar (X, X, ;) um espago de probabilidade e f : X — X
uma transformagdo mensuravel que preserva ji.
Uma parti¢do de X é uma familia & = {P;; j € A} finita ou enumeréavel de sub-

conjuntos mensuréveis tais que

u(P;NP;) =0, sempre que i # |

y(X\ U P) =0.

Pez
Denotamos por & (x) o elemento da parti¢do que contém x € X.

A entropia da particdo & é dada por
Hy(2) = ), —u(P)logu(P),
Pecs
onde convencionamos que 0log0 = 0.

E facil ver que, se u é f-invariante, entdo H,(f " (%)) = H, (%) para toda parti-
¢do Z e todo m > 1. Pela concavidade da fun¢do ¢(x) = —xlogx e a desigualdade
de Jensen, segue que toda particdo finita tem entropia finita. A partir daqui, estare-
mos considerando apenas parti¢des (finitas ou enumeraveis) com entropia finita (veja

o Exemplo 9.1.4 em Oliveira e Viana [21] para um caso de H, (%) = co).

Exemplo 2.1.1. Considere X = {1,...,d} munido da c-algebra discreta 2X. Tome v
medida em 2% tal que v({i}) = p;. Isto significa que devemos ter _; p; = 1. Vamos
considerar em M = XN a particio & = {[0;1],...,[0;d]}, entdo

d
—p([0;]) log p([0;4]) = }_ —pilog pi.

=1 i=1

M-

H.(2) =

Dadas & e £ particdes, dizemos que & é menos fina que 2 se todo elemento de
2 estd contido em algum elemento de &7, a menos de medida nula. Denotamos por

& < 2. Considere uma familia enumerdvel de parti¢cdes &;, i > 1, definimos
\/gf’i:{ﬂpi: P, € P;paracadai} e ®:U<U9i>,
i i i=1

onde © ¢ a c-dlgebra gerada pela unido das #;’s. E facil ver que \/; & é a partigido

menos fina tal que &; < \/; &; para todo i.
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A partir de uma partigdo & de X, vamos denotar por " a partigdo da forma

\/}1:_01 () para cadan > 1. Assim,

n—1
2"(x) = () F(2(f(x)))
j=0

é o elemento de " que contém x € X. Quando f é invertivel, podemos definir
P, = \/;7:_},1 f71(2). Observe que conhecer &" é saber onde um ponto estd, onde
sua imagem estard e assim sucessivamente até o momento n — 1. Como 2" < 2"+,
entdo H,(2") < H,(2"™1). Além disso, um ponto importante é que a sequéncia
H, (&™) é subaditiva, isto dara sentido a proxima definigéo.

Definimos a entropia métrica da transformagdo f em relagdo a particio & por
.1 .
hy(f, 2) = lim —H,(2") = inf Hy (2").

Exemplo 2.1.2. Tomemos o deslocamento¢ : M — M,onde M = {1, ..., d}N, munido
da medida de bernoulli # = vN. Tomando a particio & = {[0;1],...,[0;d]}. Note
que ¢ "™(Z) = {[m;1],...,[m;d]} Vm > 1. Segue que " é a parti¢do em cilindros de

comprimento 7, isto €,

P = {ﬂ?z_olg_j(Pij) : Z] € {1,...,d}} = {[0;00,...,61,171] Daj € {1,...,d}}.

Como ) ; p; = 1, segue que

d
H,(7") = Y, —u([0;a1,...,a4])log u([0;a1,. .., au))
aq .,an:1
d
= ). —Pa Pa,108(pa Pay)
a1, An=
n d
= ). )Y —PaPa Paslogpg
]':1 ﬂl,...,ﬂn:1
n d d
= Z Z ~Pa; log Pa; Z Pay """ Paj_1Pajy - Pay
j=1 ajzl a1,...,aj_l,/zj+1,...,an:1
n d d d d d
— ZZ—pajlogpa] Z Z Z Zpal...paj—lpaj+l"'pan
j:1 {Z]':1 {11:1 tlj_lzl ll]'_H:l ap=1
n d d d d d
= Z Z _pﬂjlogpﬂj Z Pay - Z Pa;_, Z Pajq - Z Pay
jZl a]:1 a1:1 Ll]',1:1 61]'+1:1 ap=1
d d

n
Y. —pa;logpas, = —n)  pjlogp;.
j=1 Llj:l j=1
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Portanto,

1 3
hu(g, &) = hmEHy(@”) = Z;—pjlogp]-.
]:

Por fim, a entropia do sistema (f, u) é dada por

hy(f) = sup hu(f, 2),
Z

onde o supremo é tomado sobre todas a parti¢des com entropia finita. Esta defini¢cdo
ndo é afetada se tomarmos o supremo sobre todas as parti¢des finitas (veja Rokhlin [26]

§9 ou Oliveira e Viana [21] Exercicio 9.1.1).

Exemplo 2.1.3. Considere a medida y, definida no Exemplo (1.2.7). Note que esta
medida toma apenas um numero finito de valores. Consequentemente, a entropia
Hy,, () s6 toma um ntimero finito de valores para toda particio enumerével &. As-

sim, lim %Hyp(@”) = 0 para toda parti¢do &. Portanto, hy,(f) = 0.

Naturalmente, encontrar o valor da entropia via a defini¢do ndo é uma tarefa sim-
ples pelo fato de estarmos tratando de um supremo. Todavia, Kolmogorov e Sinai
deram um meio relativamente mais simples pelo qual podemos encontar a entropia de
um sistema.

Considere & partigdo com entropia finita e O a o-dlgebra gerada pela unido de
todas as parti¢des &#". Dizemos que & ¢ f-geradora se O = X a menos de medida

nula. Quando f € invertivel, 0 que muda € o fato de Oy ser a o-édlgebra gerada pela

n

unido das parti¢des &, fora isso, a defini¢do é a mesma.

Teorema 2.1.4. Seja ¥ < --- < P; < - -+ uma sequéncia nio-decrescente de particdes tal

que © = X a menos de medida nula. Entdo,

hu(f) = lignh,i(f, ;) = sup hy(f, 7).

Demonstracdo. Ver Oliveira e Viana [21]. |

Coroldrio 2.1.5. (Teorema de Kolmogorov-Sinai) Se & é f-geradora, entdo

h(f, 2) = hyu(f)-
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Demonstragio. Como " < 2" e h,(f, ?") = hu(f, 2) o resultado segue do
Teorema (2.1.4). |

E claro que o resultado continua vélido se f é invertivel.

Exemplo 2.1.6. A particdo & em cilindros do Exemplo (2.1.2) é g-geradora, portanto

d
hu(g) =) —pjlogp;.
=1

A préxima proposicdo e seus comentdrios nos dizem que a entropia é afim.

Proposicdo 2.1.7. Sejam p e v probabilidades invariantes por f. Entdo hy,y 1y, (f) =
thy(f) + (1 —t)h,(f) paratodo 0 < t < 1.

Em geral, para t € [0,1] vale hy, (1_p),(f) > thu(f) + (1 — H)hy(f). A igualdade

em todo [0,1] pode acontecer se 4 e v forem mutuamente singulares 3

ou se f for
continua e X métrico compacto. Para demonstra¢des veja Katok e Hasselblatt [14],
Oliveira e Viana [21] e Walters [30].

Como jé foi mencionado, o conceito de entropia foi introduzido com a finalidade de
diferenciar sistemas que ndo sdo ergodicamente equivalentes. O que estamos dizendo
é que dois sistemas ergodicamente equivalentes possuem a mesma entropia. A reci-
proca é falsa, pois, no caso das rota¢des do circulo com a medida de Lesbesgue, todas

tém entropia nula (Exemplo 2.2.2 + Teorema 2.3.1), todavia, uma rotagdo racional (ndo

ergddica) ndo pode ser ergodicamente equivalente a uma rotacao irracional (ergédica).
2.2 Entropia Topolégica

Como ja mencionado, AKM em [1] deram uma nova defini¢do de entropia como in-
variante para conjugacdes topolégicas baseados em Kolmogorov-Sinai. Esta definig¢ao
ndo se vale de qualquer medida. Aqui exploraremos tal defini¢do e apresentaremos
algumas propriedades. Vale ressaltar que Bowen [4] deu uma nova defini¢do de en-
tropia topoldgica para espacos métricos (ndo compactos). Aqui ndo abordaremos esta
defini¢cdo, mas a mesma pode ser encontrada muito bem redigida em Oliveira e Viana

[21] e Walters [30].

2Veja Lema 9.1.13 de Oliveira e Viana [21].
3Veja Definicao 3.3.8 a frente.
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Em toda secdo X é espaco topoldgico compacto e f : X — X é transformagdo
continua.

Dada « cobertura aberta de X temos

Defini¢do 2.2.1. Se N(«) denota o nimero de elementos da subcobertura de « com

menor cardinalidade, entdo o niumero H(«) = log N(«) é chamado entropia de w.

Tome uma outra cobertura aberta p de X. Similarmente como para parti¢des, « V
é uma cobertura de X formada pelas interse¢des dos elementos de & e B. Quando
todo elemento de f estd contido em algum elemento de &, dizemos que a é menos fina
que B, escrevemos & < f. Por continuidade, f /(«) é cobertura de X para todo j > 1.

Assim,
n—1 '
"=V )
j=0
é cobertura de X para todon > 1.
Pela subaditividade da sequéncia H(a") podemos definir a entropia topoléogica de

f com relagdo a @ como

h(f,x) = lim %H(zx”).

Por fim, a entropia topoldgica de f é definida como
hiop(f) = sup{h(f,a) : « é cobertura aberta de X}.

Exemplo 2.2.2. Sejam ¢ : S' — S! um homeomorfismo e a« uma cobertura finita de
S!. Denote por Ext(a) o conjunto formado pelos pontos extremos dos intervalos que

compdem «. Para cadan > 1,

Ext(a U g/ (Ext(w

E claro que #a" < #Ext(a") < n#Ext(a). Dai,
1 1 o 1
h(g,a) =lim —H(a") < limsup — log#a" < limsup —logn = 0.
non w N w N

Considere uma sequéncia de coberturas abertas «; de intervalos de comprimento me-
nor que 1/k. Como hiop(g) = lim h(g, ay) para qualquer sequéncia de coberturas aber-

tas ax com diam ap — 0.%, segue que hyop(g) = 0.

4Veja Proposigdo 10.1.9 de Oliveira e Viana [21].
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Exemplo 2.2.3. (Deslocamentos de Tipo Finito) Seja X = {1,...,d} e A = (Ajj)1<ij<d
uma matriz tal que A;; € {0,1} Vi, j € {1,...,d}. Dizemos que A é matriz de transicdo

se para todo i existe j tal que A;; = 1. Defina
a={(xn)n € XN: Ayx,x,,, = 1 paratodon € IN}.

Observe que X4 é fechado metrizédvel e para o deslocamento ¢ vale ¢(X4) C 4. O
deslocamento g4 : 4 — X4 é chamado deslocamento de tipo finito. Entdo hiop(ca) =
log A4, onde A 4 é 0 maior autovalor da matriz A. Para a demonstragado desse fato veja

a Proposicdo 10.2.4 de Oliveira e Viana [21].

O préximo teorema nos diz que a entropia topolégica é um invariante por conjuga-

¢des topoldgicas.

Teorema 2.2.4. Considere f : M — Me g : N — N transformagoes continuas nos compactos
M e N. Suponha que exista ¢ : M — N continua sobrejetora tal que ¢ o f = g o ¢. Entio

hiop(f) = hiop(g). Em particular, quando ¢ é homeomorfismo, vale a igualdade.

Demonstracio. Seja a uma cobertura aberta de N, entdo, pela continuidade de ¢, ¢! («)

é cobertura aberta de M. Tome Ey, Eq,...,E,_1 € «, dai
n—1 ' n—1 '
o NeTE)] = N ' (E))
j=0 j=0
n—1 ’
= e (E)).
j=0
Isto nos diz que ¢! (a") = (¢~ 1(a))". Pela sobrejetividade de ¢, segue que

H(lp™ (w)]") = H(¢~'(a")) = H(a")

para todo n > 1. Fazendo # ir para o infinito, i(f, ¢! (a)) = h(g,a). Agora tomando

o supremo sobre todas as coberturas o de N:

hiop(§) = sup h(g, a) = sup h(f, ¢~ (&) < iop(f)-

Se ¢ ¢ homeomorfismo, entdo ¢ o g = f o ¢~ 1. Logo, hiop(f) < hiop(g)- |
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2.3 Principio Variacional e Estados de Equilibrio

Em AKM [1] foi conjecturado que:

Se f : X — X é uma transformacdo continua num espago métrico compacto. Entao

hiop(f) = sup{hu(f) : p € Ma(X,f)}.

Este resultado, conhecido como Principio Variacional para entropia foi provado com-
pletamente pelos matematicos Dinaburg, Goodman e Goodwyn. Em [27], David Ru-
elle introduziu o conceito de pressdo na Teoria Ergédica provando o Principio Variaci-
onal para a pressdo quando a transformacgdo f é homeomorfismo expansivo e satisfaz
a propriedade de especificagdo, Bowen [4]. Posteriormente, Peter Walters [29] provou
o Principio Variacional em sua versdo mais geral.

Vamos considerar f : X — X uma transformacdo continua num espago métrico
compacto X.

Toda fungdo continua ¢ : X — R é chamada potencial. Para cada n > 1, defina
¢n: X = Rpor ¢, = 27;()1¢off.

Em Walters [29] aparecem 4 defini¢des equivalentes de pressdo, aqui apresentare-
mos apenas uma. Dada uma cobertura aberta « de X definimos

Py(f,¢,a) = inf { ) sup e?1(*); « ¢ subcobertura finita de txn} .
Acy x€A

Pela subaditividade da sequéncia log P, (f, ¢, ), existe o limite

.1
P(f, ¢, 0) = lim log ()
O diametro de uma cobertura « é definido como
diam(«) = sup sup d(x,y).
Aca x,yeA
Por fim, chamamos pressdo do potencial ¢ relativamente a f ao limite P(f, ¢) defi-

nido como

P(f.¢) = lim P(f ¢ a).

diam(a)—0

Walters mostrou que tal limite sempre existe. Dentre todas as propriedades da
fungdo P(f,-) : C%(X) — R U {co} apresentadas em Walters [29], as que queremos

destacar sdo:
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d P(f,O) = htOp(f)-

Para ver isto, note que P,(f,0,a) = N(a") para todo n > 1. Dai, P(f,0,a) =
h(f,a) para toda cobertura aberta a. Portanto, P(f,0) = hiop(f).

e P(f,-) é Lipschitz se hiop(f) < co.

Note que P(f,¢ +c¢) = P(f,¢) +cparatodoc € R e ¢ < ¢ implica P(f,$) <
P(f,¢). Dai, como ¢ < ¢+ [|¢ — G|, segue que P(f,¢) < P(f,¢) + ¢ — ¢||. Ana-
logamente, P(f,&) < P(f,¢) + [l¢ —¢|l- Logo, | P(f,¢) = P(f,{) < ll¢ —¢l|-

Em particular, P(f,-) é continua.

e P(f,-) é convexa se hiop(f) < co.

E facil ver que hop(f) +inf¢ < P(f,¢) < hiop(f) + sup ¢ para todo potencial
¢. Logo, a hipétese hiop(f) < oo implica que P(f,¢) < oo para todo potencial ¢.
Vamos mostrar que P(f, (1 —t)¢ +typ) < (1 —t)P(f,$) + tP(f, ) para quais-
quer ¢, € C°(X) e todo t € [0,1]. Com efeito, escreva & = (1 — t)¢ + tp, entdo
¢n = (1 —1t)¢pn + tY, Yn > 1. Pela desigualdade de Holder temos,

Y supet = 3 sup[(e? )1 (eP)] < Y fsup et ] sup et ()
AecyxcA A€y x€A Acy x€A x€A

L 1—t 1 t
(Z ([supe‘P"(x)]l—t) ) (Z <[Sup€¢n(x)]t> )
Aey \ x€A Acy \ x€A

1-t t
= ( Z sup eq)”(x)) ( Z Sup e¢n(x)>

Acy x€A Acy x€A

IN

para qualquer familia finita oy de subconjuntos de X. Por conseguinte, para qual-

quer cobertura «

Py(f,&a) < Pu(f,¢,0) " Py(f, ¥,a)" paratodo n > 1.

Logo, P(f,¢,«) < (1 —t)P(f,¢,a) +tP(f, ¥, a). Fazendo o diam(a) — 0 con-

cluimos que P(f, -) é convexa.

Agora apresentaremos, sem demonstragdo, o principal resultado desta secao.

Teorema 2.3.1. (Principio Variacional) Seja f : X — X uma transformagdo continua num

espaco métrico compacto X. Entdo, para todo potencial ¢,

P(fg) = sup {huf) + [ @ du: we M)}
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Se para uma dada medida de probabilidade y vale i, (f) + [ ¢ du = P(f,¢), entdo
essa medida recebe o nome de estado de equilibrio para o potencial ¢. No caso particular
quando ¢ = 0, a probabilidade y também recebe o nome de medida de mdxima entropia.

Ainda hoje sdo desenvolvidas pesquisas com objetivo de saber sob quais condi¢des
tal supremo é atingido, a saber, os Teoremas Principais 2 e 3 do presente trabalho.

Denotando por My (X, f) € Mi(X, f) o conjunto dos estados de equilibrio de ¢ e

assumindo que hiop (f) < oo, temos que:

o My(X,f)éconvexoeu € My(X,f) se, e somente se, quase toda componente

ergédica de y pertence a My(X, f).

* Se My (X, f) éndo vazio, entdo as medidas ergddicas contidas nele sao os pontos

extremais.

Defini¢ao 2.3.2. Seja f : X — R uma funcdo no espago métrico X. Dizemos que f é
semicontinua superiormente (scs) em xo € X quando, para cada ¢ > 0, existe 6 > 0, tal

quese x € Xe |x — xy| <4, entdo

f(x) < flxo) +e.

Equivalemtemente,

f(xp) > limsup f(x).

X— X

Quando X é compacto, entdo f possui cota superior. Com efeito, pela defini¢do de
supremo, existe (x,), sequéncia em X tal que f(x,) — sup f. Como X é compacto,
podemos extrair uma subsequéncia (x,); de (xy)s tal que x,; — x € X. Sendo f

semicontinua superiormente, f(x) > limsup f(x,,) = sup f. Dai, f(x) = sup f.
j—o0

Proposi¢do 2.3.3. Se a funcdo entropia de f (y — hy(f) ) é semicontinua superiormente

entido My(X, f) é compacto (na topologia fraca*) e nio vazio, para qualquer potencial ¢.

Demonstragio. Como M;(X, f) é compacto, é suficiente mostrar que p > h,(f) +
[ ¢ gu também é semicontinua superiormente. Tome i, — y na topologia fraca*. Pela

hipétese e pelo Lema (1.1.8) temos
hu(f)+/4’ dpy > limsuphun(f)ﬂimsup/cp dpin
n n

— timsup (1, (1) + [ 9 ).
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Portanto, existem estados de equilibrio para ¢. Considere v ponto aderente de My (X, f)

e tome (v), € My(X, f) tal que v, — v. Dai

ho(f) + [ ¢ dv > limsup (lm(f) + /¢ dw) — P(f,¢).

Logo, v € My(X, f). |

Agora vamos estabelecer alguns conceitos e resultados auxiliares para a conclusao
da demonstracdo do Teorema Principal 2. Para mais detalhes veja Phelps [25]. Em
particular, iremos discutir a nogdo de diferenciabilidade para fungdes f : U C E — F,
onde U é aberto, E e F sdo espagos de Banach.

Dizemos que f : U C E — F é Gateaux diferencidvel em x € U se existe um mapa

linear e continuo g—f(x) : E — F tal que para todo y € E,
ﬂ(x) — limf(x+ ty) _f(x).
ay t—0 t
af af : A . . <
Note que 30ry) (x) =r @(x) Vr € R. Assim, se f é Gateaux diferencidvel, entdo

para todo € > 0 e para todo y € E existe & = d(¢e,y) > 0 tal que

<elt,
F

|t = 50 - 5

sempre que || < 0.

Se para algum y € E o limite acima existe, entdo dizemos que f tem derivada di-
recional em x na direcdo de y. Assim, f é Gateaux diferencidvel em x se existem as
derivadas direcionais em todas as dire¢des e formam um operador linear continuo

of
€ E— —(x).
y 3y )

Por outro lado, f é dita Fréchet diferencidvel em x € U se existe um mapa linear

continuo Df (x) : E — F tal que para todo € > 0 existe 6 = J(e) > 0 tal que

1) = f(x) = Df(x)(y = 0)l[p < elly = xl[g,
sempre que 0 < ||y — x|/ < . Equivalentemente,

L f) = f0) —DFD-x) _

yox Iy — ]|

Note que se f é Fréchet diferenciavel em x € U, entdo f é Gateaux diferencidvel em
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x € Uevale Df(x) = %(x) Com efeito, para qualquer y € E temos

Fet8)=10) ppy = £t =) =DF)

S tty) — f(x) — Df(x)(ty)
£yl

Iyll-

Agora basta fazer t — 0.

Todavia, Gauteaux diferenciabilidade ndo implica Fréchet diferenciabilidade. Por
exemplo, seja ¢ : E — R um mapa linear descontinuo e defina f(x) := ||x|| {(x).
Note que f é Gateaux diferencidvel em x = 0 com derivada 0, mas f ndo é Fréchet
diferencidvel em x = 0, pois ¢ ndo é continua em x = 0. Por outro lado, temos o

seguinte resultado

Proposicdo 2.3.4. Seja f : U C E — F Gateaux diferencidvel em x € U. Se f é D-Lipschitz

e E tem dimensdo finita, entio f é Fréchet diferencidvel em x € U.

Demonstragdo. E suficiente provar paray € S, onde S é a esfera unitaria de E. Seja
€ > 0. Como dimE < oo, temos que S é compacta. Assim, existe C C S finito tal que

S = Uy,ec B(y;,€). A hipétese implica que existe 6 > 0 tal que

<elt,

F

Hf(x )~ £0) — 505 )

para todo || < 6 e todo j. Dado y € S existe j tal que ||y —yj|| < e. Sendo f D-
Lipschitz, temos para todo | t| < &

It = £ = 2| < ) - s

I(ty)
ety = £ = 560
d
+ ||t W{y)(x)
< (p+1+|E]) 1ne
Como ¢ independe de y € S, segue que f é Fréchet diferencidvel em x € U. [

Considere agora g : E — R é uma funcdo continua e convexa no espago de Banach

separdvel E. Dizemos que um funcional linear limitado T : E — R é tangente a g
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num ponto x € Ese T(y) < g(x+y) —g(x) paratodoy € E. Seg : E — R é
Gateaux diferencidavel em x € E, entdo existe, no maximo, um funcional linear limitado
T : E — R tangente a ¢ em x. Com efeito, suponha que existam T; e T, funcionais
tangentesa gem x € Eey € E tal que T1(y) < T2(y). Como T; é linear, vale —T;(y) =
Ti(—y) < g(x —y) — g(x). Assim, para r > 0 temos

< 8letry) —glx)

x)—g(x—r
8 =8 =1) < 1y (y) < 1y(y) r
0g 0g dg og .
Como x) =a =2(x) Va € R, fazendo r — 0 temos == (x) < =2(x). Contradi-
omo 5y %) = % 3y () < 50 ()
cao!

Além disso, se ¢ é Fréchet diferencidavel em x € E, entdo Dg(x) é tangente a ¢ em

x. De fato, g ser Fréchet diferencidvel (ou derivdvel) em x € E e convexa significa que

paratodoy,u,v € Ee0 < r < 1vale Dg(x)y = %(X) eg(ru+(1—r)v) <rg(u)+

(1—7r)g(v). Tomandou = x+yev = x,segue que g(x +ry) <rg(x+y)+ (1—7r)g(x),
xX+ry)—g(x

8( ? 8 _ iy ty)—

ou seja g(x + ry) — g(x) < r(g(x+y) — g(x)). Assim,
g(x) Vr > 0. Fazendo r — 0 temos Dg(x)y < g(x +y) — g(x).
Mais geralmente, temos o seguinte teorema, devido a Mazur, cuja demonstragdo

pode ser encontrada em Phelps [25] Teorema 1.20.

Teorema 2.3.5. (Suavidade de Mazur, 1933) Se E ¢ espago de Banach separdvel e g uma
funcdo continua e convexa definida em um aberto convexo D contido em E, entdo o conjunto

dos pontos x € D onde Dg(x) existe é residual.

Assumindo que hiop(f) < o0 e que y é estado de equilibrio para um certo potencial
¢, entdo o funcional linear T}, : C°(X) — R definido por T,(¢) = [ &du é tangente a
P(f,-) em ¢. De fato, pelo Principio Variacional (2.3.1) temos

T,@) = [edn = m(H)+ [@+9)du— () + [ gdw)
< P(f,p+8) -~ Pf9).

Assim, como P(f,-) : C°(X) — R é convexa e continua, pelo Teorema de Suavidade
de Mazur segue que existe um residual R C C°(A) tal que P(f, ) é derivavel em cada
¢ € ReDP(f,¢) é o tnico funcional linear tangente a P(f,-) em ¢. Pelo Teorema da

Representacdo de Riesz, cada ¢ € R tem no méximo um estado de equilibrio.
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Capitulo 3

ERGODICIDADE EM FERRADURAS PARCIALMENTE
HIPERBOLICAS

Neste capitulo iremos definir e analisar nosso modelo de estudo, definido inicial-
mente em Diaz et al. [11], tendo suas propriedades ergédicas estudas em Leplaideur

et al. [16].
3.1 Defini¢ao da Familia de Ferraduras

Seja em R3 0 cubo R = [ x I x I, onde I = [0,1]. Considere Ry = I x I x [0,1/6]
e Ry = I x1Ix[5/6,1]. Vamos considerar em R?® uma familia de ferraduras F =

Exo 8001 - R — R3 definida da seguinte forma (veja Figura (3.1)):
o Fy(x,y,z) = F|R0 (x,y,z) = (Aox, f(y), Boz), com0 < Ag < 1/3 e By > 6;

o Fi(x,y,z2)= Fie, (x,y,z) = (3/4—Mx,0(1—y),B1(z—5/6)),com0 < A; < 1/3,
0<o<1/3e3< By <4

A fungdo f : R — R é a transformagao tempo 1 do campo de vetores x’ = x(1 — x).
A aplicacdo F pode ser estendida para um difeomorfismo que também denotare-

mos por F.

Figura 3.1: F aplicada a Rp e a R;.
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Observagio 3.1.1. (Cdlculo de f)

O campo p’ = (a — bp)p, com condigao inicial p(ty) = po, possui solucdo dada por

bpo + (a — bpg)e—2(t—to)”

p(t)

No caso do campo x’ = x(1 — x) com x(0) = y temos,

Yy
t =
W= e
Parat =1,
Yy
1) = .
W=y e
Variando as condigdes iniciais, segue que
Yy
—_= —= 1 =
f(y) wl(y) X( ) ]/"’(1_]/)3_1

Paray # Oen € Z, temos

" - 1
(") () = yz (" ()™ (32)

Cada difeomorfismo F é parcialmente hiperbdlico, isto é, em cada ponto x € R o
espago tangente é decomposto em trés sub-fibrados DF-invariantes, E°(x) & E°(x) &
E*(x), onde E*(x) é uniformemente expansivo, E°(x) é uniformemente contrativo e
E¢(x) é o fibrado central. Para defini¢des e propriedades de difeomorfismos parcial-
mente hiperbélicos veja Bonatti et al. [3], Burns et al. [7] e Pesin [24].

Seja A o conjunto maximal invariante de R, ou seja,

A= (] F'(R)

nez
Da definicdo de F, TAR = E° & E¢ ® E*, onde os fibrados sdo unidimensionais e
paralelos aos eixos x, y e z, por isso vamos denotar os pontos em R por (x°, x¢, x*). Um
segmento da forma {x} x [a,b] x {z} é chamado curva central.

Observe que,

IDE,(Q) = [f(0)] =e>1 (3.3)

IDF,.(P)| = |f'(1)] = el < 1. (3.4)
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Assim, Q é repulsor na dire¢do E e P é atrator na direcado E°.
Como f(0) = 0 e f(1) = 1, segue que o ponto Q é ponto fixo de indice! 1 e P é
ponto fixo de indice 2 para F.
Pada cada X € A vamos associar a sequéncia ((X) = (¢(X))jez € {0, 1}# definida
por
1j(X) =ise, e somente se, FI(X) €R;, i=0,1.
A sequéncia ((X) é chamada itinerdrio de X. Pela defini¢do de F, F(Ry) "Ry = @.

Assim, ((X) ndo tem dois 1’s consecutivos, por isso ((X) € X1 para todo X € A,
X = {(in)nEZ iy =1= in+1 =0Vn e Z}

Mais geralmente, em Diaz et al. [11], foi provado no Lema (5.2) que a aplicagdo
itinerdrio 1 : A — Y17 € sobrejetiva e define uma semi-conjugacéo, isto €, vale 1o F| =

got,ondeg: X1 — 211 é o deslocamento.
3.2 Resultados Principais e Expoente de Lyapunov de uma Medida

Dizemos que um difeomorfismo parcialmente hiperbélico f com uma medida de pro-
babilidade invariante p tem expoente de Lyapunov negativo na dire¢do central se para
quase todo ponto x temos

1
Alx,v) == limsupz IDf"(x)v]| <0

n—4oo

para todo v € E°(x), onde A(x,v) é o expoente de Lyapunov no ponto x na diregdo
de v. Podemos definir expoente de Lyapunov positivo de maneira andloga. Para mais

detalhes veja Burns et al. [7].

Definicdo 3.2.1. Dada f € Diff!(M) preservando uma medida de probabilidade y em
M. Dizemos que yu é hiperbdlica se quase todo ponto x € M possui todos os expoentes

de Lyapunov diferentes de zero.

Mediante isso, nosso primeiro resultado se propde a mostrar que toda probabili-
dade ergddica invariante pelo sistema é hiperbdlica. Mais especificamente, mostrare-
mos que todo expoente de Lyapunov na dire¢do central para uma medidade probabi-

lidade ergddica i é negativo, exceto para a medida Delta de Dirac suportada em Q.

10 indice de um ponto periédico hiperbélico é a dimensdo da sua variedade estavel.
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Dada uma medida de probabilidade ergédica F-invariante y, seu expoente de Lya-

punov central pode ser visto por

X, = [ log|DF,, Jdy.

Sendo F um C'-difeomorfismo, temos que log|DF, .| € L'(y). Como E° é unidi-

mensional, vale
n—1

no| _ = i
IDE! | = g [IDFoF |.
O Teorema de Birkhoff (1.2.2) diz que para u-qtp X € A

AL = /log DE,,, |dy

n—1
_ g&% E)log|DF|EC\ o Fi(X)
. 1 n—1 .
= ’1151(}0; glog|DFoF (X)
1 n—1 )
= lim —log ] |DF o F'(X),,.|
=0

n—oo 1

e

1

= lim 1 log |[IDF"(X)

n—oo 1 |Ee ]
Teorema Principal 1. Para o modelo definido na se¢do anterior valem as seguintes

afirmacoes:
1. Para qualquer ponto recorrente X € A diferente de Q vale
. n
I%I_rggoflog |IDF"(X)|,.| <0.

Além disso, qualquer medida de probabilidade ergédica F-invariante u # Jg

tem expoente de Lyapunov central negativo.

2. Se (ui)x € uma sequéncia de medidas de probabilidade ergddicas F-invariantes
tal que Ay, converge para zero, entdo (jy)x converge para (Jg + dp) /2 na topolo-

gia fraca*.

Em prosseguimento a andlise ergédica do nosso modelo, perguntamos se dado um
potencial ¢ € C°(A), ele admite algum estado de equilibrio. Nosso préximo resultado
responde de maneira afirmativa a essa questdo. Na realidade ele diz um pouco mais
Ele garante a existéncia de um conjunto relativamente grande de potenciais para os

quais os estados de equilibrio sdo tinicos.
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Teorema Principal 2. Qualquer potencial ¢ : A — R admite um estado de equilibrio.
Mais geralmente, existe um residual em C°(A) para o qual cada elemento possui um

unico estado de equilibrio.

Como ja explanado, a existéncia e unicidade de estados de equilibrio foram estuda-
das por muitos autores nas mais variadas situa¢des. Por exemplo, Goodman [12] pro-
vou que qualquer homeomorfismo expansivo em um espago métrico compacto possui
uma medida de maxima entropia. Exigindo um pouco mais do homeomorfismo, ou
seja, pedindo que ele satisfaca a propriedade de especificagcio, Bowen [5] provou que
para um certo conjunto de potenciais, os estados de equilibrio sdo tinicos.

Considere a familia de potenciais ¢: = tlog|DF,.[, t > 0. Como F, é C* (pois
é solugdo de uma EDO em Ry e um polindbmio em R;), segue que DF| . é p-Holder
continua, para algum B > 0. 2 Dai, ¢; é a-Holder continua. Com efeito, como DF(X) é

um isomorfismo, temos |DF(X)| > 0 para todo X € R. Assim

9¢(X) = ¢¢(Y)| = |tlog|DF(X),| — tlog |DF(Y) .||
= t|log %
DF(Y),,.
[DF(X).| = IDF(Y)y,.|
= tllog | 1+ EC EC
s (1, IPFOL = IDECY),
>~ (0]
° DF(Y),,|
B IDE(Y)),.|
t
< —_
= inf, [DF(Z),| IDF(X)|c| = IDE(Y) .|
t
< —
= infz|DF(Z).| DF(X)),. = DF(Y)|,
t
. C|X — Y|P,
inf7 |DF(Z)|_| | |

onde, na segunda desigualdade, usamos que log(1+ x) < x se x > 0.
Nosso proximo Teorema mostra que a Holder continuidade ndo é uma condicdo

suficiente para garantir a unicidade de estado de equilibrio, desde que ele exista.

2Na verdade, s6 precisariamos que F,, fosse C? para garantir que DF|,, fosse p-Holder continua,
para algum B > 0
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Teorema Principal 3. Seja ¢; € C*°(A) uma familia de potenciais definida por ¢;(X) =

tlog |[DF(X)|,.|, t > 0. Existe um ntimero real positivo ty tal que:

1. Para 0 <t < ty, qualquer estado de equilibrio de ¢; tem expoente de Lyapunov

negativo. Além disso, tal medida ¢é singular com respeito a medida dg.

2. Parat = ty, dg é estado de equilibrio para ¢; e existe pelo menos mais um estado

de equilibrio singular com relagdo a dg.
3. Parat > ty, dg € o tinico estado de equilibrio.
3.3 Prova do Teorema Principal 1

Seja (M, d) um espago métrico compacto. Considere S = {S;}1<j<n, N < oo, uma
colegdo finita de fungdes continuas em M. Entdo (M,S) é chamado Sistema Iterado
de Fungdes. Se para cada i vale que S; é contragdo, entdo dizemos que o sistema é
contrativo.

Vamos considerar o sistema unidimensional iterado de fungdes fo, f1 : I — R defi-

nido por

foly) = f(y),
fly) = o(l-y).
A dindmica de F na diregdo central é modelada pelo sistema iterado de fung¢des

gerado por fy e fi.
Para cada X = (x§,x5,x%) € A e k > 0, seja X = F{(X) = (x,x¢,x¥). Por

definicdo, a coordenada central x;, é dada por

g = fi 0 fi 000 fiy(xp) onde (X)T = (i)

Observe que i, ..., i _»,ik_1 € {0,1} e que cada ij é determinado pelas coordena-
u u u
das xg,...,x; 5, x; 4.
Dada uma sequeéncia (iy), € X{; e k > 0, vamos chamar de k-bloco a sequéncia
finita o = ox(in) = (io, i1, ...,ix) associada a (i, ),. Para cada k-bloco definamos uma

aplicagdo ®,, : I — R por

D@ (x) = fi, 0 fi , 00 fiy (%)

3Estamos considerando as sequéncias unilaterais em X11.
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Observe que @, é de classe C* para todo k.
O nosso objetivo é mostrar que o expoente de Lyapunov na diregao central é nega-
tivo, ou seja, ocorre contragdo nessa dire¢do. Para tal, vamos nos valer do calculo da

derivada das fungoes ®,,.

Lema 3.3.1. Paratodoy € (0,1) eax € Z~ vale

w(a)

y(1—y)

ZU(DC).
o

[(fiofs) W)l = [ } -{1—@} onde fi(y) =1-—

Demonstragdo. Note que fi o f§(y) = w(a). Comoy = 0,1 = f§(y) = 0,1, respec-
tivamente. Temos que w(a) = 0 (respectivamente w(a) = 0) se, e somente se, y = 1

(respectivamente y = 0). Por isso, w(«) € (0,0). Da defini¢do de f; temos

[(fiof0)' W) =el(f5) (W)l (3.5)
Pelas equagdes (3.1) e (3.2) e pela defini¢do de f§(y) temos
—u — 2
(B W= W= (1- 22 36)
e
gy g W) 1
o) =1-= = =1= 1—1/y)e
Dai,
- __ 1 y— 1 -0 __ 1
1= =1/y)e = 1—w(a)/o ~ y e =1 1—w(a)/c’
Por isso,

= (524) (- =)

Substituindo e™* na equacgdo (3.6) temos
1
2

YW = y(ﬁ%)@‘T?ﬁw%)@—wfvz
- w((;x) (y(yy—1)> (1—;(2)/0) (1_ wff‘))z
- ¢ Gay) (-57) 67

Substituindo (3.7) em (3.5) obtemos o lema. |
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Tome uma sequéncia (x,), € X}, de forma que ela seja a concatenagdo de blocos

do tipo (0,...,0,1), com os 1’s ocorrendo nas posicdes k;’s.

k ko ki
~ = ~ =~ =~
(xs) = (0,...,0,°1 ,0,...,0°1 ,...,0,...,0," 1 ,...)
S — S — ——
K1 Zeros Xy Zeros «; Zeros

Chame y € (0,1) de wy e considere a seguinte construgao

gl(ZUQ) =1- Z%l = f1 Ofgl(wO) = W = QDle (ZU()) = W
0 (w) =1-72 = frofo?o fiofy'(wo) = wo = g (wo) = w2

o (wis) =1-2 = (fiofgi)o---o(fiofy")(wy) =w; = @ (wo) = w

1

Note que w; € (0, ) para todo i. Pelo Lema (3.3.1) e a regra da cadeia
@ (v) = (frefy") (wiz1) - (i o fo ™) (wig) ...~ (fio f3?) (w1) - (fio f3") (wo)

- <wi—1(1w—i wi—l)) (1 - %) (ﬁ) (1 B %)

wi(1—w;/o) =t 1—w;/c
wo (1 — wy) I1 1-w; °

(3.8)
j=1

Observagio 3.3.2. A fungdo g(x) = x(1 — x) é crescente em (—o0,1/2].

1/2 1™

Figura 3.2:

Lema 3.3.3. Seja uma sequéncia (i), € L. com infinitos 1’s. Assuma que iy = 1 e denote
11
por ng, ny, Ny, . .. as sucessivas posigdes do niimero 1 em (in), comegando no segundo niimero
1. Entdo existe C > 0 e uma sequéncia de niimeros reais positivos (0;):~q tais que valem as
/720

seguintes afirmagoes:

1. C depende somente de ny.
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2. Cada 6; depende somente das posicdes n;’s, com i < j, e pertencem ao intervalo [0, c].

3. Paracadai > 0etodoy € [0,1],

1—(5/(7
/

< .
@}, () CH —

Demonstragdo. Seja ¢' o bloco de (i), comegando no primeiro e terminando no se-
gundo simbolo 1. Denote por N = 1y o tamanho do bloco ¢’ e (i},), a sequéncia obtida
a partir de (iy), pela remocdo do bloco ¢'. Pela regra da cadeia, segue que para todo

k>N eyel01],

O (y) =Py (Poy () Py (y) (3.9)

(k=N)
Considere A = max{|®;, (¢)[;¢ € I}. Dessa forma, A depende somente de 1.
Tome wy = Py, (y) e w; = @y (wp). Observe que P, (I) C (0,07 *
nj—
Definimos

oo = min®d,, (I) e J; = mmq)Q:1 ~ ([00,0]) < 0.

Evidentemente, cada J; € 0, 0] e depende somente dos ns, com i < j.

Das definigoes de w; e ¢;, segue que 0 > wp = Dy (y) > do, poisy € [ e &g =
min ®,, (I). Da mesma forma o > w; = QDQ;rN(wO) > mindDQ;rN([(SO,a]) = d1.
Indutivamente, para todo j vale 1/3 > ¢ > w; > §;. Pela Observagéo (3.3.2), isto
implica que 6p(1 — ) < wp(1 — wp), ou seja,

1 1
> .
50(1 — 50) ZUO(l — wo)

Pela equacdo (3.8) temos

wl(l —wi/a) i—11 —ZU]'/(T

I/,
| wo (1 — wo)

(wo)| =

Qo i—N i1 1—w]'

Observe que cada fator do produto ¢ estritamente menor que 1.° Além disso, ele é

*Note que f§(c) — 1 quando & — oo, dai 0 < Py, (0) < 0. Além disso g, (1) = o e D, ¢ crescente
em [.

50<U<1:1/0>1$w 1/0>w$ —w; 1/0 < wil -/a<1—wj:>

1-w;/o

0<
1—w]
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uma fungdo decrescente de w; € [0, 0] .6 Por isso,

wi(1—w;/o) =t 1—w;/c

cI)// w
| Qni—N( o)l wo(1 — wp) ]11 1 —wj
=1 1—6:/0
L i/ (3.10)
360(1 — &) i 1—6;
Substituindo (3.10) em (3.9) vem
@0, )] = 19 (@[ )
< 1 ﬁ 1— (5]'/(7 .
300(1 — &) i 1—6;

Portanto, tomando C = A/(30y(1 — dp)), notamos que C depende somente de ny.

Isto conclui a prova do lema. u

Seja S = {1,...,d}# o conjunto das sequéncias de d simbolos. Uma sequéncia
(xn)n € S é dita recorrente se dado qualquer bloco [x;, ..., x;], ele aparece infinitas

vezes ao longo de (xy, ).

Lema 3.3.4. Seja (in)n € Xi; uma sequéncia recorrente para o deslocamento com iy = 1.
Entdo existe um niimero real a € (0,1) e uma sequéncia crescente (m;);>o tal que para todo
y€[0,1],
[, )] < C-d,

onde C é obtido de (iy), como no Lema (3.3.3).
Demonstragio. Pela recorréncia de (iy )5, ela possui infinitos 1’s. Logo, podemos aplicar
o Lema (3.3.3), bem como nos valer de suas notagoes.

Como cada fator do produto no Lema (3.3.3) é estritamente menor que 1, é sufici-
ente mostrar que existem infinitos fatores limitados por cima de um ndmero estrita-
mente menor que 1. Equivalentemente, basta mostrarmos que, para infinitos valores

de j, os (5j correspondentes estdo uniformemente afastados de zero. 7

—1/0c+1
(1—ZUj)2

1-w;/o
%Seja g : [0,0] — R definida por g(w;) = ﬁ Entdo ¢'(w;) = < 0. Logo, g é
— Y

decrescente.

1-6i/0 1—x
1—‘5]‘ =K =0 5] oK 5]K0':>5] To—x

1—x 1-B/o
1/(7_1(ﬁﬁ—ﬁxaga—xaﬁx(a—ﬁv)Sa—ﬁ:>1<§ -8
1—5]'/0'< 1—‘3/(7

1-6; = 1-

’Observe que

Assim, se 0 < B < J;,

entdo f < < 1. Portanto,

<1
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Note que o primeiro bloco de (i),), é composto de 17 — 1 zeros e um 1. Isto implica

que @y [0,0] C [fi0 o Y0),0], dai 6 > fi o o (¢). Pela recorréncia de (i),
I’ll—

segue que este bloco aparece infinitas vezes. Logo, para cada tempo j que ele aparece,

usando o mesmo argumento, concluimos que ;1 € [f o f, o 1( ), o]. Portanto,

]cb’g |<CH 15"5/‘7_0511‘,
— Ok

onde o valor de cada fator do produtério é tomado sobre a sequéncia de aparecimento

1-— "l
dobloco [0,...,0,1] e a = fio - { . |
N — 1_f1 01
11 zeros

Para cada bloco ¢ = (iy, . .., i), associamos o cilindro definido por
k
lo] = [io, ..., ik) ={x €A; Fj(x) € R,']., paraj=0,...,k} = ﬂ F_j(R, JNA

Observe que cada cilindro é fechado e aberto em A. Com efeito, pela continuidade
de F, segue que F~/ (Ri].) é fechado paracadaj =0,...,k, logo a intersecdo na defini¢do
é um conjunto fechado. Por outro lado,

~ ~ —

(01 = [0, ..., i) Ulio, i1, i) U...Ulig, ..., 0k_1,ik] Ulio, .-, ix],

onde i; # z~q para g =0,1,...,k. Note que podem existir cilindros vazios, bem como
existir um cilindro que contenha um outro presente na unido. De qualquer forma,
usando o mesmo argumento acima, cada cilindro é fechado, logo a unido acima tam-
bém é fechada. Portanto, [g] é aberto em A.

Dizemos que um ponto X tem frequéncia positiva no conjunto A C A se

7 =7(X,A) :=liminf #{F]( )e A0<j<n}>0.

n—o 1

Defini¢do 3.3.5. Seja b um ntimero negativo. Um ponto X é dito b-contrativo se

hmlnf—log |IDF"(X).| <b<0.

n—o M
Na verdade, a hipotese de recorréncia da sequéncia (i), no Lema (3.3.4) ndo é

necessdria, bastaria supor que um k-bloco da forma

k zeros

com k fixo, aparece infinitas vezes em (i,),. Sabendo disso, o proximo lema é uma

ferramenta fundamental na demonstracdo do Teorema Principal 1.
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Lema 3.3.6. Seja | um inteiro positivo. Para todo X € A com frequéncia positiva v > 0 para o
I-bloco 6 = (1,0, ...,0,1), existe um niimero real a € (0,1), dependendo apenas de 1, tal que

X é (7ylog a)-contrativo.

Demonstragido. Tome | um inteiro positivo e considere X com frequéncia v > 0 para
o I-bloco 6 = (1,0,...,0,1). Seja 1(X) ™ o itinerario positivo de X. Pelo Lema (3.3.4), a
constante C = C(X) depende do primeiro bloco de (X)" o qual termina no segundo
simbolo 1. A sequéncia (m;); é a sequéncia de aparecimento do bloco 6. Consequente-
mente, existe 2 € (0,1), dependendo somente do comprimento do cilindro 6, tal que,
para todo n satisfazendo F"(X) € 0,

n° de vezes que 6 apareceu até o tempo n
N

|DFH+(Z+1)(X)|EC‘ < C(X) .a#{F](X) €6, 0<;< n}. (3.11)
Aplicando logaritmos e tomando lim inf em (3.11), segue que

1 4 (141)
h;glorolf . log |DF (X))

IN

.| < liminf log[C(x) -a1F (XI5 05%1)

= liminfl[logC(X) +#{F/(X) €6, 0<j<n}loga]

n—oeo 1

= loga-liminfl#{Fj(X) €6,0<j<n}

n—oo 1M

= vloga < 0.

Observagio 3.3.7. Seja X um ponto recorrente diferente de Q e P, entdo ele visita infi-
nitas vezes R;. De fato, pela semi-conjugacdo, se X visita R apenas um ntmero finito
de vezes, entdo existe k tal que ¢*(:(X)) = (0,0,0,...). Portanto, tomando n > ke
fazendo n — oo, concluimos que X converge para um ponto fixo, logo ndo pode ser

recorrente.

Vamos dar algumas de defini¢des que serdo tteis para as demonstra¢des subse-

quentes.

Defini¢do 3.3.8. Dadas # e v medidas no espago mensuravel (X, X).

e Dizemos que v é absolutamente continua em relagdo a y se para todo E mensuravel

tal que u(E) = 0, entdo v(E) = 0. Denotamos por v < u
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e Dizemos que v é mutuamente singular em relagdo a y se existem mensuraveis dis-
juntos E e F taisque X = EUF e u(E) = 0 e v(F) = 0. Denotamos por
ulv

Definic¢do 3.3.9. Se X é um espaco topoldgico e y uma medida na o-dlgebra de Borel
de X. O suporte da medida y é o conjunto dos pontos x € X tais que (V) > 0 para

toda vizinhanga V' de x. Denotamos tal conjunto por suppyu.
Note que suppy é fechado. Mais ainda, ele é o menor fechado de medida total.

Exemplo 3.3.10. Tome {41, g, ...} uma enumeragdo de Q. Considere A4 a o-dlgebra de

Borel em R e defina y por:

1
u(E) = TR
q;€E

Observe que yu estd bem definida, visto que a série é limitada. Mais também,

1

—.:1.
21

1Q) =
q:€Q

Por outro lado, a medida de Lebesgue de Q é nula. Portanto, y ndo é absolutamente
continua com relagdo a medida de Lebesgue. Além disso, o suporte de y é a reta inteira,

pois a medida de qualquer aberto da reta é positiva pela densidade de Q em RR.

Agora estamos aptos a provar nosso Teorema Principal 1.
Demonstracdo.

(1) - Seja X € A um ponto recorrente para F diferente de P e Q. Vamos conside-
rar a sequéncia ((X)". Pela Observacdo (3.3.7), ((X)' contém infinitos simbolos 1 e é
recorrente em 2.11. Consequentemente, pelo Lema (3.3.4) temos,

liminf110g|DF”(X) = liminfllog |IDF™i(X)

n—oo N |EC| joo ] |Ec|

= liminf 1 log |@,, (X))l

jooo ] j

< liminf % log(C - a/)

j—oo

= lim inf%[log(C) +log(a)]

jroo

= liminf% -jloga < 0.

j—oo
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Quando X = P, vale o seguinte

DF*(P),. = ij[:DFoPi(P)|EC
n—1
= qDF(P)EC
= (DF(P),.)"

— (Fa)r=em

Portanto,

liminf%bg |DF"(P)|..| = liminflloge_” =—1.
n

n—00 —0co 1

Para concluir o item (1) do Teorema resta provar que toda medida de probabilidade
ergodica F-invariante y diferente de g tem expoente de Lyapunov negativo na diregao
central. Vamos considerar dois casos.

e Seu(R1) =0

Note que o suporte de i esta em Ry. Com efeito, pelo fato de Ry N Ry = @ segue
que

1= p(Ro) + u(R1) = u(Ro).

Se existisse p € suppy tal que p ¢ Ry, entdo poderiamos encontrar uma vizinhanca

Vy de p com u(V,) > 0 tal que V, N Rg = @, pois Ry é fechado. De Ry C V};, segue que

H(Ro) < p(VE) <1,

o que contradiz u(Rp) = 1.

Por invariancia,
u(F7(Rg)) = u(Ro) =1 Vj > 1, onde F/(Rg) = {x € A;F/(x) € Ro}.

Defina B = () F7/(Ry), entao #(B) = 1. Note que B = [0,0,0, .. .] e é fechado. Conse-

>0
quentemente,
suppy C [0,0,0,...] C Ro.
Observe que [0,0,0,...] é o conjunto [0,1] x [0,1] x {0} e como todo ponto em

[0,0,0,...]\[0,1] x {0} x {0} é atraido para P, segue que o cilindro [0,0,0, ...] admite

somente duas probabilidades ergédicas F-invariantes, a saber p e . Por isso, u deve
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ser igual a dp. Para esta medida temos

¢ = /108\DFEC|d(5pzlog!DF(P)|Ec‘
= log|f'(1)] = -1.

e Se(Ry) >0
Afirmamos que y é singular com dp e dg. De fato, seja E = {Q}. Pela ergodicidade
de u, T(E,x) = u(E) p-qtp x € A. Por outro lado, para todo ponto x € Ry, vale
T(E,x) = 0. Como u(Ry) > 0, segue que y(E) = 0. De maneira analoga, provamos
que u é singular com Jp, basta tomar E = {P}.
Dado o k-bloco
o =[1,0,...,01],

k zeros

existe ¢ > 0 el € N tal que u([6;]) > e. Com efeito, considere 6 = [1,0,0,...] e

observe que

Ry = [1] = 6 U | 04
k=1

Como ndo existem pontos recorrentes em 6, 0 Teorema de Recorréncia de Poincaré
(1.1.5) diz que y(6~) = 0. Por isso, sendo u(Ry) > 0, deve existir ¢ > 0 e um I-bloco
6, =[1,0,...,0,1] tal que u([6;]) > .

Como

1, . , 1] ,
E#{F](x) €0;0<j<n}= - Jg xo,(F/(x)),

o Teorema de Birkhoff (1.2.2) e a ergodicidade de i garantem a existéncia de um con-

junto By C A com p(B;1) = 1 tal que, para todo x € By

) 1 n—1 )
lim - Y 10 (P(x) = [ xadn
=0

n—oo 1 =
= wu((6]) > e

Logo, v(x,6;) = u([6;]) > € > 0 para todo x € B;. Por outro lado, novamente pela
ergodicidade de y, existe By C A com u(B;) = 1 tal que, o expoente de Lyapunov na
direcdo central estd bem definido e é igual a A;. Tomando x € By N By, o Lema (3.3.6)

garante a existéncia de um nimero real a € (0,1) tal que

Ay < u([6)]) -loga < 0.
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Isto finaliza a demonstracdo do item (1) do Teorema.

(2) - Se px(R1) = 0 para infinitos valores de k, entdo Aj, possui uma subsequén-
cia constante igual a 1 ou igual a -1, o que contradiz o fato de que A}, — 0. Dai,
1x(R1) = 0 para, no maximo, um numero finito de valores de k, os quais, sem perda
de generalidade, podem ser ignorados. Assim, suponhamos que p(R1) > 0 para todo
k. Logo, ju € singular com Jp e 6. Tome um [-bloco 6; = [1,0,...,0,1]. Afirmamos
que lim_, pi([6]) = 0. De fato, desprezando os j’s tais que y;([6;]) = 0, podemos
assumir que pg([0;]) > 0 para todo k. Pelo Lema (3.3.6), existe a = a(l) € (0,1) tal que,

A, < ([61)) - loga < 0.

Tomando o limite em k, segue que limy_,, ¢ ([6;]) = 0.
Como [6;] é aberto e fechado em A, segue que para qualquer ponto de acumulagio

u 8 de (uy)x na topologia fraca* vale

p((61]) = p(161]) = u(int(6;]) + p(3[6]) = u((61]) + 1 (9(6,]) = p(d[61]) = 0.
Pelo Lema (1.1.9),
wi (10:]) = u((01]) = p([61]) = 0.
Como [ é arbitrario, segue que u([6;]) = 0 para todo I € IN. Consequentemente,
1([0,0,...]) = 1. Porisso = adg + (1 — a)dp, para algum « € [0, 1].
Como log |DF,. | é continua,
/\;kj = /log|DF|EC|dyk]. — /10g|DP|EC|d;4 = Ay
Por hipotese A, — 0, dai

0= /log DE,, |dp = /log IDF,, |d(abg + (1 — a)3p) = kS, + (1 - a)AS,.

Uma vez que, /\fsQ =17 e As, = —1, devemos ter &« = 1/2. Como y € qualquer,

segue que y; admite um tnico ponto de acumulagdo na topologia fraca*. Por isso,

1 1
Uk — E(SQ + E(Sp.

Caso contrario, existiria V C M (A) vizinhanga de 1/2(dg + dp) tal que py & V para

infinitos valores de k. Como M7(A) é compacto, existiria um ponto de acumulagéo

8Um tal ponto existe pois M1 (A) é espago métrico compacto.
9/\(§Q = [log IDF,.|dég = log|DF(Q)|,.| = log |f'(0)] =loge =1
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diferente de %((SQ + dp). |

Observagio 3.3.11. De fato, é possivel construir uma sequéncia de medidas . tal que

/\lik — 0. Veja Remark 5 de Leplaideur et al. [16].
3.4 Prova do Teorema Principal 2

Nesta segdo vamos comecar a estudar o problema da existéncia de estados de equilibrio
de um potencial qualquer. Em nosso caso, responderemos de maneira afirmativa a tal
pergunta. Mais ainda, garantiremos a existéncia de um residual no qual os potenciais
admitem tnico estado de equilibrio.

Para cada X = (x°,x%, x") € A, a Variedade Central de X, denotada por W¢(X), é o
conjunto de pontos da forma (x°,y,x*), com y € I. Observe que todos os pontos em

W¢(X) possuem a mesma imagem pela aplicagdo :.

Lema 3.4.1. Seja X um ponto recorrente por F diferente de P e Q. Entdo
ANW(X) = {X}.

Demonstracdo.

Seja 1(X) = (in)n € Xq1. Pela Observagéo (3.3.7), ((X) possui infinitos 1’s, por isso
podemos substituir X por algum iterado futuro e assumir que ip = 1. Como antes, gy
denota o bloco (iy, . ..,i) e (i), a sequéncia unilateral de (iy, ).

O bloco (ip, i1, ...) comeca com a concatenagao dos blocos gn, € @j,_y,- Pela re-
corréncia de (i,),, sabemos que o bloco gy, 0}, —,, aparece infinitas vezes na sequéncia
(v izn,i_q,1p).

Considere uma sequéncia decrescente de inteiros k; — —oo tal que, k;j —kj 1 > ny e
gkf ((in)) coincide com (i, ) nas posi¢des 0,1, ..., n;. Note que, por construgéo, ik], =1.

Para todo j tome a sequéncia (ikj,ik].H,iijrz,...). Pelo Lema (3.3.3), existe C =
C(j) dependendo apenas de np. A sequéncia (m;) do Lema (3.3.4) é a sequéncia de
aparecimento do bloco ¢}, _,,. Consequentemente, o Lema (3.3.4) diz que para todo j

etodoy € [0,1] vale

| pw)<C-d. (3.12)

[(lkjrlkj+1/"'/1—l
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Seja Lj C I aimagem do intervalo I pela aplicagao q)[(ik].,--',if ))]- Observe que todos
os pontos em A N W¢(X) tém suas coordenadas centrais pertencentes a intersec¢do dos
Lj, j > 0. A expressao (3.12) diz que o didmetro de L; converge para zero a medida que
j tende para o infinito.' Como I é compacto e q)[(ikjw-/i—l ) € continua, segue que cada
L]- é compacto. Além disso, todos sdo ndo-vazios e vale L]-H C L]-. 11 portanto, ﬂj L]-

contém apenas um ponto. Isto conclui a demonstragdo do lema. u

Uma consequéncia imediata do Lema (3.4.1) é que toda curva central contida em
A ndo pode conter pontos recorrentes. De fato, seja « uma curva central contida em
AeX € a. Note que, « C W(X),dai ANa C ANW(X). Se X é recorrente, entdo
ANWE(X) = {X}. Isto contradiz « estar inteiramente contida em A.

A partir de agora, nosso objetivo serd mostrar que a fungdo entropia u — h,(F)
é semicontinua superiormente (scs). Tal fato implicard diretamente na existéncia de
estados de equilibrio para qualquer potencial. Para isso, vamos construir uma parti¢ao

geradora com didmetro pequeno para cada medida y.

Lema 3.4.2. Seja p uma probabilidade F-invariante em A. Entdo toda particio & de A com

didmetro menor que 1/2 é geradora para .

Demonstracdo.
Seja & uma parti¢do de A com didmetro menor que 1/2 e denote por #(X) o

elemento da particdo que contém X. Para cada n positivo, tome
n . .
P",(X) = (] FI(2(F(X))).
j=—n

Defina 273 (X) como sendo a intersecio de todos os 22", (X). Assim, é suficiente
mostrar que 212 (X) = {X} para u-qtp X € A.'? Para tal, vamos considerar o con-

junto dos pontos recorrentes em A por F, uma vez que o mesmo possui medida total.'?

Odiam Lj = sup{x —y|; x,y € L} = sup{|@f, ;@1 3l; 55,8 1} <

C-asup{|x—7|; £,7€l} = C-a/ ——0.

J—
HPpara todo j vale fikj—l o... ofik]_+1 (I) C I. Portanto, Lj,1 = CID[(,-kM,_._,,-_l)] =fi,o... oﬁk]_ ofikr1 o
R Ofik]'+1 (I) C fi,l Oo... Ofikj<1) = q)[(ikj ,,,,, i1)] = L]
12]sto significa que liﬁm diam 2", (X) = 0 u-qtp, logo & é geradora (ver Mané [18], pag. 13).
n—oo

13Sendo A é compacto, admite base enumerdvel de abertos. Portanto, pela versdo topolégica do
Teorema de Recorréncia de Poincaré, o conjunto dos pontos recorrentes por F é de medida total.
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Se X é recorrente, 0 mesmo acontece com (X) = (i) em Xq;. Se a sequéncia
(iy) possui pelo menos um simbolo 1, entdo ela contém uma infinidade deles. Como
PTR(X) C A, segue que T2 (X) NWE(X) C ANWE(X).

Pelo Lema (3.4.1), concluimos que o tinico ponto na variedade central de X que
acompanha sua orbita tanto no passado como no futuro, no sentido de pertencer aos
mesmos elementos da partigdo, é o préprio X, isto é, 212 (X) N W¢(X) = {X}. Além
disso, a hiperbolicidade uniforme nas outras duas dire¢des implica 212 (X) = {X}.

Por outro lado, se (i;) ndo possui qualquer simbolo 1, entdo X deve estar no con-
junto [0,1] x [0,1] x {0}. Porisso, X = P ou X = Q. Se X = Q, entdo para qualquer
ponto Y € (Q, P] vale lim,_,o F"(Y) = P. Consequentemente,

N F(2@Q)n[Q Pl ={Q}
j=—o0

Novamente pela hiperbolicidade uniforme nas outras dire¢des, segue que
7+2(Q) = {Q).

Se X = P, entdo paracada Y € [Q, P) vale lim,_,oc F~"(Y) = Q. De forma anéloga,
PrE(P) = {P}.

Isto completa a demonstragdo do lema. |

Considere (M, A, f, u) um sistema dindmico com M métrico compacto e f continua.

Em [6], Bowen provou que

Proposigao 3.4.3. Suponha que para algum e > 0 temos hy,(f, ) = hy(f), sempre que p é
uma probabilidade f-invariante e diam (%) < e. Entdo todo ¢ € CO(M) tem um estado de

equilibrio.

Para provar esta proposi¢do, Bowen mostrou que, com estas hipéteses, a fungao
i — hy(f) é scs, pois isto implica diretamente que a fungéo y — hy,(f) + [ ¢dy tam-
bém o é. Como o conjunto das medidas de probabilidade f-invariantes é fechado na
topologia fraca* (logo, compacto), segue que todo potencial admite estado de equili-
brio.

Como consequéncia imediata do Lema (3.4.2) e do Teorema de Kolmogorov-Sinai
(2.1.5) temos

hy(F, &) = hy(F).
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Isto significa que nosso modelo satisfaz as hip6teses da Proposi¢do (3.4.3). Portanto,

todo potencial em A admite estado de equilibrio.

Observagio 3.4.4. A entropia topoldgica de F é finita. Primeiramente, observe que
Hy, (") < Z;?:_Ol Hy(F1(2)) = ;7:_01 H,(2) = nH,(Z).Istonos dizque, h,(F, ) <
H,(2). Podemos tomar & geradora e com entropia finita. Para ver isto, considere
{Uy, ..., U} cobertura finita de A (pois A é compacto) com didmetro menor que 1/2.
Fazendo V; = U]'\(Ul U---uU Uj_l), comj=1,2,...,nely =0, tome P, = V;NA. E
claroque & = {P;; j =1,...,n} é uma parti¢do com entropia finita de A. Além disso,
o Lema (3.4.2) garante que & é geradora. Dessa forma, do exposto acima, existe y tal

que hiop(F) = hy(F) = hy(F, #) < H,(2) < co.

Pelo Corolério da Proposic¢do 13 (capitulo 8) de Lima [17], segue que A é metrizdvel.
Note que C°(A) é Banach e separavel, uma vez que A é métrico compacto. Além disso,
a fungdo pressdo é convexa, pois htop(F ) < oo. Assim, o Teorema de Mazur (2.3.5)
garante a existéncia de um residual R C CY(A) tal que P(F,¢) é derivavel em todo
¢ € R. Portanto, dos comentdrios feitos no fim do capitulo anterior e da Proposicao
(3.4.3), segue que todo ¢ € R admite um tnico estado de equilibrio. Isto conclui a

demonstracdo Teorema Principal 2.
3.5 Prova do Teorema Principal 3

Pela secdo anterior, qualquer potencial em C°(A) admite pelo menos um estado de
equilibrio e em um conjunto residual eles sdo tinicos. Em particular, cada elemento
da familia de potenciais ¢ = tlog|DF|,, | admite pelo menos um estado de equilibrio.
Todavia, é valido perguntar se existem valores de t para os quais esses estados sdo
tnicos? Se existem valores de t para os quais todos os estados de equilibrio sdo iguais
a uma tnica medida? Como vimos, o Teorema Principal 3 responde a tais perguntas.
Passemos a sua demonstracao.

Vamos denotar por P(t) a pressao topoldgica do potencial ¢ = tlog |DF,.|. Note

que a fungao t — P(t) é convexa, logo continua em R, pois hop (F) < oco.

Observagio 3.5.1. A entropia topolégica de F é maior que zero. De fato, considere a

matriz de transicdo A de X11:
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Note que y; = (1 —+/5)/2 e 92 = (1 ++/5)/2 sdo os autovalores de A. Assim,
hiop(g) = logy2 > 0. Pela semi-conjugagéo ¢ e como A é fechado F-invariante, segue

que I’ltop(F) > htop(F|A) > htOp(g) > 0.

Considere o seguinte conjunto,
T ={Z>0;Vt € ]0,¢) vale P(t) > t}.
Por continuidade, o conjunto 7 é néo vazio, pois P(0) = hip(F) > 0. 14 Defina
to :=supT < oo.
Lema 3.5.2. Para t € [0, t), qualquer estado de equilibrio p; de ¢y é singular com respeito a
o

Demonstracdo.

Por contradigdo, assumamos que y;({Q}) > 0, para algum t € [0, ). Pelo Teo-
rema de Decomposicdo de Medidas (ver Walters [30]), existe p € [0,1] e medidas de
probabilidades F-invariantes 77 e v tais que iy = pn+ (1 —p)v, 1 < g e v L dp.
Como 4 ¢é ergddica, o Lema (1.2.8) diz que 17 = dg. Assim,

=0, pois v1dg
m({Qh) = pé{Q))+(1—p) v({Q})
h:1
= p.

Ou seja, pur = 1 ({Q})dg + (1 — ur({Q}))v. Pela equagdo (3.3) segue que

[#dsg = (@
= tlog|DF(Q),,.|
= tlog|f'(0)|
= tloge =t.

14Ge f,¢: X C R — R sdo continuas no pontoa e f(a) > g(a), entdo existe § > 0 tal que f(x) > g(x)
paratodox € X e |[x —a| <
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Uma vez que a entropia métrica é afim (Proposicdo (2.1.7)), temos

P(t) = hyt(F)+/4>tht
= 1@y 1—mQp)w(F) +/<Ptd(ut({Q})5Q+ (1—pm({Q}))v)

=0
—

= ({Q}) hoo (F) +(1 — u({Q})) 1 (F) +

=t
——

+1({QY) [ putoq +(1—u({Q}) [ gy
= w{QDE+ (1 - m({Q})) (hvm +f @dv)
< w{QHP®) + (1 - m({Q}) (w) - W) |

Dai,
(1= 1 (QIIPO) < (1= w({1QD) (1 (B) + [ ).
Se 11:({Q}) =1, entdo 0 < 0. Contradigdo! Se ¢ ({Q}) < 1, entdo P(t) < (hy(F) + [ ¢pedv).

Isto contradiz o Principio Variacional (2.3.1). |

Corolario 3.5.3. Dado t € [0,tg) e ¢ qualquer estado de equilibrio de ¢;. Entio

/\;t = /log |DF‘EC|d‘1/lf < 0.

Demonstragdo. Seja (v p) a decomposicao ergddica de ;. Assim,

pe= [ vip dii(P).

Considere a seguinte fun¢do ndo-negativa P — v; p({Q}). Uma vez que u¢({Q}) =

0, pois y; é singular com J(, segue que

[ vriQhan(p) = o.

Isto implica que v;p({Q}) = 0 para ji-quase todo P € &, ou seja, v;p # dg. Logo,
o Teorema Principal 1 diz que para esses valores de P temos | log |DF [dvtp < O.

Portanto,

AS, = /10g|DF|Ec|th = /ﬁ (/log\DFlEcldw,P> dji(P) < 0.
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Lema 3.5.4. A fungio P é decrescente em [0, tp).

Demonstragdo. Sejat < t' em [0,t). Tome y; e pyp estados de equilibrio de ¢¢ e ¢y

Entao,
P(t") = hy,(F)+1t'A,
= hy, (F) +tA;, + (' = t)A},
/
< P(H)+(E—t)-Ay,
< P(t).
A ultima desigualdade é consequéncia do Corolério (3.5.3). u

Lema 3.5.5. t( é um niimero real positivo.

Demonstracdo.
O Lema (3.5.4) implica que P(t) é menor que hiop(F) em [0, tg). Por outro lado,

como
h(gQ(F) + /(Pt(SQ =t.
Isto significa que P(t) é maior ouigual a t. Porisso, t < P(t) < P(0) = hiop(F). To-

mando o limite em ¢, segue que ty < hiop(F) < co. |

Observe que o que fizemos foi provar o item (1) do Teorema Principal 3. Agora,
vamos mostrar que g e qualquer ponto de acumulagdo da sequéncia y;, com t 7 ty,
sdo estados de equilibrio de ¢, .

Note que P(tg) = to,° por isso g é um estado de equilibrio de ¢,.1® Tome p;
estado de equilibrio de ¢y, para t " ty, e considere y ponto de acumulagdo de ;. Pelo

Principio Variacional (2.3.1),

y, (F) = P(t) — t / log | DE,, |dps.
Tomando o limite ao longo da subsequéncia t; tal que yt, — u, segue que

P(tx) — P(to)

15Ge P(ty) > to, entdo pela continuidade de P, existe € > 0 tal que para todo f € (tg — €,y + €) vale
P(f) > f. Isto contradiz a definicao de ty.
16h5Q (F)+ f(ptod(SQ = to, isto &, d( realiza o supremo.
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tk/10g|DF|EC\d,utk — toflog\DP|EC|d],t.

Dai, hy, (F) converge. Pela semi-continuidade da entropia
k

hu(F) = limsup hy, (F).
tr—rto
Consequentemente

P(ty) = limsup <hmk(F) +tk/log|DF|EC|dytk>

fk—>i’0

IN

limsup hy, (F) + limsup tk/10g|DF|EC|d,utk

fk—>f0 tk—>t0

IN

h(F) + to [ 1og |DFj, |du
S P(tO)/

isto &, y € estado de equilibrio de ¢¢,. Além disso, a continuidade de log |DF,. | implica

/ log | DFj,.|dp = lim / log |DF, |du: <0,

< 0, pelo Corolério (3.5.3)

por isso u é diferente de d¢g (ver Walters [30], teorema 6.2). O que prova o item (2).
Por fim, demonstraremos o item (3).

Tome t > t( e u; qualquer estado de equilibrio para ¢;. Observe que

t<P(t) = hy(F)+tAy,
= hm(F) + to)\%t + (i’ — to))\ilf
< P(to) +(t = to) Ay,

N~
= tO

Assim, (t —tg) < (t —to)Aj,. Isto implica que A7, > 1. Por isso, considerando mais

uma vez a decomposigdo ergodica (v p) de y¢ temos

)\]CM = /:@ (/ log |DFEC|th,P) dﬁ(P) > 1.
Defina A = {P € &, Vi p = §Q} e B= {P € &, Vt,p # (5Q}' Dai

/y (/ log |DFEC|d1/t,P) du(P) = /A (/ 10g|DF|EC|d1/t,p> dii(P)

.

-~

=1

+ /B (/log\DF|EC|d1/t,p) dpi(P).

J/

<0,peloTP.1
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Note que a primeira integral é igual a ji(A). Se ji(B) > 0, entdo

A;t = /9 (/ log |DFEC’th/p) diu(P) < u(A) <1,

Contradigao! Logo, v;p = d¢ para yi-quase todo P € &. Assim,

]/lt = /Vt,p d“l//l\(P) = 5Q

Como p; € qualquer, isto significa que g € o tnico estado de equilibrio de ¢; para
t > to. Mais também, P(t) = t para todo t > t. Isto completa a prova do Teorema
Principal 3.

O comportamento grafico de P(t) pode ser visto na Figura (3.3).

Figura 3.3: Aplicagdo t — P(t)
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