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RESUMO

Nesta dissertacdo apresentaremos a demonstracdo do Teorema do Cilindro para
hipersuperficies Kidhlerianas reais, completas e conexas. O resultado citado acima foi
provado em 2007 por Luis A. Florit e Fangyang Zheng no artigo Complete real Kihler

Euclidean hypersurfaces are cylinders, publicado no Ann. Inst. Fourier (Grenoble).

Palavras-chave: Terema do Cilindro. Hipersuperficies Kdhlerianas reais.



ABSTRACT

In this work we present the proof of Theorem Cylinder for real, complete and con-
nected Kahlerian hypersurfaces . The result mentioned above was proved in 2007 by
Luis A. Florit e Fangyang Zheng, in an article Complete real Kihler Euclidean hypersurfa-

ces are cylinders published in the Ann. Inst. Fourier (Grenoble).

Keywords: Cylinder’s Theorem, real Kdhlerian hypersurfaces.
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INTRODUCAO

Variedades Kédhlerianas que sdo imersas isometricamente sobre o espaco Euclidi-
ano real como uma hipersuperficie sdo chamadas Hipersuperficies Kdhlerianas Reais.
Tais hipersuperficies, foram estudadas por T. Takahashi [1972], R. Ryan [1973], K. Abe
[1974], M. Dajczer e D. Gromoll [1985], M. Dajczer e L. Rodrigues [1986], [1991], H.
Furuhata [1994], entre outros.

Em 1972 T. Takahashi provou em [15] o seguinte resultado:

Teorema 0.0.1. Para qualquer hipersuperficie Kihleriana real f : M*" — R"*1, o indice

nulidade relativa v satisfaz que v > 2n — 2, e no conjunto aberto de pontos nio planos
U={xecM”":v(x)=2n-2}, (1)
A é uma distribuicdo complexa, ou seja, J[A = A.

Em 1973 P. Ryan [14] determinou todas as hipersuperficies Kdhlerianas reais com-
pletas e conexas que sdo formas espaciais com curvatura ndo nula. Além disso, ele
obteve o resultado de que qualquer hipersuperficie Kdhleriana real é localmente o
produto de duas formas espaciais. Baseado no lema de Takahashi [15], Kinetsu Abe

provou em [1] o Teorema do Cilindro para hipersuperficies Kdhelerianas reais:

Teorema 0.0.2. Seja f : M?" — R***1 uma imersio isométrica de uma variedade de Kiihler
completa. Entio M** = ¥2 x C" le f = f; x 1, onde f; : > — R> é uma imersdo

isométrica e 1 é a aplicagio identidade de C"~' =2 R*"~2, dado que:
i. M?" tem curvatura escalar nio negativa, ou

ii. M?" tem curvatura escalar estritamente negativa, ou

iii. A imersio é real analitica.

Em 2007, Luis A. Florit e Fangyang Zheng [7] demonstraram este mesmo teorema
sem as hipoéteses adicionais i,ii, e iii acima. Neste trabalho iremos apresentar a de-

monstragdo deste teorema feita por Luis A. Florit e Fangyang Zheng em [7].



Capitulo 1
PRELIMINARES

Este capitulo é um breve resumo das nog¢des bésicas sobre Variedades Diferencia-
veis, as demonstra¢des dos resultados foram omitidas em alguns casos, podendo ser

encontradas nas referéncias ao final.
1.1 Variedades Diferencidveis

Definic¢ao 1.1.1 (Variedade Topoldgica). Seja M um espago topolégico. Dizemos que

M é uma variedade topolégica de dimensao 7 se satisfaz as seguintes propriedades:

e M é um espaco de Hausdorff: para todo par de pontos p,q € M existem subcon-

juntos disjuntos U,V C M taisquepc Ueqg € V;
e M é separdvel, ou seja, existe uma base enumerével para a topologia de M;

e M élocalmente euclidiana de dimens&o n: para todo p € M existe U C M aberto

contendo p tal que ¢ : U — ¢(U) é um homeomorfismo.

Cada par (U, ¢) é denominado carta de M, onde U é a vizinhanga coordenada de p

e ¢ é um sistema de coordenadas de M.

Defini¢ao 1.1.2 (Cartas compativeis). Duas cartas (U, ¢) e (V, ) de uma variedade to-
polégica M sdo C* compativeis se as aplicagdes p oy~ : p(UNV) — ¢p(UNV) e o
¢~ p(UNV) — p(UNV)sao Ck. Estas duas aplicagdes sdo chamadas mudanca de
coordenadas entre as cartas. Se U NV = @, entdo as duas cartas sdo automaticamente

C* compativeis.
Usaremos o termo compativeis no lugar de C* compativeis.

Defini¢do 1.1.3. Um atlas em uma variedade topolégica M é a colecdo {(Uy, ¢ )} de

cartas C* compativeis que cobrem M, ou seja, M = |J, U,.



Dizemos que um atlas </ em uma variedade topolégica M é um atlas maximal se

nao estd contido em nenhum outro atlas de M.

Definic¢ao 1.1.4 (Variedade diferenciavel). Uma variedade diferencidvel C* é uma vari-
edade topolégica M juntamente com um atlas maximal 7. O atlas maximal é também

chamado estrutura diferencidvel em M.

2

Vamos admitir sempre que M" é uma variedade diferencidvel n-dimensional de

classe C* e diremos simplesmente que M é uma variedade.

Exemplo 1.1.5 (Exemplos de variedades diferencidveis).

(@) O espaco euclidiano R" é uma variedade diferencidvel com uma tnica carta

(R*,u',...,u"),onde u',...,u" sdo as coordenadas naturais de R";

(b) Qualquer subconjunto aberto U de uma variedade M é também uma variedade.
Se (Vi,¢n) € um atlas de M, entdo (Vy N U, ¢pxlv,~u) € um atlas de U, onde
$alv,ru : Va MU — R” denota a restri¢do de ¢, ao subconjunto V, NU. U é

chamado subvariedade aberta de M;

(c) Sejam M™ e N" duas variedades, entdo M x N é uma variedade, chamada varie-
dade produto. Se (U, ¢x) € (Vﬁ, ybﬁ) sdo cartas de M e N, respectivamente, entdo
(U x Vg, o X g : Uy x Vg — R™*") é um atlas em M x N.

Defini¢ao 1.1.6. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo n. A funcdo f :
M — R é diferenciavel no ponto p € M se existe alguma carta (U, ¢) contendo p em

um atlas de M tal que f o ¢!, definida no aberto ¢(U) de R, é diferencidvel em ¢(p).

Esta definicdo ndo depende da carta (U, ¢). Se (V, ) é qualquer outra carta no

atlas contendo p, entdoem (U N V)

fop=fop lopoy!

é diferencidvel em 1(p). A funcdo f é diferencidvel em M quando é diferencidvel em
todo ponto p € M. O conjunto de todas as fun¢des diferencidveis de M em R serd

denotado por §(M).



Definic¢do 1.1.7. Sejam N" e M variedades diferencidveis. A aplicacdo F : N — M
é diferencidvel no ponto p € N se existe alguma carta (V,¢) em M contendo F(p) e

alguma carta (U, ¢) em N contendo p tal que a composicdo ¢ o F o ¢~ ! é diferencidvel

em ¢(p).

Esta definicdo ndo depende da escolha das cartas. F é diferencidvel em N quando é

diferencidvel em todo p € N.

Defini¢ao 1.1.8. Um difeomorfismo entre variedades diferencidveis N e M é uma apli-

cagdo diferencidvel F : N — M que tem inversa diferenciavel.

Exemplo 1.1.9. Se (U, ¢) é uma carta no atlas de M de dimens&o n, entdo ¢ é diferen-
ciavel, pois sendo ¢ : R” — IR" a aplicacdo identidade, ¥y o ¢ o ¢! é diferencidvel. A
aplicacdo inversa ¢! : ¢(U) — U também é diferenciavel, basta tomar na definicao

acima = ¢ e ¢ = I, (), entdo P o ¢ lo Loy = Lpu) € diferencidvel.

Proposicdo 1.1.10. Se F : N — M e G : M — P sdo aplicagdes diferencidveis entre

variedades, entdo a composi¢do G o F : N — P é diferencidvel.

Proposicao 1.1.11. Seja U um subconjunto aberto de uma variedade M. Se F : U — R" é

um difeomorfismo sobre sua imagem, entio (U, F) é uma carta no atlas de M.

Demonstragdo. Para qualquer carta (Uy, ¢, ) no atlas de M, ambas Fo ¢ ! e ¢, o F~! sdo
diferenciaveis. Portanto (U, F) é compativel com o atlas de M e pela maximilidade do

atlas de M, a carta (U, F) estd contida no atlas de M. O

O suporte de f € F(M) , denotado por supp f, é o fecho do conjunto {x € M :

f(x) #0} . Assim, M — supp f é o maior conjunto em que f é identicamente zero.

Lema 1.1.12. Dada qualquer vizinhanga U de um ponto x € M, existe uma fungio f € F(M),

chamada bump fungdo em x, tal que
(1) 0> f>1emM;
(2) f = 1em alguma vizinhanga de x;

(3) suppf C U .



1.2 Espaco tangente

Definigao 1.2.1. Seja p um ponto de uma variedade diferencidvel M. Um vetor tan-

gente em p é uma fungdo real X : F(M) — R que é
(1) R-linear: X(af +bg) = aX(f) +bX(g) e

(2) Leibniziana: X(fg) = X(f)g(p) + f(p)X(g) paratodoa,b € Re f,g € F(M).

O conjunto de todos vetores tangentes a M no ponto p é chamado espago tangente
a M no ponto p e denotado por T, M. Com as operagdes de adigao e multiplicagdo por

escalar usais de fungdes, T, M é um espaco vetorial real.

Lema 1.2.2. Seja M uma variedade diferencidvel e suponhap € Me X € T,M.

(a) Se f é constante, entdo Xf = 0;

(b) Se f(p) = g(p) = 0entio X(fg) =0

Se U é um conjunto aberto em M, entdo, como uma subvariedade aberta, U tem
espaco tangente T,U em p € U. Seja X € T,U, vamos definir X(f) = X(f|y) para
todo f € F(M). Evidentemente, X € TyM e a fungdo X — X é um isomorfismo

linear. Podemos entdo escrever Tpu = T,,M.

Definicdo 1.2.3. Seja (U, ¢(x?,...,x")) uma carta diferencidvel de M contendo p. De-

of

finimos as derivadas parciais Ep em p por

of Afop™ ") .

= = —_1 2 <i<
(P === —(¢(p) (1<i<n)

onde u',...,u" sdo as func¢des coordenadas naturais de R".

Um célculo simples mostra que a funcao

9
Uy == :§(M) —R
p

levando cada f € §(M) para (9f/9x')(p) é um vetor tangente de M em p.



Teorema 1.2.4. Se ¢ = (x,...,x") é um sistema de coordenadas de M em p, entio os vetores

91p, - .., Onl|p formam uma base para o espago tangente T,M e

v="Y v(x)0;], Vv e T,M. (1.1)

n
i=1

Definicdo 1.2.5 (Aplicagdo Diferencial). Seja F : M" — N uma aplica¢do entre va-
riedades. Para cada p € M definimos a aplica¢do F; : oM — Tp(p)N, chamada

aplicacao diferencial de F no ponto p, por

E(X)(f) = X(f o F).

Note que se f € F(N), entdo f o F € F(M), assim X(f o F) faz sentido. O operador

(F.X) é claramente linear e para provar a propriedade de Leibniz, se f, g € §(N), entdo

(FX)(fg) = X((fg)oF)
= X((foF)(goF))=X(foF)(goF)(p)+ foF(p)X(goF)
= (BEX)(f)8g(F(p)) + f(EF(p))(F-X)(g)-

e portanto, F. X é um vetor tangente a N no ponto F(p).

Lema 1.2.6. Sejam F : M — N e G : N — P aplicagoes diferencidveis e seja p € M
(a) Fy: TyM — Tr(,)N € linear;
(b) (GoF)s=GsoF : TyM — Tgopp) P
() (Im)« = Ir,m: TyM — Ty M;
(d) Se F éum difeomorfismo, entio F, : TyM — Tp(,)N € um isomorfismo.

Lema 1.2.7. Seja F : M™ — N" uma aplicagdo diferencidvel. Se ¢ = (x',...,x™) é um

sistema de coordenadas em p de M e ¥(y?,...,y") é um sistema de coordenadas em F(p) de
&9y oF) d .
) =) T(P) (1<j<m) (1.2)
p

M. Entio
0
F*,p - - -
(ax] i=1 24 E(p)

Demonstragio. Segue diretamente do Teorema (1.2.4). O




Assim a matriz (F, ) com respeito a estas bases é dada por

(%%59@01§i§m1gﬂML (1.3)

chamada matriz jacobina de F no ponto p relativaa ¢ e .
1.3 Campos Vetoriais

Para qualquer variedade diferencidvel M, definimos o fibrado vetorial tangente de M,
denotado por TM, como a unido disjunta de espagos tangentes em todos os pontos de
M:

™ = |J T,M.
peEM

Vamos escrever um elemento dessa unido disjunta como o par ordenado (p, X),
onde p € M e X € T, M. O fibrado tangente vem equipado com uma proje¢ao natural
m: TM — M, definida por 7t(p, X) = p.

O fibrado tangente nado é apenas a colecdo de espagos tangentes. O préximo lema

mostra que TM pode ser pensado como uma variedade diferencidvel.

Lema 1.3.1. Para qualquer variedade M de dimensdo n, o fibrado vetorial TM tem uma topo-
logia natural e estrutura diferencidvel que o torna uma variedade diferencidvel de dimensdo 2n.

Com essa estrutura diferencidvel a aplicagido 7t : TM — M é diferenciduvel.

Definimos um campo vetorial Y em uma variedade diferencidvel M como uma se-
¢do da aplicagdo r : TM — M, ou seja, Y é uma aplicagdo continua Y : M — TM,

usualmente escrita como p — Y}, com a seguinte propriedade
moY =1 M

ou equivalentemente, Y, € T,M para cada p € M. Se Y é um campo vetorial em M e

f € §(M), entdo Y f denota a fungdo real em M dada por

Y)(p) =Yp(f) peM

Dizemos que Y é diferencidvel quando Y f é diferenciavel para todo f € F(M).
SejaY : M — TM um campo vetorial em M e (U, ¢) uma carta de M, podemos

escrever o valor de Y em qualquer p € U em termos dos vetores da base coordenada

n:;ww; (1.4)
= p



onde as n fungdes Y' : U — R sdo as funcdes componentes de Y na carta dada. A
correspondéncia

P—>@
p

determina um campo vetorial em U, chamado i-ésimo campo vetorial coordenada e deno-
d e .0 : .

tado por 5,7 due é difencidvel, pois P f é diferencidvel.
x x

Sejam X e Y campos vetoriais em M e f € F(M), definimos as seguintes operagdes

fX)p = f(p)Xp
(X+Y), = Xp+Y, VpeM

Se X e Y sdo diferenciaveis, entdo (X 4+ Y) e fX sdo diferenciaveis. Com estas duas
operagdes o conjunto de todos os campos vetoriais diferencidveis, denotado por X(M),
é um modulo sobre o anel F(M).

Por exemplo, a expressdo em coordenadas locais 1.4 para um campo vetorial Y pode
ser escrita como uma equagdo entre campos vetoriais, em vez de uma equagdo entre

vetores em um ponto:
n . a
_ 1
Y = Z Y 5 (1.5)
i=1
O préximo Lema mostra que cada vetor tangente em um ponto pode ser estendido

a um campo vetorial global diferencidvel.

Lema 1.3.2. Seja M uma variedade diferencidvel. Se p € M e X € T,M, existe um campo

vetorial )?p = X.

Demonstragio. Seja (x',...,x") um sistema de coordenadas em uma vizinhanga U de

;0
pey. XI? a expressao em coordenadas locais de X. Se ¢ é uma bump fun¢do com
X

p ~
suporte em U e tal que ¢(p) = 1, o campo vetorial X definido por

. 0
- P@OTX' =5 gel
Xy = x
1 q
0,9 ¢ suppy
é facilmente visto como um campo vetorial diferenciavel cujo valor em p é igual a

X. O

Defini¢do 1.3.3. Uma derivacdo de §(M) é uma funcdo D : F(M) — F(M) que é



(1) R-linear: D(af +bg) = aD(f) + bD(g);
(2) Leibniziana: D(fg) = D(f)g+ fD(g)

A préxima proposicdo mostra que derivagdes de §(M) podem ser identificadas

com campos vetoriais em M.

Proposicdo 1.3.4. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicagio D : F(M) — §(M)

é uma derivagio se, e somente se, é da forma Df = Y f para algum campo vetorial Y € X(M).

Demonstragio. A definigdo de vetor tangente mostra que para cada campo vetorial Y €
X(M) afungdo f — Y f é uma derivagdo de §(M). Reciprocamente, para cada p € M
defina Y, : §(M) — R por Y, f = (Df)(p). As propriedades (1) e (2) da Definigao
1.3.3 implicam que Y}, € um vetor tangente de M em p; dessa forma, estd bem definido o
campo vetorial Y em M e, como Y f = Df para todo f € §F(M), entdo Y é diferencidvel.

O

Sempre que conveniente iremos considerar campos vetoriais como derivacdes de
§(M). Esta interpretacdo induz a seguinte operagdo em campos vetoriais: sejam X, Y €
X(M), obtemos um operador [X,Y] : F(M) — F(M), chamado colchete de Lie de X e
Y, definido por

(X, Y]f = XYf - YXSf. (1.6)

Lema 1.3.5. O colchete de Lie de qualquer par de campos vetoriais diferencidveis é um campo

vetorial diferencidvel

Demonstragio. Pela Proposicado (1.3.4) é suficiente mostrar que para quaisquer X,Y &
X(M) o colchete de Lie [X, Y] é uma derivagdo de F(M). Para f, g € F(M) nés calcu-

lamos

(X, Y](fg) = X(Y(fg)) —Y(X(fg))
= X(fYg+gYf) - Y(fXg+gXf)
= XfYg+ fXYg+ XgYf+gXYf
—YfXg— fYXg—YgXf—gYXf
= fXYg+gXYf— fYXg—gYXf

= fIX,Y]g+g[X Y]f
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O valor do campo vetorial [X, Y] no ponto p € M é a derivagdo em p dada pela

férmula

(X, Y1p(f) = Xp(Yf) = Yp(X[).
Lema 1.3.6 (Propriedades do colchete de Lie). O colchete de Lie tem as seguintes proprie-
dades¥ V,W, X € X(M)

(a) R-bilinearidade: para a,b € R

[aV + bW, X] = a[V, X] + b[W, X]
[X,aV 4+ bW] = a[X, V] + b[X, W]

(b) Anti-simetria:

[V,W] =—[W,V]

(c) Identidade de Jacobi:

V,[W, X]] + W, [X, V]] + [X, [V, W] = 0

(d) para f,g € F(M),

[fV,gW] = fg[V, W]+ (fVg)W — (§Wf)V.

Demonstragio. A propriedade (a) segue diretamente da linearidade das derivagdes e
(b) é 6bvio. Para provar (c) basta calcular
[V, W, XIIf + W, X, VIIf + (X, [V, WIIf = V(IW,X]f) - [W,X]Vf + W([X, V]f)
—[X, VIWF + X([V, W]f) - [V, W]Xf
= VWXf-VXWf-WXVf+ XWVSf
+WXVf-WVXf—-XVWf+VXWS
+XVWf - XWVf - VWXf+WVXSf
= 0.
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Para provar (d) basta checar que ambos os lados tem o mesmo efeito em qualquer

fungdo h € F(M). O

A aplicacdo diferencial de F : M — N associa um vetor tangente de M para um
vetor tangente de N, mas em geral, ndo fornece nenhuma maneira de associar campos
vetoriais de M para N. Esta dificuldade pode ser superada, de certa forma, como

segue.

Definic¢do 1.3.7. Seja F : M — N uma aplicacdo diferencidvel. Os campos de vetores

Yem Me Z em N sdo F-relacionados se

Lema 1.3.8. Suponha que F : M — N é diferencidvel e Y € X(M) e Z € X(N). Entdo
Y e Z sdo F-relacionados se, e somente se, para toda fungdo real diferencidvel f, definida num

subconjunto aberto de N,

Y(foF)=(Zf)oF. (1.7)

Demonstragio. Para qualquer p € M e para qualquer fungéo real diferenciavel f defi-

nida préxima a F(p),

Y(foF)(p) =Yp(foF) = (EYp)f

(Zf)oF(p) = Zpp) f

assim, a equacgdo acima é verdade se, e somente se, (F*Yp) f=z F(p) f para todo p, ou

seja, Y e Z sdo F-relacionados. O

Proposic¢do 1.3.9. Seja F : M — N um difeomorfismo. Para todo Y € §(M), existe um

tinico campo vetorial diferencidvel em N que é F-relacionado a Y.

Demonstragio. Basta definir (F.Y)p(,) = F«(Yp) que € tnico e além disso F,(X) ¢é dife-
rencidvel, uma vez que, se f € §(N), a defini¢do leva a férmula (F.Y)g = Y(go F) o

F1eF(N). O
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Proposicao 1.3.10 (Naturalidade do colchete de Lie). Seja F : M — N uma aplicagio
diferencidvel e sejam V1,V € X(M) e Wi, Wp € X(N) tais que V; é F-relacionado a W; para
i =1,2. Entdo [Vq, V3] é F-relacionado a [Wy, W3].

Demonstragio. Usando o Lema (1.3.8) e o fato de que V; é F-relacionado a W; temos
ViVa(f o F) = Vi((Wof) o F) = (WiWaf) o F.

Similarmente,
VoVi(f o F) = Va((Wif) o F) = (WoWif) o F.

Portanto,

[Vl,Vz](foF) = V1V2(foF)—V2V1(foF)
= (WiWaf) o F — (WoWif)oF
= ([Wi,Wa]f)oF.

]

Em cada ponto p € M, qualquer funcéo linear w : T,M — IR é chamada covetor
em p. O espago de todos os covetores sobre p, denotado por T, M*, é chamado espago

cotangente de M em p.

Defini¢ao 1.3.11. Uma 1-forma 6 em uma variedade M é uma fun¢do que associa a

cada ponto p € M um elemento 8, do espago cotangente T, M*.

Se 6 é uma 1-forma em M e X é um campo vetorial em M, denote por X a fungdo
real em M cujo valor em cada ponto p € M é o valor de 0, em X;,. Uma 1-forma 0 é
diferencidvel quando 6X é diferencidvel para todo X € X(M).

Seja X*(M) o conjunto de todas as 1-formas diferencidveis em M. Duas 1-formas
sdo adicionadas e uma 1-forma é multiplicada por uma fung¢éo f € F(M) da seguinte

forma

(0 +w)p =0p+wp, (f0)p = f(p)0y (1.8)
para todo p € M. Com estas duas operagdes, X*(M) é um modulo sobre §F(M), cha-
mado médulo dual sobre X(M).

Defini¢do 1.3.12. A aplicagdo diferencial de f € F(M) é uma 1-forma df tal que (df)(X)
= X(f) para todo vetor tangente X em M.
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1.4 Subvariedades

1.4.1 Imersoes, Submersoes e Mergulhos

Se F : M — N é diferencidvel, o posto de F em p € M é o posto da aplicagao
linear F, : TyM — Tf(,)N; claramente, o posto de F € o posto da matriz de derivadas
parciais de F em qualquer carta ou a dimensao de [m(F.) C Tr(,)N. Se F tem 0 mesmo
posto k em todo ponto, dizemos que F tem posto constante e escrevemos posto F = k.

Uma aplicagdo diferencidvel F : M — N é chamada submersao se F, é sobrejetiva
em cada ponto (ou equivalentemente, se posto F = dim N). F é chamada imersao se F.
é injetiva em cada ponto (ou equivalentemente, se posto F = dim M )

Um mergulho diferencidvel é uma imersao injetiva F : M — N que é um homeo-

morfismo sobre sua imagem F(M) C N na topologia de subespago.
Exemplo 1.4.1.
(@) Sejam My, ..., M subvariedades diferencidveis. Cada projecdo rt; : My, ..., My —

M; é uma submersao. Em particular a projecio R"** —; RR" sobre as n primeiras

coordenadas é uma submersao;
(b) Sejam Mj, ..., My como acima e p; € M; escolhidos arbitrariamente. Cada apli-
cagdo tj: Mj — My, ..., My dada por

ti(q) = (P, Pj=1, 9, Pjs1s - - Pk)
é¢ um mergulho. Em particular, a inclusdo R" — R"*t* dada por (xl, co X)) —

(x1,...,x",0,...,0) é um mergulho;

(c) Um exemplo de imersdo que ndo é injetora é a curva f : R — R? definida por

f(t) = (£ —t,t2) Vt € R. De fato, tem-se f'(t) # (0,0) Vt € Re f(1) = f(—1);

(d) A composi¢do de submersdes é uma submersdo. O mesmo vale para imersdes e

mergulhos.

1.4.2 O Teorema da Fungio Inversa e Teorema do Posto

O Teorema da Fungdo Inversa e o Teorema do Posto sdo resultados sobre aplicagdes
entre subconjuntos abertos do espago Euclidiano que podem ser estendidos a aplica-

¢Oes entre variedades, é o que veremos nesta segéo.
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Teorema 1.4.2 (Teorema da Funcdo Inversa para Variedades). Sejam M e N variedades
diferencidveis, p € M e F : M — N ¢é uma aplicacdo diferencidvel tal que F. : T,M —
Tr(p)N € bijetiva. Entdo existem vizinhangas conexas Uo de p e Vo de f(p) tais que F|y, :

Uy — Vo é um difeomorfismo.

Demonstragido. Como F, é bijetiva, M e N tem a mesma dimensédo e entdo o teorema

segue do Teorema da Funcdo Inversa Euclidiana aplicado a representagdo coordenada

de F. N

Corolario 1.4.3. Sejam M e N variedades diferencidveis de mesma dimensioe F : M — N
é uma imersio ou submersdo. Entdo F é um difeomorfismo local. Se F é bijetiva, ela é um

difeomorfismo.
Demonstragio. Segue diretamente do Teorema 1.4.2. O

Teorema 1.4.4. Suponha M e N variedades diferencidveis de dimensoes m e n, respectivamente,
e F: M — N uma aplicagdo diferencidvel com posto constante k. Para cada p € M existem
coordenadas diferencidveis (x',...,x™) centrada em p e (v',...,v") centrada em F(p) tais

que F tem representagdo coordenada
1 k . k+1 1 k
F(x', ..., x5 X, .., x™) = (x%,...,x5,0,...,0).

Demonstragdo. Substituindo M e N por vizinhangas coordenadas U C M depeV C N
de F(p) e substituindo F por sua representacdao coordenada, o Teorema se reduz ao

Teorema do posto para o espaco euclidiano. O

Proposicao 1.4.5. Sejam M e N variedades diferencidveis de dimensio m e n, respectivamente.
Se a aplicagdo diferencidvel F : M — N é uma imersdo (resp. submersdo) no ponto p € M,

entdo ela tem posto constante m (resp. n) em uma vizinhanga de p.

Demonstragio. Para uma matriz n X m o maior valor possivel do posto é o minimo de
m e n. Portanto, dizer que F é uma imersdo ou submersdo em p € M, é a mesma coisa

que dizer que o posto de F é maximo em p. O conjunto
Dyax(F) = {p € U|F,,, tem posto méximo em p}
é um conjunto aberto de U. De fato, se k ¢ méximo, entdo

posto (F.p) =k <= posto[(df'/9x/)(p)] =k

= posto[(df'/9x/)(p)] > k (uma vez que k é maximal).
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Assim o complemento U — Dy,qx(f) € definido por
posto [9f/dx! (p)] < k,

o que equivale ao desaparecimento de todas as submatrizes k x k. Como conjunto
de nivel zero de um namero grande, mas finito, de fung¢des continuas U — Dyax(f) €
fechado e assim D41 (f) é aberto. Portanto, se F tem posto maximo em p, entdo existe

uma vizinhanga de p contida em Dy,x(f). O

Os seguintes teoremas sdo casos especiais do teorema do posto constante para va-

riedades.

Teorema 1.4.6 (Forma Local das Imersdes). Sejam M e N variedades diferencidveis de di-
mensdo m e n, respectivamente. Se F : M — N é uma imersdo no ponto p € M. Entio
existem cartas (U, ¢) centradaem p € M e (V, ) centrada em F(p) € N tais que, em uma

vizinhanga de ¢(p)
1poPo<p’1(x1,. XM = (xl,...,xm,O,. ..,0).

Teorema 1.4.7 (Forma Local das Submersdes). Sejam M e N variedades diferencidveis de
dimensdo m e n, respectivamente. Se F : M — N é uma submersdo no ponto p € M. Entdo
existem cartas (U, ¢) centradaem p € M e (V, ) centrada em F(p) € N tais que, em uma

vizinhanga de ¢(p)

poFog 1(xl,... x", x”“""’rm)

I
~—~
=
—_
~
~
=
=
~—

1.4.3 Subvariedades Mergulhadas

Subvariedades diferencidveis sio modeladas localmente como a inclusdo natural

de R* em R”, identificando IR* com o subespaco

Mais geralmente, se U é um subconjunto aberto de R, um k-slice de U é qualquer

subconjunto da forma

S={!,.. ) eu = =)

com ck“, ..., C" constantes. Claramente, qualquer k-slice ¢ homeomorfo a um subcon-

junto de R¥. Sejam M uma variedade n-dimensional e (U, ¢) uma carta diferenciavel
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de M. Se S C U tal que ¢(S) é um k-slice de ¢(U), entdo dizemos que S é um k-slice de
Uu.

Definic¢ao 1.4.8. O subconjunto S C M, M tem dimensao 1, é uma subvariedade mer-
gulhada de dimensédo k ou uma k-subvariedade mergulhada, se para cada p € S existe

uma carta (U, ¢) de M talque p € Ue U NS é um k-slice de U.
Dizemos que a carta (U, ¢) em M é adaptada para S.

Defini¢ao 1.4.9. Se S é uma subvariedade mergulhada de dimensao k em uma varie-

dade M de dimenséao 1, entdo n — k é chamado codimensao de S em M.
O proximo teorema explica a razdo para o nome subvariedade mergulhada.

Teorema 1.4.10. Seja S C M uma subvariedade merqulhada de dimensdo k. Com a topolo-
gia de subespago, S é uma variedade topolégica de dimensdo k, e existe uma iinica estrutura

diferencidvel tal que a inclusio S — M é um mergulho diferencidvel.
A reciproca desse teorema é dada pelo seguinte teorema

Teorema 1.4.11. A imagem de um mergulho diferencidvel é uma subvariedade mergulhada.
Os tltimos dois teoremas podem ser resumidos pelo seguinte corolério.

Coroldrio 1.4.12. Subvariedades mergulhadas sdo precisamente as imagens de mergulhos di-

ferencidveis.

Se S é uma subvariedade de M e F : M — N é uma aplicacdo diferencidvel, entdo
a restricdo F|g de F para S é diferencidvel, uma vez que F|s = F o1 Em particular,
se f € F(M), entdo f|s € §(S). Como a inclusdo S — M é um mergulho, em cada
ponto p € S temos a aplicagao linear injetiva i : T,S — T, M. Costuma-se ignorar
L« € considerar o espago tangente T,S como um subespaco vetorial de T, M. Assim um
campo vetorial X em M é tangente a uma subvariedade S de M fornecido X, € T,S

para todo p € S.

1.4.4 Subvariedades imersas

O termo subvariedade pode ser aplicado a um objeto mais geral: seja S uma vari-

edade diferencidvel que é apenas um subconjunto de M. Se a inclusdo:: S — M
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é uma imersdo, dizemos que S é uma subvariedade imersa de M. Assim subvariedades
mergulhadas sdo subvariedades imersas, mas ndo inversamente, uma vez que varie-
dades imersas ndo precisam ter a topologia induzida de subespaco. Por exemplo, seja
F: N — M uma imersdo injetiva, podemos dar ao conjunto imagem F(N) C M uma
topologia de variedade e estrutura diferencidvel danicas tais que F : N — F(N) é um
difeomorfismo. Para isto, dizemos que o conjunto U C F(N) é aberto se, e somente se,
F~1(U) C N é aberto e tomamos as aplicagdes coordenadas diferenciadveis em F(N)
como sendo as aplicagdes da forma ¢ o F~!, onde ¢ é uma aplicacdo coordenada di-
ferencidvel em N. Com esta estrutura diferencidvel 1 : F(N) — M é uma imersdo
injetiva, pois é igual a composi¢do de um difeomorfismo F : N — F(N) seguido da

imersdo injetiva F : N — M. Disto segue a seguinte proposigao.
Proposicao 1.4.13. Subvariedades imersas sio precisamente as imagens de imersoes injetivas.

Demonstracido. Se N C M é uma subvariedade imersa, a inclusao t : N — M é uma
imersdo injetiva. Inversamente se F : N — M é uma imersdo injetiva, segue da

discussdo acima que F(N) é uma subvariedade imersa de M. N

Dadas uma aplicagao diferenciavel F : M — N variedades e S C M uma subva-
riedade imersa, F|s : S — N é diferencidvel. Porém, quando o contradominio N é
restrito a uma subvariedade imersa S C N, a aplicagdo resultante pode nédo ser dife-
rencidvel. A préxima proposi¢do da condigdes suficientes para que a aplicacdo F seja

diferencidvel quando o dominio é restrito a uma subvariedade imersa.

Proposicao 1.4.14. Sejam S C N uma subvariedade imersa e F : M — N uma aplicagdo
diferencidvel cuja imagem estd contida em S. Se F : M — S é continua, entdo F : M — S

é diferenciduvel.

Corolario 1.4.15. Seja S C N uma subvariedade mergulhada, entdo qualquer aplicagdo dife-
rencidvel F:M— N cuja imagem estd contida em S é também uma aplicacio diferencidvel de

MemS.

Mesmo que uma subvariedade imersa S C M ndo seja um subespago topolédgico
de M, para cada ponto p € S, o espago tangente T,S pode ser visto como um su-
bespaco vetorial de T, M, pelo mesmo motivo dado para subvariedades mergulhadas.
Portanto, os resultados a seguir valem tanto para subvariedades imersas, como para

subvariedades mergulhadas.
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Suponha que S C M é uma variedade imersa, e seja Y um campo vetorial diferen-
cidvel em M. Se existe um campo vetorial diferencidvel X € X(S) que é i-relacionado
a Y, entdo claramente, Y é tangente a S, porque Y}, = 1, X, estd na imagem de . para

cada p € S. A préxima proposicdo mostra que a reciproca é verdadeira.

Proposicao 1.4.16. Seja S C M uma subvariedade imersa e seja 1 : S — M a aplicagdo
inclusio. Se Y € X(M) é tangente a S, entdo existe um tinico campo vetorial em S, denotado

por Y|s, que é i-relacionado a Y.

Demonstragio. Por definigdo, Y ser tangente a S, significa que cada Y, estd na imagem
de 1 para cada p € S. Assim, para cada p € S existe X, € TS tal que Y, = 1. Xy,. Uma
vez que L é injetiva, X, é tinico, definimos assim um campo vetorial X em S. Basta
agora mostrar que X é diferencidvel. E suficiente mostrar que X é diferencivel em uma
vizinhanga de cada ponto.

Seja p qualquer ponto em S. Uma vez que uma subvariedade imersa é localmente
um mergulho, existe uma vizinhanga V de p em S que é um mergulho em M. Seja U
o dominio de uma carta slice para V em M proximo de p, e S = V N U que é um slice
em U e assim é um subconjunto fechado de U. Se f € F(S) é arbitrario, seja f € F(U)

uma extensdo de f para uma fun¢do em U. Entdo paracada p € S,

Xf(p) = Xp(f) = Xp(fls) = Xp(f o 1) = . Xp(f) = Yp(f) = Yf(p).

Disto segue que, X(f) = (Yf)|s que é diferencidvel em S. Uma vez que isso vale para

uma vizinhanga de cada p € S, X é diferencivel. O

Corolario 1.4.17. Seja M uma variedade diferencidvel e S uma subvariedade imersa de M. Se

Y; e Ys sdo campos vetoriais em M que sdo tangentes a S, entdo [Y1, Y] é tangente a S.

Demonstragio. Pela proposicdo anterior existem campos vetoriais diferencidveis X; e
Xy em S tais que X; é i-relacionado a Y;,i = 1,2. Pela naturalidade do colchete de Lie

(Proposicédo (1.3.10)), [X;, Xp] é i-relacionado com [Y7, Y] e portanto é tangentea S. [

1.5 ‘Tensores

Defini¢do 1.5.1. Um campo tensor T ou apenas tensor do tipo (r,s) em uma variedade

M é uma fungdo F(M)-multilinear T : X*(M)" x X(M)* — F(M).
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Dados 6',...,0" € X*(M)e Xy,...,Xs € X(M), T produz uma fungdo real
fF=T(,...,60,X1,...,Xs) € F(M).

61, ...,0" sdo as entradas contravariantes e Xy, ..., X sdo as entradas covariantes. Deno-

taremos o conjunto de todos os campos de tensores em M do tipo (7,s) por T (M).

Defini¢do 1.5.2 (Produto tensorial). Sejam T; € TL(M) e T, € T;:(M), definimos o
produto tensorial Ty ® Tp : X*(M)"t" x X(M)*** — (M) por

Ti @ To(6),...,00" , Xy,..., Xgry) =
=Ty(6%,...,07, X, ..., X)To(0 .07 Xeiq, ..., Xeisr)

Por defini¢do Ty ® T, é um tensor do tipo (r +7/,s +§').

A seguir sdo dadas trés interpretacdes para campos tensor:

(1) Seja w uma 1-forma diferencidvel em uma variedade M. A funcdo X — w(X)
é F(M)-linear de X(M) em §(M), portanto é um campo tensor (0,1). Além
disso, esta interpretacdo da origem a um isomorfismo §(M)-linear de X*(M)

para T{(M), assim, podemos escrever

X (M) = T(M); (1.9)

(2) Se X € X(M), defina a fungdo V : X*(M) — F(M) por X(0) = 6(X) V 0 €
X*(M), V é §F(M)-linear e, portanto, é um tensor (1,0). Todo tensor (1,0) em M d4

origem a um tnico campo vetorial, assim, podemos escrever

xX(M) = TH(M); (1.10)

(3) Se T : X(M)$ — X(M) é uma aplicacdo §(M)-multilinear, defina T : X*(M) x
X(M)* — §F(M) por

T(0,X1,...,Xs) =0(T(Xq,...,Xs)) VO€X(M)eX; €X(M).

TégF (M)-multilinear, e portanto, é um tensor (1,s). Assim, podemos considerar

T um tensor (1,s).
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Sempre que necessdrio, faremos uso da identificagdo dada em (3). Tensores do tipo
(0,s) sdo chamados covariantes, enquanto tensores do tipo (#,0) com r > 1 sdo chama-
dos contravariantes. Por exemplo, func¢des reais e 1-formas sdo covariantes. Campos

vetoriais sdo contravariantes.

Proposigdo 1.5.3. Sejax € MeT € TL(M). Se @',...,&0" ew!, ..., w" sido 1-formas em M
tais que @'|y = Wil (1 <i <) eXy,..., Xse Xy, ..., Xs taisque)?ﬂx = X[y (1<j<s).
Entdo

T(@Y...,&", X1,...,X)(x) = T(w,..., 0", Xq,...,Xs) (x). (1.11)

Para a demonstragao dessa proposicdo usaremos o seguinte Lema:

Lema 1.5.4. Se pelo menos uma 1-forma w'

, ..., w" ou pelo menos um campo vetorial Xy, ..., X
é zeroem x € M, entio

T(w!, ..., ", X1,..., Xs)(x) = 0.

1 .., x" um sistema de coordenadas em

Demonstragido. Suponha que X;|y = 0. Sejam x
uma vizinhanca U de x. Entdo, X; = Y. X'9; em U, onde X' = X;(x') € F(U). Seja
f uma bump fungdo em x com suporte em U. Entdo, fX' é diferenciavel em todo M e,

similarmente, f0; € X(M). Portanto

(..., 0" Xy, ., Xs) = T(wh,..., ", Xq,..., f2Xs)
= T(w',..., " Xy,..., Y fX'f0;)

= Y fX'T(w!,..., 0", X1,..., f0;).
i=1

Como Xs|y = 0, cada X'(p) = 0; por definicido f(x) = 1. Portanto, avaliando a férmula

acima em x temos T(w',..., ", Xy,..., Xs)(x) = 0. O

Prova da proposigio. Para facilitar, vamos supor r = 1 e s = 2. Pela multilinearidade de

T, temos

T(@,X,Y)—T(w,X,Y) = T(@X,Y)—T(w,X,Y)
+T(w,X,Y) — T(w, X,Y)
= T(@—w,X,Y)-T(w,X=X,Y)+T(w,X,Y —Y).

Por hipétese, temos @ —w = X — X = Y—-Y=0em x, dessa forma, pelo Lema acima

T(@,X,Y)(x) = T(w, X, Y)(x) O



21

Segue imediatamente da Proposi¢do que um campo tensor T € T (M) tem valor Ty
em cada ponto x € M dado pela fungdo Ty : (TyM*)" x (TxM)* — R definida como
segue.

Seal,...,a" € TM*eXy,...,Xs € TyM, definimos
Te(al,..., 0", Xq1,...,Xs) =T(0%,...,60",X1,...,%s)(x) (1.12)

onde 0!,...,0" sdo quaiquer 1-formas em M tais que Olly=a' (1>i>reXy,..., Xs
sdo quaisquer campos vetoriais em M tais que Xj|, = X; (1 > j > s).

E facil ver que Ty é R-multilinear; entdo, por definicdo de tensor Ty é um tensor
(r,s) sobre TyM. Podemos entdo considerar T € T, como um campo diferencidvel em

M que atribui a cada x € M um tensor Ay.
1.6 Variedades Riemannianas

Definicao 1.6.1 (Métrica Riemanniana). Uma métrica Riemanniana é um tensor g do

tipo (0,2) que satisfaz as seguintes propriedades:
(i) ¢ é simétrica: ¢(X,Y) = g(Y, X) paratodo X, Y € X(M);

(i) g é positiva definida: ¢(X, X) > 0 para todo X € XM e g(X, X) = 0 se, e somente
se, X =0

Defini¢do 1.6.2 (Variedade Riemanniana). Uma variedade diferenciavel M munida de

um tensor métrica ¢ chama-se variedade Riemanniana.

Uma variedade Riemanniana é o par ordenado (M, g). Observe que dois tensores
métrica diferentes em uma mesma variedade constituem variedades Riemannianas di-
ferentes. Denotaremos simplesmente, quando ndo houver possibilidade de confuséo,
por M uma variedade Riemanniana munida com uma métrica g. Seja x1, ..., x" um

sistema de coordenadas em U C M. As componentes do tensor métrica g em U sdo

gij = 8(9i,9). (1.13)

Assim, para campos vetoriais X = ) VidieY =YY/ d; temos:

g(X,Y) =Y g;X'Y. (1.14)
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Exemplo 1.6.3. Para cada ponto p € R" existe um isomorfismo linear natural de R"
para T,R" que, em termos de coordenadas naturais, leva cada v para v, = Y '

Assim o produto interno em IR"” da origem ao tensor métrica em R” com
(vp,wp) =v-w=Y v'w. (1.15)

Portanto R” pode ser visto como uma variedade Riemanniana com métrica ( , )

chamado espago Euclidiano de dimensdo n.

Definicdo 1.6.4. Sejam M e N variedades Riemannianas com métricas Riemannianas g
e h, respectivamente. Dizemos que o difeomorfismo f : M™ — N" é uma isometria

se

g(X,Y)=h(f.X,f.Y) VxeMeX,YeTM. (1.16)

Uma vez que f é um difeomorfismo, cada diferencial f, y é um isomorfismo linear,
assim, a condi¢do na métrica implica que cada f. x é uma isometrica linear(isomorfismo

linear que preserva produtos escalares).

Exemplo 1.6.5.
(1) A aplicagdo identidade é uma isometria;
(2) A composicdo de isometrias é uma isometria;

(3) A inversa de uma isometria é uma isometria.

Definic¢do 1.6.6. Uma aplicacdo diferencidvel f : M — N entre variedades Riemanni-
anas € uma isometria local se cada aplicagdo diferencial fix : TxM — Tf¢(,)M é uma

isometria linear.

Em vista do Teorema da Funcéo Inversa 1.4.2, uma defini¢do equivalente, que jus-
tifica o termo isometria linear, é a seguinte: cada x € M tem uma vizinhanga U tal que
f|u é uma isometria de U sobre uma vizinhanga de f(x) € N.

Se f : M — N" é qualquer aplica¢do diferencidvel entre variedades Riemannia-
nas com meétricas g e h, respectivamente, com a propriedade (1.16), entdo f. € injetiva
em cada x € M, pois fir = 0 implica que g(X,Y) =0V Y € TyM e portanto X = 0.

Desta forma uma aplicagdo diferenciavel f com a propriedade (1.16) é uma imersao,
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denominada imersdo isométrica. Um mergulho isométrico é uma imersdo isométrica inje-
tiva.

O capitulo 2 serd dedicado ao estudo de Imersdes Isométricas.
1.7 Conexao de Levi-Civita

Defini¢ao 1.7.1. Uma conexdo afim V em uma variedade M é uma funcdo que associa
a cada X € X(M) uma aplicagdo linear Vx de X(M) sobre ele mesmo (V : X(M) x

X(M) — X(M)) satisfazendo as seguintes condigdes:
(V) Vixigy = fVx +8Vy;

(Vi) Vx(fY) = fVxY + (Xf)Y
para f,g € §(M), X, Y € X(M).
O operador Vx é chamado derivada covariante com respeito a X.

Teorema 1.7.2. Em uma variedade Riemanniana M existe uma iinica conexdo V tal que

(V111) O tensor torsio T é zero, ou seja, VxY — VyX — [X,Y] = 0;

(V1v) g é paralelo, ou seja, Vxg = 0.
para todo X,Y € X(M).
V é chamada conexdo de Levi-Civita de M e é caracterizada pela férmula de Koszul
2¢(VxY,Z) = Xg(Y,Z)+Yg(X,Z) — Zg(X,Y) +¢([X,Y],Z)  (1.17)
+8([2,X],Y) +8(X,[Z,Y])

Definicdo 1.7.3. Definimos as funcdes reais ri.‘]- em (U, x!,..., x") por

_ k
que sdo as componentes da conexdo Riemanniana, chamadas simbolos de Christoffel.

Fazendo X = 0;,Y = 0j, Z = Jj na férmula de Koszul (1.8) temos

r@:zzgk’”{ Sjm , 98im _ g’} (1.18)
m

oxt  9xi  ox™
esta féormula é uma descrigdo de como o tensor métrica ¢ determina a conexdo de Levi-

Civita.
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Proposicao 1.7.4. Para um sistema de coordenadas x1, ..., x, em U temos:

oWk

Vo, (Y Wio;) = Z{ o T Zrﬁ;wf} Ok (1.19)
k j

onde os simbolos de Christoffel sdo dados pela formula (1.18). Usando (V1) podemos calcular

qualquer V xY em uma vizinhanga coordenada.
Demonstragio. Consequéncia imediata de (Vj). N

Definicao 1.7.5. Sejam ul,...,u" as coordenadas naturais em R"”. Se Ve W = Y. Wi,

sdo campos vetoriais em R", o campo vetorial
VyW =Y V(W9 (1.20)
é chamada derivada covariante natural de W com respeito a V.

Lema 1.7.6. A conexdo V da definigdo acima é a conexdo de Levi-Civita de espaco Euclidiano

R". Relativo as coordenadas naturais de R" temos
(1) gij = 6ij;
(2) rﬁ-‘j =0

paratodo1 <1i,j,k < n.

Um campo vetorial Y é paralelo se suas derivadas covariantes VxY sdo zero para
todo X € X(M). Portanto, pelo Lema acima os campos vetoriais coordenados naturais

de R" sdo paralelos.
Definicdo 1.7.7. Seja f € §(M) definimos

Vyf=Vf (1.21)
paratodo V € X(M)

Defini¢do 1.7.8. Dado K um campo tensor do tipo (r,s), a derivada covariante VK de
K em M é o campo tensor do tipo (7,s + 1) definido por:
(VK)(X;X1,... Xs) = (VxK)(Xy,..., Xs) (1.22)
= Vx(K(Xy,..,Xs)) — i;K(Xl, s VxXi ooy Xs)
im
para campos de vetores X, X; € X(M).
Dizemos que um campo tensor K em M é paralelo quando VxK = 0 para todo

X e TyM.
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1.8 Geodésicas e a aplicacao exponencial

1.8.1 Transporte Paralelo

Uma curva diferencidvel em uma variedade M é uma aplicacdo diferenciavel « :
I — M onde I é um intervalo aberto em R. Usualmente assumimos que 0 € I e
dizemos que « é uma curva comegando em p se a(0) = p. Para cada t € I o vetor

velocidade de a em t é definido por

o (t) = s (%

Dizemos que &’ (t) é o vetor velocidade de « no ponto a(t). O vetor tangente a'(t) age

) E Tﬂé(f)M'
t

em uma fung¢do f € §F(M) da seguinte forma
d

K(Of = a, (ﬁ )f=%

Agora, seja (U, ¢) uma carta com fungdes coordenadas (x!,...,x"). Se a(t) € U, es-

(Fou)= o0 1y

dt

t

crevendo &' = x' o x para i-ésima componente de « nesta carta, entdo pelo teorema das

bases temos

a(t)

Toda curva « em p numa variedade M da origem a um vetor tangente a'(0) € T, M.
Inversamente, vamos mostrar que todo vetor tangente X, € T, M ¢é o vetor velocidade

de alguma curva em p como segue.

Proposicao 1.8.1 (Existéncia de uma curva com vetor velocidade inicial dado). Para
qualquer ponto p em uma variedade M e qualquer vetor tangente X, € T, M existe uma curva

diferencidvel o : (—e€,€) — M para algum e > 0 tal que a(0) = p e a’(0) = Xp,.

Demonstragio. Seja (U, ¢) uma carta centrada em p, ouseja, ¢(p) = (0,...,0). Suponha

1

. 0 : . -
Xy = Zaly em p. Sejam u-,...,u" as coordenadas naturais de R”. Entdo x' =
x

. p
u' o ¢. Para encontrar uma curva « em p tal que #'(0) = X, comecaremos com a curva

% . Em seguida, aplicamos fa M via¢~1. O B
0

BemR" com B(0) =0e f(0) = L a

mais simples é dado por

B(t) = (a't,...,a"t), ondet € (—¢,€),
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onde € é suficientemente pequeno de modo que B(t) € ¢(U). Agora, basta definir

a = ¢~ 1o B. Claramente, x(0) = p e &’ (0) = X,. O

Proposicdo 1.8.2. Sejam F : M — N uma aplicagio diferencidvel e & : I — M uma
curva diferencidvel. Para qualquer ty € I, o vetor tangente em t = to da curva composigio

Foa:1 — N édado por
(Fow)' (ty) = Fu(a(to)).

Demonstragio. Basta aplicar a definicdo de vetor tangente para uma curva:

(Foa)'(to) = (Foa). = E.(«'(to)).

to

:F*o“*_

dt

=~

fo

]

Pela proposicao anterior, podemos calcular a diferencial F, , usando curvas. Seja
F : M — N uma aplicacdo diferencidvel, vamos calcular F; para qualquer p € M.
Calculamos F; , X para qualquer X € T,M, escolhendo uma curva a cujo vetor tan-
genteem t = 0 é X, entdo

F.(X) = (Foa)'(0). (1.23)

Definigao 1.8.3. Dizemos que X é um campo vetorial sobre a uma aplicacdo ¢ : P —

M quando X : P — TM é tal que 7t o X = ¢, onde 7t é a projecdo de TM sobre M.

O vetor velociadade &’ é um campo vetorial em &, bem como a restrigdo X, de
qualquer X € X(M). O conjunto X(«) de todos os campos vetoriais diferencidveis

sobre & ¢ um moédulo sobre §(I).

Proposicao 1.8.4. Seja « : I — M uma curva diferencidvel em uma variedade Riemanniana

bz de X(w)

M e Z um campo vetorial sobre w. Entdo existe uma vinica fungio Z — Z' = 7

em X(«), chamada derivada covariante induzida, tal que
(1) (aZy +bZ,) = aZ, +bZ)  (a,b € R);

2) (hz) = (%) Z+hz'  (heF()

3) (Xa)'(t) = Vupy(X)  (tELV €X(M));

(&) (d/d0g(21,22) = §(Z}, 22) + §(21,2b)
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Se Z' = 0 dizemos que Z é paralelo. No caso especial em que Z = &/, a derivada
covariante induzida Z' = a” é chamada aceleracdo da curva a. Embora Z e a” nao
sejam campos vetoriais em M, podemos escrever Z' = V,/Z e portanto &’ = Vo,

mas somente em «(t) onde () # 0.

Proposicao 1.8.5. Para uma curva o : I — M, sejaa € I ez € Ty, M. Entio existe um

tinico campo vetorial paralelo Z em « tal que Z(a) = z.

A partir desta proposi¢do podemos definir uma fungao
P=P!(a): T,M — T,M

que leva cada z para Z(b) que é chamada transporte paralelo ao longo de a de p = a(a)
para g = a(b).

Lema 1.8.6. Transporte paralelo é uma isometria linear.

Demonstragdo. Com a notagao da definigdao de transporte paralelo, sejam v, w € T,M
tais que V(a) = ve W(a) = w. Uma vez que V + W é paralelo, P(v +w) = (V +
W)(b) = V(b) + W(b) = P(v) + P(w). Similarmente, P(cv) = cP(v) e assim, P é
linear.

Se P(v) = 0, pela unicidade da proposigdo acima, V pode ser somente o campo
vetorial identicamente nulo em «. Portanto, v = V(a) = 0. Assim, P é injetiva e como
espagos tangentes de M tem a mesma dimensdo, P é um isomorfismo linear.

Finalmente, para V e W paralelos temos

d
28V, W) = g(V!, W) + g(V,W') =0

Dessa forma, g(V, W) é constante, assim

e isto conclui a prova. [

1.8.2 Geodésicas

Definic¢ao 1.8.7. Uma geodésica em uma variedade Riemanniana M é uma curva 7 :

I — M cujo campo vetorial 9/ é paralelo, equivalentemente, 7" = 0.
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1

Coroldario 1.8.8. Sejam x*, ..., x" um sistema de coordenadas em U C M. Uma curva v em

U ¢é uma geodésica de M se, e somente se, suas fungdes coordenadas x* o «y satisfazem

2 (kK i j
et (xtzo 2 +Zfﬁfj(’r)d(x °MAXOY) _y q<k<n (1.24)
ij

d dt dt

O teorema da existéncia e unicidade das EDO nos dé o seguinte resultado local.

Lema 1.8.9. Se X € T, M existe um intervalo I contendo 0 e uma inica geodésica vy : I — M

tal que ' (0) = X.

Obviamente (0) = p, dizemos que 7 é uma geodésica comegando em p com velo-

cidade inicial X.

Lema 1.8.10. Sejam o, B : I — M geodésicas. Se existe um niimero a € I tal que &' (a) =

B'(a), entdo « = B.

Proposicdo 1.8.11. Dado qualquer vetor tangente X € T, M existe uma iinica geodésica yx

em M tal que
(1) v%(0) =X;

(2) o dominio Ix de yx é o maior possivel. Portanto, se a : | — M é uma geodésica com

velocidade inicial X, entdo | C I e a = yx]|;.

Demonstragio. Seja & a colegdo de todas as geodésicas 7y : [, — M com velocidade
inicial X, pelo Lema (1.8.9) , existe pelo menos uma. O Lema (1.8.10) diz que a e f em
¢ coincidem em I, N Ig. Portanto a cole¢do ¢ define uma unica curva yx no intervalo

I = NI,, que tem as propriedades requeridas. O
Pela propriedade (2) da Proposicdo (1.8.11) dizemos que yx é maximal.

Definigao 1.8.12. Dizemos que uma variedade Riemanniana M é geodesicamente com-
pleta ou simplesmente, completa, quando toda geodésica maximal estd definida em

toda reta real.

Exemplo 1.8.13 (Geodésicas no espago Euclidiano). Como os simbolos de Christoffel
desaparecem, a equagdo geodésica (1.24) torna-se

d?(u' o )

P (1<i<n).
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Assim, u'(y(t)) = p' + tv' para todo t, onde p' e v’ sdo constantes arbitrarias. Em
notagdo vetorial, y(t) = p + tv. Portanto as geodésicas de R” sdo linhas retas. Em

particular, R" é completo.

Lema 1.8.14. Seja X um vetor tangente de M, ou seja, um elemento do fibrado tangente TM.
Entdo existe uma vizinhan¢a N de X € TM e um intervalo I contendo 0 tal que (w,s) —

Y () é uma fungdo diferencidvel de N' x T em M.

1.8.3 A aplicagdo exponencial

Definic¢ao 1.8.15. Seja 0 € M, %, o conjunto de vetores v € T,M que tem geodésica
maximal 1y, definida pelo menos em [0, 1]. A aplicagdo exponencial de M no ponto o é
a funcao

expo: Yo — M

tal que exp,(v) = 7,(1) para todo v € %,.
Se M é completa, entdo %, = T,M para todo o € M.
Sejav € TpM et € R, entdo a geodésica s — 7,(ts) tem velocidade inicial

ty,(0) = tv. Portanto v (s) = y,(ts) para todo s e t de modo que em qualquer um

dos lados (portanto ambos) estd bem definido. Em particular, se v € %, entdo

expo(t0) = 71o(1) = 7alb).

Proposigdo 1.8.16. Para cada ponto o € M existe uma vizinhanga U de 0 em T,M em que a

aplicagdo exponencial exp, é um difeomorfismo sobre uma vizinhanga U de o em M.
1.9 Curvatura

Defini¢dao 1.9.1 (Curvatura). Seja M uma variedade Riemanniana com conexdo de
Levi-Civita V. A curvatura Riemanniana R em M ¢ a aplicagéo R : X(M)?> — X(M)
dada por

R(X,Y)Z =VxVy—VyVx—Vxy (1.25)

Proposicao 1.9.2. A curvatura Riemanniana é um tensor do tipo (1, 3) em M.
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Demonstragdo. Uma vez que a R-linearidade é 6bvio, basta provar que R é §(M)-linear

em cada varidvel separadamente. Por exemplo, em Y temos:

R(X, fY)Zz = VxViy = ViyVx = Vix ry]
= Vx(fVyZ) = fVyVxZ = VxryirxyZ
= fYXVYZ + (Xf)VyZ — fVyVXZ — (Xf)Vy — fV xyZ
= f(VxVyZ—-VyVxZ -V xyZ)
= fR(X,Y)Z

De forma andloga mostramos a §(M)-linearidade em X e Z. N

Como mostrado anteriormente (ver Se¢do 1.5), R pode ser considerado como uma
funcdo R-multilinear em cada espago tangente individual. Se x,y € TyM, o operador
linear

R(x,y) : M — T,M
que leva cada z € T,M para R(x,y)z é chamado operador curvatura.

Proposicdo 1.9.3. Se X, Y, Z, V, W € X(M), entdo

(DR(X,Y) = —R(Y, X),

2) g(R(X,Y)V, W) = —g(R(X, Y)W, V),
(3)R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0,
4) g(R(X,Y)V, W) = g(R(V, W)X, Y).

Em uma vizinhanca coordenada U C M de um sistema de coordenadas x1, ..., X,

definimos as funcoes

R(, 9;)9; = ZR}klai (1.26)
i

onde as componentes de R sdo dadas por

. o . 9 . ‘ .
Riyy = Wr;‘j — ﬁr%j + ;rﬁmr,’z} — ;r;{mrl’?. (1.27)

Defini¢ao 1.9.4. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensado n. O campo tensor

curvatura Riemanniana R de M é o campo tensor de grau covariante 4 definido por

R(Xl, X5, X3, X4) = g(R(Xg), X4)X2, Xl) X,eThyM,i=1,...,4. (1.28)
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Proposicao 1.9.5. O tensor curvatura Riemanniana R pode ser considerado como uma aplica-
¢do quadrilinear TxM X TyM x TyM x TyM — R em cada x € M e satisfaz as sequintes
propriedades:

1. R(X1, Xo, X3,X4) = —R(Xp, X1, X3, X4);

2. R(Xy, Xy, X3, Xy) = —R(Xy, Xo, Xy, X3);

3. R(Xy,Xp, X3, X4) + R(X1, X3, X4, X2) + R(X1, Xy, X2, X3) = 0;
4. R(X1,Xp, X3, Xy) = R(X3, Xy, X1, X2).

Se R;kl e gjj sdo as componentes do tensor curvatura e do tensor métrica com res-
peito a um sistema de coordenadas locais, entdo as componentes R;jy; do tensor curva-

tura Riemanniana sdo dadas por Rjjxy = Y., Sim R?fd.

Definic¢ao 1.9.6 (Curvatura seccional). Para cada plano 7t do espago tangente T, M ge-
rado por vetores ortonormais Xj e X, a curvatura seccional K(7r) do plano 7 é definida
por
K(7) = R(X3, X2, X1, X2) = g(R(X1, X2) X2, X1) (1.29)
A curvatura seccional K(77) é independente da escolha da base ortonormal X3, X; e
o conjunto de valores de K(77) para todo plano 77 em TxM determina o tensor curvatura
Riemanniana em x € M. Se K(7) é uma constante para todos os planos 7 em TyM e
para todo x € M, entdo M é chamado espaco de curvatura constante.
Uma variedade Riemanniana de curvatura constante é chamada forma espacial. Al-
gumas vezes, uma forma espacial é definida como uma variedade Riemanniana com-
pleta, simplesmente conexa de curvatura constante. Denotamos por M(c) uma forma

espacial de curvatura constante c. Se M é um espago de curvatura constante c, entdo
R(X,Y)Z=1c(g(Z,Y)X —g(Z,X)Y). (1.30)

Proposi¢do 1.9.7. Se K = 0 em x entdo R = 0 em x, isto é, se K(71) = 0 para todo plano 7t em

TxM, entido R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z € T:M.

Se M tem tensor curvatura R = 0 em todo ponto, entdo dizemos que M é plana.
Pela Proposicdo anterior, M é plana se, e somente se, a curvatura seccional K é identica-
mente nula. Por exemplo, o espaco Euclidiano R" é plano: para coordenadas naturais

os simbolos de Chrstoffel desaparecem, portanto R = 0 pela Equacéo (1.27).
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Capitulo 2
IMERSOES ISOMETRICAS

Vimos no capitulo anterior que uma imersdo isométrica é uma aplicagdo f :

——n+k ;- Ly .
M" — M " que é isométrica para todo x € M, ou seja,

8(X,Y) = g(feX, f:Y)

para todo X,Y € TyM e para todo x € M, g e g sdo as métricas Riemannianas de M
— . —n+k , . ~

e M, respectivamente. Se por outro lado, f : M" — M = é uma imersdo de uma

variedade diferencidvel M em uma variedade Riemanniana M podemos induzir uma

métrica Riemanniana em M, fazendo, para cada ponto x € M,
(X, Y) = g(f: X, 1Y) X,YeTM

de tal forma que f se torne uma imersao isométrica. Assim, dizer que f é isométrica
é equivalente a dizer que ¢ é a métrica induzida por f. De agora em diante, vamos
considerar apenas que uma imersdo isométrica f : M" — M"** & uma imersio com
métrica induzida g em M. Uma vez que f é localmente um mergulho, ou seja, para
cada x € M existe uma vizinhanga U de x tal que a aplicagido f|; : U — M é um mer-
gulho, podemos identificar U com f(U), onde f(U) é uma subvariedade mergulhada

de M. Portanto, para cada x € M, temos
TeM = TeM & TeM™*

onde TyM* é o complemento ortogonal de TyM em T,yM. O espago TyM* é chamado
espaco normal a M em x e tem dimensao k, igual a codimensdo de f. O fibrado normal
TM+ é definido como o conjunto TM+ = {(x,&); x € M e & € TyM~*}. Em relagéo a

decomposicdo acima, temos as seguintes aplicagdes

()t T™M — TM*
)" . TM — TM

denomidadas projecdo normal e projecdo tangente, respectivamente.
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2.1 Conexdo Induzida e a segunda forma fundamental

Sejam f : M" — M"* tma imersdo com métrica induzida ¢, V a conexao de Levi-
Civita de M e § a métrica Riemanniana de M. Se X e Y sdo campos vetoriais locais em
M, como f é localmente um mergulho, podemos estendé-los a campos vetoriais locais
X,Y em M. Definimos VxY = VY, é possivel provar que esta defini¢do ndo depende

das extensdes de X e Y. Entdo temos

Definigao 2.1.1. Sejam X e Y campos vetoriais em M. Para cada x € M definimos
(VxY)x = (VxY)y, (2.1)
onde ()" denota a projecio sobre Ty M.

Proposicao 2.1.2. V é a Conexdo de Levi-Civita de M com respeito a métrica induzida g em

M.

Demonstragio. Pela defini¢do de V, ela é uma conexao afim em M. Para mostrar que V

tem torsao nula, calculamos
VxY - VyX—[X,Y] = (VxV)T = (VxY)" —[X,Y]"
= (VxY=VxY—[X,Y])T =0
Além disso, temos
Xg(Y,2)=X3(Y,Z2) = 3(VxY,Z)+&(VxZY)

o que significa que Vg = 0. Assim, V é a conexdo de Levi-Civita em M. [

Por outro lado, definimos a segunda forma fundamental da imersdo isométrica f por
a(X,Y) = (VxV)* (22)

Pelas propriedades da derivada covariante a : X(M) x X(M) — X(M)* é uma forma

bilinear e simétrica sobre §(M); logo a(X, Y), depende somente de X, e Yy.
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A conexdo no fibrado normal TM+ é definida similarmente. Seja & um campo ve-
torial normal em M e X um campo vetorial tangente em M. Para cada ponto x € M

definimos
(Vx8)x = (Vx&)x, (2.3)

onde ( )* é a projegdo sobre TyM~.

Proposicio 2.1.3. V- é uma conexio métrica no fibrado normal TM* com respeito a métrica

induzida em TM>.

Demonstragio. E facil ver que V- define uma conexao afim no fibrado normal TM*.

Para campos vetoriais normais ¢ e 77 temos

X3(&,m) = 3(Vxgm) +3(Vxn, &) = &(Vxd,m) +(Vxn, §),
0 que mostra que V+ é uma conexao métrica. [

Seja S(M) o fibrado cujo as fibras em cada ponto é um espaco de transformagdes
lineares simétricas TyM — TyM. Seja H(M) = Hom(TM+*,S(M)). Para um campo

vetorial normal ¢ em M e para um campo vetorial tangente X em M, definimos
(AeX)x = =(VxO)x (24)

em cada ponto x € M. A estd bem definido, ou seja, (AgX )x depende somente de X e

¢x. Obtemos
g(AX,Y) = 8(AY, X) = —g(Vx(,Y) +8(Vy(, X)
g

= $(&,VxY) -3, VyX) =3(E [X,Y]) =0.

Consequentemente, Ag : ThyM — TyM é um operador linear simétrico (ou auto-
adjunto). Claramente, A é linear em todas as varidveis e portanto A € H(M). Chama-
mos Ag de operador de forma, operador de Weingarten, ou ainda segunda forma fundamental

da imersao f.

Proposicio 2.1.4. Se X,Y € TyMe & € T,M* temos

g(a(X,Y), &) = g(A X, Y). (2.5)



35

Demonstragio. Como g(Y,¢) = 0 temos

0 = Xg(Y,8) =3(VxY,8) +35(VxEY)
= 3(a(X,Y),$) — g(A:X,Y).

]

Assim, provamos o primeiro conjunto de férmulas bésicas para subvariedades, a

saber

) VxY = VxY +a(X,Y) (Férmula de Gauss)

Il) Vx¢ = —AsX + V&C. (Férmula de Weingarten)
2.2 Equacées de Gauss, Codazzi e Ricci

Seja M uma variedade de dimensdo 7 imersa em uma variedade Riemanniana M
de dimensdo 1 + k. Vamos denotar por R o tensor curvatura de M e por R o tensor

curvatura de M. Sejam X,Y,Z € X(M), temos

R(X,Y)Z = VxVyZ—VyVxZ—Vixy/Z
R(X,Y)Z = VxVyZ—-VyVxZ—Vixy|Z

Pelas féormulas de Gauss e Weingarten temos

VxVyZ = Vx(VyZ+a(Y,Z)) = VxVyZ+Vxa(Y,Z))
= VxVyZ+a(X,VyZ) = Ayy, ) X+ Vxa(Y, Z).
Similarmente, obtemos
VyVxZ =VyVxZ+a(Y,VxZ) — Ayxz)Y + Vya(X, Z).
Por fim, temos
VixyZ = VixnZ+a([X, Y], Z).

Tomando a parte tangente do tensor curvatura R temos

(R(X,Y)Z)" = VXVyZ—Ayyz)X = VyVxZ + Ayxz2)Y = VixnZ
— R(X, Y)Z - AO((Y,Z)X + ALX(X,Z)Y'
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Para todo W € X(M), obtemos a equagdo de Gauss

SRX,YV)Z,W) = gR(X,Y)Z,W) —g(Axy, )X, W) + 8(Ax(x,2)Y, W)
= ¢(R(X,Y)Z,W) —g(a(X,W),a(Y,Z)) + (2.6)
+3(a(Y, W), a(X,Z)).

Em particular, se K(71) e K(71) denotam as curvaturas seccionais de M e M do plano 7t

gerado pelos vetores ortonormais X, Y € T,M, a equagao de Gauss é dada por

K(m) = K(m)+g((X, X),a(Y,Y)) - g(a(Y,X),a(X,Y))

_|_
+8(a(X, X),a(Y,Y)) — a(X, V)| (2.7)

Tomando as componentes normais de R:

(R(X,Y)Z)* = a(X,VyZ) + Vxa(Y,Z) —a(Y,VxZ) — Vya(X,Z) —a([X,Y], Z).

Usando o fato de que [X, Y] = VxY — VyX e denotando (Vxa)(Y, Z) = Vxa(Y,Z) —
a(VxY,Z) —a(Y,VxZ), obtemos da igualdade acima a equagdo de Codazzi

(R(X,Y)Z)* = (Vxa)(Y,Z) = (Vya)(X, Z) (2.8)
Definimos o tensor R da conexdo normal V+ por
RH(X,Y)E = VEVYE — VyVEE — Vi é (29)

para quaisquer campos vetoriais X,Y em M e campo vetorial normal { em M. Das

férmulas de Gauss e Weingarten temos

ZR(X,Y)&,1m) = ZR(X,Y)E, 1) + 8([Ay, Ag] X, Y) (2.10)

para qualquer campo vetorial normal 7 em M. A Equacdo (2.10) é chamada equacdo
de Ricci. Se R+ = 0, entdo dizemos que a conexdo normal de M é plana.
Uma forma equivalente da equagdo de Codazzi é obtida tomando a parte tangente
de R(X,Y)é:
(R(X,Y)§)" = (VyA)(X,8) — (VxA)(Y,Q), (2.11)

onde (VxA)(Y, C) = VXAérY — AC(V)(Y) - AV§§Y'
Agora, vamos definir as equagdes de Gauss, Codazzi e Ricci para um ambiente com

curvatura seccional constante. Seja F : M — M(c) uma imersdo isométrica onde M
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tem curvatura seccional constante igual a ¢. Entdo o tensor curvatura R de M é dado
por

R(X,Y)=c(XAY)
onde ¢(XAY)Z =¢c(g(Y,Z)X —§(X,Z2)Y). Assim, para X,Y,Z,W € X(M) e, n €

X(M )L as equagdes de Gauss, Codazzi e Ricci reduzem-se, respectivamente, a

g(R(X,V)Z,W) = cg((XAY)Z,W)+g(a(X,W),a(Y,Z)) (2.12)
—&(a(Y, W), (X, Z));

(Vxa)(Y,Z) = (Vya)(X,Z)ou, (VyA)(X,§) = (VxA)(Y,5)  (213)
ZRYX V)G ) = g([Ag AglX,Y), ou,

REX,Y)E = a(X, AzY) —a(Y, AsX). (2.14)

Note que quando M tem curvatura constante, a conexdo normal de M é plana se, e
somente se, a segunda forma fundamental de M é comutativa, ou seja, [Ag, AU] =0

para todo ¢, 7.
2.3 Imersoes totalmente geodésicas

Definic¢do 2.3.1. Dizemos que uma imersdo f : M" — M"* 6 totalmente geodésica
no ponto x € M se a segunda forma fundamental «(X,Y), = 0 para todo X, Y € T, M.

Se isto vale para todo x € M dizemos que f é totalmente geodésica.

Proposicao 2.3.2. Uma imersio f : M" — M 6 totalmente geodésica se, e somente se,

toda geodésica de M é também geodésica de M.

Demonstragio. Se v é uma geodésica de M contida em M entdo, idependente de f ser
totalmente geodésica ou ndo, vy é uma geodésica de M, basta observar que ¥ = 7" +
a(y', 7).

Por outro lado, se v é uma geodésica de M parametrizada pelo comprimento de
arco, entdo V7' = 0 e supondo f totalmente geodésica temos Vyﬂy’ =V,y =0e
portanto 7 é uma geodésica de M.

Reciprocamente, para todo vetor tangente X € T, M temos a(X, X) = 0. Entdo
0=a(X+Y,X+Y)=a(X,X)+2a(X,Y)+a(Y,Y)

isto mostra que &« = 0 para todo X € TxM, ou seja, f é totalmente geodésica. O
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Note que se M tem curvatura seccional constante c e f é totalmente geodésica em
M, M também tem curvatura seccional constante c e R+ = 0. Tais fatos seguem direta-

mente da equagdo de Gauss
K(m) = K(m) + g(a(X, X), (Y, Y)) — [a(X,Y)|* = c
e da equacdo de Ricci
FRH(X,Y)E, 1) = 8([Az, Ay)X,Y) =0

paratodo X,Y € X(M) e &, n € X(M)*.

Dada uma imersdo isométrica f : M" — M"* denominamos primeiro espago nor-
mal da imersdo f em x € M o conjunto N (x) definido por Ni-(x) = {¢ € Tf(x)ML;Aé =
0}.

Lema 2.3.3. Seja f : M" — M uma imersdo isométrica. Suponha que exista um subfi-
brado normal E C TM paralelo na conexio normal,(ou seja, V¢ € E, V& € Ee X € TM)

tal que Ny (x) C E(x) para todo x € M. Entio E*-(x) é um subespago constante H de R"+* ¢
f(M) C f(x)+ H".

Demonstragio. Se ¢ € E+, entdo ¢ € Ni-. Assim Vx& = V¢ € EL, portanto E*(x) é
um subespaco constante H de R"**.

Agora fixemos x € M, temos
Xpg(f(y) = f(x),0) = g(fuXy0) =0  VqgeM VX, eTyM,VoeH

pois H C T,M*. Além disso, a fungéo g(f(y) — f(x),v) é nula em x. Portanto, como

2(f(y) — f(x),v) é constante, temos que g(f(y) — f(x),v) =0,V y € M. Assim f(y) —
f(x) € H-Vy € M, ouseja, f(M) C f(x)+ H*. O

Seja V um espago vetorial. Suponha S C V um subespago vetorial de V. Para

qualquer vetor x € V definimos o conjunto
x+S={x+y:yeS} (2.15)
chamado subespago afim de V paralelo a S.

Corolario 2.3.4. Se f : M" — M"** ¢ uma imersio isométrica totalmente geodésica, com

M conexa, entdo f(M) é um aberto de um n-subespaco afim de R" <,
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Demonstragdo. Aplicando o Lema acima para E(x) = 0 para cada x € M, concluimos
que f(M) esta contida em um num n-subespaco afim f(x) + H* de R"**. Além disso,
como a aplicagdo f : M" — f(x) + H* é uma isometria local, portanto um difeomor-
fismo local. Logo f : M" — f(x) + H* é uma aplicacdo aberta e assim f(M) é um

subconjunto aberto de f(x) + H*. O
2.4 Hipersuperficies

Defini¢do 2.4.1. Uma hipersuperficie é uma imersdo isométrica de codimensao igual a

1.

Seja f : M" — M uma hipersuperficie. Para cada x € M tomemos um campo
vetorial diferencidvel unitario normal ¢ numa vizinhanga U de x, isto é, ¢ leva cada
y € Uem ¢y € T,M™* e §(&y, &) = 1 paratodo y € U. Como a dimensdo do espago
normal é igual a 1, existem apenas duas possibilidades de escolher ¢. Seja X € TyM e

um campo diferencidvel Y € TM entdo
VxY =VxY+a(X,Y)=VxY+ga(X,Y),0)E=VxY+3AX,Y)E (216)

que é a férmula de Gauss para hipersuperficies. Por outro lado, como ¢ é unitdrio,
temos §(Vx¢, &) = 0isto implica que V& = 0 para todo X € TM. Portanto a férmula
de Weingarten torna-se

Vx& = —A:X. (2.17)

Dados X, Y, Z campos vetoriais em M e usando o fato de que «(X,Y) = 3(A:X,Y)¢
temos a equagdo de Gauss para hipersuperficies

R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z))" + (A:X N AFY)Z. (2.18)

onde (AsX NAgY)Z = (AgY,Z)AeX — (AgX, Z)AgY. A equagdo de Codazzi é dada

por
(R(X,Y)E)" = (VyAg)X — (VxAp)Y, (2.19)

onde por defini¢do (VxAz)Y = Vx(AzY) — AsVxY. No caso em que M tem curva-

tura seccional constante c, as equagdes de Gauss e Codazzi, respectivamente, reduzem-
se a

R(X,Y)Z =c(XANY)+ Az NAFY; (2.20)

(VyAg)X = (VXAg)Y. (2.21)
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Seja f : M" —s M"*1 uma hipersuperficie. Chamamos de curvaturas principais de M
no ponto x os autovalores de Ay e de vetores principais os autovetores de A, associados.

O Lema seguinte, afirma que as curvaturas principais variam continuamente em M.

Lema 2.4.2. Sejam M" uma variedade Riemanniana e A, um operador simétrico variando
diferencialmente com x € M. Entdo existem n fungdes continuas Ay > Ay > Az > ... > Ay

tais que, para cada x, {A\1(x), ..., Ay(x)} sdo os autovalores de Ay.
2.5 Indices nulidade e nulidade relativa

. ~ - o stk ..
Dada uma imersdo isométrica f : M" — M~ definimos em cada ponto x € M

dois subespacgos de Ty M,
Ry ={XeTM:R(X,Y)=R(X,Y)VY € T,M} (2.22)
chamado espago nulidade do tensor curvatura R de M no ponto x € M e
Ay ={XeTM:a(X,Y)=0VY € T:M} (2.23)

chamado espago nulidade relativa de x € M. Definimos o indice nulidade de f p(x)
como a dimensdo de Ry e o indice nulidade relativa de f v(x) como a dimensao de A,.
Usando a equagdo de Gauss, vemos que Ay C Ry; logo v(x) < p(x).

Dizer que a(X,Y) =0V Y € TyM é a mesma coisa de dizer que AX = 0, portanto

o espaco nulidade relativa pode ser dado por
Ay =ker(Ay) ={X e TyM: AX =0}.

Lema 2.5.1. Seja f : M" — M”+k(c) uma hipersuperficie, onde M tem curvatura seccional

constante c. Se posto de (Ay) > 2 entio
ker(Ay) ={X e T:M: R(X,Y) = c(XANY)VY € T,M},
ou seja, o espago nulidade relativa coincide com o espaco nulidade.

Demonstragio. Dado X € ker(Ay) temos AX = 0 e portanto AX AN AY = 0. Pela
equacdo de Gauss temos R(X,Y) = c(XAY) + AXANAY = c¢(XAY), assim X € R,.
Inversamente seja X € Ry e tome Y € TyM tal que AY # 0e g(AX,AY) = 0, isto é
possivel pois posto de A, maior ou igual a dois. Por hipote AX A AY = 0, isto implica
que g(AX, AX)AY = g(AY,AX)AX = 0, mas AY = 0, portanto g(AX, AX) = 00 que

s0 é possivel se AX = 0, ou seja, X € ker Ay. O
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2.6 Aplicacdao normal de Gauss

Seja f : M" — R("*1) uma imersao isométrica, onde M é uma variedade orien-
tavel. Podemos entio, escollher um campo normal unitério ¢ € X(M)*. Definimos
a aplicagio normal de Gauss ¢ : M — S" de M na esfera unitaria de R"*! pela regra
¢(x) = Cx-

Queremos agora calcular a aplicacdo diferencial de ¢ no ponto x. Para isto, obser-
vemos que o isomorfismo linear (via transporte paralelo em R"*1) P, de T,R(**1) em
T(p(x)]R”Jr1 leva f.TxM em Tj,)S". Como a discussdo € local, numa vizinha U de x
onde f é um mergulho podemos identificar TxM com f, Ty M e assim dizer que TyM e

Ty(x)S" sdo paralelos, assim podemos identificd-los e vemos que
P+(X) = (poc)(0) = Vxi = —AsX (2.24)

onde ¢ : I — M é uma curva diferencidvel com ¢(0) = x e ¢’(0) = X. Segue-se que

Aé’ - _(P*.

Proposicio 2.6.1. Seja f : M" — R uma imersio isométrica com M orientdvel. Se a

aplicacio normal de Gauss ¢ é um difeomorfismo, entdo f é um mergulho.

Lema 2.6.2. Uma hipersuperficie f : M" —s R"*1 ¢é plana se, e somente se, o posto da

aplicagio normal de Gauss é no mdximo igual a 1.

Demonstragdo. Num ponto x € M podemos diagonalizar o operador auto-adjunto A
com relacdo a uma base ortonormal Xj, ..., X, de TyM, de tal maneira que A X; =

AiX;. A curvatura seccional do plano gerado por X; e X; é igual a

Kij = (a(X;, Xi),a(Xj, X;)) — («(X;, X)), a(Xi, X))

= Aidj.

Portanto Kj; = 0 < no maximo um dos Ajs # 0 < Az tem posto no maximo igual a
um. Por outro lado, vimos que a derivada da aplicagdo normal de Gauss ¢ é ¢ = — Ag;
logo K, = 0 para todo plano ¢ se, e somente se, o posto da aplicacdo normal de Gauss

¢ no maximo igual a 1. O
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2.7 Recobrimento Riemanniano

Defini¢ao 2.7.1. Uma aplicagdo diferenciavel P : M — M é um recobrimento de M
se para cada x € M existe uma vizinhanga conexa U tal que P aplica cada componente

de P~1(U) difeomorficamente sobre U.

As propriedades topolégicas ou propriedades de variedades atribuidas ao recobri-

mento P : M — M referem-se as propriedades da variedade recobrimento M.
Teorema 2.7.2. Toda variedade conexa tem um recobrimento simplesmente conexo.
Um recobrimento simplesmente conexo é chamado recobrimento universal.

Defini¢do 2.7.3. Um recobrimento Riemanniano P : M — M é um recobrimento entre

variedades Riemannianas que é uma isometria local.

Observagoes

1.Se P : M — M é um recobrimento de uma variedade Riemanniana M com
métrica g, entdo atribuindo a M a métrica induzida, P torna-se um recobrimento
Riemanniano, ou seja, uma isometria local. De fato, definimos a métrica Rieman-

niana em M por
X V) =g(P.X,P.Y)py VieMXY€T:M. (2.25)

Por defini¢do P é um difeomorfismo local, em particular P é injetiva e por 2.25

preserva a métrica.

n+1 . oy ~ 7 —n+1
2.5 f: M" — M~ é uma hipersuperficie, entdo f o P : M" — M, por ser
composicdo de duas imersdes isométricas e por manter codimensao 1, também é

uma hipersuperficie.

Denotando o tensor segunda forma fundamental de f o P por A para algum campo

normal unitério ¢. A proposicdo seguinte mostra a relacdo entre A e A.

Proposicdo 2.7.4. Em cada & € M, A; = :l:P*_l(Ap(f)P*).
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Demonstragio. Seja X um campo vetorial em M. Pela férmula de Weingarten para hi-

persuperficies, temos

V& =—(foP).(AX) = — fu(P.(AX)),

onde ¢ é um campo vetorial normal unitario em M sobre f o P. Por outro lado, todo
campo vetorial X de M é escrito localmente de maneira tinica como P, (X) para algum
X € TM, pois P é uma isometria local.

Consideremos, ¢ um campo vetorial normal unitdrio em M sobre f, temos

V.58 = —frA(P(X)).

Como (f o P)(TzM) = fi(P.(TzM)) = f«(Tp(xM), temos & = +¢p(z). Portanto,
para cada X € M,

(Vgﬁ)f = (Vp*g + C)P(f) = j:(VPJ(@P(J?)'

ou seja, fi(Pi(AzX)) = :I:f*Ap(f)(P*()?)). Como f, é injetora, temos Py (Az;X) =
j:AP(f)(P*(}?)), VX € TM. E, sendo P, injetora, temos

AzX = £P ' (Ap3) (X))
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Capitulo 3
VARIEDADES INTEGRAIS E FOLHEACOES

3.1 Distribuicao tangente e o Teorema de Frobenius

Defini¢ao 3.1.1 (Distribui¢do). Uma distribui¢do de dimensdo k ou um campo de k-
planos em uma variedade diferencidvel M de dimensdo n é uma correspondéncia D

que associa a cada ponto x € M um subespaco vetorial D, C TyM de dimensao k.

Dizemos que D é diferencidvel se a unido de todos esses subespagos forma um
subfibrado diferencidvel D = U,cp Dx C TM, ou equivalentemente, se para cada
ponto x € M existe uma vizinhanga U C M com campos vetoriais diferencidveis
Y1,Ys,..Ye : U — TM tais que Yily, ..., Yi|q formam uma base para D, em cada
g € U. Neste caso, dizemos que D é gerada localmente por Y7, ..., Y.

Dizemos que D é involutiva se, para qualquer par de sec¢des locais diferencidveis
de D (ou seja, campos de vetores X, Y definidos em um conjunto aberto de M tais que

Xy, Yx € Dy V x) temos que [X, Y] também é uma se¢do local de D ([X, Y], € Dy Vx).

Defini¢ao 3.1.2 (Variedade Integral). Seja D C TM uma distribuicdo diferencidvel em
M. Uma subvariedade imersa N C M é chamada variedade integral de D se TyN =

D,V x € N.

Se cada ponto x de M estd contido em uma variedade integral de D, dizemos que

D é uma distribuigdo integravel.
Proposicao 3.1.3. Toda distribuigdo integrdvel é involutiva.

Demonstragio. Seja D C TM uma distribui¢do integravel. Suponha X e Y se¢des dife-
rencidveis locais de D definidas em algum subconjunto aberto U C M. Seja x qualquer
ponto em U e seja N uma variedade integral de D que contem x. Entdo X e Y sdo

tangentes a N. Pelo Corolério 1.4.17 [X, Y] é tangente a N e portanto, [X, Y]y € Dy. O

Lema 3.1.4. Seja D € TM uma distribuicdo. Se em uma vizinhanga de todo ponto de M existe
um base ortonormal local diferencidvel V1, ..., Vi para D tal que, [V;, V;] é uma segdo local de D

paracadai,j =1,...,k, entdo D é involutiva.
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Demonstragio. Suponha que a hipétese seja verdadeira e que X e Y sdo se¢des locais de
D em algum subconjunto U C M. Dado x € M, escolha uma base ortonormal local
Vi, ..., Vi satisfazendo as hipdteses em uma vizinhanga de x e escreva X = ) X'V e

Y =YY/ Vj, temos

(X, Y] = [X=) X'V,Y=) YV
= L XYV, v+ ) (XViY)V; = ) (YVX) V.
ij=1 ij=1 ij=1
Disto segue que esta expressdo é uma sec¢do de D. [

Dada uma distribuigdo diferencidvel D C TM, dizemos que a carta diferenciavel
(U, ) em M é plana em D se ¢(U) é um produto de conjuntos conexos abertos U; x

U, C R x R"F e para todo x € U, D é gerado pelos k primeiros vetores coordenada
d

S 9k Dizemos que D é completamente integravel se existe uma carta plana em

D em uma vizinhanga de cada ponto x € M . Cada slice da forma x
1

S R S R

c"onde ¢**t1, ..., c" sdo constantes, é uma variedade integral de D. Disto segue que,
se D é completamente integrdvel, cada ponto x € M estd numa variedade integral de
D, portanto, D é integravel e pela Proposicdo 3.1.3 D é involutiva. A reciproca é dada

pelo teorema a seguir.
Teorema 3.1.5 (Frobenius). Toda distribuicdo involutiva é completamente integrdvel.

Proposicao 3.1.6 (Estrutura local de variedades integrais). Seja D uma distribuigdo invo-
lutiva de dimensdo k em uma variedade diferencidvel M e seja (U, ¢) uma carta plana de D.
Se N ¢ qualquer variedade integral de D, entdo N N U é uma unido disjunta enumerdvel de

subconjuntos abertos de k-slices paralelos de U, cada qual aberto em N e mergulhado em M.

2

Demonstragdo. Como a aplicacdo inclusdo : : N —s M é continua, NNU = (~1(U) é
abertoem N e, portanto, consiste de uma unido enumeravel de componentes conexas,
cada uma das quais é um subconjunto aberto em N.

Seja V qualquer componente de N N U, vamos mostrar primeiro que V esta contido

k+1

em um unico slice de U. Uma vez que dx*",...,dx" definem formas locais para D,

segue que a restri¢do destas 1-formas a V sdo zero. Como V é conexa, isto implica que

xk+1

,...,x" sdo constantes em V e, portanto, V encontra-se em um unico k-slice S de
U. Como S estd mergulhada em M, a inclusdo V — M é também diferencidvel em S

pelo Corolario 1.4.15.
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Assim, ainclusdo V < S é uma imersao injetiva entre variedades de mesma dimen-
sdo e, portanto, um difeomorfismo local, uma aplicacdo aberta, e um homeomorfismo
sobre um subconjunto aberto de S. A aplicacdo inclusdo V — M é uma composicdo de

mergulhos diferencidveis V — S — M, deste modo é um mergulho diferencidvel. [

Defini¢ao 3.1.7. Seja M uma variedade riemanniana com conexdo de Levi-Civita V.
Uma distribuigdo D em M é dita totalmente geodésica ou auto-paralela, se VxY € D
para quaisquer X,Y € D. Se VxY € D para quaisquer X € TM e Y € D a distribui¢do

é chamada paralela.
3.2 Folheagoes

Defini¢ao 3.2.1. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo n. Uma folheagdo

F de dimensao k e classe C" em M estd definida por uma cole¢do de cartas locais
MoOU; SR el
da variedade tais que:

(1) Uiel u=»M;

(2)Se U;NU; # @, as mudancas de coordenadas h;; = @jo ¢; ' : ¢;(U; N U;) —
@;(U; N U;) tem a forma

hi(x,y) = (B (x,9), 1 (y))  (x,y) e RExR"F
e sao de classe C.

As componentes conexas de ¢~ !(x,1p),o constante, sio denominadas placas de
U;. Elas sdo subvariedades mergulhadas de U; de dimensdo k. Pela condigdo (2) se
a; C U; e aj C Ujsdo placas, entdo ou w; Naj = &, ou a; Naj € aberto em a; e a;.

Se 77 : RF x R*~* — R"~* ¢ a projecdo 7t(x,y) = x, definimos f; : U; — R"* por
fi = moua;. As placas de U; sdo entdo as componentes conexas de fz._1 (yo),yo € R" K,

Assim podemos tomar a seguinte definicdo equivalente:

Defini¢ao 3.2.2. Uma folheagdo F de dimensao k e de classe C” estd definida por uma
colecdo de submersoes

fi U — ]Rn_k

tais que:
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(1) Paratodo i € I, U; é abertoem M e | J;c; U; = M;

U : : o R _
(2) Se U; N U, # @ existem homeomorfismos de classe C” g;j : R"™% — R"* tais que

fj = gij o finos pontos de U; N U;.

Uma folha de F é um subconjunto conexo que é unido maximal de placas de F, ou
seja, se L é uma folha e « € uma placa com « N L # @ entdo o C L. Segue da definigao
que toda folha é uma subvariedade imersa de M de dimensdo k e que M é a unido

disjunta das folhas de F. Assim podemos tomar a seguinte definicdo equivalente:

Definicao 3.2.3. Uma folheagdo F de classe C" e dimensdo k em uma variedade di-
ferenciavel M de dimensdo n é uma decomposi¢do de M em subvariedades conexas

imersas de dimensdo k com as seguintes propriedades:

(1) Dado x € M existe uma tnica subvariedade da decomposi¢do acima que passa
por x. Esta subvariedade é chamada de folha de F por x e serd denotada por

L(x);

(2) Dado xp € M existe uma carta (U, ¢) tal que ¢(U) é um produto de conjuntos

abertos e conexos U’ x U” C R¥ x R"¥ e cada folha da folheagao intersepta U
k+1

ou no conjunto vazio ou em uma unido enumeravel de k-slices da forma x

k+1

L xt =

Exemplo 3.2.4 (Exemplos de Folheagdes).

(a) A colegdo de todos os subespacos k-dimensionais afins de R” paralelos ao R¥ é

uma folheagdo de dimenséao k de R”;

(b) A colegdo de todos raios abertos da forma {Axp : A > 0} é uma folheac¢do de

dimensdo 1 de R"\{0};

(c) A colecdo de todas as esferas centradas em 0 é uma folheacédo (1 — 1)-dimensional

de R"\{0};

(d) Se M e N sdo variedades diferencidveis conexas, a colecdo de subconjuntos da
forma {g} x N com g variando sobre M forma uma folheagdo de M x N, onde
cada uma das folhas é difeomorfa a N. Por exemplo, a cole¢do de todos os circu-

los da forma S! x {q} C T?, onde g € S! produz uma folheagio do toro T?;
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(e) Sejam M e N subvariedades diferencidveis de dimensado m e n, respectivamente,
e f : M — N uma submersdo, pelo teorema local das submersdes as componen-
tes conexas das subvariedades f~!(y) definem uma folheacdo de codimensao 7.

Neste caso todas as folhas de F sdo mergulhadas.

O principal fato sobre folheagdes é que elas estdo em uma correspondéncia inje-
tiva com distribui¢des involutivas. Uma direcdo, expressa no préximo Lema é uma

consequéncia direta da definigdo.

Lema 3.2.5. Seja F uma folheagio em uma variedade diferencidvel M. A colegdo de espagos

tangentes das folhas de F forma uma distribuicdo involutiva em M.

O teorema de Frobenius nos permite concluir a seguinte reciproca, que é mais pro-

funda que o Lema anterior.

Teorema 3.2.6 (Teorema global de Frobenius). Seja D uma distribuicdo involutiva em uma
variedade diferencidvel M. A colegio de todas as variedades integrais conexas maximais de D

forma uma folheagdo de M.
Este teorema é uma consequéncia do seguinte Lema.

Lema 3.2.7. Suponha D C TM uma distribuicio involutiva e seja { Ny } e o uma colegio de
variedades integrais conexas de D com um ponto em comum. Entdo cada N = |J,, N, tem uma
tinica estrutura de variedade, fazendo de N uma variedade integral conexa de D em que cada

N, é uma subvariedade aberta.

Prova do teorema global de Frobenius. Para cada p € M, seja L, a unido de todas as va-
riedades integrais conexas de D contendo p. Pelo Lema anterior, L, é uma variedade
integral conexa de D contendo p que é claramente maximal. Se quaisquer duas vari-
edades integrais maximais conexas L, e L,/ se intersetam, sua unido L, U L,y € uma
variedade integral contendo p e p’, pela maximalidade L, = L,s. Assim, duas varieda-
des maximais ou sdo disjuntas ou sdo idénticas.

Se (U, ¢) é qualquer carta plana de D, entdo L, N U é uma unido enumeravel de
subconjuntos abertos de slices, pela Proposigao (3.1.6). Para qualquer tal slice S, se L, N
S nao é o vazio nem todo S, entdo L,U S é uma variedade integral conexa contendo Ly
propriamente, o que contradiz a maximalidade de Ly. Portanto L, N U € precisamente

a unido enumerével de slices, assim a colegdo {L, : p € M} é a folheagdo desejada. [J
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3.3 Teorema de Ferus

Considere uma variedade Riemanniana M?" e D uma distribuicao diferencidvel
definida em um aberto U C M que é involutiva e possui folhas totalmente geodésicas.
Defina a distribuicio D+ em U atribuindo para cada x € U o complemento ortogonal

Dj;- de D, em Ty M. Associamos para cada X € D a aplicagdo

Cx : Dt — Dt

Y — CxY = —P(VyX), (3.1)
onde P : TU — D ¢é a projegdo ortogonal. A aplicagio

C : DxD*+ — D+
(X,Y) — C(X,Y) = CxY

¢ um campo tensor pois,

C(fX,Y) :CfXY = —P(VyfX)
= —P(fVyX+(Yf)X)
= —P(fVyX)
= —fP(VyX)
= fCxY
= fC(XY)

C(X, fY) =CxfY = —P(VX)
= —fP(VyX)
= fCxY
= fCX.Y)
para todo f € F(U). Observe que D+ é involutiva se, e somente se, Cx é simétrica para
todo X € D. Neste caso, Cx é operador forma na direcdo de X da inclusdo das folhas

de D+ em M.
Sejam Z € DeY € D*. Como VzW € D para todo W € D, temos que

0=2g(Y,W) =g(VzY, W)+ g(VzW,Y) = g(V;Y,W)
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portanto

VzY € D+ (3.2)

paratodo Z € DeY € D*. Em particular, definimos a derivada covariante de Cx por
(VzCx)Y = VzCxY — CxVzY. (3.3)

Proposic¢do 3.3.1. O operador C.: ao longo de uma geodésica vy contida numa folha de D,

satisfaz a sequinte equagdo diferencial

D

—Cy = C2 4+ P(R(, 7)) (3.4)

Demonstragio. SejaY € TM e Z € D. Por (3.2) temos VzP(Y) € D*. Assim Vz(Y —
P(Y)) € D. Além disso

P(VzX) =P(Vz(Y = P(Y))) + VzP(Y) = VzP(Y) (3.5)

Sejam X € D uma extensdo local de 7/ e Y € D*. Ao longo de 1, por (3.5) e por (3.3),

temos que

(VxCx)Y = VxCxY — CxVxY
= Vx(=P(VyX)) + P(Vy,yX)
— _P(VxVyX) + PV X)
— P(R(Y, X)X = VyVxX + Viy xX) + P(Vy,rX)
= P(R(Y,X)X) — P(VyVxX) + P(Vy,xX — Vy,yX) + P(Vy,yX)
— P(R(Y,X)X) + P(Vy,xX)

onde P(VyVxX) = —Cy,xY = 0 pois VxX = 0 ao longo de 7. Sendo
P(Vy,xX) = —CXP(VyX) = —Cp(=C,Y) = C2Y,

obtemos que

D
ZCpY = CLY + P(R(Y, 7))



51

Defini¢do 3.3.2. Seja f : M" — M"*¥ uma imersao isométrica. Denotaremos por vy 0

indice de nulidade relativa minima de f, definido como
= mi . 3.6
09 = minov(x) (3.6)
onde v(x) é o indice de nulidade relativa de f no ponto x € M.

Na proposicao seguinte, apresentamos propriedades satisfeitas pelo indice de nuli-

dade relativa.

Proposicio 3.3.3. Para uma imersio isométrica f : M" —s Mt temos

(i) A distribuicdo nulidade relativa x — Ay é diferencidvel em qualquer subconjunto aberto

de M onde v é constante;

(ii) O conjunto onde v atinge seu valor minimo é aberto em M.

Lema 3.3.4. Seja f : M" — M"*(c) uma imersdo isométrica. Para cada W € A+((0)),

existe um 1inico campo vetorial Y sobre 7y|(q y) tal que:

(@) Y(0) =W;
D . .
(b) ﬂY +CyY=0,0<t< beY se estende diferenciavelmente a t = b.

Demonstragio. Segue do Teorema de Existéncia e Unicidade da Teoria das Equacdes
Diferenciais Ordindrias que os itens (1) e (2) sdo véalidos. Desta forma, nos resta mostrar

que Y se estende diferenciavelmete a t = b. Calculando a segunda derivada temos que

D? D
- vy Y
0 = ¥+ 4%
D2 D D
= Y+ (HC)Y +CprY

D? D
= 5V (5C)Y - CoY

dt?
D? A

= Y+ P(R(Y, 7))
DZ

= —Y+<cY.

dr?
onde a pentltima equacdo segue da Proposigdo 3.3.1. Isto nos diz que Y é solugdo

de uma EDO linear de segunda ordem com coeficientes constantes em [0,b) e assim

estende-se para t = b. O
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Finalmente, enunciamos e demonstramos o

Teorema 3.3.5 (Teorema de Ferus). Sejam f : M" —s M"**(c) uma imersio isométrica e
U C M um conjunto aberto com indice nulidade relativa constante iqual a m. Entdo, em U,

temos:

(i) A distribuicdo de nulidade relativa A é diferencidvel e integrdvel e suas folhas sio total-

mente geodésicas em M" e Mk,

(ii) Se [0, b] —> M é uma geodésica tal que y([0, b]) estd contida em uma folha de A, entdo
o(r(b)) = m;

(iii) Se M é completa, entdo as folhas da distribuicdo com nulidade relativa minima sdo com-

pletas.
Demonstracdo. Dados X,Y € AeZ € TM temos
(VZA)(X,Y) =VzA(X,)Y) - A(VzX,Y) - A(X,VzY) =0. (3.7)
Assim, da equagao de Codazzi segue que
0= (VxA)(Z,Y)=—-A(Z, VxY). (3.8)

Portanto, VxY € A. Analogamente, VyX € A, o que mostra que [X,Y] € A, logo A é
involutiva. Pelo Teorema de Frobenius 3.1.5 segue que A é completamente integrével.
Além disso,

VxY = VxY +a(X,Y) = VxY € A,

o que mostra de as folhas sio totalmente geodésicas em M" e M"*k. Portanto, esta
demonstrado o item (i). Seja L uma folha de A contendo ([0,b]) e Z um campo de
vetores paralelo ao longo de v, tal que Z(y(b)) € A, ). E suficiente mostrar que
Z(v(0)) € A, ). Dai teremos que v(y(0)) > v(y(b)) e assim v(y(0)) = v(y(b)).
Sejam X uma extensdo de 7/ em A e Y como no Lema 3.3.4. Temos

Via(Y,Z) = (Via)(Y,Z)+ tx(%Y,Z)

— (Via)(X,Z)+ a(%Y,Z)

= —(VyX,2) +a(5Y,2)

D
= / —Y,Z)=0.
a(CpY + th, )=0
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Em particular ||a(Y, Z)|| é constante ao longo de 7 e se anula em 7 (b). De fato, com
Z(y(b)) € Atemos A(Y(7(0)), Z(7(0))) = Oe, portanto Z(y(0)) € A, (). Isto prova o

item (ii). O item (iii) segue diretamente do item (ii). O
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Capitulo 4
VARIEDADES DE KAHLER

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensdo real 2m. Dizemos que um
atlas diferenciavel A de M é holomorfo se para quaisquer duas cartas coordenadas z :
U— U CcC"ew:V — V' C C"em A, a aplicagio mudanga de coordenadas
zow~! é holomorfa no seu dominio de definicdo. Qualquer atlas holomorfo determina
um unico atlas maximal holomorfo. Um atlas maximal holomorfo é chamado estrutura

holomotfa.

Definicao 4.0.6. Uma variedade complexa M de dimensdo complexa n é uma varie-

dade diferencidvel de dimens&o real 2n equipada com uma estrutura holomorfa.

Uma variedade complexa de dimensao complexa 1 é chamada superficie de Riemann
ou curva complexa.

Dizemos que a aplicacdo f : M — N entre variedades complexas é holomorfa
se, para quaisquer cartas coordenadas holomorfas z : U — U’ € C" de M e w :
V — V! C C™de N, a aplicagio w o f o z~! é holomorfa no seu dominio de definicio.
Dizemos que f é biholomorfa se é bijetiva e f, f ~! sdo holomorfas.

As cartas coordenadas da estrutura holomorfa sdo chamadas cartas coordenadas ho-
lomorfas de M. As aplicacdes mudanca de coordenadas z o w~! de cartas holomorfas
sao biholomorfas. Portanto, elas sao difeomorfismos e os determinantes de suas deri-
vadas, vistas como aplica¢des R-lineares, sdo positivos. Disto segue que uma estrutura
holomorfa determina uma orientacdo de M.

Por defini¢do, uma variedade complexa M de dimensdo complexa n é naturalmente
uma variedade diferencidvel de dimensdo real 2n. Portanto, como uma variedade di-
ferenciavel, para todo x € M consideramos o espaco tangente Ty M de M no ponto x
chamado espago tangente real de M. Equivalentemente, definimos fibrado vetorial real,
campo vetorial real etc.

H4 um conceito muito importante, o de estrutura quase complexa, que daremos agora

e ap0s alguns resultados chegaremos a uma defini¢cdo equivalente de variedade com-
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plexa.

Defini¢do 4.0.7. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma estrutura quase complexa
em M é um campo tensor | do tipo (1,1) que é, em todo ponto x de M, um endomor-
fismo do espaco tangente Ty M tal que J> = —I, onde I é a transformacdo identidade de
TxM. Uma variedade M com uma estrutura quase complexa | é chamada variedade

quase complexa.

Proposicao 4.0.8. Toda variedade complexa M admite uma estrutura quase complexa candnica
J.

Demonstragio. Seja M uma variedade complexa de dimensdo complexa m vamos defi-
nir em M uma estrutura quase complexa | da seguinte forma: para X € TyM e (U, ¢)

uma carta holomorfa de M com U contendo x, facamos

Ju(X) = ()it oJmo¢u(X)  Ju(z) =iz

Se tomarmos (V, ) outra carta holomorfa com V contendo x, entdo ¢ o ¢! é holo-

morfae = (Yogdp~ )o@, assim
Jv(X) = "0 Jmopu(X)
= ¢y oJmo((pogd™)od)u(X)
= g ofmoi ol o pu(X
= ¢ lopaodlofmod(X
= P lopeodlofmodu(X
= Ju(X).

(
)
)
)

Dessa forma, J;; ndo depende de U, estd bem definido o tensor J. Claramente J> = —I

e portanto | é uma estrutura quase complexa em M. [

Uma variedade complexa é assim, uma variedade quase complexa. A estrutura
quase complexa definida na proposicdo acima é chamada estrutura quase complexa cano-
nica.

Agora, seja (M, ]) uma variedade complexa, vamos diagonalizar o endomorfismo
J. Para isto, temos que complexificar o espago tangente T, M em cada ponto x € M.

Vamos definir o fibrado complexificado por

TM® = TM @R C.
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Vamos estender também todos os endomorfismos reais e operac¢oes diferenciais de TM
para TM® por C-linearidade. Sejam T'*M e T%! M os autofibrados de TMC correspon-
dendo aos autovalores i e —i de |, respectivamente. Com estas considera¢des temos o

seguinte Lema.
Lema 4.0.9. Para uma variedade quase complexa (M, ]) temos

TWM = {X —i]X|X e TM}, T"'M = {X+iJX|X € TM}
e TM® = [T''M & TO'M

TYOM é chamado fibrado tangente holomorfo de M e T*' M é chamado fibrado tangente
anti-holomorfo de M.
O famoso Teorema de Newlander-Nirenberg que é uma espécie de reciproca da propo-

sigdo acima, pode ser declarado como segue:

Teorema 4.0.10. Seja (M, ]) uma variedade quase complexa. A estrutura quase complexa |

vem de uma estrutura complexa holomorfa se, e somente se, a distribuicido T%' M ¢ integrdvel.

Uma estrutura quase complexa resultante de uma estrutura holomorfa é chamada
estrutura complexa.
Seja M uma variedade quase complexa com estrutura quase complexa J. A torsdo

de J é o campo tensor N do tipo (1,2), chamado tensor de Nijenhuis dado por
N(X,Y)=2([JX, JY] = [X,Y] = J[X, JY] = JIUX, Y]).

Defini¢do 4.0.11. Seja (M, J) uma variedade quase complexa. Dizemos que | é uma

estrutura integrével se N = 0.

Proposigao 4.0.12. Seja | uma estrutura quase complexa em M?". As seguintes afirmagdes

sdo equivalentes

(a) ] é uma estrutura complexa;
(b) TOY M ¢ integrdvel;

(c) N =0.
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Demonstragio. a <> b segue diretamente do teorema de Newlander-Nirenberg.

b < ¢ Sejam X,Y € X(M) e Z = [X+iJX,Y +i]JY]. Um calculo simples nos da

Z —i]Z = N(X,Y) —iJN(X,Y). Assim Z € T%'M & N(X,Y) = 0, o que prova que

T M ¢é integravel < N = 0. O
Pela Proposicdo anterior e pelo Tereoma de Newlander-Nirenberg (4.0.10) chega-

mos a seguinte defini¢do equivalente de variedade complexa:

Definicdo 4.0.13. Uma variedade quase complexa com estrutura quase complexa inte-

gravel é uma variedade complexa.

Seja M uma variedade quase complexa com estrutura quase complexa J. Dizemos

que uma métrica Riemanniana g é compativel com | se
UX,JY) =g(X,Y) VX, Y e X(M) (4.1)

A métrica Riemanniana § compativel com uma estrutura complexa | é chamada métrica
Hermitiana e M é chamada variedade Hermitiana. Toda variedade quase complexa M

com uma métrica Riemanniana ¢ admite uma métrica Hermitiana. Basta fazer

hX,Y)=g¢(X,Y)+g(X,JY) VXY e x(M)

Proposicao 4.0.14. Seja M uma variedade quase complexa com estrutura quase complexa .
A métrica Riemanniana ¢ de M é Hermitiana se, e somente se, g(X, JX) = 0 para todo X em

TM.
Demonstragio. Suponha que g é Hermitiana, entdo
3(X, JX) = g(JX, J’X) = =g(JX, X) = =g(X,]X)

disto segue que g(X,JX) = 0. Reciprocamente, suponha g(X,J]X) =0V X € TM,

entao
0=g(X+Y,J(X+Y)) =g(X,JX) +g(X,JY) +g(Y,]X) +
+8(Y, JY) = g(X,JY) +8(Y, ]X) = g(X,]Y) = —g(Y,]X)
e, portanto,
gUX,JY) = =g(Y,’X) =g(Y,X) =g(X,Y) VX YeTM

logo g é Hermitiana. O
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Lema 4.0.15. Seja (M, g, ]) uma variedade Hermitiana e V a conexdo de Levi-Civita, entdo

i) (Vy))JX = —J(Vy)X VXY €eTM;

(i) g(Vy)X,Z) = —g(X,(Vy]))Z) VXY, ZeTM

Demonstragio. Derivando covariantemente —X = J(JX) com respeito a Y temos

—VyX = Vy(J(JX))

= (WWHUX)+]VyJX
= (VW) (UX) +]I(Vy) X+ ]VyX]
= (VWW)(JX) +J(Vy])X = VyX

edai (Vy))(JX) = —J(Vy))X  X,Y € TM. Esté provado o item (i).

Para demonstrar o item (ii), vamos usar o fato de que g(X,JX) =0V X € TM.

Deste modo,

Y(g(X,]X)) =0=g(VyX,JX)+g(X,Vy]X) =0 =
= ¢(VyX, JX) + ¢(X, (Vy])X) + g(X, JVyX) = 0.
Como g(X,JVyX) = —g(JX, VyX) = —g(VyX,]X), segue que g(X, (Vy])X) = 0.
Em particular,
0 = gX+Z (VW) (X+7Z))
= 8(X, (Vy])X) +8(X, (Vy])Z) +8(Z,(Vy])X) + 8(Z,(V¥])Z)
= 8(X,(Vy))Z) +8(Z, (Vy])X).

Logo (X, (Vy])Z) = —g(Z, (Vy])X). Isto conclui o item (ii). O

Seja M uma variedade quase Hermitiana com métrica hermitiana g e estrutura
quase complexa |. A 2-forma fundamental w da variedade quase Hermitiana M é
definida por

W(X,Y) = (X, Y).

Defini¢do 4.0.16. Uma métrica Hermitiana ¢ em uma variedade quase complexa (M, J)
é chamada métrica de Kéhler se | é uma estrutura complexa e a 2-forma fundamental

w é fechada, isto é, dw = 0.
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Defini¢do 4.0.17. Uma variedade complexa com uma métrica de Kéler é chamada va-

riedade de Kihler.

Lema 4.0.18. Seja ¢ uma métrica Hermitiana em uma variedade quase complexa (M, J) com

conexdo de Levi-Civita V. Entio | é integrdvel se, e somente se
(V]X])Y =J(Vx])Y VX, Ye TM 4.2)

Demonstragio. Vamos fixar x € M e estender X e Y a campos vetoriais X e Y em M

paralelos a conexdo de Levi-Civita em x. Entdo podemos escrever

%Mx,y) = X, JY] = [X,Y] = J[X, Y] - JUX,Y]

= VixJY =VyJX-VxY+VyX—JVx]Y + VX
—JVixY +]JVy]X
= (VixJY = JVxY) = (VyJX = JVjyX)
+(VyX+JVy]X) = (VxY +]Vx]Y)
= (Vix))Y = (V)X +J(VY])X = J(Vx])Y
= (Vix))Y =J(Vx))Y) = (Vy])X = J(Vy])X)
Provando assim que a equagdo acima implica que N = 0. Inversamente, supo-
nha que N = 0 edenote A(X,Y,Z) = g((V;x])Y — J(Vx])Y,Z) entao A(X,Y,Z) =
A(Y,X,Z). Além disso, A é anti-simétrica nas duas ultimas varidveis, uma vez que

pelo Lema (4.0.15) | e Vx]J sdo anti-comutativos e o operador V] é anti-adjunto. A

permutacdo circular nos da
AXY,Z)=-A(Y,Z,X)=A(Z,X,Y)=-AX,Y,Z),
o que implica a equagdo acima. [

Lema 4.0.19. Seja M uma variedade quase complexa com métrica hermitiana g e conexdo de

Levi-Civita V entio

d0(X,Y,7) = g(VXI)Y, Z) + (VY )Z, X) + (V) X, ),
29((Vx)Y, Z) = dw(X,Y, Z)  dw(X, ]Y, ]Z) ~ 58(IN(Y, Z), X).

Demonstragio. Para a 2-forma w, a derivada exterior dw é dada por

dw(X,Y,Z) = Xw(Y,Z) — Yw(X, Z) + Zw(X,Y) —w([X, Y], Z) + w([X, Z], Y) — w([Y, Z], X),
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usando a definicio de w e a propriedades de V temos
dw(X,Y,Z) = Xg(JY,Z)—-Yg(JX,Z)+Zg(]X,Y) —
sUIX, Y], Z)+g(JIX, 2], Y) — g(J[Y, Z], X)
= g(VxJY,Z)+g(VxZ,]JY) - g(Vy]X, Z)
—8(VyZ,]X) + g(VZ]X,Y) + g(VzY, ]X)
—8(J(VxY = VyX),Z) + g(J(VxZ = VzX),Y) = g(J(VyZ = VzY), X)
= [8(Vx]Y,2) —g(JVxY, Z)| + [-8(JVxZ,Y) + g(JVxZ,Y)]
+[=8(VY]X, Z) + g(JVyX, Z)] + [§(JVYZ, X) — 8(JVYZ, X)]
+[8(VZ]X,Y) = g(JVzX,Y)| + [-¢(JVzY, X) +8(JVzY, X)]
(Vx])Y, Z) — g((Vy])X, Z) + §((Vz])X,Y)
VyJ )

= gl
( YNZ,X)+g((Vz)X,Y

(
= g((Vx))Y,Z) +g((
Usando o lema acima, o carater Hermitiano da métrica juntamente com a igualdade
IN(Y,Z) = (V])Z— (Viz))Y + J(Vz])Y — [(Vy])Z, obtemos
d0(X,Y,Z) —dw(X,]Y,]Z) = g(Vx])Y,Z)+g((V¥])Z,X) +g((V2))X,Y)

—8((VxDJY,]Z) +8((Vy])]Z,X) +8((V)z]) X, ]Y)
= g((Vx))Y,Z)—g((Vx]]Y,]Z) = g((V¥])]Z,X)
—8((VizD)X, JY) +¢((VzD) X, Y) + g((Vy])Z, X)
= s((Vx))Y,Z)+g(J(Vx])Y,]Z) +g(J(V)¥])Z,X)
+8((Viz)JY, X) = g((Vz])Y, X) +8((Vy])Z, X)
= g((Vx])Y,Z)+g((Vx])Y,Z) —s((V¥])Z,]X)
—8(J(Vz))Y,X) —g(J(VZ])Y,]X) +g(J(Vy])Z,]X)
= 285((VxNY, Z) +g(—=(V])Z + (Vjz])Y
—J(Vz)Y +](Vy])Z,]X)
= 25((Vx])Y,2) + §(~5N(Y,2), ]X)
= 25((Vx)Y, Z) + 33(PN(Y,Z), ]X)

= 25((VxI)Y,Z) + 28(IN(Y, ), X)

Disto segue que 2g((Vx])Y,Z) = dw(X,Y,Z) —dw(X,]Y,]Z) — 3¢(IN(Y,Z),X) O



61

Teorema 4.0.20. Uma métrica Hermitiana g em uma variedade quase complexa M é Kihler se,

e somente se, | é paralelo com respeito a conexdo de Levi-Civita de M.

Demonstragio. Primeiro vamos supor que | é paralelo, claramente N desaparece iden-
ticamente e pelo Lema acima dw = 0 e portanto ¢ é uma métrica de Kédhler. Reciproca-
mente, se ¢ é uma métrica de Kihler temos por definicio que N = 0 e dw = 0 e como

pelo Lema acima
1
Segue que 2¢((Vx])Y,Z) =0V Z € TM e portanto V] = 0. O

Portanto uma variedade Hermitiana M é uma variedade de Kihler se, e somente
se, a estrutura quase complexa | de M é paralela.

Para o espago real tangente TyM de uma variedade de Kdhler M ( de dimensao
complexa 1) no ponto x a conexdo de Levi-Civita e o tensor curvatura em X(M) sdo
definidos, considerando M como uma variedade Riemanniana. Como | é paralelo, o

tensor curvatura R de M satisfaz as seguintes propriedades:

Proposicao 4.0.21. O tensor curvatura R de uma variedade de Kihler tem as seguintes pro-

priedades

(1) R(X,Y)] =JR(X,Y);

(2) R(JX,]JY) = R(X,Y).
para campos vetoriais X e Y em M.

Demonstragio. Pela defini¢ao de R, pela defini¢do de derivada covariante do tensor | e

pelo fato de que | é paralelo temos

R(X,Y)JZ = VxVy]Z-VyVx]Z—Vixy]Z
= Vx[(VYNZ+]VyZ] = Vy[(Vx])Z+ ]V xZ] = (Vix])Z = [Vx v Z
= Vx(VyZ) — Vy(JVXZ) — |V x1Z
= (Vx)(VYZ) +]VxVyZ = (Vy])VxZ — JVyVxZ — ]V (x v Z
= JVxVyZ = ]VyVxZ - JVixy)Z
= J(VxVyZ—=VyVxZ - VxyZ)
= JR(X,Y)Z
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Portanto R(X,Y)] = JR(X,Y) VX, Y € X(M).

Dados X,Y € X(M), provar que R(X,Y) = R(JX,]JY) é a mesma coisa de provar
que ¢(R(X,Y)Z,W) = g(R(JX,]JY)Z,W) para todo Z, W € X(M). Pelo caréter hermi-
tiano da métrica g, pela propriedade (1) acima R(X, Y)] = JR(X,Y) e pela propriedade
(4) da Proposigao (1.9.5)

gRUX,JYV)Z,W) = g(R(W,Z)]Y,]X) = g(JR(W, Z)Y,]X) =
= g(R(W,2)Y,X) =g(R(X,Y)Z,W).

]

Seja K(7r) = R(X,Y,X,Y) a curvatura seccional de uma variedade Kahleriana M
para um plano 7t € Ty M gerado por vetores ortonormais X e Y . Se 7t é invariante pela
estrutura quase complexa J, entdo K(7r) é chamada curvatura seccional holomorfa por 7t.
Se 7t é invariante por | e X é qualquer vetor unitdrio em 7, entdo X, [X formam uma
base ortonormal para 7t e, portanto, K(77) = R(X, JX, X, JX). Se K(7r) é uma constante
para todo plano 77 em T, M invariante por | e para todo x € M, entdo M é chamada

espago de curvatura seccional holomorfa constante.

Teorema 4.0.22. Seja M uma variedade de Kithler conexa de dimensio complexa n > 2. Se
a curvatura seccional holomorfa K(7t) depende somente de x € M, entdo M é um espago de

curvatura seccional holomorfa constante.

Uma variedade de Kéahler de curvatura seccional holomorfa constante é chamada

forma espacial complexa.
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Capitulo 5
HIPERSUPERFICIES KAHLERIANAS REAIS SAO CILINDROS

Variedades Kdhlerianas que sdo imersas isometricamente no espaco Euclidiano
como hipersuperficies sdo chamadas hipersuperficies Kihlerianas reais. Uma ampla
classe de superficies de Riemann pode ser imersa isometricamente no espago Euclidi-
ano como uma hipersuperficie real. Sabemos também que o espago Euclidiano com-
plexo de dimenséao n é isomorfo ao espaco euclidiano real de dimensao 2n. Portanto,
quaisquer variedades Kdhlerianas que sdo o produto de tais superficies de Riemann
com o espaco euclidiano complexo podem ser imersas isometricamente no espago Eu-
clidiano como hipersuperficies reais. Neste capitulo serd apresentada a demonstracdo
do teorema do cilindro para hipersuperficies Kdhlerianas reais, que é uma espécie de
reciproca ao exposto acima. Em [8] Hartman e Nirenberg provaram o seguinte resul-

tado:

Teorema 5.0.23 ([8]). Seja f : M" — R uma imersio isométrica de uma variedade Ri-
emanniana completa, simplesmente conexa e com curvaturas secccionais identicamente nulas.

Entdo M é isométrica ao R" e f é (n — 1)-cilindrica.

Uma imerséo f : M" — R"*? é considerada m-cilindrica se M", f e R"*P podem
ser expressas como produtos: M" = M" " x R", f = f; x te R""P = R" "7 x R",
onde M"~™ é uma variedade Riemanniana completa, f; : M"" — R"""*? é uma

imersdo isométrica e ¢ é a identidade de R™.
5.1 Hipersuperficies Kahlerianas reais

Seja M?" uma variedade Kéahleriana completa e conexa que é uma hipersuperfi-
cie em R?"*1. Denote por V e V as conexdes de Levi-Civita de M?" e R*"*1, res-
pectivamente. Entdo a segunda forma fundamental « de M?" é dada por a(X,Y) =
VxY — VxY para todo X,Y € TM. Uma vez que M?" é orientéavel, podemos tomar
um campo diferenciavel de vetores normais unitarios & definido em todo M?". Com

este campo vetorial, temos o tensor segunda forma fundamental A de M dado por
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a(X,Y) = g(AX,Y)¢ onde g é a métrica Riemanniana induzida de M. As equagdes de

Gauss e Codazzi sdo dadas, respectivamente, por:
R(X,Y)Z = AsX N AgY; (5.1)
(VyAs) X = (VxAgp)Y. (5.2)
Se denotarmos as curvaturas principais de M (ou os autovalores de A) por {A; }i—1, . 2n

e a base ortonormal de dire¢oes principais (ou autovetores de A) por {e; }i—1 .oy, temos

o seguinte lema.

Lema 5.1.1 ([15]).
Aidj = (g(ej, Jei)ei+Jej)) =0 (i #j), (5.3)

onde | é a estrutura complexa de M>".
Demonstragio. Pela equagdo de Gauss

R(ei ej)Jei = (Aei A Aej)]e;

= g(Aej, ]ei)Aei — g(Aei, ]ei)Ae]- = Ai/\jg(ej, ]ei)ei

]R(el-, ej)ei = )ti/\]-](ei N 6]')61' = —/\i/\]'fej.

Como M?" ¢ Kahler, temos R(X,Y) o] = Jo R(X,Y). Assim, igualando as duas iden-

tidades acima, temos o resultado desejado. O

Vamos denotar por A(x) a nulidade relativa de f no ponto x € M?", ou seja, o
ntcleo da segunda forma fundamental em x e por v(x) o indice nulidade relativa
(dim A(x)). Pelo Teorema de Ferus, ao longo de qualquer subconjunto aberto onde
v é constante a distribuigdo A é diferencidvel com folhas totalmente geodésicas em am-
bos M?" e R?**1. Além disso, no subconjunto aberto onde v atinge seu valor minimo

as folhas sdo completas se M?" ¢ completa.

Lema 5.1.2 ([15]). Para qualquer hipersuperficie Kihleriana real f : M*" —s R"*1, o indice

nulidade relativa v satisfaz que v > 2n — 2, e no conjunto aberto de pontos nio planos
U={xeM": v(x)=2n-2}, (5.4)

A é uma distribuicdo complexa, ou seja, J[A = A.
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Demonstragido. Observe que v > 2n — 2 é equivalente a posto de A < 2. Portanto,
vamos provar que o tensor segunda forma fundamental A tem no méximo duas cur-
vaturas principais nao nulas em todo ponto x € M?". Seja A; uma curvatura principal
ndo nula. Entdo pelo lema acima, temos ou A1A; = 0, ou g(ej, Jer)er + Jej = 0. Mas
g(ej, Jer)er + Jej = 0 para no maximo um j. De fato, se supormos que esta igualdade
seja vélida para dois j diferentes, digamos j = 2 e j = 3, terfamos Jep || e1 e Jes || €1
o que implica que Jep || Jes, o que é um absurdo pois Je, L Jes, disto segue que esta
igualdade vale para no maximo um j, digamos j = 2. Entdo, A1A; = 0 para os demais
j’s. Assim, /\]- = O para j > 3. Portanto, o posto de A < 2, ou seja, v > 2n — 2 para todo
x € M.

Para provar a segunda parte, note que U é um conjunto de pontos ndo planos pelo
Lema 2.6.2 e U é aberto em M pela Proposigao 3.3.3.

Resta agora mostrar que A é J-invariante, ou seja, temos que mostrar que se X € A
entdo JX € A. Como posto de A é igual a 2, o espago nulidade relativa coincide com o

espaco nulidade pelo Lema 2.5.1 , portanto se X € A temos
R(JX,Y) = R(J’X,]Y) = R(=X,JY) = =R(X,]Y) =0 VY € X(M)

M?" ¢ uma variedade de Kahler, portanto vale R(X,Y) = R(JX,JY) V X,Y € X(M).
Desta forma, [ X € A, V X € A. O

Pelo lema acima e pelo teorema de Ferus, cada folha da distribuicdo A em U é uma
subvariedade complexa completa, totalmente geodésica de M?" que deve ser C" 1,
uma vez que cada folha de A é aplicada por f isometricamente sobre um (2n — 2)-
subespaco afim de R***1 (este resultado segue diretamente do Coroldrio 2.3.4).

Para qualquer x € U, seja A} o complemento ortogonal de Ay em T, M. Entao, atri-
buindo para x € U um subespaco A; temos uma nova distribuicio em U. Agora, sejam
XeAeY e At eC(X,Y) = CxY = —P(VyX) (ver Secio 3.3). Defina o operador
linear C(x, X) : Ay — Ay por C(x, X)Y = —P(VyX)y, onde o subescrito significa a
restri¢do ao ponto x € M. O operador C(x, X) é chamado operador conulidade em x na
diregio de X. Vamos denotar C(x, X, Y) no lugar de C(x, X)Y. Como mostrado na Segéo
3.3, C(X,Y) é §(M)-bilinear, portanto C(x, X,Y) depende somente dos valores de X e
Y em x.

Seja X, um vetor unitdrio em Ay e () uma geodésica com condicdo inicial (x, Xy),
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isto é, ¥(0) = x e 7v/(0) = Xy. Uma vez que cada folha contendo x é totalmente
geodésica e completa, () pertence inteiramente a folha. Assim, 9/(t) sdo elementos

de Av(t), V t. Pela equacdo 3.4, temos

D
it Sy = (i (5.5)

Denotemos por C(t) o operador correspondente a C(7y(#),7'(t)). Se donotarmos por

e1(t) e ex(t) os campos ortonormais e paralelos de A)i\( 0 C(t) pode ser expresso como

matrizes relativas a esses campos. Para simplificar, denotamos tais matrizes por

C(t): llll(t) Lllz(t)
llzl(t) llzz(t)

Nosso objetivo serd escrever a Equagdo 5.5 na forma de matrizes. Para isto, incial-

D
mente, vamos calcular a matriz de E(C,yl(t)Y),Y(t) em relagdo a base {e1(t),ex(t)}, te-

mos

D D
3 Crwer®))yw = lan(t)er +an(t)e)
D D D D
= (Ean(f))el + a1 (t )d er + (Zan(t ))ex + an (¢ )Z;e2)
= ay(t)er + a5 (t)er

Uma vez que os vetores e (t) e ex(t) sdo paralelos ao longo de 7. Similarmente, obte-

mos

D
71 (Crme2(t)yn = ayp(t)er + an(t)er.

o que nos d4 a matriz desejada, dada por

ay, (t) aj,(t
() a0 56
ay (t) ax(t)
Resta-nos agora encontrar a matriz relativa ao segundo membro da Equacéo.

(ConeDrry = (CCyne )y
= (Cyp(an(t)er +an(t)ea)) (s
= () (Cyer)yw +a21(8) (Cyrye2)
= a1 (t)(an1()er + an(t)ez) + ax (t) (a12(t)er + an(t)e)

= (a3, (t) + aa(t)a (t))er + (a11(t)az (t) + az (t))axn(t))e
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Similarmente, obtemos

(C2rne2)(r) = (ana(D)ani () + az(t)ara(t) Jer + (ara(#)az () + ax(t))ez
0 que nos d4 a matriz

ﬂ%(t)ﬂLﬂu(t)ﬂzl(t) a1p(t)aq1(t) + axn(t)an(t) an aiz | [ 4 12

ay1(t)ag (t) + an (f))axn(t) a12(t)az (t) + a3, (t) a1 ax a1, axp
Entdo a matriz C(t) satisfaz a seguinte equagédo diferencial de Ricatti

ac
2 = CW (5.7)

dC
onde Qi representa a matriz 5.6 e C2(t) representa o produto usal de matrizes.

Lema 5.1.3 ([1]). A distribuicdo A é paralela, ou seja, para qualquer X € AeY € TM,VyX €

A. Portanto A+ é também paralela.

Demonstracio. Uma vez que as folhas de A sdo totalmente geodésicas, é suficiente
mostrar que (VyX)y € Ay V x € UeV Y € AL, isto é, a componente normal de
(VyX)y = 0. Isto equivale a mostrar que C(x,X,Y) = 0V Y € A}. Primeiro vamos
mostrar que se C(0) tem autovalor A real, entio A = 0. Sem perda de gereralidade,
podemos assumir que e1(0) definido acima é um autovetor de A. Por complexificagdo
da condigdo inicial, se necessdrio, podemos assumir que C(0) tem a seguinte forma

triangular superior
A

0 =

C(0) =

Pela unicidade da solugdo das equagdes diferenciais ordindrias, vemos que a solugdo
da equagéo de Ricatti acima com condicdo inicial C(0) tem a forma
A
cy=| " (5.8)
0 =
Por defini¢do C(t) é C* para todo t. Por outro lado, a fim de que C(t) dada pela matriz
acima seja C* em todo ponto, é necessério que A/(1 — tA) seja C* em todo ponto.
Portanto, A = 0, pois caso contrério A/(1 — tA) tem saltos em t = 1/A. Como A é J-
invariante, A+ também é J-invariante. De fato, dados quaisquer X € AeY € A+, temos

¢(X,]Y) = ¢(JX,J*Y) = —g(JX,Y) = 0. Portanto, ¢, Je formam uma base ortonormal
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de A, se e é um vetor unitario em AL. Para qualquer X € A, temos C(x,X,e) =ae+Db]Je
eC(x,JX,e) = —be+ajJe,coma,b € R. Esta altima segue de V.JX = JV,.X. Assim, se
X = aX — bJX temos C(x, Xo,e) = (a* + b?)e. Aplicando o argumento anterior para
velocidade geodésica unitaria na direcdo de Xy temos a2 +b% =0, ou seja,a =b =20
e dessa forma C(x,X,e) = 0. Similarmente mostramos C(x, X, Je) = 0. Portanto,
C(x, X) =0, ou seja, A é paralela.

Resta agora mostrar a segunda parte do Lema. Se A é paralela, A+ também é para-

lela, pois dados X € A, Z € At e W € TM, temos
0=Wg(X,Z)=g9(VwX,Z)+ 3(X,VwZ) = ¢(X,VwZ2)
e assim, ViwZ € AL, O

Lema 5.1.4 ([1]). Seja V qualquer componente conexa do subconjunto U C M. Entdo A estd
definida em todo ponto de V e as f-imagens das folhas da distribuicdo A em V sdo 2(n — 1)-

subespacos afins de R*" 1 paralelos uns com os outros.

Demonstragido. Como as folhas de A sdo completas, V é a unido de todas as folhas de
A contendo pontos de V. Pelo lema acima e pela decomposi¢cdo de De Rham temos
uma estrutura produto local em V. Como as folhas sdo totalmente geodésicas, pelo
Coroldrio 2.3.4, cada folha é aplicada isometricamente sobre um 2(n — 1)-subespago
afim de R?"*1. Seja xg € V e w(t) uma curva em V tal que w(0) = xq e seja @(t) =
f ow(t) a curva imagem de w(t) em R¥"*1. Se X(0) é um vetor em A (o), denote por
X(t) o deslocamento paralelo de X(0) ao longo da curva w(t). Pelo lema acima, X(t) €

Bogs)- Seja X(t) = £ (X(1)). Ento Vi (R(D) = £o(V oy X() + (X (£), (1)) = 0
pois X(t) € A e X(t) é paralelo ao longo de w(t). Portanto, X(t) é paralelo ao longo
de @(t) em R?"*1, Se observarmos que o grupo de holonomia de R?"*! ¢ trivial, isto
implica que X(t) é paralelo em R?"*! no sentido usual. Uma vez que as f-imagens das

folhas sdo geradas por tais X (), como acima, temos o resultado desejado. [

Lema 5.1.5 ([1]). Qualquer hipersuperficie Kihleriana completa e conexa M>" em R*"*1 sem

pontos planos é um cilindro V? x R?"2,

Demonstragio. Pelo lema 5.1.2 sabemos que o posto da segunda forma fundamental é
igual a 2 em todo ponto. Assim, a distribui¢do nulidade relativa estd definida em todo

M. Seja (M, P) o recobrimento Riemanniano universal de M?", onde P é a aplicacio
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recobrimento. Pela Proposicao 2.7.4, podemos definir a distribuicdo A em todo M como
sendo a distribui¢do nulidade relativa de f o P. Com efeito, para cada & € M temos,
pela Proposicdo 2.7 .4, Az = iP;l(Ap(f)P*). Se X € Az, entdo A; X =0, 0 que implica
que iP;l(Ap(f)P*f() = 0 e, como P, ! é injetiva, Ap(f)P*X = 0 e portanto, P,X €
Ap(,?), ou seja, a cada ¥ € M esta associado o subespaco nulidade relativa Ef tal que
P.: Az — A p() € uma isometria linear. Disto segue que as folhas de A s@o aplicadas
isometricamente sobre as folhas de A via P. Assim, as f o P-imagens das folhas de A so
também (21 — 2)-subespacos afins de R?"*1. Vamos considerar agora, para cada # € M
o complemento ortogonal de Az em TzM e denota-lo por g)% Dados X € Ay, fixe
Z € AL, uma vez que P é uma imersdo isométrica, temos 0 = §(X, Z) = g(P.X, P.Z)
e, portanto, P.Z € AI%( 77 OU seja, Py (Z%) = AI%( %) isto define em todo M a distribuicao

ortogonal A Vamos mostrar que A e A+ sdo paralelas. Dados X € Ae Y € TM temos

71755 = (foP)*ﬁy)?e

Vo P(X) = £V, 5)P(X)
Como P é uma isometria local, podemos identificar localmente X com P, (X) e escrever
(VX = (Vp, iy Po(X))pisy, assim, (f 0 P).(VyK)e = £(V )P (X))o 0 que
implica que P, (VyX)z = (VP*(?)P*(X))IJ(X). Como X € A, temos P« (X) € A, assim
(VP*(Y)P*(X))p(f) € Ap(z), ¥V P(Y) € TM e, portanto, (V3 X)z € Az. Uma vez que
X é arbitrario, temos ﬁgf( € A. A é paralela e, portanto, A também ¢é paralela, pelo
mesmo argumento usado na prova do Lema 5.1.3.

Como M é simplesmente conexa e TyM = A; @ A}, onde A e At sio paralelas,
podemos aplicar o teorema da decomposicio de De Rham a M para obter uma es-
trutura produto global para M. Vamos denotar a estrutura pruduto de M por Q :
M — R?*~2 x N onde Q é uma isometria definida por Q(%) = (g1(%),42(%)) para
todo ¥ € M.

Vamos mostrar que M = R?"~2 x N tem a divisdo em R?'*! como descrita no
teorema. Sem perda de generalidade, vamos assumir que existe um ponto (0,b) €
R?"~2 x N que é aplicado por f = f o P sobre a origem de R***1. Primeiro, afirmamos
que f]| (O.N) aplica (0, N) sobre um subespaco tridimensional de R?**! que é ortogonal a
F((R?"=2,b)) em 0. Seja w(t) uma curva diferencidvel em (0, N), comecando em (0, b).
Entdo @(t) = fow(t) é uma curva diferencidvel em R***!, comecando em £(0,b).

Seja X qualquer vetor em f((R?"~2,b)). Entdo ﬁw/(t)g(x,w(t)) = g(%w/(t)X,zD(t)) +
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(X, @' (1)) = §(X,@'(t)), onde @' () é o vetor velocidade de @(t). Pelo Lema 5.1.4, X

pode ser identificado com um vetor no espago nulidade relativa em cada t. Como w'(t)

é ortogonal ao espaco nulidade relativa para cada ¢, temos (X, @' (t)) = g(X, w'(t))
0 Vt. Assim, §(X, @w(t)) é constante, mas (X, @(0)) = §(X,0) = 0,logo (X, w(t)) =0
para todo t, ou seja, f o w(t) pertence ao subespago ortogonal a f(IR2"~2,0). (b,N) é
conexa, isto implica que f(b, N) estd contido no espaco tridimensional acima. Uma
vez que f aplica todas as folhas da distribuicdo nulidade relativa que sdo da forma
(R?*=2,y), y € N, sobre (2n — 2)-subespacos afins que sdo paralelos a f(IR?*~2,b),
todas as f-imagens de (R?"~2,y) sdo ortogonais ao espaco tridimensional que contem
f((0,N)). Entao, o splitting é dado por f(X,y) = (X, fo(y)), onde fo = F((0,N)), X
é um campo vetorial em R?"~2 e y é um ponto em (0, N) = N dado pelo isomorfismo
(0,y) = y. Para achar a decomposic¢do produto de M em relagdo a A, vamos mostrar o

seguinte lema.

Lema 5.1.6 ([1]). Seja M uma variedade Riemanniana conexa com uma distribuicdo totalmente
geodésica paralela sobre M, em que cada folha seja isométrica a R¥. Suponha ainda, que M possa
ser imersa isometricamente por f sobre R", (n > k) de tal maneira que as f-imagens das folhas
sejam k-subespagos afins paralelos em R". Entdo cada folha da distribuicdo ortogonal encontra
qualquer folha da distribuicdo totalmente geodésica no mdximo uma vez. Em particular, a

distribuicdo ortogonal é regular.

Demonstragio. Sejam L uma folha da distribuigdo totalmente geodésica e N uma folha
da distribuigdo ortogonal. Vamos supor que N encontra L em dois pontos diferen-
tes xg e x1. Escolhamos uma geodésica em N entre xp e x1 e denotemos por (),
1(0) = xg e 7(1) = x1. Denotemos também f o (t) por ¥(t). Se R" = f(L)* @ f(L),
tal que f(xg) = 7(0) = 0. Entdo ¥1(t) ® 72(t), onde 71(t) € f(L)* e 72(t) € f(L).
Como ¥(0) # ¥(1), ¥2(t) ndo pode ser identicamente zero. Assim, ¥5(t) ndo pode ser
identicamente zero. De fato, se tivéssemos 75 (f) = 0 V t, entdo ¥,(t) seria constante,
mas 7(0) = 0, o que implica que 7,(0) = 0, logo 72(f) = 0, ¥ t, o que é um absurdo,
pois 72 () ndo pode ser identicamente zero. Digamos que ¥5(tp) # 0,0 < fp < 1, entdo
¥ (to) = ¥1(to) + ¥5(to) # 0. Uma vez que y(t) € N para0 < t < 1, /(o) deve
ser tangente a N, ou seja, 7/ (ty) ndo pode ter qualquer componente ndo nula da dis-
tribui¢do totalmente geodésica original, ou seja, ¥'(tp) ndo pode ter f(L) componente.

Isto contradiz ¥(tp) # 0,0 < ty < 1. Assim, N ndo pode encontrar L em dois pontos
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diferentes. O

Voltando a demonstragdo do teorema, note que, pelo lema acima, cada folha de A+
é coberto precisamente por uma folha de A+ que é uma N componente de R%"~2 x N.
Pelo Lema acima e pelo Teorema 4[3], as folhas da distribuigdo ortogonal sdo iso-
métricas umas com as outras. Seja N uma folha de A+. Definimos a estrutura pro-
duto F : M — R?"2x N por F(x) = (fioQo P (x),f0QoP(x)), onde
P e Q sdo definidas como acima, f; é a restricdo de P a R2n—2 componente, isto €,
fi = Plgan2 : R¥2 — R*2e f, = P|5;: N — N. E fécil mostrar que F estd bem
definida e é bijetiva. Além disso, podemos mostrar facilmente que F é uma isometria
local, portanto, uma isometria global. Pelo splitting de (M, f) e pela definicio de es-
trutura produto F de M, é facil obter o splitting de (M, f) como descrito no Teorema.
Isto completa a prova.

]

5.2 O teorema do Cilindro para hipersuperficies Kihlerianas reais

Teorema Principal 1. Seja f : M?" — R?>"*! uma imersao isométrica de uma varie-
dade de Kahler completa. Entdo M?" = X2 x C"le f = f; x ,onde f; : > — R3 é

uma imersdo isométrica e ¢ é a aplicagdo identidade de C"~! = R?*~2,

Demonstragdo. Vamos supor que M>" seja plana, ou seja, o tensor curvatura Rieman-
niana R = 0. Entdo, pelo teorema do cilindro de Hartaman-Nirenberg [8], f é um
(2n — 1)-cilindro sobre a curva plana f; : T — R2. Seja T um vetor unitdrio tan-
gente a I', vamos mostrar que JT é constante em R?"*1. Se V e V séo as conexdes de

Levi-Civita de M?" e R?"+1, respectivamente, entdo
Vr]T =V1]T +«(T,]JT) = JVtT +«(T,]JT)

como I' é uma geodésica de M temos V1T = 0, portanto, [V1T = 0. Afirmamos que
a(T,JT) = 0. Se v(x) = n a afirmagdo segue trivialmente. Vamos supor v(x) = 2n — 1.
SeT € Ayou]JT € A, é 6bvio que a(T,]JT) = 0. Se T ¢ Ay, pela linearidade de
«, qualquer X # 0 tangente a curva em x ndo pertence a Ay, logo TxI' C A,%, como

ambos tém a mesma dimensao, temos a igualdade T,I' = A,%. Como JT L T,I', temos
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JT € Ay e, assim a(T,JT) = 0. Similarmente, se [T ¢ A,, temos que T € Ay e,
assim (T, JT) = 0. Entdo, | T é constante no espago euclidiano, uma vez que V1 JT =
V1JT +«(T,]JT) = JVTT = 0. Portanto, T define uma linha R C R?*~1. Se fizermos
Y =TI x R como o produto de I' com esta linha, entdo, nés temos a decomposigdo de
Kahler M?" = ¥ x C"! e 0 teorema segue neste caso.

Em seguida, vamos supor que M?" nio seja plana em todos os pontos, pelos Lemas
2.6.2 e 5.1.2 podemos assumir que U é ndo vazio. O teorema 5.1.5 afirma que cada com-
ponente conexa de U é um cilindro sobre uma superficie de IR®. O nosso objetivo sera
estender a folheagdo em U para todo o M?". Primeiro fixemos as notagdes. Denotemos
por

U = {xec M"o(x) <2n-1}, U; = U'\U. (5.9)

Entdo U’ é aberto, com M?"\U’ sendo o conjunto de pontos totalmente geodésicos da

imersdo. Uj é o conjunto de pontos onde f tem posto constante igual a 1. Vamos

denotar V o conjunto de pontos interiores de Uj e escrever F = U\ V. Assim, U’ =
UUVUF,comF = U NU.

Agora vamos construir uma distribui¢do L no conjunto aberto U’. Para x € U

definimos L, = A,. Para x € V definimos
Lx - Ax N ]Ax

onde A, = R?"~! é o nticleo da segunda forma fundamental « e | é a estrutura com-
plexa de M?". L, assim definido em V é um subespaco J-invariante de codimensao 2,
pois dim(Ay N JAy) = —dim TyM + (dim Ay + dim JAy) = —2n + (4n — 2) = 2n — 2.
Como V é aberto e Ly é J-invariante, L é uma folheagdo totalmente geodésica em
V e suas folhas sdo subvariedades complexas de M?" cujas f-imagens sdo (2n — 2)-
subespacos afins de R?**! . Vamos denotar por L(y) uma folha de L em U U V pas-
sando por y.

Para x € F, uma vez que F C U existe uma sequéncia de pontos {x;} em U se
aproximando de x. Entdo, passando a uma subsequéncia, se necessério, podemos as-
sumir que Ly, converge, assim, lim L(x;) serd um plano C"~! totalmente geodésico
passando por x que é aplicado por f em uma subvariedade linear de R?**!. Chamare-
mos lim L(xy) de posigdo limite em x.

Afirmamos que cada x € F possui uma tnica posigdo limite. De fato, se tivermos

duas sequéncias {x; } e {yx} em U, ambas se aproximando de x, tais que P = lim L(xy)



73

e Q = lim L(yx) sdo diferentes, uma vez que P e Q sdo hipersuperficies complexas
fechadas de M?", ambas se intersetam em x transversalmente. Assim, folhas proximas
também se intersetam, ou seja, para k suficientemente grande, L(xx) e L(yx) irdo se
intersetar, o que s6 é possivel quando elas coincidem. Isto contradiz P # Q.

Vamos denotar por F(x) a posic¢do limite em x € F e por Ly 0 espaco tangente de
F(x) em x. Como para cada k, Ly, é um subespaco J-invariante onde « é identicamente
nulo, Ly é um subespaco J-invariante de A,. Assim, pelo fato de que v(x) = 2n — 1
temos Ly = Ay N JA,, consistente com nossa definicdo de L em V. Em adi¢do, uma vez
que cada componente conexa de U é um cilindro sobre uma superficie em R3 , para
qualquer y € F(x) temos que v(y) = v(x) = 2n — 1. Portanto, F(x) deve estar contido
em F e entdo F é a unido disjunta dessas posi¢des limite.

Agora vamos provar que as folhas de L em V sdo completas. Fixemos x € V e
consideremos a folha L(x) de L em V. Seja ¢ : [0,00] — M uma geodésica tal que
7(0) = x e y([0,a4]) € L(x), onde a > 0. Pelo item (ii) do Teorema de Ferus v ndo
aumenta ao longo de tal geodésica. Assim y(a) € U;. Sey = y(a) € F, entdo, uma vez
que

7' (1) € Loy = Doy N T Bqq)

para qualquer t < g, teriamos /(a) € Ly. Mas a posi¢ao limite F(y) através de y é
totalmente geodésica, assim <y estd contida em F(y) C F, contradizendo a afirmativa
de que x € V. Assim, provamos que y(a) € V. Isto prova que L(x) é completa em V.

Em resumo, mostramos que o conjunto aberto U’ é folheado por L, cujas folhas
sdo planos C"! totalmente geodésicos que sdo aplicadas por f em subespagos afins
de R?"t1 Além disso, tendo em vista a planicidade da métrica em V, Lema 5.1.4 e
a continuidade de L em cada componente conexa de U’ esses subespagos afins sdo
paralelos uns com os outros.

Nosso objetivo agora é estender a folheagdo L através do conjunto W = M\U’
de pontos totalmente geodésicos. Primeiro, para qualquer x € U’\U’, as folhas de L
dao posicdes limites em x, que sdo subvariedades complexas totalmente geodésicas de
dimensdo complexa 1, passando através de x. Tais posi¢des limites em x devem ser
Unicas pela mesma razdo de antes (quando estendemos L de U para F). Assim, ué
agora folheado por planos, localmente paralelos, C"~!.

Denotemos por WY o conjunto de pontos interiores de W. Suponhamos que W'
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seja ndo vazio e seja () uma componente conexa de W°. Fixemos qualquer x € Qe
consideremos H = Tf(,)M = C" como uma subespago afim de R*'*1. Por convenién-
cia, vamos identificar o conjunto P C M com sua imagem f(P) se f|p é um mergulho.
Uma vez que f é totalmente geodésica em W, sabemos que a restri¢do de f em ) é um
mergulho, e ) C H. Note que, 9Q) # @ uma vez que W # M>".

Para qualquer y € dQ), y é um ponto de fronteira de U’. Portanto existe um plano
totalmente geodésico L(y) = C"~! passando através de y e f é um mergulho de L(y)
sobre um subespaco afim de R***1. Como T¢,)M = H, temos que L(y) C H é um
hiperplano afim complexo. Assim, se z é outro ponto em 0(), a menos que L(y) seja
paralelo a L(z), eles se intersetam. Suponha w € L(y) N L(z). Uma vez que L(y) e L(z)
estdo ambos contidos em U/, w € U’ e entdo temos L(w) que deve coincidir com L(y)
e L(z), pela unicidade das folhas de L em U’. Isto nos da L(y) = L(z). Ou seja, para
quaisquer dois pontos y e z em Q) 0s subespagos afins complexos L(y) e L(z) em H
sdo paralelos uns com os outros.

Concluimos que existe um tnico subespago afim complexo de codimensdo com-
plexa 1 em H passando através de x, que é paralelo a L(y) para todo y € 9(), denota-
remos por L(x). L(x) ndo pode tocar a parte fronteira de O, pois L(y) C U’ para todo
y € 0Q), portanto L(x) C Q.

Agora, M?" estd totalmente folheada por planos C"~! totalmente geodésicos, com
cada folha sendo aplicada por f sobre subespacos afins e folhas préximas sdo paralelas
umas com as outras. O resto da prova segue do mesmo argumento usado na prova do

Teorema 5.1.5. ]
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