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RESUMO

Neste trabalho apresentamos resultados sobre existéncia e unicidade de solugoes fracas
e fortes para as equacoes de Navier-Stokes em dominios limitados de R? e discutimos a
existéncia de atrator global para os sistemas dinamicos gerados por estas equagoes em
espacos de fases adequados. Mostramos que em dominios limitados de R?, as equacoes de

Navier-Stokes possuem um atrator global.

Palavras-chave: Equacao de Navier-Stokes, Solucoe fraca, Solucao forte, Semigrupos

nao lineares, Atrator global.



ABSTRACT

In this work we present results on existence and uniqueness of weak and strong so-
lutions for the Navier-Stokes equations in bounded domains of R? and we discuss about
the existence of global attractor for the dynamical systems generated by these equations
in suitable fase spaces. We will show that for bounded domains in R?, the Navier-Stokes

equations have a global atractor.

Keywords: Weak solution, Strong solution, Non linear semigroup, Global attractor,

Navier-Stokes equations.
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INTRODUCAO

Uma das mais importantes aplicacoes recentes da teoria moderna dos sistemas dinamicos
tem sido o desenvolvimento de teorias que auxiliam o estudo da evolucao de solugoes de
equacoes diferenciais parciais nao lineares. Nesta nova abordagem, o estudo do compor-
tamento assintético desses problemas de dimensao infinita comegou a ser caracterizado
por semi-fluxos (ou semigrupos de operadores). O resultado central que da base a maior
parte desta teoria € o fato de que as solugoes destas equagoes podem ser representadas em
termos de semi-fluxos em espacos de fases adequados, e que este eventualmente tem um
atrator global neste espaco de fase. Enquanto a teoria de atratores globais para equagoes
diferenciais parciais tem uma aplicabilidade generalizada, hd um problema muito impor-
tante que permanece em aberto: As Equagoes de Navier-Stokes em trés dimensoes (3D).
Apesar de ja se saber ha mais de 20 anos a existéncia de um atrator global para essas
equagoes em duas dimensdes (2D), veja Ladyzenskaya [3], o problema 3D ainda nao foi
resolvido. Neste trabalho, apresentaremos resultados sobre existéncia e unicidade de so-
lugao bem como a existéncia de uma trator global para o caso 2D seguindo a metodologia
usada por Robinson [10].

As equacoes de Navier-Stokes em um dominio limitado e suficientemente regular 2 € R?
tém a forma

v —vAu+ (u-V)u+Vp=f em Qx]0,+00)

V-u=0 em Qx][0,+00)

u(0) =uy em €

\
onde ug é uma fungao de divergéncia nula. O par ordenado (ug, f) é denominado dados

iniciais do problema, f é chamada funcdao for¢a externa e (u-V) = > ", “’a_xl é o
operador adveccao.

O objetivo deste trabalho é mostrar a existéncia de atrator global para o semigrupo
definido por

S(t)up = u(t, ug) = u(t)

gerado pela solucao fraca u(t) das equagbes acima.



10

Esta dissertacao esta organizada de acordo com os seguintes capitulos:
e Capitulo 1:Conceitos e Resultados Preliminares
e Capitulo 2: Solucoes para as Equacoes de Navier-Stokes
e Capitulo 3: Semigrupo de Operadores nao Lineares
e Capitulo 4: Existéncia de Atrator Global para as Equacoes de Navier-Stokes
No Capitulo 1, apresentamos os espagos de funcionais utilizados no estudo das equacoes
de Navier-stokes, alguns lemas preliminares, alguns conceitos gerais sobre distribuicoes e
apresentamos o teorema de Lax-milgram.
No capitulo 2, apresentamos alguns resultados envolvendo existéncia e unicidade de solu-
¢oes para as equacoes de Navier-Stokes.
No Capitulo 3, definiremos semigrupo de operadores lineares, discutiremos o conceito de
atrator global para o sistema dinamico relacionado ao semigrupo e, por fim, discutimos
como estes conceitos podem auxiliar no estudo assintético de EDP’s.
No Capitulo 4, mostraremos a existéncia de atrator gobal para o semigrupo gerado pela
solugao fraca das equagoes de Navier-Stokes em duas dimensoes e que o atrator consiste

em solucgoes fortes.
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Capitulo 1
CONCEITOS E RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo introduziremos algumas notacoes e resultados uteis no decorrer deste

trabalho.
1.1 Espacos de Funcionais

Ao longo deste texto, {2 serd sempre um subconjunto aberto, limitado e conexo de R"
com fronteira I' suficientemente regular. Fixemos também a notacao por Q = Q x (0,7,
com T > 0, cuja fronteira é X.

Denotemos por LP(Q2) o espago de Banach das fungdes vetoriais u : () — R", u =
(uq,...,u,) onde cada u; :  — R pertence a LP(2), isto é LP(Q2) = (LP(2))". Definimos

uma norma em LP(€2) de forma natural

n 1/p
(S lalley) s 1<p< o0

Z?:l ||Ui||poo(g)7 se p=00

[llr() =

No caso em que p = 2, temos que L?(2) é um espago de Hilbert cuja norma e produto

interno sao dados por

/2

n 1/2 n 1
|u\:<2nuiuiz(m) :<Z / |uz-<x>r2dx) , (1)

n

(u,v) = Z(ui,vz-)y(g) = Z/ﬂu,(x)vl(x)da: (1.2)

i=1

Denotaremos por D(£2) o conjunto das fungoes infinitamente diferencidveis com suporte
compacto em €2, e por H™(Q2) o espago de Sobolev usual de ordem m. Denotemos por
H{" () o fecho de D(2) em H™(2). Como (2 ¢é limitado, tem-se que H{"(§2) é subespago
préprio de H™(£2).

De modo anéalogo, definimos os espagos de funcoes vetoriais

D(Q) = (D(Q)", H™(Q) = (H™(Q))" e Hy(Q) = (Hy()"
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Observe que se T = (Ty,...,T,,) € D' (Q) e © = (1, ..., on) € D(Q) entdo

(T, o) (@) xD(Q) = Z(Tu i) D (Q)xD(Q)

=1

Definimos em H™({2) uma norma e um produto interno por

. 1/2 . 1/2
ol = (zuuinzm(m) (Y Il
i=1 i=1 [jl<m
1/2
— ZZ/WU, Wdz |, (1.3)
i=1 |jl<m
(U,U)Hm(a) = Z(uiavi>HW(Q):Z Z(Djui:DjUi)LQ(Q)
i=1 i=1 |j|<m
= Z Z /Djui(x)Djvi(x)dx (1.4)
i=1 |jl<m 79

onde j = (J1, ..., jn) ¢ um multe-indice, |j| = j1 + .... + jn, D; = % parai=1,...ne D’
é o operador diferencial definido por

Al
ozl - - ozl

Como estamos supondo €2 limitado, relembremos que vale a desigualdade de Poincaré em

D’/ = D}'...Din =

H}(€). Dessa forma, denotaremos a norma e o produto interno em H}((2), respectiva-
mente por:
8uZ

n 1 n n 1/2
lul = (Zuuinz&(m) ( 2o )
i=1 i=1 j=1 Jlr2(9)
1/2
) , (15)

((u,v)) - Z((u“w))H(}(Q) - Z_: (gz; 2;’};)[;(9)

-y / gz;(x)gz;(x)dx. (1.6)

Comecaremos agora a descrever os espacgos de funcionais que sao fundamentais no de-

0uZ

senvolvimento do estudo da equacoes de Navier-Stokes. Denotaremos por V o subespaco

vetorial de D(€2) dos campos de vetores com divergéncia nula, isto é,

V={peDQ) : V- p=0}
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Denotaremos por H, V, V os espacos definidos por

H=PE@ RO e

Espagos estes que desempenham um papel fundamental no estudos das equagoes de
Navier-Stokes.

Relembremos da teoria do espagos de Sobolev que, se n = 2 tem-se H'(Q) — L(Q)
para todo g € [2,00). Assim, H}(Q) NL™*(2) = H(Q). Em outras palavras tem-se HJ(£2)
continuamente imerso em L9(2) para n = 2, para todo 1 < ¢ < 00.

Introduzimos também o espaco E(2) definido por
E(Q) ={uecl?*Q): V-ucL*Q)},

A razao de introduzirmos este espaco é que ele oferece uma caracterizacao para os
espagos H e V. De fato, E(Q2) é um espaco de Hilbert munido do produto interno e norma
dados por:

(uv U>E(Q) = (u7 U) + (v *u, V- u>L2(Q)7
) ) 1/2
ey = (3 + 1V - ul3ag))
Assim podemos definir o operador linear continuo (operador do tipo trago) =, €

L(E(Q), H~1/2(052)) (onde H~'/2(9€2) denota o dual de H'/2(99)), tal que:

(1) vp(u) = (u-n)|aq, Yu € D(£2), onde 7 é o vetor unitario normal a fronteira 052
(1) (Y(w), Y0(W)) g-172(0)xm1/2(00) = (U, Vw) + (V- u, w)r2(9), Yu € E(Q) e w € H(Q),
aqui o : H(Q) — HY2(Q) é a aplicacio traco de ordem zero usual.

Desse modo, é possivel caracterizar (veja em Temam [11]) os espagos H e V:
H={uel*Q): V-u=0 ,(u)=0} (1.7)
V={ucHy); V-u=0} (1.8)
1.2 Resultados preliminares
Lema 1.2.1. Se n =2 entao
2 1 1
[ullze() < EHUHL?(Q)HUHH&(Q), Vu € Hy(9). (1.9)
Demonstragao. veja [4]. O

A desigualdade acima é conhecida como desigualdade de Ladyzhenskaya.
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Lema 1.2.2. Suponha que u € L*(0,T; H'(Q)) e’ € L*(0,T; H*(2)). Entao
(i) u € continua de [0,T] em L*(Q), com

sup [u(t)] < O(l[ull 2oz @) + 14l 20rm-19),

t€[0,T]

e

(i)

para quase todo t € [0,T1], isto €,

[u(®)* = u(0)]” + 2/0 (u/(s), u(s))ds.

Demonstragao. Consulte [10]. O
Corolario 1.2.3. Para algum k > 0, suponha que
uw€ L0, T; H"(Q)) e « € L*0,T; H(Q)).
Entdo u € continua de [0,T] em H*((Q).
Demonstragao. Veja [10], p. 193. ]

Lema 1.2.4. Seja X um espaco de Banach reflexivo e seja x,, uma sequéncia limitada

em X. Entdo x, tem uma subsequéncia que converge fracamente em X.

Demonstragao. Ver [10] p. 106 O
1.3 Teorema de Lax-Milgram

Sejam V' um espaco de Hilbert com produto interno e norma dados, respectivamente, por
() |[-llea:V xV — R uma funco real defnida em V' x V. Dizemos que a(u,v) é uma
forma bilinear em V' x V quando a : V x V é linear em cada uma de suas coordenadas.
Dizemos que uma forma bilinear a(u,v) em V x V' é continua em V' x V' se existe uma

constante M > 0 tal que
la(u, v)| < Mlufl[lv]|, Vu,veV.

Dizemos que uma forma bilinear continua a(u,v) em V x V é coerciva quando existe
C > 0 tal que
a(u,u) > Clull?, YueV.
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Lema 1.3.1 (Teorema de Lax-Milgram). Sejam V um espago de Hilbert separdvel e a(u,v)
uma forma bilinear, continua e coerciva em V x V| entao para cada ¢ € V' existe um
unico u € V tal que

a(u,v) = ¢(v), VYvelV.
Demonstragao. Veja em Medeiros [8]. O

1.4 Distribuicoes Vetoriais

Seja X um espaco de Banach, denotaremos por D(0,7; X) o espago vetorial das fungoes
vetoriais ¢ : (0,7) — X indefinidamente diferenciaveis com suporte compacto contido
em (0,7). O suporte de ¢ é denotado por supp(yp). Diremos que uma sequéncia (¢, ),en

converge para uma func¢ao ¢ € D(0,7; X) em D(0,T; X) e escrevemos
v =@ em D(0,T;X)

se:
(1) existe um compacto K C (0,7 tal que supp(p,) e supp(yp) estao todos contidos em
K,

(ii) Para cada k € N, o) = o® em C(]0,T]; X). Todos os espagos vetoriais aqui
considerados serdo reais bem como os escalares. D(0,7T") é o espago das fungdes testes sobre
o intervalo (0,7"). Dizemos que uma aplicagao T': D(0,7) — X é continua quando para
toda sequeéncia (,,),en C D(0,7T) tal que 6, — 6 em D(0,T') tem-se (T,6,) — (T,60) em
X. Por D'(0,T; X) representaremos o espaco vetorial das aplicacoes lineares e continuas

de D(0,T) em X, isto é:
D(0,T;X)={T:D(0,T) — X; T é linear e continua} .

Diremos que uma sequéncia (7},) .en converge em D' (0, T'; X ) a uma elemento T' € D'(0,T; X)

€ escrevemeos:

T,—T em D(0,T;X),

se

(T,..0) — (T,0) em X, V0eD(0,T)

! . ~ A . s
com valores em X. O espago D (0,7; X) munido com esta nogao de convergéncia é deno-

minado espago das distribuig¢oes vetoriais de D(0,7") com valores em X.
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Para T € D'(0,T; X) definimos a sua derivada de ordem k, que denotamos por T*),

da seguinte forma:

(T® ) = (—DX(T,00), Vo € D(0,T).

Com esta definicio temos que T™) ¢ D'(O,T;X), Vk € N, e o operador derivagao é
continuo em D'(0,T; X), isto é, se Ty — T em D'(0,T;X) entio Tﬁ(Lk) — T®) em
D'(0,T;X), Vk € N. Para uma abordagem completa sobre o espaco das distribuicdes

vetoriais veja [6].
1.5 Resultados de Compacidade

Demonstraremos nesta secao, um teorema de compacidade usado na demonstracao do
teorema de existéncia de solugao para as equagoes de Navier-Stokes. Este resultado pode
ser encontrado em Aubin [1].

Considere 1 < p; < +00, 1=1,2e By C B C By espacos de Banach reflexivos sendo
as imersoes continuas e By C B compacta. Para 0 < T < 00, seja

d
W = {U;'U € LPO(O’T; Bo), d—: < Lpl(O,T; Bl)}

munido da norma:

dv

dt

LP1

lollw = ol +
Temos que W é um espago de Banach sendo W continuamente imerso em L (0,7; B).

Teorema 1.5.1. Com as hipoteses acima sobre By C B C By, 0<p; <400, i=1,2,

resulta ser compacta a imersao de W em LP°(0,T'; B).

Lema 1.5.2. Sejam By C B C By nas condi¢oes anteriores, entdo para cada € > 0 existe
c(e) tal que
lulls < ellulls, + c(e)]|ulls, (1.10)

para todo u € By .

Demonstracao: Suponha que a tese do Lema 1.5.2 seja falsa. Entao existe € > 0 tal que

para cada n € N existe u,, em By tal que

|lunllB > ellunllBy + nlunl|s, - (1.11)
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Sendo u,, # 0, faz sentido considerar

u
Wy = ——— - (1.12)
[|un |5,
De (1.12) e (1.11) obtemos que w,, satisfaz
ol < lelle o sl
||unl| 5o ||unl| 5,
isto é,
[|lwn||s > € + nllw,]|s, - (1.13)
Como By esta continuamente imerso B, temos
][ = L2llB (1.14)
[|un |5,
De (1.13) e (1.14) resulta
€ W, C
Ep flwll, < Menlls o C
n n n
o que implica que
i [, =0, (115

Sendo By reflexivo e de (1.12) ||w,||g, = 1, concluimos que existe uma subsequéncia
de (w,) que converge fraco em By e como By CC B, existe uma subsequécia (w,) que
converge forte em B para um vetor w. Do fato de que B < Bj, juntamente com (1.15)
resulta que (w,) converge forte para zero em B. Logo w = 0, o que é contradigao, poois
llw,||g > € > 0, e isto finaliza a demosntragao do lema.
Demonstracao do Teorema 1.5.1

Devemos mostrar que de toda sequéncia (v, ) limitada em W, possui uma subsequéncia,
ainda representada por (v,), que converge forte para um v em LP(0,7; B). A demons-
tragao sera feita no caso v = 0, sem perda de generalidade.

Do Lema 1.5.2, para cada € > 0 existe ¢(¢) > 0 tal que

loa(@)lls < ellva(®)lls, + c(@)]|va (D)5,

pois v, € W. Tomando a norma L (0,7") de ambos os membros, obtemos que para cada

n > 0 existe d(n) > 0 tal que

[[onl[Lro 0,78y < Ml|val|Lro0,7:80) + d(m)][0n] [ Lo 01::) - (1.16)
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Sendo (vy,) limitada em W, obtemos

[vnl|zro0.7:80) < |[vallw < C.

Logo, de (1.16), obtemos

|vn|Lroo,ms8) < €+ d(n)||vn||Lro07;8,) - (1.17)

Como W é reflexivo, pois os B; o sdo, resulta que a sequéncia (v,) possui uma sequéncia
(vn) tal que v, — 0 fracamente em W. De (1.17) e da arbitrariedade do n > 0, para
mostarmos que (v,,) converge forte em L°(0,7T; B), e isto implica que implica a imersao
compacta de W neste espago, é suficiente verificar que (v,) converge para zero forte em
LP(0,T; By).

De fato, temos que a imersao de W em C°([0,T]; By) é continua Lions-Magenes [7].
Logo,

[lon($)I]8, < [[valloooryzy < Collvallw < K, (1.18)

sendo K constante, pois (v,) é limitada em .

Se demonstrarmos que ||v,(s)||p, converge para zero quase sempre em (0,7’), obtemos
de (1.18) que [|vn(s)|[5, ¢ limitada e [|v,(s)||5, converge para zero em (0,T'). Logo o
teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, garante que ||v,| ]%01 converge para zero
em L(0,T), isto é (v,) converge para zero em L (0,T; By). Retornando a (1.17) conclui-
se que (v,,) converge para zero em LP°(0, T; B) provando a compacidade da imersao de W
em L™ (0, T; B).

Portanto, resta apenas demonstrar que ||v(s)||p, converge para zero em (0,7"). Limi-

taremos ao ponto s = 0. De fato, seja w,, definida por
wy(t) = v, (M), A >0 a fixar.

Obtemos

_1
1w (8)]] Lro (0,1,89) < C1 AP0
_1
||}, (6)]| 7o 0751) < Co N 7.

Seja 6 € C'([0,T];R) sendo 0(0) = —1, 6(T) = 0. Tem-se:

T T T
0 0 0
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isto é,

Resulta que
1—L
wn(0)l|B, < [lnllB + [ImllB, < Cs A 70 + [[7al[s, -

Para cada € > 0, considere A > 0 tal que Cj /\17% < /2. Resulta que
v,(0) = w,(0) = By

se demonstrarmos que

1ynllB, = 0

isto é, se v, — 0 em B forte.
De fato, tem-se v, — 0 em W. Sendo W C LP(0,T;By) resulta que v, — 0
LP(0,T; By). Logo, para A > 0 fixo, resulta que w,, — 0 em L°(0,T; By). Seja

T
Vo = / 0w, dt, integral em By, 7, € By.
0
Para toda ¢ € By, dual de By, tem-se

) = / 0 (w,) dt,

que converge para zero. Logo v, — 0 em By. Sendo By C B compacta, resulta que
¥, — 0 em B forte, o que completa a demonstragao. Note que resta apenas o cuidado de

tomar subsequéncias.
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Capitulo 2
SOLUCOES PARA AS EQUACOES DE NAVIER-STOKES

Neste capitulo apresentamos alguns resultados sobre existéncia, unicidade e regula-
ridade de solugoes para as equacoes de Navier-Stokes para n = 2. Antes, porém, serd
estudado um problema estacionéario simples. Os resultados aqui reproduzidos bem como

suas demonstracoes podem ser encontrados em Medeiros [8].
2.1 O Problema de Stokes

Em lugar do R?, considere-se o R™ e ) um aberto limitado conexo do R™, com fronteira
I' bem regular.

Consideremos, inicialmente, o problema que consiste em determinar uma fungao u(zx) =
(ur(x),us(x), ..., us(z)), = = (x1,%2,...,2,) um vetor do R", definida em €, satisfa-

zendo as condigoes:

—vAu; + gp =f;, em i=1,2,...,n. (2.1)
T

divu=0 em € (2.2)
;=0 em T (2.3)

sendo f(x) = (fi(x), fa(x),..., fu(x)) conhecida.

Procurando uma formulagao variacional para o sistema linearizado de Stokes, multi-
pliquemos ambos os membros de (2.1) por um vetor v = (vy,v9,...,v,) de (H3(Q))" e

integremos sobre (2. Procedendo formalmente, obtemos

Q o 0z; Q

ou; (%z ov;
I/Z/ oz, @1’] pdx—/flvldx

Somando em i, obtemos

ZZ/;Z g;); dm—/ﬂpdivvdx:g;/ﬂfividx.

i=1 j=1

isto é,
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Restringindo os vetores v ao espaco de Hilbert V', resulta que divv = 0, logo o problema

reduz-se a encontrar u em V' tal que

3ui (%Z- . .
IJZ / Oz, O, dx = ;/szvz dx (2.4)

,j=1

para todo v em V.
Para demonstrar a existéncia e unicidade de v em V' solugao de (2.4), seré aplicado o
Lema de Lax-Milgram. Considere a forma bilinear
ou; 01}1
a(u,v) =v
Z / Oz, 81‘]

7]7

definida para u, v em V. Tem-se

ou; Ov;

o) = Y [

VZ/ |Vuz|Rn ]Vvi]Rn dx
i=1 /9

n 1/2 1/2
VZ (/ (V|3 dx) (/ Vi [3n dm)
=1 \/Q @

V[ lull [fv]]

IN

VAN

IA

provando ser a(u,v) continua em V.

Sendo para todo v em V,

0 =v 33 [ (84) ar=v 3 [ Wufar =il
i=1

=1 j=1

conclui-se que a(u,v) é coerciva.

Para todo f € H, a aplicacao

wvidr = (f,v), V, )
f_);/gfv x=(fv), ve€ (2.6)

¢ uma forma linear continua em V', conseqiiéncia simples da desigualdade de Schwarz.
Portanto, sendo a(u,v) uma forma bilinear continua, coerciva em V e f — (f,v)
definida por (2.6) uma forma linear continua em V para todo f € H, conclui-se, do Lema

de Lax-Milgram, que existe um unico u € V tal que

a(u,v) = (f,v) paratodo v em V. (2.7)
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Observagao 2.1.1. Para cada u fixado a aplicacdo v € V +— a(u,v) define um funcional

linear continuo em V. Assim podemos definir o operador A : V' — V' definido por
(Au,v) = a(u,v)
e a equacgao 2.7 pode ser vista como
vA = f,

em V’. O operador A é um isomorfismo entre V e V' [?].

A etapa seguinte do presente argumento, seria relacionar a solu¢ao u de (2.7) como
problema original formulado para o sistema (2.1), que é a parte mais delicada desta andlise.
Com o objetivo de tornar inteligivel este ponto, serd caracterizado, inicialmente, o dual
de V.

Do estudo dos espagos de Sobolev sabe-se que o dual de (H}(€2))" identifica-se ao
espago (H~1(Q))", sendo H~(2) o dual de H}(£2). Serd demonstrado que se L pertencente
a (H=1(Q))" for tal que L(v) = 0 para toda v € V, entdo existe uma fungao p € L*(Q)/R
tal que L = Vp, isto é,

L(v) :/pdivvdx (2.8)
Q
para todo v € V. Assim, ficam caracterizadas por meio de (2.8) as formas lineares

continuas sobre (H}(€2))" que se anulam em V.

Observacao 2.1.2. A demonstracao a ser reproduzida aqui supoe ) com fronteira I’
regular. O caso geral de Q com fronteiras gerais, encontra-se em Temam [12].
Denotemos por d(z) a distancia de um ponto x de  a fronteira I'. Tem-se que d(x) é

uma funcao Lipschitziana em (). Resolve-se a equagao
div(d(z)V¢) =g em £

usando resultados do estudo de equacgoes eliticas degeneradas. Demonstra-se que existe
¢ € H?(2) solugao do problema e que a aplicagdo g — ¢ é continua de L2(Q2) em H?*(Q),
sendo

13@) = {g € 22 [ g(a) s =0},

Deduz-se que existe uma aplicagao p: L2(Q) — (Hg(€2))™ linear e continua, definida por

pg = d(x)Vé.
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99

De fato, ¢ € H*(Q2) d(x) o

€ Hy(Q), logo pg € (H} ()" e

divpg = g. (2.9)

Dado um f € V', o mesmo argumento usado em (2.7) garante a existéncia de um

unico u em V tal que
a(u,v) = (f,v)yxy paratodo veV. (2.10)

A idéia é aproximar a solugao u de (2.10) por solugdes de um problema penalizado em
(H}(Q))". Do Lema de Lax-Milgram, conclui-se que para cada o > 0, existe
u, € (HH(Q))™ tal que

1
a(tg, v) + — (div ug, dive) = (f,0)yixy (2.11)
a

para todo v € (Hj ()"
Demonstremos a seguir, que u,, converge fraco em (Hj(£2))" para u, solucao de (2.10).

De fato, substituindo v = u, € (H}(2))" em (2.11), obtemos

||ua|| < C' independente de « > 0. (2.12)
Fazendo-se
Do = —— divug,
«
obtém-se de (2.11):
a(ta,v) = (f,0)yvixv + (Pa, divo), (2.13)

para todo v € (H{(2))", sendo

1 1
/padx:——/divuada::—/uanon, (2.14)
Q @ Jo a Jr

porque u, € (Hj(2))".
A seguir serd demonstrado que p,, ¢ limitado em L?(Q). De fato, p, € L(Q2), como

visto em (2.14). Logo, por (2.9) existe v, € (HJ(92))" tal que

div v, = pa (2.15)

[[vall < Clpal, (2.16)
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porque p,: L3(Q) — (H}(2))™ é continua.
Tomando v = v, € (Hg(2))" em (2.13), observando a (2.15), obtemos

Pal® = a(ta, va) = (f, va)vrixv < Klluall |[vall + [ flv [Jvall.
De (2.12) e (2.16), concluimos que
|pa| < constante.
Logo, existe uma subsequéncia ainda representada por p, tal que
Pa —p fracoem L*(Q).

De (2.12) existe uma subsequéncia u, tal que

Uq — w fraco em (Hg(Q))"
Tomando o limite na equagao penalizada (2.11), obtemos

a(w,v) = (f,v)vrxv + (p,divv) (2.17)

para todo v € (H}(2))™.

Em particular, para v € V C (H}(2))", em (2.17), obtemos que w é solugio de
a(w,v) = (f,v)y'xy para todo v em V.

Comparando com (2.10), resulta que w = u, pois a solugao u de (2.10) é tnica.
Concluimos que a solucao de (2.10) é obtida como limite fraco de solucoes da equagao
penalizada (2.11) ou (2.13).
Seja f € (H71(2))" tal que (f,v)yxy = 0 para todo v € V. Entao a solucio u de
(2.10) é a solu¢ao u = 0. Retornando a equagao (2.17), onde ja demonstrou-se que w = u,
obtemos

(f,0)vixy + (p,dive) =0 para todo v € (Hy(Q))" (2.18)
isto é,
(fsv)vrxy + (=Vp,0) =0

para todo v € (HJ(2))", provando que
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Note que p € L3(2) = L*(Q)/R resolve o problema. Assim existe p € L?(Q2)/R tal que
f=Vp.

Concluimos de (2.18) que se L for uma forma linear continua sobre (H}(€))™ que se

anula em V| entdo existe um tnico p € L*(Q)/R tal que

L(v):/gpdivvd:c (2.19)

para todo v € (Hg(Q))™.

n

E claro que para todo p € L2(€) a (2.19) define uma forma linear continua em (HZ (1))
nula em V.

A seguir, usando a caracterizacdo (2.19), serd feita a interpretagao da solugao u de
(2.7).

De fato, seja u € V solucao de (2.7). Considere a forma linear continua L(v) definida

em (H}(Q))™ do modo seguinte:

L(v) = a(u,v) — Z /Q fividx (2.20)

sendo f € H. Sendo u solugao de (2.7), resulta que L(v) = 0 para todo v em V| sendo
L(v) definida por (2.20). De (2.19) concluimos que existe p € L*(Q)/R tal que

L(v) :/pdivvd:c,
0

para todo v € (H3(€))™. Logo, o par u, p de V' x H é solugdo de

a(u,v) :Z/Qfl-vid:c—i—/gpdivvdx, (2.21)
i=1

para todo v € (H(€2))™. Sendo (D(2))™ contido em (HJ(£2))™, restringindo-se v a (D(£2))"
em (2.22), conclui-se que existe uma tnica u € V' tal que
—vAu; :fi—%, i1=1,2,...,nem
divu =0 em
u; =0 em T,

isto é, solucao do problema de Stokes.

2.2 Sistema de Navier-Stokes no R?

Embora nosso objetivo seja estudar o caso n = 2, os problemas serao formulados no caso
geral para nao gerar dividas desnecessarias. Iniciaremos com certas notagoes. Considera-

se o cilindro @ = Q x (0,7), T > 0 e o vetor velocidade u = (uy,us,...,u,). Serdo
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adotadas as seguintes notacgoes:

ou ((%1 Ous ou,

o W,W,...,W); Au = (Auq, Aug, ..., Auy,).

As equagoes de Navier-Stokes tomam a forma

ou = ou;
a—}—szqu;ul oz, =f—-Vp, v>0 (2.22)
divu = 0 (2.23)

com as condicoes de fronteira e iniciais seguintes:
u=0 em X, istoé w;=0 em 3, (2.24)
sendo ¥ a fronteira lateral de @)
u(z,0) = ug(x) em Q, isto é, u;(x,0) = ug;(x) (2.25)

em ().
O problema a resolver consiste em determinar u e p satisfazendo as condigoes (2.22)...(2.25).
Antes da formulacao correta, estabelecemos mais alguma notacao.

Considera-se a forma trilinear b(u, v, w) definida para u, v, w em V', do modo seguinte:

b(u,v,w) Z/ujax]wzdx

2,7=1

Uma primeira propriedade desta forma trilinear é a seguinte:
Lema 2.2.1. b(u,v,w) + b(u, w,v) = 0.

Demonstracao:

b(u, v, w) + b(u,w,v) = Z(/Qu] gx wzdx—l—/Qu] g;u vlda:)
j J

ij
. Z/u (%Z ' 8"&)1 v ) de
N / 891;] c%vj !
0uj
= -7 2.2
Zé%m 2.2

ij
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pois a contribuicao na fronteira I' é nula, de vez que u,v,w € V. Esta ultima integral
¢é nula porque divu = 0.
Note que sendo b(u,v,w) + b(u, w,v) = 0, segue-se que b(u,v,w) = 0 toda vez que

V=w.
Lema 2.2.2. [b(u,v,w)| < J5|ul"?JullV[jv][[w]2[lw]['2,  Vu,v,w € H(Q).

Para a demonstragao deste lema, veja [13].

Problema 1. Dados
feL*0,T;(H ()%, wuo€H, (2.27)

determinar u e p, sendo p € D'(Q) tais que

u € L*(0,T; V)N L>(0,T; H) (2.28)

u’—yAu—l—iu-%:f—VpemD’(Q) (2.29)
=1 ! an

u(0) = up . (2.30)

A solucdo do Problema 1, satisfaz as condigoes (2.22)...(2.25).

Problema 2. Dados
feL*0,T;(H'Q)?), weH

determinar u tal que

u€ L*0,T; V)N L®0,T; H) (2.31)
(W' (t),v) + va(u(t),v) + b(u(t), u(t),v) = (f(t),v) em D'(0,T) (2.32)

para todo v € V.
u(0) = up (2.33)

O plano que se tem em mente consiste em demonstrar a equivaléncia dos dois problemas

e a seguir resolver o Problema 2.

e Se u for solucao do Problema 1 entao u é solucao do Problema 2.
De fato, seja u solugao do Problema 1 e ¢ € V = {p € (D(Q2)?);div ¢ = 0}. Multipli-

cando ambos os membros de (37) por ¢ e integrando, obtemos

(W' (t), ) + va(u(t), o) + b(u(t), u(t), ¢) = (f(1), %) = (Vp, ¢).
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Sendo (V p, ) = 0 para ¢ com div ¢ = 0, obtemos

('(t), ) + va(u(t), @) + b(u(t), u(t), ¢) = (f(1),¥)

em D'(0,T) para toda ¢ € V. Sendo V denso em V = {v € (H}(Q))?;dive = 0} resulta

que u ¢é solugao do Problema 2.

e Se u for solugao do Problema 2 entao u é solucao do Problema 1.
Veja demonstra¢ao em Temam [12]. A solu¢do do Problema 2 denomina-se solugao

fraca.

Teorema 2.2.3. Sejam f € L*(0,T;V’), wy € H, entao existe uma tinica (n = 2) u

satisfazendo as condigoes

u € L*0,T; V)N L®0,T; H) (2.34)
u' € L*(0,T;V") (2.35)
(W' (t),v) + va(u(t),v) + b(u(t), u(t),v) = (f(t),v) (2.36)

para todo v em V', no sentido de D'(0,T).

u(0) = ug . (2.37)

Observagao 2.2.1. De v € L*(0,T;V), v € L*(0,T;V’),sendo V C H = H C V',
imersoes continuas, resulta que u é continua de [0,7] com valores em V’; também de
[0, 7] com valores em [V,V’];» = H e fracamente continua com valores em V. Consulte

Lions-Magenes [7]. Resulta desta observacao fazer sentido calcular-se u(0).

A demonstragao do Teorema 2.2.3, sera feita usando o método de Galerkin, este con-
sistindo em obter a solucao do problema por meio de solucoes aproximadas de problemas
analogos em espacos de dimensao finita. Para isso é fundamental a obtencao de estimativas
sobre as solugoes aproximadas permitindo a obtencao de sequéncias convergentes. Antes

disso apresentamos alguns lemas técnicos necessarios na obtencao de tais estimativas.

Lema 2.2.4. A forma trilinear b(u,v,w) € continua em V x V x V.

Demonstragao: Do teorema de imersao de Sobolev, temos que
1 1
2

H}(Q) estd continua-
1
mente imerso em L9({2) para — = = — — > 0. Quando n = 2,
q

— = 0 e a imersao
2 n
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de H}(Q) faz-se continuamente em L9(€2), qualquer que seja o nimero real q € [2, 4+00).
Portanto, para n = 2 pode-se tomar q = 4, isto é, H}(Q) estd continuamente imerso em

LY(Q).

Temos
b(u, v, w)| < / u; gvl (2.38)
i=1 j=1 Ly
Note
. 1/2 )12 1/2
/’iji| v dr < (/\iji|2d$) (/ O, dx)
Q Q |0z,
1/2 1/2 v 1/2
< ((/|uj|4d:r> (/|wz|4dx> ) (/ : dx)(2.39)
Q a|0x;
1/4 v |12 1/2
= </|uj|4dx) (/|wz|4dx> </ . dx) . (2.40)
Q Q 8mj
1 1
pela desigualdade de Hélder generalizada com — 1 —|— 5 + 1= 1,
6’111» avi
w; — w; | de < |ug|a Wil racq) - 2.41
/Q o, |ujl a0 825 2o |wilLs@) (2.41)

Substituindo (2.41) em (2.38) e usando teorema de imersao, obtemos

2 2
v, )l <2 3 Ml
i=1 j=1

8?)i
633]'

| ws] |H5(Q)
L2(Q)

isto é,

v 12 1/2
: ||wi||H1(Q)
O L2(Q)) 0

= Cllullv Y lloill @ llwill my@) < Cllullv [[ollv ]y,

|b(u, v, w)]

IA

2 2 /2 , 2
O3 (X mlfye ) (2
i=1 N j=1

i=1

provando a continuidade de b(u,v,w) em V x V x V.
Resulta do Lema 2.2.4 que fixados u e v, a aplicacao w — b(u, v, w) é uma forma linear
continua em V. Definamos, por esta razdo, uma aplicacdo B(u,v) de V. x V em V' do

modo seguinte:

(B(u,v),w) = b(u,v,w),

sendo B(u,v) bilinear e continua.

Lema 2.2.5. Se u,v € L*(0,T;V)N L>*(0,T; H) entao B(u,v) € L*(0,T;V").
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Demonstracao: Sendo B(u,v) bilinear continua de V' x V' em V', obtemos
¢ 2 2
B, v)lyr < Cllullv [lvlly < 5 (fully +v]lv),
provando que B(u,v) € L'(0,T;V’). Para provar que ela é L*(0,T; V"), considere
(B(u,v,w)) = b(u,v,w) = =b(u, w,v) = —(B(u,v),w).
Resulta que
[(B(u,v), w)| = [b(u, w,v)| < C|“|?L4(Q))2 ||wl|y |U|%L4(Q))2 )

por (2.41), usando um argumento anélogo ao usado na demonstracao do Lema 2.2.4. Daf
obtemos

| B(u, v)|[y < C|“’%L4(Q))2 |U|?L4(Q))2 ; (2.42)

sendo

2 2
|ul (L ayz 1V]{pagq)e < (Z ‘%’@4(9)) (Z |Uj|%4(9))7

j=1 j=1
que substituindo em (2.42) tomando o quadrado de ambos os membros e aplicando o

Lema 1.2.1, obtemos

2 2
1B, )5 < CY luglra sl > 1ile2@) sl m e
j=1 j=1
isto é,
[B(u,v)[[5 <
1/2 1/2 1/2 1/2
2 2 2 2
<o(Shilulie) (Shluliye) (Shlobe) (Shikie)
isto é,

1B(u, v)l[ < Clulg [ullv [v]a llvlly < Kllullv [Jv]lv,

que demonstra ser B(u,v) € L*(0,T; V') quando u e v estao nas condigoes do Lema 2.2.5.

Demonstragao da Unicidade no Teorema 2.2.3
Note que a solugao u € L*(0,T;V) N L>*(0,T; H), sendo v’ € L?(0,T;V"). Logo, faz

sentido calcular (v, v) para todo v € V. Por esta razao é relativamente simples demonstrar

1 1 1
a unicidade no caso n = 2. Quando n > 2, HJ() C L), mas — = 5> 0,
q n
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perdendo a arbitrariedade providencial do ¢, como no caso n = 2. Tal dificuldade ira se
refletir nas estimativas das solugoes aproximadas.
Sejam u e 4 duas solugoes nas condigoes do Teorema 2.2.3, com n = 2. Fazendo

w = u — U, resulta que
(w'(t),v) + va(w(t),v) + bu(t), u(t),v) — b(a(t), i(t),v) = 0 (2.43)
para todo v € V| no sentido de D'(0,T).

w(0) = 0. (2.44)

Observacao 2.2.2. Note que

b(u,u,v) — b, w,v) = blu—a+uuv)—blt—u+ut—u+u,v)
= b(w,u,v) + b(u,u,v) — b(—w, —w,v)
—b(—w,u,v) — b(u, —w,v) — b(u, u,v)
= b(w,u,v) — blw,u,v) — b(w,w,v) + b(w,u,v) + blu, w,v)

= b(w,u,v) + b(u,w,v) — b(w,w,v).
Da Observagao acima, a equagao (2.43) se torna
(w',v) + va(w,v) + b(w, u, v) + b(u, w,v) — b(w, w,v) =0 (2.45)
para todo v em V', no sentido de D'(0,T),
w(0) = 0. (2.46)
Tomando v = w € V em (2.45), obtemos

)+ va(uw, ) + bl u,w) + blu,w,w) — baw,w,w) = 0

N | —

isto é,

- < _
S 2 O + vl < —bw,u,w)

IN

Clw|za)z? [[ullv [w] i)z

IN

O|w|?L4(Q))2 [|ullv

Clwl[fwllv [lullv, (2.47)

IN
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pelo Lema 1.2.1. Logo

d 2 2 2 CQ 2 2
5 @I + vl < vilwlly + — Jw[ully,

de onde resulta que:

d C?
7 [wOF < —[[uly [w]” (2.48)

02
Fazendo 0(t) = — [[u(®)lI} . (1) = [[w(@)[}, vem

0eL'0,T) e eC(0,T)R),
satisfazem a desigualdade
(1) < 0(t)p(t).

Dai resulta que ¢(t) = 0 em [0, 7], provando que w(t) = 0 em [0,77, isto é, u(t) = u(t)

em [0, T, concluindo-se a unicidade.

Observacao 2.2.3. Note que, usando o lema de gronwall em 2.48 obtemos

i < e ([ hutoles) o)

como u € L?(0,T,V) a integral é finita, isto ¢, obtemos
lu(t) —v(t)| < L(T)|up —vo|, 0<t<T

o que nos da a continuidade em relacao as condic¢oes iniciais.
Demonstracao da Existéncia no Teorema 2.2.3

Usaremos o método de Galerkin e escolhemos uma base especial de funcoes préprias.
Para isto, suponhamos que a imersao de V em H seja continua, densa e compacta.
Identificando-se H = H' C V', continuamente. Assim, V e H sao espacos de Hilbert
tais que

VcHCcCV.

Fazendo a(u,v) = ((u,v)) que é o produto escalar em V', o problema espectral

((u7 U)) = )\(’LL, U)v

sendo (u,v) o produto escalar em H, possui solugdo (w;) correspondentes aos valores
préprios ();). Sabe-se que \; > 0 para todo 4, a sequéncia dos \; é crescente e divergente

para mais infinito. Obtemos

((w;,v)) = Ni(w;, v), i=1,2,...,
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para todo v em V.
Calculo de Normas

i) Sendo (w;) ortonormal completo em H, para v em H, obtemos

o0

v = Z(v,wi)wi,

=1

sendo, pelo teorema de Parseval

o0
[of? = (v, wy)?
i=1

que é a norma de v em H.
ii) Temos

((wi,v)) = Ai(wi, v)

para todo v em V. Resulta que (w;/+/A;) é ortonormal e completa em V. Portanto, para

£ (3

todo v em V', obtemos

Dal resulta:

b= 3 ()] = S e

I
> =

s
Il
—

(v, wi) [P =) Nl (v, wi) |,
=1

que é a norma de v em V.
iii) Seja A o operador definido pela forma bilinear ((, )). Temos Aw; = M\w;, sendo

A linear e continuo de V sobre V' alids, A é um isomorfismo entre V' e V’. Definimos
lollv: = [[A™ o]l

Por (ii) obtemos
[olfr = (A7l = D Al(A o, w) P =Y A0, A wy) P
i=1 i=1

= > Ml wi/ AP =N (w,w)]
i=1 i=1
Concluimos que a norma de v em V' é

[e.e]
[[ollfr =D A (v, wi) >
i=1
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Sistema Aproximado
Considere os vetores (w;), solugdo de ((w;,v)) = \;i(w;, v), obtido anteriormente. Re-
presentemos por V,, o subespaco de dimensao m de V' gerado pelos m primeiros vetores

wi, Ws, . .., W, . Para cada m, considere u,, € V,, definida por
(ul, (t),v) + va(uy,(t), v) + b(um(t), un(t),v) = (f(t),v), (2.49)
para todo v € V,,, .
um(0) = u,, sendo limug,, =ug forte em H. (2.50)

Para escrever (2.49) explicitamente, substituimos
m
U (t) =Y gim(t)w; |
j=1
no sistema (2.49), tomando v = w; , obtemos

Gim (1) + VXiGim () + F(g1m (1), gom(t), - - - G (1)) = fi (2.51)

1=1,2,...,m, porque

a(um,wi) = ((um;wz)) = )\i(umawi) = )\z‘gim@)

(Wt w3) = Gign (1).

Relativamente a condicao inicial, obtemos
m
Uom = Z ij U)j s gzm<0) = Cim - (252)
j=1

Resulta que o sistema (2.51), (2.52) possui uma solugao (gim)i<i<m €m um intervalo
[0,%,,). As estimativas a serem obtidas demonstram que wu,, pode ser prolongada no

intervalo [0, 7).

Estimativa I

Tomando v = u,,(t) em (2.49), obtemos

1d

5 77 [tm@OF + vlum @1 < [ fllv llwn @]l
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porque b(tUp, U, Uy,) = 0. Sendo

1
1Al [umOllv < =1+ vl

segue que
d 1
77 [um 1P + Vim0 < — (1] (2.53)

Integrando (2.53) de 0 a t < t,,, obtemos

@ v [ TP ds < Jen @1+ 3 [ NrRds (250

De (2.54) encontramos uma estimativa para |u,,(t)| na norma de H, independente de
m et em [0,%,,). Resulta que o prolongamento ao intervalo [0, T é possivel. Retornando

a (2.54) obtemos

Up 6 limitada em L%(0,T; H) (2.55)

Uy, 6 limitada L2(0,T;V) (2.56)

Estimativa II
Seja hy, = f — vAuU, — B(Upm, Uy). Sabe-se que B(Uy,, u,,) pertence a L*(0,T; V"),
sendo

1Bty i) |lvr < Nt *

De u,, limitada em L?(0,T;V), concluimos que B(up,u,) é limitada em L?(0,T;V).
Sendo —A pertencente a L(V,V') e f € L*0,T;V’), resulta que h,, pertence a um
limitado de L*(0,T;V").

Calculo da norma de m em V'’

dt
du,, 2 T 1| du, 2
— I = i | = w = A (B w;
Firl, -2 ()| - 2o
< ZA (s w)? = V(1)1
que ¢ limitada em L'(0, 7). Concluimos:
du,, .. . 9 ,
—— ¢ limitada em L*(0,7; V7). (2.57)

dt
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Observagao 2.2.4. Note que para a obtengao da estimativa (2.55), usamos uma base

especial de vetores préprios do problema espectral ((w,v)) = A(w,v).

De (2.55), (2.56), (2.57) deduzimos a existéncia de uma sequéncia de u,, , ainda repre-

sentada por u,, , tal que

Uy, — u em L*0,T;V) (2.58)

Up — u em L*(0,T;H) (2.59)

duy, du 9 o

Estas convergéncias nao sao suficientes para passarmos ao limite com sucesso na equa-
¢ao aproximada. Para obtermos convergéncias que permitam tomar o limite no termo nao
linear b(ty,, U, v), lancemos mao do teorema de compacidade (Teoremal.5.1) apresentado
na se¢ao 1.5 do Capitulo 1.

Aplicando o teorema de compacidade, quando By =V, B=H, B =V', po=p =
2, obtém-se

d
W = {U € L*(0,T;V); d_qtj € L*(0,T; V’)}.

Notando as estimativas (2.56) e (2.57), resulta que u,, é limitada em W. Sendo compacta a
imersao de W em L?(0,T'; H) conclui-se que existe uma subsequéncia, ainda representada
por u,, , tal que

Upm — u em L*(0,7T;H) (2.61)

e quase sempre em (.
Note que em (2.58), (2.59), (2.60), (2.61) tem-se a mesma subsequéncia u,, e 0 mesmo

limite w.

Convergéncia do Termo nao Linear
Demonstraremos que b(ty,, tm,,v) converge para b(u, u,v) para todo v € V' no sentido

de LP(0,T) para algum p > 1. Temos:

2
b(Upyy Uy V) = —b(Upy, U, Upy) = — Z /ﬂumj % Uy AT.
ij= J

dv; -
Sendo v € V resulta que av € L*(Q). Encontramos u,, limitada em L2(0,T;V)
x.

sendo H}(Q) C L*RQ), quando n = 2, imersao continua. Logo, u,, ¢ limitada em
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L*(0,T; (L*(2))?). Daf resulta que

1/2 1/2
/|um,~umj|2dx < (/ |umi|4dx) (/ |um]~|2d$) ,
Q Q Q

da qual obtemos w;u,; limitada em L*(0,T; L*(Q)) = L*(Q). Resulta que existe uma

subsequéncia, ainda represenada por U,Un,; , tal que
Umillm; — Xi; em  L*(0,T; H)
miWmyj Xij )+

De (2.61) temos que u,, converge para u forte em L?(0,T; H) e quase sempre em Q. Logo

Uy CONverge para u; quase sempre em (), isto é,
Umillyj CONVErge para u;u; quase sempre em ().

Em resumo, temos ¢,, = Uity limitada em L?*(Q) e convergindo quase sempre para
u;uj em (. Do Lema 3.1 de Lions [5], resulta que g,,, = Um;un,; converge para w;u; fraco
em L*(Q), concluimos entdo que x;; = uu; .

Resulta que para toda ¢ (z,t) € L*(0,T; H) = L*(Q), obtemos:

Hm [ it (2, t) dedt = / wiu; Y(x,t) dedt. (2.62)

o,

Para toda v € V, temos a_v € L*(9), logo tomando 6 € L?(0,T) a funcio ¢(w,t) =
L

8%

5 0(t) pertence a L*(0,T; H) para i,j = 1,2. Substituindo esta 1 (z,t) em (2.62),
Zj

resulta:
T . T ,
lim </ Ui U j 9v dac) O(t)dt = / ( w; 9v u; dm) 0(t)dt,
m—oo fq Q 8mj 0 Q (%j

provando que

lm b, (t), um(t), v) = b(u(t), u(t),v) em L?(0,T) fraco, (2.63)

m—0o0

para todo v em V.

Passagem ao limite na derivada

De (2.60) obtemos

/OT<u;n(t),v)9dt—>/OT(u’(t),v)Gdt
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para cada § € D(0,7) e v € V. Note que (, ) ¢ a dualidade V' x V’. Dai obtemos

/( 9dt—>/ o0 dt.
/j(%(t),@@dt: /( ()00 dt— — / )0 dt

pois u,, — u fraco estrela L>°(0,T; H). Logo

/0 %(u(t),v)edt:—/o (u<t)’v>9/dt:/0 (W (1), )0 dt.

Escrevemos que
/ (u,(t),v)0dt — / v)0 dt

para toda v € V e 0 € D(0,t). Das convergéncias (2.58), (2.59), (2.60), (2.63) podemos

Temos

tomar o limite em ambos os membros da equagao aproximada (2.49), fixando v = w;,

1 < m, de modo a obtermos

% (u(t), v) + va(u(t), w;) + b(u(t), u(t), w:) = (f(t),w;)

para todo i, fraco em D(0,T). Sendo a sequéncia (w,) base Hilbertiana de V, resulta

(f;f ) T valu(t),v) + blu(t), u(t), v) = (f(¢),v) (2.64)

no sentido de D’(0, T'), para todo v em V', demonstrando que u é solugao fraca da equagoes
de Navier-Stokes no caso n = 2.

Para completar a demonstragdo do Teorema 2.2.3, resta constatar que u assume o
valor inicial ug quando ¢ = 0. De fato, sabemos que u é continua em [0,7] com valores

du,y, d
em H. Sendo % convergente para d—itt fracamente em L%(0,T; V"), obtemos

T
/ du—m,wi O(t)dt converge para / du w; | 0(t)dt (2.65)
o\t . \at

para todo 6 € L*(0,T). Considere § € C'([0,T]) com 6(0) = 1, 6(T) = 0. De 2.65

obtemos

/Q%(um(t),wi)e(t)dt converge para /0 %(u(t),wi)e(t)dt

para tais . Integrando por partes, o que é licito pois t — (u(t), w;) é continua em [0, T,

obtemos

lim, . [_ (1 (0), w;) — /OT(um(t), wi)el(t)dt:| —

) (2.66)
= —(u(0), w;) —/0 (u(t), w;)0'(t) dt.



39

Aplicando (2.59) em (2.66), concluimos que

lim (u,,(0), w;) = (u(0), w;). (2.67)

m— 00

Sendo u,,(0) = ug,, convergente fortemente para ug em H, resulta que (u,,(0), w;) converge
também para (ug,w;) para todo i. Comparando com (2.67) concluimos que u(0) = ug,

completando a demonstracao do Teorema 2.2.3.
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Capitulo 3

ATRATORES GLOBAIS PARA SEMIGRUPOS NAO
LINEARES

Apresentaremos neste capitulo alguns resultados da teoria de atratores globais para semi-
grupos nao lineares em espagos métricos completos. Para uma abordagem mais completa
recomendamos [2]. Em todo este capitulo (X, d) denota um espago métrico completo e

C(X) o conjunto das aplicagoes continuas de X nele mesmo.
3.1 Semigrupo de Operadores Nao Lineares

Defini¢ao 3.1.1. Um semigrupo nao linear em X é uma familia de aplicagdes {S(¢); t >
0} em C(X) que verifica as propriedades:

(i) S(0) = I, onde I denota o operador identidade em X;

(i) S(t+s) = S(t)S(s) para todos t,s > 0;

(iii) A aplicacdo [0, +00) X X > (¢,z) — S(t)z € X é continua.

No caso em que X é um espaco de Banach e S(t) é linear, diz-se que {S(t); t > 0} é
um semigrupo linear fortemente continuo em L£(X). Aqui, £(X) denota o conjunto dos
operadores lineares limitados de X em si proprio com a topologia uniforme dos operadores.

Se este é o caso, temos uma vasta literatura, sugerimos Pazy [9].

Defini¢ao 3.1.2. Por um ponto x em X, define-se a drbita positiva v+ (x) por x como
sendo T (x) := {S(t)x; t > 0}. Além disso, para s > 0 denotaremos v (z) := {S(t)x; t >

s} a Orbita positiva por x no instante s.

Uma solu¢do para trds por x € X é uma aplicagao continua ¢ : (—oo,0] — X tal que
¢»(0) = x e, para cada t < 0 vale S(s)p(t) = ¢(s +t) para todo 0 < s < —t. Uma solugdo
global por x € X é uma aplicacao continua ¢ : R — X tal que ¢(0) = x e para cada t € R,
S(s)p(t) = ¢(s + t) para todo s > 0.

Caso X seja um espaco de Banach de dimensao infinita, solucoes para trds ou globais,

em geral, nao existem e sua existéncia estd condicionada a escolha de x. Além disso,
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quando uma solu¢ao para trds existe, ela pode nao ser unica, isto ocorre, pois S(t) nao é

necessariamente injetivo para todo t > 0.

Definicao 3.1.3. Se existir uma solucao para tras por x € X, entao definimos a orbita

negativa por x como sendo

7 (@) = Hit ),

t>0

onde

H(t,x) = {y € X, existe uma solugao para tras por =z, definida por ¢ : (—o0,0] —
X com ¢(0) =x e ¢(—t) =y}.

Além disso, para s > 0 denotaremos v; () := {J,5, H(t, z) a 6rbita negativa por z no

instante s.

Definigao 3.1.4. A orbita completa por x (se existir 6rbita negativa por z) é definida

por y(z) := " (x) Uy~ (x).

Para um subconjunto B de X, definamos as orbitas positiva, negativa e completa por
B (se existir a érbita negativa para cada x € B), respectivamente, como sendo
v (B) = J @), v(B)=Jv (@) e B =]
r€EB zeB zeEB
Fixado s > 0, também usaremos as notagoes
v(B) = @) e 7 (B) =] ()
zeB reB
Definicao 3.1.5. Um semigrupo {S(¢); ¢ > 0} é dito limitado, se 4+ (B) for limitada

sempre que B for um subconjunto limitado de X.

Definicao 3.1.6. Seja B um subconjunto de X. Definimos os conjuntos w—Ilimite e

a—limite de B, respectivamente, como sendo

Em particular, os conjuntos w—Ilimite e a—limite de um ponto x € X, respectivamente,

sao dados por

w(z) == ﬂm e ofr):= ﬂm

s>0 s>0

1Se © é um subconjunto de X, entdo Q denota o seu fecho em X.
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Vale notar a seguinte caracterizacao do conjunto w—limite de um subconjunto B de

X, w(B) = {y € X; existem seqiiéncias {t,} em [0,4+00), t, —> 00 e {z,} em B,
n—oo
com y = lim S(t,)z,}.
n—oo

Agora, definamos as nocgoes de atracao, absorcao e invariancia sob a acao de um
semigrupo. Para isto, recordemos a definicao da semidistancia de Hausdorff, dist(A, B),
entre dois subconjuntos limitados A e B de X. A saber

dist(A, B) := sup ing d(z,y).

z€A YE
Lema 3.1.7. Sejam A e B subconjuntos de X. Entdo

dist(A,B) =0« AC B

Demonstra¢ao. (=) Suponha que

dist(A,B) =0,
isto é,
inf d(a,b) =
sup jufdle.t) =0
logo

inf d(a,b) =0,V a € A
beB
Entao existe (b,) em B tal que

lim d(a,b,) = infd(a,b)

n——+o00 beB

= 0VacA

e portanto a sequéncia converge para a, isto é, a € B, para todo a € A. Em outras
palavras A C B.
(<=) Suponha que A C B, vamos calcular dist(A, B).

dist(A, B) := sup inlg d(a,b).

acA be

Mas, A C B, e assim

. P
Sup inf d(a,b) < sup inf d(a, ),

onde

inf d(a,b) =0, V a € B,
beB
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pois para cada a € B existe (b,) em B que converge prara a e

inf d(a,b) = inf lim d(b,,b)

beB beB n—+o00

= lim inf d(b,,b)

n—+oo beB
= lim 0
n—-+oo
= 0.
Portanto,

0 < dist(4, B) < dist(B,B) =0

entao dist(A, B) = 0. Como querfamos demonstrar.

Observagao 3.1.1. A funcao dist(+,-) ndo é simétrica e a igualdade dist(A4,B) = 0
nao implica que A = B. A distancia simétrica de Hausdorff , disty(A, B), entre dois

subconjuntos limitados A e B de X é definida por
disty (A, B) := dist(A, B) + dist(B, A).

Definigao 3.1.8. Sejam A e B subconjuntos de X. Diremos que A atrai B sob o semi-

grupo {S(t); t > 0} quando

lim dist(S(¢)B, A) = 0.

t——+o0

Ou equivalentemente, para cada € > 0 existe T'= T'(¢, B) > 0 tal que S(t)B esta contido
em O (A) = U,ealz € X; d(z,2) < €} para todot > T.
Se existir um ¢y > 0 tal que S(¢)B C A para todo t > t(, entao diremos que A absorve

B sob o semigrupo. Em particular, se A absorve B, entao A atrai B.

Definigao 3.1.9. Diremos que um subconjunto A de X é invariante (ou positivamente
invariante ou negativamente invariante) com relagdo ao semigrupo {S(t); t > 0} quando
para qualquer x € A, existir uma érbita completa y(z) por = tal que y(x) C A (ou tal

que v (z) C A ou tal que v~ (x) C A).

Observagao 3.1.2. Um subconjunto A de X é invariante sob o semigrupo {S(t); ¢t > 0}
se, e somente se, S(t)A = A para todo t > 0.

Observacao 3.1.3. Os conjuntos w e a—limites de um subconjunto de X sao invariantes.
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Defini¢ao 3.1.10. Um equilibrio (ponto de equilibrio) para o semigrupo {S(t); t > 0} é
um ponto z* € X tal que S(t)z* = x* para todo t > 0. A aplicacdot € R — z* € X ¢é

dita uma solucao estacionaria ou solucao de equilibrio para o semigrupo.

Lema 3.1.11. Sejam K um subconjunto compacto de X e {x,} uma seqiiéncia em X
com lim,,_, d(z,, K) = 0. Entao, {x,} possui uma subseqiiéncia convergente para algum
ponto de K. Se um conjunto compacto K atrai um conjunto compacto Ky sob o semigrupo

{S(t); t > 0}, entao v+ (K;) € compacto e B # w(K;) C K.

Demonstra¢ao. Para cada n € N, vale d(x,,, K) = d(x,, ¢,) para algum ¢, € K. Existe
uma subseqiiéncia {c,,} C {c,} com ¢y = lim;_, ¢y,;, para algum ¢y € K. Além disso,

lim;_,o d(zn;, K) = 0, onde
d(xy,;, K) = d(xy,,c,,) paratodo j & N.
Logo, lim; o 2, = co, pois para todo j € N, vale
d(xp,,co0) < d(Tn;, cn,) + d(cn,, co) = d(n;, K) +d(cn;, co).

Quanto a segunda afirmagao, tome {y,} C 7y (K;), onde y, = S(tn)xn, x, € Kj.
Pela compacidade de K}, existe {z,,} C {z,}, com lim; . 2,, = z, x € K. Se existir
{tn,} C{tn}, com lim; ,oo t,,, = t, entao lim;_,. S(tn,)y = S(t)x para todo y € X, o que
implica, que y,,, = S(tn,;)7,, converge para S(t)r quando j tende ao infinito. Por outro
lado, se t, — 00, entao usamos a primeira afirmacao e concluimos que toda seqiiéncia em
~vT(K7) possui uma subseqiiéncia convergente.

A compacidade de m implica que w(K;) é nao vazio. Além disso, seja = €
w(K;), entao existem {t,}, com ¢, — oo quando n — oo e {z,} em K; tal que x =

lim,, oo S(t,)x,. Como K é atraido por K e
d(z, K) < d(x,S(t,)z,) + d(S(t,)z,, K) para todo n €N,

concluimos que x € K. O

Lema 3.1.12. Seja B um subconjunto de X tal que w(B) seja compacto e w(B) atrai B,

entao w(B) € invariante. Além disso, se B € conezo, entio w(B) € conezo.
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Demonstragao.  Caso w(B) # 0, da continuidade de S(t) e a da caracterizacao apre-
sentada ao conjunto w—limite, temos S(t)w(B) C w(B). Resta-nos observar que w(B) C
S(t)w(B). Seja x € w(B), entao existem seqiiéncias {t,,} em [0, +00) e {x,} em B tal que
xr = lim, 00 S(ty)x,. Ora, como t, — oo, para cada t > 0 existe ng € N tal que t,, > ¢
para todo n > ng. Com isso, para n > ng = lim, o, S(t,)x, = lim, o S(t)S(t, — t)x,
e pela atracao de B pelo compacto w(B), o Lema 3.1.11 assegura que S(t,, — t)x,, admite
uma subseqiiéncia convergente (ainda denotada por S(t, — t)x,), isto é, existe y € w(B)
tal que y = lim,, o0 S(t, — t)x,, 0 que implica, z = S(t)y, isto é, x € S(t)w(B).

Agora, suponhamos que B seja conexo. Se w(B) fosse desconexo, entdo poderiamos
escrever w(B) como a unidao de dois compactos disjuntos. Sejam K; e K, compactos,
nao vazios e disjuntos tais que w(B) = K; U K3. Como w(B) atrai B, para cada ¢ > 0

suficientemente pequeno, existe M > 0 tal que
S(t)B C O(w(B)) para todo t > M.

Uma vez que, O (w(B)) = O(K;)UO(K3) com O (K1)NO(K3) = ), temos S(t)B C
O.(K;) para algum i € {1,2} para todo t > M. Ora, como w(B) = Ny (B) C vi;(B),
concluimos que w(B) C O.(K;). Logo, w(B) C K;, ouseja, K; (j # iem {1,2}) é vazio. O

Lema 3.1.13. Se B ¢ um subconjunto nao vazio de X tal que v} (B) é compacto para

algum sg > 0, entdo w(B) € ndao vazio, compacto, invariante e atrai B.

Demonstragao. A familia {v}(B); s > so} é formada por conjuntos compactos, nao
vazios e verifica a propriedade da intersecao finita, entdo w(B) é nao vazio e compacto.
Suponha que w(B) nao atraia B, entao existem € > 0 e seqiiéncias {z,} em B e t,, — 00
tais que

d(S(tn)Tn,w(B)) > ¢ para todo n € N.

Como 7 (B) é compacto e {S(t,)x,; n > ni} C vE(B) para algum n; € N, existem

subseqiiéncias {t,,} C {t,} e {z,,} C {x,} tais que S(t,,)z,, converge para algum

J

y € 74 (B). Veja que y € w(B). Logo, existe j. € N tal que
d(S(ty,)n;,w(B)) < € para todo j > j,

o que é absurdo. O
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Defini¢ao 3.1.14. Um semigrupo {S(t); ¢ > 0} é dito assintoticamente compacto, se
para cada fechado, limitado e nao vazio B C X com S(¢)B C B, existe um conjunto

compacto K = K(B) C B que atrai B.

Lema 3.1.15. Sejam {S(t); t > 0} assintoticamente compacto e B um subconjunto de
X ndo vazio tal que v} (B) € limitada para algum sy > 0. Entdo, w(B) ¢ ndo vazio,

compacto, invariante e atrai B.

Demonstragio.  Como S(t)v} (B) C 74 (B) para todo t > 0, da continuidade de S(t) :

X — X, temos w(B) C S(t)v(B) C 74 (B). Como S(t) é assintoticamente compacto,

existe um compacto K C ~; (B) que atrai W, a fortiori, atrai v} (B). Portanto,
existem seqiiéncias €, — 0 e ¢, — oo tais que W C O, (K) para todo t > t,.
Assim, w(B) C K. Como w(B) é fechado e K é compacto, temos a compacidade de w(B).

Suponha que w(B) nao atraia B, entdo existem ¢ > 0 e seqiiéncias {z,} em B e
t, — oo tais que dist(S(t,),w(B)) > €. Segue da compacidade de K e do Lema 3.1.11
que existem subseqiiéncias {x,,} e t,, ]_>—OO> oo tais que S(tn,)n, J_}—(; z € w(B), o que
é uma contradigao. Por conseguinte, w(B) é nao vazio, compacto e atrai B, e usando o

Lema 3.1.12 concluimos a invariancia. O

Definicao 3.1.16. Um semigrupo {S(¢); t > 0} é dito condicionalmente eventualmente
compacto, se para qualquer conjunto limitado B em X tal que S(¢)B é limitado para
algum t > 0, temos S(t)B compacto. Um semigrupo {S(t); t > 0} é dito eventual-
mente compacto se ele é condicionalmente eventualmente compacto e para cada conjunto

limitado B em X, existe ¢t > 0 tal que S(¢)B é um conjunto limitado.

Teorema 3.1.17. Todo semigrupo condicionalmente eventualmente compacto é assinto-

ticamente compacto.

Demonstracao.  Seja B C X um subconjunto nao vazio, fechado e limitado tal que
S(t)B C B. Como {S(t); t > 0} condicionalmente eventualmente compacto, temos

v+ (B) compacto para todo s > 0. Assim, segue do Lema 3.1.13 que w(B) C B é nao

vazio, compacto e atrai B. 0

Definicao 3.1.18. Um semigrupo {S(¢); t > 0} é dito ponto dissipativo (limitado dissi-

pativo, compacto dissipativo, localmente compacto dissipativo) se existe um subconjunto
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limitado B em X que atrai pontos (subconjuntos limitados, conjuntos compactos, vizi-

nhangas de conjuntos compactos) de X.

Definigao 3.1.19. Seja {S(¢); ¢t > 0} um semigrupo. Um subconjunto B de X é dito um

atraente para o semigrupo {S(t); ¢t > 0}, se ele atrai subconjuntos limitados de X.

Defini¢ao 3.1.20. Seja {S(¢); ¢t > 0} um semigrupo. Um subconjunto B de X é dito um

absorvente para o semigrupo {S(t); t > 0}, se ele absorve subconjuntos limitados de X.

Note que todo conjunto absorvente é um conjunto atraente, mas a reciproca ¢é falsa.

3.2 Atrator Global

Defini¢ao 3.2.1. Seja {S(¢); ¢ > 0} um semigrupo. Um subconjunto A de X é dito
um atrator global para o semigrupo {S(t); ¢t > 0}, se ele é compacto, invariante, e atrai

subconjuntos limitados de X.

Um atrator global se encontra dentro de um conjunto atraente B, e em geral, ¢ muito
menor que B e descreve o comportamento assintético das solucoes de uma maneira mais
precisa. Um atrator A para {S(t); ¢t > 0} é o conjunto maximal limitado invariante para
{S(t); t > 0}, isto significa que, se C' ¢ limitado e S(t)C' = C para todo t > 0 entdo
C' C A, isto implica em particular que o atrator global para {S(t); t > 0} se existir é
unico.

A compacidade implica que o atrator é um subconjunto topologicamente pequeno de
X. A propriedade de atrair subconjuntos limitados significa que todo o comportamento
assintético do sistema acontece perto de A e nao s6 dentro de B como na propriedade de
atracao. Finalmente a invariancia é determinante, ja que diz que toda a dinamica sobre
o atrator A é invariante, isto é, A trabalha como um objeto dinamico independente.
Observagao 3.2.1. Seja {S(t); t > 0} um semigrupo. Suponha que {S(¢); ¢t > 0} possui
um atrator global A. Segue da definicao de atrator que através de cada ponto x € A
existe uma solucao global limitada ¢, : R — X. Reciprocamente, toda solucao global
limitada para o semigrupo {S(t); ¢ > 0} possui seu traco contido no atrator global A

para o semigrupo. Tendo dito isto, concluimos que
A ={z € X; existe uma solugao global limitada por z},

por exemplo, os pontos de equilibrios para um semigrupo sempre pertencem ao atrator

global se este existe.
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Lema 3.2.2. Seja {S(t); t > 0} um semigrupo ponto dissipativo e assintoticamente
compacto. Suponha que para cada subconjunto compacto B de X existe um sg > 0 tal

que vi (B) € limitado. Entdo, o semigrupo {S(t); t > 0} ¢ compacto dissipativo.

Demonstragao. Como {S(t); t > 0} é ponto dissipativo, existe um conjunto B nao vazio,
fechado e limitado que absorve pontos de X. Seja U = {z € B; v(z) C B}. Como U
absorve pontos, temos U nao vazio. Claramente, v"(U) C U, e portanto, é limitado e

absorve pontos.

Também, sabemos que S(t)y+H(U) C v+(U) e que {S(t); t > 0} ¢é assintoticamente
compacto. Portanto, existe um conjunto compacto K, com K C W = U, tal que K
atrai U, e portanto, K atrai pontos de X. O conjunto K atrai a si préprio (pois ele atrai
U e K C U), e portanto, segue do Lema 3.1.11 que 4+ (K) é compacto e §) # w(K) C K.
O Lema 3.1.13 implica que w(K) é ndo vazio, compacto, invariante e atrai K. Portanto,
w(K) atrai K que atrai pontos de X, e por conseguinte, w(K') atrai pontos de X.

No que segue, mostraremos que existe uma vizinhanga V' de w(K) tal que v/ (V) é
limitado para algum s > 0. Se este nao ¢é o caso, existem seqiiéncias {z,} C X, com
z, — y, onde y € w(K) e t, — oo tais que {S(t,)x,; n € N} é nao limitado. Considere
A ={z,; n € N}, portanto A é compacto e 77 (A) é ndo limitado para cada s > 0. Isto
contradiz a hip6tese de que existe um t4 tal que v, (A) é limitado.

Sejam V' uma vizinhanca de w(K) e ty € R tais que ;. (V) é limitado. Como w(K)
atrai pontos de X e S(t) é continua, para todo € X, existe uma vizinhanga O, de x e
sy > 0 tais que S(t)O, C v/ (V) para s > s,, isto é, ;' (V) absorve uma vizinhanca de
x para todo x € X. Com isso, segue que 7;;(1/) absorve subconjuntos compactos de X e

que {S(t); t > 0} é dissipativo compacto. O

Lema 3.2.3. Sejam {S(t); t > 0} um semigrupo em X e K subconjunto compacto de X .
Se K atrai a si proprio sob o semigrupo {S(t); t > 0}, entao w(K) = Ni>oS(t) K.

Demonstracao. Sejay € Ni>oS(t)K. Para cada n € N, tome t,, > n tal que y € S(t,,) K.
Logo, existe z, € K tal que y = S(t,)z,. Com esta escolha, temos ¢, — oo e {z,} em
K tal que y = lim, o0 S(ts)xn, ou seja, y € w(K). Por outro lado, sejam y € w(K)
et > 0, entdo existem seqiiéncias {z,} em B e t, — oo tais que y = lim,_, S(t,)Ty.

Pela compacidade de K, existe {z,,} C {z,}, com z,, — 2, » € K. Com isso, temos
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S(tn;)r — S(t)z, e usando o fato de que
d(y,S(t)x) < d(y, S(tn,)wn,) + d(S(tn,)Tn,, K) 4+ d(S(tn,)z, K) 4+ d(S(tn,)z, S(t)z).

Podemos concluir que y = S(t)z, de onde concluimos que y € S(t) K. d

Defini¢ao 3.2.4. Um semigrupo {S(¢); ¢t > 0} é dito eventualmente limitado, se para
cada subconjunto limitado B de X existe sp > 0 tal que v, (B) um subconjunto limitado

de X.
O préximo teorema caracteriza os semigrupos que possuem atrator global.

Teorema 3.2.5. Um semigrupo {S(t); t > 0} € eventualmente limitado, ponto dissipativo

e assintoticamente compacto se, e somente se, {S(t); t > 0} possui um atrator global A.

Demonstragao.  Segue do fato de que {S(t); ¢ > 0} é eventualmente limitado, ponto
dissipativo, assintoticamente compacto e do Lema 3.2.2 que o semigrupo ¢ compacto
dissipativo. Seja C' um conjunto limitado que absorve subconjuntos compactos de X.
Considere B = {x € C; y"(z) € C}. Entdo, S(t)B C B e, como {S(t); t > 0} é
assintoticamente compacto, entdo existe um conjunto compacto K C B que atrai B e
conseqiientemente K atrai subconjuntos compactos de X. O conjunto A = w(K) é nao
vazio, compacto, invariante e atrai subconjuntos compactos de X.

Seja B um subconjunto limitado de X, como {S(t); ¢ > 0} é eventualmente limitado e
assintoticamente compacto, segue do Lema 3.1.15 que w(B) é nao vazio, compacto, inva-
riante e atrai B. Como w(B) é compacto e invariante, temos w(B) C A, por conseguinte,
A atrai B.

Nao é dificil ver que, se {S(t); t > 0} possui um atrator global, entdo o semigrupo é

limitado, ponto dissipativo e assintoticamente compacto. 0

Teorema 3.2.6. Seja {S(t); t > 0} um semigrupo ponto dissipativo e eventualmente

compacto para t > ty. Entao, o semigrupo possui um atrator global A.

Demonstracao. Pelos Teorema 3.1.17 e Teorema 3.2.5 é suficiente mostrarmos que orbitas
positivas de conjuntos limitados sao eventualmente limitadas. Dado um conjunto limitado

B, segue do fato de {S(t); t > 0} ser eventualmente compacto que existe tg > 0, com
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to < tp tal que S(tp)B é relativamente compacto. Portanto, necessitamos mostrar apenas
que orbitas positivas de subconjuntos compactos de X sao limitadas. Sejam K um sub-
conjunto compacto de X e By um subconjunto aberto e limitado de X que absorve pontos.
Pela continuidade de S(t), existe uma vizinhanga O, de x tal que S(t,)O, C S(tg,)Bo.
Existe {Oy,,..., O, } que cobre K. Sejat = t(K) = max{t,,; 1 <i <p}, Ky = S(ts,)Bo
e I?o = Ui(:IgO)S(t)KO. Claramente K e [?0 sao subconjuntos compactos de X. Com isso,
segue que S(t)By C Ky para todo t > tp, e para cada subconjunto compacto K de X,
temos S(t)K C Ky para t > t(K). O

3.3 Como o Atrator Global Determina o Comportamento de Solucoes

Comecemos discutindo como as solucoes geram sistemas dinamicos em espacgos de fase
adequados.

Assumindo que existe algum espaco de fase X com norma | - | tal que para ug € X
as equagoes em questao tém uma unica solucao u(t, ug) para todo t > 0, podemos definir

um semigrupo {S(t)},5, de operadores S(t) : X — X definido por
S(t)ug = u(t, ug)

E assim podemos considerar o sistema dinamico (X, {S(t)},,)-

A continuidade da aplicagao S em ug e em t significa que as solugoes variam continu-
amente de forma uniforme com respeito as condigoes iniciais em um conjunto compacto,
isto é

|S(t)up — S(t)ve| < 0k (T, |ug — vo|) para todo ug € K, (3.1)

onde 0 (t, d) satisfaz 0x(t,0) = 0, 6, (0,d) = d, e d; é nao decrescente tanto em ¢ como em
d.

Agora discutiremos como a dinamica no atrator auxilia no estudo de todas os possiveis
comportamentos assintéticos e trajetoria individuais. A seguinte proposicao nos diz que
para tempos 7 sufientemente grande qualquer érbita u(t) da equagdes em questao se

parecerao muito com alguma orbita no atrator. Mais precisamente, temos

Proposigao 3.3.1. Dados uma orbita u(t) = S(t)ug, € > 0 e T > 0, eziste um tempo

7(e,T) > 0 e um ponto vy € A tal que

lu(T +1t) — S(t)ve| <e  para todo 0<t<T.
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Demonstracao. Como as orbitas dependem continuamente da condigao inicial como em

3.1, dados €,7 > 0 existe 6(¢,T') tal que
u € A e |ug—wv| < (e, T) implica que

lu(t) — ()| < e, te[0,T]. (3.2)

Agora, como A é o atrator global, a trajetéria u(t) tende para A; assim existe um tempo

T e um ponto vy € A tal que
dist(u(1), A) = |u(T) —v| <6

Consideremos a érbita v(t) em A com v(0) = vg. Entéo por 3.2 as duas dérbitas u(t)(vendo

como a Orbita comegando no ponto u(7)) e v(t) = S(t)vy satisfazem

lu(T +1t) — S(t)ve|] < ¢



52

Capitulo 4

ATRATOR GLOBAL PARA AS EQUACOES DE NAVIER
-STOKES

Neste capitulo investigaremos a existéncia e um atrator global para as equagoes de
Navier-Stokes para n = 2 para as quais obtemos estimativas usando o método de Galer-
kin e tomando o limite com o objetivo de mostrar a existéncia de um conjunto absorvente
em em L2(Q), H'(Q) e H*(Q2). Aqui levaremos em consideracao as equacoes de Navier-
Stokes em um caso mais simples em que Q = [0, L]? com condi¢des de franteira periédicas.
Escolheremos também as condigoes iniciais e a funcao forca de modo que possamos tar-
balhar no espaco das funcoes periédicas. Todos os resultados obtidos no Capitulo 2 sao
validos para o caso de fronteira peridédicas de acordo com a metodologia usada por Temam

[11].
4.1 O Operador de Stokes

Voltemos ao problema de estacionario linear, agora com condigoes de fronteira periddicas.

—vAu+Vp=f, V-u=0. (4.1)

Como estamos considerando caso de condic¢oes de fronteira periddicas, podemos usar
Série de Fourier, para desenvolvermos a solucao deste problema.
De modo analogo aos capitulos anteriores definimos o conjunto das fungoes indefini-

damente diferenciaveis periédicas com divergéncia nula

V={ue[CQ): V- u=0}
usaremos também a notacao
L*(Q) = [LX(Q) e H(Q) = [H(Q),

cujas normas sao tomadas essencialmente como indicado no capitulo 1.

Aqui os espacos H e V' sao

H:{uEILZ%(Q):V-u:O}
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V:{uEHZI,(Q):V-u:O}

Relembrando que as normas |- | e || - || denotam as normas em H e V' respectivamente.
Seguindo os passos feitos no segundo capitulo, tomamos o produto interno da primeira

equagao acima com v € V, obtemos
va(u,v) + /Q VP -vdx = (f,v),
onde a(u,v) é a forma bilinear
a(u,v) = /QVU - Vudz.

Agora, como
/VP-vdw:/P(V-v)d:U:O,
Q Q
pois v € V. A equacao se reduz a

va(u,v) = (f,v)

para toda v € V.

Como V é denso em V', para cada f € H1(Q), faz sentido falar na equagao
va(u,v) = (f,v) VYoveV. (4.2)
Definindo o “operador de Stokes” A : V' — V' por
(Au,v) = a(u,v) VYoveV,

obtemos

vAu = f.

Sabemos que para cada f € H™'(Q) a equagao 4.2 possui uma tnica solugao u € V.
Investigando a regularidade dessa solucao do problema de Stokes quando f € IL?(Q) e

usaremos expansoes de Fourier. Tomando v = 1 obtemos
Au=f,

expandindo f como

f _ Z e27rik~:ﬂ/Lfk7

keZz?
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onde cada f* € R% e fo = 0e 3, |fe]*> < oo (ja que f € L*(Q)). De modo analogo,

expandindo u como

u = 2 627rzk-x/Luk’

keZ?

p= Z eQﬂ'ik)'.’D/ka,

onde u, € R? e p como

com pi € R, temos que

2m . mik-x
Vp = T Z ike2m ke Ly
kez?

[gualando os coeficientes temos

42|k |? 2mik
'Ll/ J—

72 Uk 7 Pe= Jrs (4.3)
e a condicao de divergéencia nula se torna

Tomando o produto de 4.3 com k obtemos a expressao para p, quando k # 0:

_ L (fi-k)
2mi k|2

Dk (4.5)

e entao obtemos a expressao para uy quando k # 0:
L? k(k - fi)
we = gsems (e )
472 k| k|
Para fixar u e p pomos ug = 0 e pg = 0, o que é permitido pois requeremos f = 0 em
primeiro momento.

Segue do resultado de regularizacao elitica que

||U‘ I%]I;+2(Q) < O||f||]§ﬂ}s}(g)a (46)

em particular, se f € L2(Q) entdo u € Hf)(Q) Assim o dominio de A é dado por
D(A) = {u e HX(Q) : V- u = 0}.

Aproveitamos para enunciar uma propriedade envolvendo forma trilinear b e o operador

A quando estamos trabalhando com espacos de funcées periddicas.
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Proposicao 4.1.1. Se n = 2 entdo b(u,u, Au) =0 para toda u € D(A).

Demonstragao. Observe que se u € D(A) entao Au = —Au, e entdo

2
b(u,u, Au) = —Z/ui(Diuj)Aujdx
Q

ij=1

2

= — Z /ui(Diuj)D,zujda:.
irj k=1
integrando por partes, temos
2 2
b(u,u, Au) = — Z /ui(DkDiuj)Dkujdx—l— Z /DkuiDiujDkujdx.
ij k=17 ij k=17

Afirmamos que os dois termos acima sao nulos. De fato, o primeiro porque
2

2
1
Z/ﬂui(DkDiuj)ujdx = 5;/ﬂuz‘Di(Dkuj)2

i—1
1 2
= — [ (V- u)(Dyu;)dz,
2 Jq

e o segundo porque, escrevendo u; ; = Dju;, temos

3 2 2
E Dyu;iDiugDyuy =y +upiuy o + Uity + ug gUz Uz
i7j7k

2 2 3
TU2,1U12U1 1 + U2 2UY o + Uy U2 + U o
3 3 2 2
= Uy Uy, = (Ul,l + U2,2) (ul,l — UiiUzo t U2,2)
— 0,

usando o fato V - u = u; 1 + us 2 = 0 repetidamente. O

4.2 Solucoes fortes

Podemos obter solugoes mais regulares se exigirmos mais regularidade sobre f e se exigir-

mos que ug € V em vez de H. Estas solucoes sao chamadas de solugoes fortes.

Teorema 4.2.1 (solugao forte). Sen =2, uy € V e f € L*(0,T; H), entdo existe uma
unica solucao de
u +vAu+ B(u,u) = f (4.7)
que satisfaz
u € L0, T; V)N L*(0,T; D(A)) (4.8)
e ainda v € CY([0,T); V). Além disso, a solugao depende continuamente da condigao

micial ug.
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Demonstracao. Tomando o produto interno da equacao aproximada com Au,,, temos

1d
§E|lum||2 + V||Aum||§ + (B(umaum>7 Aum) = (f7 AUm)‘

Como (B (U, ), Ati) = b(Up, U, Auy,) = 0 pela proposigao 4.1.1, assim temos
57 @ + vl Aulls < [ Fll2] A -

Aplicando a desigualdade de Young obtemos

d
Zlumll” + vl Aunlz <

17112

v

Integrando de 0 a ¢, obtemos

t FI220
[ ? + v/ | At (8) ||2ds < [Ju(0)]|* + ””L#
0
e como, |[um(0)]] < ||luol|, temos que
2 2 HfHQLQ(O,T;H)
sup [ (H)]* < € = Juol* + ===,

t€[0,T]
T
/ ||Aum(s)||2ds < g
0

v
Assim u,, é limitada em L*°(0,T;V) e L*(0,T;D(A)). Pelo lema 1.2.4, podemos tomar
uma subsequeéencia tal que

Up —u em  L®(0,T;V)

Up —u em L*0,T;D(A)),

para alguma v € L*(0,T;V) N L*(0,T;D(A)). Argumentos similares aos usados no
teorema 2.2.3 mostram que v/, ¢ limitada em L?(0,7T; H), e assim, extraindo mais uma

subsequeéncia, de modo que
u, —u em L*0,T;H).

o corolédrio 1.2.3 mostra que u € C°([0,T]; V).
Os termos u!,, Au,, convergem fraco em L?(0,T; H). Pra mostrar que o termo nao
linear converge da mesma forma, apelamos mais uma vez para o teorema de compacidade

da segao 1.5, que desta vez mostra que u,, — u fortemente em L*(0,T; V). Isto é suficiente
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para mostar que o termo nao linear converge, e assim deduzir que a igualdade 4.7 vale
em L*(0,T; H). Quando a continuidade em relagdo as condicoes iniciais. Novamente,

definimos w = u — v e consideramos
w' — vAw + B(u,u) — B(v,v) = f

Tomando o produto interno com Aw, obtemos

1d
5 g1l + ol Al = blu,u, Aw) = b(v,v, Aw)
1/2 1/2 1/2 3/2
< k[JJwlly w2 V2 Aully ) Awlls + olly (o] [[w] Y2 Aw])y ]
<

14
Clllwl el Awlls + Fol*[lwl] + 1l Awl3,

onde usamos a desigualdade de Young na ultima linha. Desprezando o termo contendo

| Aw||* obtemos

1d 2 4 2
P < .
52l < CllullAulls + o] ]

usando o lema de Gronwall, temos

lw(®)]I* < exp (C/O [[uls) [l Au(s)ll2 + ||v(8)||4d8) lw(0)].

Como u e v sao supostas duas solugoes fortes, sao limitadas em L>(0,7;V) e L*(0,T, D(A)).

Logo a exponencial acima ¢ limitada e segue o resultado. O]
4.3 Atrator para o caso 2D

Mostraremos a existéncia de um conjunto absorvente em espagos cada vez mais regulares.

4.3.1 Conjunto absorvente em L*(Q)

Consideraremos neste tépico, o sistema dinamico em H definido em virtude do teorema
2.2.3( veja o Capitulo 2 e o final do capitulo 3). Veremos que se ug € H, eventualmente

u(t) é mais regular (mostraremos que u(t) € V para t >ty e u(t) € D(A) para t > t;).

Proposigao 4.3.1. Se f € V' entao existe um conjunto absorvente em H, isto €, existe

um tempo to(||uoll2), um py, e um Iy tais que

t+1
la®)ll2 < pr e/'wwstm (4.9)
t

para todo t < to(||ugl|2)-
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A limitacio da integral em ||u(t)||* serd 1til na obtengao de uma limitagao assintética

de [Ju(t)]| na préxima segao.

Demonstra¢ao. De modo andlogo como foi feito no capitulo 2, tomando o produto interno

da equacao de Navier-Stokes com u, obtemos

1d
§E|U|2 + V||u|l2 + b(uv U,U) = <f7 U>
Como b(u, u,u) = 0 temos que

1d
5 gl vllell® < [1fllve el

Aplicando a desigualdade de Young, temos

LA

v

d
Juf? + vlul? < (4.10)

Usando a desigualdade de Poincaré, temos que |[ul|?> > Ai]|ul|3, e entao

LAY

14

d
Zu@F + v lu@)]® <
Pelo lema de Gronwall, obtemos

-V ||f||2’ —v
[u(®)® < |u(0)]3e™ M + VQ—)X(]' — e )

assim existe um tempo to(||uol|2), 0 qual podemos tomar

1 LAY
to(Juol) = max{—yAl In (1/2|u‘;| ,0

tal que, para todo t >ty temos

= p% (4.11)

Integrando 4.10 de ¢ a t + 1 obtemos a limitagao da integral de |lu(t)||*.

t+1 d t+1 t+1 HfHQI
/75 %|u(s)\ds + I//t l|lu(s)||ds §/t TV
1,
= v u(s)|lds < ” + [Ju(?)|l2
t t

e basta usar 4.11.



29

4.3.2  Conjunto absorvente em H'(Q)

I

Agora melhoraremos a proposicao 4.3.1, usando a limitacao da integral em ||u(s)||* para

obter um conjunto absorvente em V. Para isso, imporemos mais regularidade da funcao

forca f, mas nao exigiremos mais regularidade de .

Proposicao 4.3.2. Se f € H entao existe uma conjunto absorvente em V', isto €, existe

um tempo t1(||ugll2), um py e um I4 tais que
t+1
[t <pv e [ Au)lds < 1y (112)
t
para todo t > t1(|ugl).
A limitagao da integral em |Au(s)| ird ajudar na obtenc¢ao de um conjunto absorvente
em D(A) na préxima segao.
Demonstracao. Tomando o produto interno da equacao aproximada com Awu, obtemos

(W' (), Au) + v(Au, Au) + (B(u,u), Au) < (f, Au).

Como b(uy,, uy,, Au,) = 0, usando a desilgualdade de Young no segundo membro, temos

!f!2

|| I+ v]Au| < = (4.13)

Desprezando o segundo termo, temos

H H2 |f|2

Integrando ambos os membros de s a t, com t — 1 < s < ¢, obtemos
2 2 P
luI” < llu(s) + =~
Integrando agora, de s =t — 1 a s = t, temos

ol < [ futsas + L5

Set > t1(|ug|) = t(|uo|)+1, podemos usar a limitagao da integral em 4.9 para obtermos
2
) < p =1, + -

um conjunto absorvente em V.

Agora, integrando 4.13 de t até ¢t + 1 obtemos

t+1 2
, / Ju(s)? < U5 4 jugey e

Ifl2

que nos da 4.12 com vl = “— + pi. O
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Observacao 4.3.1. Estas tultimas bem como as proximas estimativas sao apenas formais
e precisam ser rigorosamente obtidas via método de Galerkin.

Resumidamente, mostramos que, se f € H entao existe um atrator para o sistema dina-
mico em H. Também mostramos que qualquer solugao no atrator pertence a L>°(0,7; V)N
L?(0,T;DA) e assim tem que ser uma solugao forte.

Podemos entao enunciar o seguinte teorema

Teorema 4.3.3. Se f € H entdo o sistema dinamico gerado pelas equacoes de Navier-
Stokes 2D tem um atrator global Ay, e as solugoes em Ay sao solucies fortes para a

equagao original.

De acordo como foi exposto no capitulo 2, as equagoes 2D geram um semigrupo nao sé
em H mas também em V. A questao se existe um atrator global em V' surge naturalmente.
Temos apenas que mostrar que existe um conjunto absorvente limitado em V', e entao
podemos definir um conjunto por

A, = Js®B. (4.14)

T>0t>T
onde B é o conjunto absorvente em V' da proprosicao 4.3.2, mas o fecho é tomado em
H. Isto gera um conjunto 4,, que é limitado (mas nao compacto) em V e atrai todas as
orbitas na norma de H. No entanto, um atrator global em V' tem atrair orbitas na norma
de V. Para obter um atrator global para o semigrupo em V', temos que encontrar um
conjunto absorvente compacto em V. Faremos isto mostrando que existe um conjunto

absorvente em H?((2).

4.3.3  Conjunto Absorvente em H?(Q)

Com um pouco mais de trabalho, podemos mostrar também que existe um conjunto
absorvente em D(A) encontrando limitagoes assintéticas para |Au| e portanto, usando
o resultado 4.6 de regularidade do operador de Stokes, encontramos uma limitacao as-
sintdtica para ||ul|m(). Para o sistema dinamico em H isto equivale ao resultado de
regularidade do atrator. Para o sistema dinamico em V isto mostra a existéncia de um

conjunto absorvente compacto, e portanto, um atrator global em V.

Proposicao 4.3.4. Se f € H nao depende t entdo existe um conjunto absorvente em
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D(A), isto €, existe um tempo to(|ug|) e um pa tais que
|Au(t)| < pa, para todo t > to(|uol). (4.15)

em particular, Ay € limitado em H?().

Observe que se f nao depende do tempo (para o qual precisamos mostrar a existéncia
de um atrator global) entdo f € H é suficiente para obtermos um conjunto absorvente em
H?(2) como nesta proposi¢ao. Se f depende do tempo, temos que exigir mais regularidade

sobre f para obtermos limitagao assintética para |Au(t)| e ndo trataremos este caso aqui.

Demonstracao. A idéia é usar estimativas para a derivada v’ que auxiliarao em estimativas
para as outras derivadas. De fato, o primeiro passo da demonstracao ¢ mostrar que a
norma de wu; estd relacionada com a norma de Au.
Observe primeiramente que a limitacao do lema 2.2.2 implica que se u € D(A) entao
B(u,u) € H, com
1B, u)] < ful " Jull| Aul /2 (4.16)

segue entao da equacao

u' +vAu+ B(u,u) = f

que

'] < |Aul + Kllul "2 [[ull| Aul** + | £]

aplicando a desigualdade de Young, temos
W3 L, 1/2
'] < SlAu] + S & ul[[ul][| Aul] 7,
2 2
e entao, usando 4.9 e 4.12, obtemos
/| < c| Aul + cpnpy + |f]

uma vez tomado t suficientemente grande. Segue entao que, para t grande, podemos

t+1
[ laus)as
t

dada na proposicao 4.3.2 como uma limitacao em

expressar a limitacao para

t+1
| wlds < €= Clta+ it + 111 (4.17)
t
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Agora, derivando a equacao com respeito a t e tomando o produto interno com u’ para

obter
1d
§§IU'|+V||U'||2 < b, u, )]
< Kflul[ ]
v k2
< Z 112 v 2 /.
< PP+ o P

Segue entao que para t suficientemente grande

Integrando a equacao de s at+ 1 onde t < s < t+ 1 de modo a obtermos
k2p2 t+1
e+ P < WP [ ju(s) s,
v S

e integrando de novo de t a t + 1 de modo que

W/ (t+1)]* < (1 + kijp%/) /|u'(s)|2ds < Cy, (1+ k0% /v)
usando a limitacao 4.17. Segue entao que

[ Au| < || + [B(u, u)| + | f],
o que pode ser reajanjado usando 4.16 de modo a obtermos

| Au| < 2|['| + K prpv + 21 f],

e entdo temos que |Au(t + 1)| é limitada, usando 4.18.

(4.18)

]

Como |ug| < Afl/QHuoH, segue que se uy € V entdo existe um tempo to(|luol|) =

(A2 ||uoll) tal que

lu(®) <pv e [[Au(®)l| < pa paratodo ¢ > fo([uoll),

e assim existe um conjunto absorvente compacto em V. E portanto o sistema dinamico

em V tem um atrator global, e entao podemos enunciar o seguinte teorema

Teorema 4.3.5. Se f € H entao o sistema dinamico em V gerado pela equacao 2D de

Navier-Stokes tém um atrator global Ay .
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