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Resumo

Neste trabalho, dissertamos sobre o artigo “Sombreamento por Pontos Periédicos
Nao-uniformemente Hiperbdlicos e Hiperbolicidade Uniforme” devido a Armando Castro,
Krerley Oliveira e Vilton Pinheiro. Neste artigo, provou-se que, sob uma condicao leve na
hiperbolicidade dos pontos periédicos, uma aplicacao g que é topologicamente conjugada
a uma aplicacdo hiperbdlica (respectivamente, uma aplicacao expansora) é também uma
aplicagao hiperbdlica (respectivamente, uma aplicacdo expansora). Em particular, esse
resultado d& um resposta parcial positiva para uma pergunta feita por A Katok, em um

contexto relacionado.

Palavras-chave: Sombreamento, Pontos Periédicos, Hiperbolicidade Nao-uniforme.



Abstract

In this work, we commented about the result “Shadowing by non-uniformly hy-
perbolic periodic points and uniform hyperbolicity” due to Armando Castro, Krerley
Oliveira and Vilton Pinheiro. In this article, it was proved that under a mild condition
in hyperbolicity of periodic points, a map g which is topologically conjugated to a hy-
perbolic map (respectively, an expanding map) is also a hyperbolic map (respectively, an
expanding map). In particular, this result gives a partial positive answer for a question
asked by A Katok, in a related context.

Keywords: Shadowing, Periodic Points, Non-uniform Hyperbolicity.



Sumario

Introducao
1 Preliminares
1.1 Aplicacao Expansora . . . . . . . . . . . ...
1.2 Conjuntos Hiperbdlicos . . . . . . . . .. .. ...
1.3 Recorréncia . . . . . . . . ..
2 Expoentes de Lyapunov e Hiperbolicidade (Nao)Uniforme
2.1 Expoentes de Lyapunov . . . . . . . . . ...
2.2 Conjunto Nao-Uniformemente Hiperbdlico . . . . . . ... ... ... ...
2.3 Prova dos Teoremas 2.1.3e2.1.4. . . . . . . . . . . ... ... ... ...,
2.3.1 Provado Teorema 2.1.3. . . . . . . . .. .. ... ... .......
2.3.2 Provado Teorema 2.1.4 . . . . .. . . ... ... .. ... ...,
3 Sombreamento por Pontos Periédicos Nao-uniformemente Hiperbdlicos
e Hiperbolicidade Uniforme.
3.1 O caso endomorfismo: conjunto periédico NUE . . . ... ... ... ...
3.2 O caso difeomorfismo: conjunto periédico NUH . . . . .. ... ... ...
3.3 Uma questao de A. Katok . . . . .. ... . ... ... ... ... .....
Anexo
Referéncias

20
20
22
28

30

37



Introducao

A nogao de sistema dinamico uniformemente hiperbélico, proposta por Stephen
Smale na década de 60, deu fundamento matematico ao fato que certos sistemas de-
terministicos apresentam comportamento cadtico de uma forma robusta. Mais precisa-
mente, neste contexto, cada sistema é cadtico mas é estavel por pequenas perturbagoes
(propriedade demonstrada a partir do Lema de Sombreamento). Atualmente, esta teoria
encontra-se relativamente bem entendida do ponto de vista topolégico e ergddico.

Existem varias maneiras de se estender o conceito de hiperbolicidade uniforme.
Uma delas é observar que sob o ponto de vista de uma medida invariante g por um
difeomorfismo f quase todo ponto x e para qualquer vetor v a norma dos iterados D f™(z)v
possui taxa de crescimento e decaimento exponencial bem definida quando n — Zo0.
Esta taxa é chamada de Ezpoente de Lyapunov de f em x na direcao do vetor v. Quando
estes expoentes sao diferentes de zero dizemos que o sistema (f, ) é ndo-uniformemente
hiperbdlico. Neste caso, a dinamica tem um comportamento muito semelhnte a dinamica
hiperbdlica.

A teoria de hiperbolicidade nao-uniforme tem suas origens nos trabalhos de Lya-
punov e Perron, sobre estabilidade de solugoes de equacoes diferenciais ordinarias. No
entanto, essa teoria tornou-se uma disciplina independente com os trabalhos de Oseledets
e Pesin, tornando-se uma importante linha de pesquisa em Sistemas Dinamicos.

O objetivo deste trabalho é dissertar sobre a dinamica nao-uniformemente hi-
perbdlica. Estudaremos os resultados do artigo “Shadowing by non-uniformly hyperbolic
periodic points and uniform hyperbolicity”.

Neste artigo, os autores mostram que, sob uma condicao leve de hiperbolicidade
dos pontos periddicos, uma aplicacao g que ¢é topologicamente conjugada a uma aplicagao
hiperbdlica (respectivamente, uma aplicagdo expansora) é também uma aplicagao hi-
perbdlica (respec., uma aplicagdo expansora). Em particular, os autores obtém uma
resposta positiva a uma questao proposta por A. Katok, em um contexto relacionado.

O Capitulo 1 é composto por resultados preliminares para o entendimento dos

enunciados e demonstracoes do trabalho. Iniciamos este capitulo definindo conjugacao,

1



aplicacoes expansoras e hiperbdlica. Em seguida, caracterizamos hiperbolicidade através
de cones invariantes, demonstramos o Lema de Sombreamento e o Teorema de Recorréncia
de Poincaré.

Como o tema da dissertagao ¢ a dinamica nao-uniformemente hiperbélica, dedica-
mos o Capitulo 2 aos Expoentes de Lyapunov e as nogoes de conjunto nao-uniformemnte
hiperbdlico e conjunto nao-uniformemente expansor. Além de definirmos tais conceito,
apresentamos alguns exemplos, enunciamos o Teorema de Oseledets e por fim comenta-
mos o resultado “Non-zero Lyapunov exponents and uniform hyperbolicity” devido a Y.
Cao [10], onde ele mostra que um difeomorfismo com splitting continuo e expoentes de
Lyapunov nao-nulos é de fato um difeomorfismo hiperbdlico. Este resultado desempenha
papel fundamental nas demonstracoes dos teoremas do nosso trabalho.

No capitulo 3, enunciamos e provamos os resultados do artigo “Shadowing by non-
uniformly hyperbolic periodic points and uniform hyperbolicity”, objetivo da dissertacao.

Primeiro tratamos o caso endomorfismo nao-uniformemente expansor (NUE):

Teorema A. : Seja g : M — M um difeomorfismo local de classe C* em uma variedade
compacta M. Suponha que g € topologicamente conjugado a uma aplica¢do f expansora
Cl. Se g é NUE no conjunto Per(g) de pontos periddicos, entdo g é uma aplicacio

exrpansora.

Para demonstrar este teorema utilizamos o conceito de tempos hiperbdlicos e
concluimos que se o conjunto dos pontos periédicos de g é NUE entao todos os seus
pontos regulares tém expoentes de Lyapunov positivos. Dai, a partir do resultado do Y.
Cao [10], finalizamos a demonstragao do Teorema A.

Considerando um difeomorfismo nao-uniformemente hiperbélico (NUH) apresen-

tamos os

Teorema B. : Sejam g : M — M um difeomorfismo C? definido em uma variedade com-
pacta M e A C M um conjunto compacto invariante. Suponha que g|p € topologicamente
conjugado a um C difeomorfismo f : M — M restrito a um conjunto A, hiperbolico para
f. Se o conjunto Per(g) dos pontos periddicos de g € NUH € TpepgyM = E% @ E® ¢ uma

decomposicao dominada, entdo A € conjunto hiperbdlico para g.
O Teorema C enfraquece a condi¢ao de decomposi¢ao dominada.

Teorema C. : Sejam g : M — M um difeomorfismo C? definido em uma variedade
compacta M e A C M um compacto invariante. Suponha que g|pn € topologicamnete
conjugado a um C difeomorfismo f restrito a um conjunto A, hiperbélico para f. Se

o conjunto Per(g) dos pontos periddicos de g ¢ NUH € TpeygM = E® © E® tem uma



extensao continua para uma decomposicao em TWM , entdao A € um conjunto hiperbdlico

para g.

Nestes casos, a estratégia foi utilizar a teoria dos tempos hiperbdlicos juntamente
com os campos de cones para mostrar que todos os pontos recorrentes e regulares de g
tem expoentes de Lyapunov nao-nulos. Dai, novamente pelo resultado do Y. Cao [10],
concluimos as demonstragoes destes teoremas.

Por fim, ainda no Capitulo 3, comentamos a conjectura de A. Katok: “Um sistema
C1+ que é Holder conjugado a uma aplicagao expansora (resp. difeomorfismo de Anosov)
é também expansora (resp. difeomorfismo de Anosov)”. Explicamos como os Teoremas
A, B e C fornecem uma resposta parcial positiva a esta conjectura.

O Anexo é um breve resumo sobre a Transformacgao Shift e o exemplo da ferradura

de Smale.



Capitulo 1
Preliminares

Apresentaremos neste capitulo alguns conceitos basicos que serao utilizados ao
longo do trabalho.

Sejam M um espaco topolégico e f: M — M uma aplicagao continua. Dizemos
que f é transitiva se dados U, V abertos de M, existir n € N tal que f"(U)NV #£0. f é
chamado topologicamente mizing, se 3 ny € N tal que f"(U)NV # 0, Yn > ny.

Dados dois sistemas dinamicos f : M — M e g : N — N definidos em espacos
topoldégicos M e N dizemos que f e g sao topologicamente conjugados se existe um home-

omorfismo h : M — N tal que

ho f(x) =goh(x).

Isto é, a aplicagao h faz o diagrama da figura abaixo comutar.

i

M-~—

hl lh

g
N—N.
Figura 1.1: Sistemas dinamicos topologicamente conjugados.

Chamamos h de conjugacao topoldgica. Se h for continua, mas apenas sobrejetiva,
dizemos que h é uma semiconjungacao.
Note que se p é periddico para f entao h(p) é periédico para g. Se f é transitiva

entao g também o é. Se f é topologicamente mixing também é g.



1.1 Aplicacao Expansora

Definicao 1.1.1. Seja f : M — M wuma aplicacao diferencidvel definida em uma varie-
dade M. Dizemos que f € uma aplicagcao expansora se existe X > 1 e alguma métrica em
M tal que

|Df(z)v]| > A|jv||, VYxe M, veT,M.

Observe que uma aplicacao expansora ¢ um difeomorfismo local.

Exemplo 1.1.2. Seja A : R™ — R™ uma transformacao linear invertivel com coeficientes
inteiros. Se todos os autovalores de A tem mddulo maior que 1 entdo A induz uma trans-

formagao expansora fa : T" — T" no toro T" = R"\ Z™. Por exemplo, considere a matriz

2 0
A= (0 3) com autovalores \y = 3 e Ay = 2. Portanto, A induz uma transformacao

expansora fa : T? — T? no toro T? = R? \ Z2.

Abaixo, vamos estender o conceito de transformacao expansora para um espaco
métrico compacto. Em seguida, vamos mostrar a propriedade de sombreamento.

Seja f : M — M uma transformacao continua num espago métrico compacto
M. Dizemos que f é expansora se existem constantes o > 1 e p > 0 tais que para todo
p € M, a imagem da bola B(p, p) contém uma vizinhanca do fecho de B(f(p), p) e para
todo x,y € B(p, p) vale:

d(f(x), f(y)) = od(z,y)

Observe que a definicao de transformacao expansora dada na Definicao 1.1.1,
também é expansora neste sentido.

Observe também que se f : M — M é uma aplicacao expansora entao existe
d > 0 tal que f é injetiva em cada bola B(z,d) centrada em z e raio 0. Deste modo, para
todo z € M estd bem definido o ramo inverso h, : B(f(2),0) — B(z,6) de f em z. A

condicao de expansao implica

d(hy(y), hy(w)) < o~ d(y, w)

para todo y, w € B(f(z),p).

Sejam (X, d) um espago métrico e f : X — X uma aplicagao invertivel. Fixado
d > 0, uma sequéncia (x,)nez é chamada uma J§-drbita ou d-pseudo orbita para f se
d(f(xn), Tns1) < 6 para todo n € Z.

Dado € > 0, dizemos que um ponto x € M e-sombreia a d-pseudo orbita (x,)nez,
se d(f"(x),x,) <€, Yn € Z.



Em particular, uma sequéncia de pontos xg, z1, ..., Z,_1, T, = To € uma d—pseudo
orbita periddica, se d(f(xy),xpr1) < 6 parak =0,...,n— 1.
Quando a transformagao f é nao-invertivel as defini¢oes acima sao dadas substi-

tuindo n € Z por n € N.

Proposigao 1.1.3 (Lema de Sombreamento). Seja f : M — M ¢é uma transformagao
expansora. Dado € > 0 existe 0 > 0 tal que para toda d-pseudo-drbita (z,), eviste v € M
tal que d(f™(x),z,) < € para todo n > 0.

Se € ¢ suficientemente pequeno para que 2€ seja uma constante de expansividade
de f entao o ponto x € unico. Se, além disso, a pseudo-orbita é periodica entao x é ponto
periodico.

Demonstragao: Vamos considerar € < p o que nao caracteriza uma restricao. Fixe
d > 0 de modo que tenhamos o~ '¢ + & < e. Considere o ramo contrativo de f~! em
Tny hn @ B(f(zn),p) — B(x,,p) para cada n > 0. A propriedade de contracio garante

que
ho(B(f(20),€)) C B(zn, 6 e)

para todo n > 1. Como d(x,, f(x,—1)) < 6, segue que h,(B(f(zn),€)) C B(f(zn-1),€)

para todo n > 1. Deste modo, podemos considerar a composicao h™ = ho---0h,_1.

Por outro lado, como a sequéncia de compactos K,, = h"(B(f(x,), €)) é excaixada,

podemos considerar x na intersegao, isto é, x € K, .1, Yn > 0. Dai, f"(z) pertence a

fro kN (B(f(xn), €)) = hu(B(f(zn),€)).

Pe portanto d(f"(z), z,) < € para todo n > 0.

Suponha agora que x’ é outro ponto satisfazendo a proposigao entao:
d(f"(z), f"(@') < d(f",zn) + d(f"(2'),20) <26 Yn =0

Por expansividade, segue que = = /.

Finalmente, se a pseudo-orbita é periddica, com periodo x > 1, temos que

d(fr(f"(x)), xn) = d(f"" (), tnys) <€, ¥n >0,

Por unicidade, obtemos que f*(z) = . O

1.2 Conjuntos Hiperbdlicos

Definicao 1.2.1. Seja f : M — M um difeomorfismo definido em uma variedade dife-

rencidvel M. Um conjunto compacto f-invariante A C M é chamado conjunto hiperbdlico



se existem constantes C' >0 e 0 < A < 1 e uma decomposicao D f-invariante do fibrado
tangente TM = E* @& E* em subfibrados E* e E* tais que Vo € M:

1. T,M=FE;6 E!

2. |DfE(v%)|| < CX*||vf||,Vv* € E5, neN

3. | Df ()] < CAM|o"]], Vo € E*, n e N

4. DfE*(x) = E*(f(2)) e DfoE"(x) = E*(f(x)).
Exemplo 1.2.2. Ponto fixo hiperbdlico

Seja o difeomorfismo f : R? — R? dada por

e = (20.30).

A origem (0,0), € um ponto fixo hiperbdlico tipo sela. De fato, (0,0) = f(0,0) e para

(u,v) # (0,0)
H w) 2 w) 20 0
Joo v]  \o . v\ o %v

Na dire¢ao do eizo e; = (1,0), temos

o ()-(2)

isto €, as entradas u sao expandidas. Na dire¢do do eixo eo = (0,v) temos

o (-1
(% gU

ou seja, as entradas v sdo contraidas. Assim, pontos préximos ao ponto (0,0), existem

W= O

pontos que expandem e pontos que contraem.

e = (5o.30)

a origem (0,0) é um ponto fizo hiperbdlico atrator. De fato, para vetores (u,v) # (0,0),

Quando f € dada por

as entradas u, contraem 1/2 do seu comprimento, e, as entradas v, contraem para 1/3 do

seu, comprimento.
Agora, se f:R® — R3 dada por

f(z,y, z) = (22, 3y, 22)

temos que a origem (0,0,0) é um ponto fizo hiperbélico repulsor. De fato, qualquer vetor
(u,v,w) # (0,0,0) é expandido.



Exemplo 1.2.3. Difeomorfismos de Anosov

Um difeomorfismo f : M — M de uma variedade compacta M € dito ser um
difeomorfismo de Anosov se M €é um conjunto hiperbdlico para f.

Um exzemplo simples de difeomorfismo de Anosov € um automorfismo hiperbdlico

do toro bidimensional T?. Considere uma aplicacao linear A : R?> — R? induzida pela

2 1
matriz (1 1), isto €, aplicagao definida por,

()60
A =

v 11 v
Au,v) = 2u+v,u+v).

Essa aplicagao tem as sequintes propriedades;
1. A(Z?) =72
2. detA=1

3. os autovalores de A sao diferentes de um,

3+V5 3—+5

>1 (& )\2:

M= 9

Entdo, A induz uma aplicacio no toro bidimensional, T? = R*\ Z2, f : T? — T? dada
por:

T(x,y) = 2z +y, v +y) (mod 1)

Uma vez que, det A = 1, T € inversivel e, assim, A~! também é uma matriz inteira. Além
disso, T é um automorfismo do grupo comutativo T2.

Desde que A € simétrica, os autovetores sao ortogonais. Os autovetores corres-
V5 -1
2

reta sao invariantes sobre A. Além do mais, A expande uniformemente distancias sobre

—v5—1
essas retas por um fator de \i. Do mesmo modo, existem retas y = T:L’—l— const

pondentes ao primeiro autovalor pertence a reta y = x. Retas paralelas a essa

que contraem e sao invariantes.

{32}

{1.1)§

(2.1}

L]

(<)

Figura 1.2: Imagem do toro sobre A



Os dois exemplos anteriores, sao exemplos triviais de conjuntos hiperbdlicos; no
primeiro, o conjunto hiperbdlico é apenas um ponto enquanto que o segundo é o espaco
todo. No Anexo, apresentamos um exemplo devido a Stephen Smale de um conjunto
hiperbdlico nao-trivial definido no toro bidimensional, este exemplo é conhecido como a
Ferradura de Smale.

A seguir, algumas propriedades dos conjuntos hiperbdlicos.

Proposicao 1.2.4. Seja A um conjunto hiperbolico para um difeomorfismo f. Entao os

subespagos E*(x) e E"(x) dependem continuamente de x € A.

Demonstracgao. Seja x,, uma sequéncia em A que converge para x € A. Queremos provar
que E*(z,) — E*(x). Passando a uma subsequéncia z,, tal que dim E*(z,,) = j para
algum j. Seja {v},...,v]} uma base ortonormal de E*(z,,) e {vJ*' ... v} uma base

ortonormal de E%(x,, ). Tomando uma subsequéncia, se necessario, podemos supor que

vi —, v' e portanto, {vt, ..., v'} e {v7* .. o™} sdo conjuntos ortonormais de T, M. Seja
E= .. .. vi)eF =@ . . o"). Agora,se v € E, ||v|]| =1 entdo ||Df™v|| < cA™
para m > 0. De fato, podemos escolher vy € E*(z,,), ||vg|] = 1 tal que vy, — v. Logo,

fixado m > 0 se tem que
Dol = lm [[DF7 ogl| < A™.

Isto mostra que F C E*(x).

Analogamente, se w € F, ||w|| = 1, entao || Df, mw|| < p™ para m > 0. De fato,
podemos escolher wy, € E"(x,, ), |lwg]| =1 tal que wy — w. Entao, fixado m > 0 tem-se
que

1D £l = lim | Df ]| < i

Isto significa que F' C E*(z). Em particular, £ N F = {0} e portanto, £ = E*(x), F =
E"(x). Assim provamos que, qualquer subespago limite de F*(z,) e de E*(x,) necessari-
amente sdo E*(x) e E¥(z). O

Apesar de conjuntos hiperbdlicos serem definidos em termos de familias invarian-
tes de espacos lineares, muitas vezes é conveniente, e em contextos mais gerais até mesmo
necessario, trabalhar com familias invariantes de cones lineares em vez de subespacos. A
seguir iremos caracterizar hiperbolicidade em termos de familias de cones invariantes.

Seja A um conjunto hiperbdlico de f : M — M. Uma vez que as distribuigoes
E? e E" sao continuas, estendemo-as para distribuicoes continuas E* e E" definidas em

uma vizinhanca U(A) D A. Se z € U(A) e v € T,M, seja v = v, 4 v, com v, € E*(z) e
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Uy € E“(az) Suponha que a métrica é adaptada com A > 0 constante. Para 0 < a < 1,

definimos o cone estdvel e instdavel de tamanho a por

Ca(x) = {vs € T M; |Jvu]| < aljvs][},

Co (@) == {vu € ToM; |lvg|| < affvu]}-
Para um cone C?¥, seja C® = int(C?¥) U {0}. Da mesma forma para um cone C*, C* =
int(C*) U {0}. Seja Ae = {x € U : dist(z, A) < €}.

Proposigao 1.2.5. Para cada a > 0 eziste € = €(a) > 0 tal que f'(A) C U(A), i =
—1,0,1, e para cada © € A,

Df;'Ci(x) € Ci(x) e Df.Ci(w) C Cy(f(x)).
Demonstracao. Ver referéncia [12].
O proéximo resultado é a reciproca da proposicao anterior.

Proposicao 1.2.6. Seja A um conjunto invariante compacto de f : U — M. Suponha
que existe um a > 0 e para cada © € A existem subespacos continuos E*(z) e E*(x) tal

que T,M = E5 @ E*, e os cones C3 e C¥ determinados pelos subespagos satisfazendo
1. DfF'C(f(x) € Cilx) e DfCy € Ci(f(x)),
2. |Dfyv]l < ||v]| parav #0, v e Ci(x), e ||Df 0| < ||v|| para v #0, v e C¥x).
Entao A € um conjunto hiperbolico para f.
Demonstragao. Ver referéncia [12].
Os conjuntos hiperbdlicos também possuem a propriedade de sombreamento.

Teorema 1.2.7 (Lema do Sombreamento). Sejam f : M — M um difeomorfismo definido
em uma variedade M e A um conjunto hiperbolico compacto para f. Entao existe uma
vizinhanga U de A tal que para todo € > 0 existe um § > 0 de modo que cada 6-0rbita em

U € e-sombreada por uma orbita de f.

Demonstragao. Ver referéncia [7].

A propriedade de sombreamento nos permite mostrar que os sistemas hipérbolicos

sao estaveis por pequenas perturbacoes. Mais precisamente, estruturalmente estaveis.

Definicao 1.2.8. Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C* definido em uma
variedade M. Dizemos que f € estruturalmente estdvel se existe uma vizinhanga Vy de

[ na topologia C* tal que para cada g € Vy existe um homeomorfismo hy : M — M que
conjuga f e g.
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Teorema 1.2.9 (Estabilidade Estrutural de Conjuntos Hiperbdlicos). Se f : M — M é

um difeomorfismo e Ay é um conjunto hiperbdlico para f entao existem vizinhangas U de

A e Vi de f na topologia C tais que para cada g € Vi o conjunto Ay := Npezg™(U) €

hiperbélico para g com f|ay e g|a, topologicamente conjugadas.

Demonstragao: Considere Ay um espago topoldgico e h = f|y, um homeomorfismo.
Seja ¢ : Ay — M a inclusao. Sabemos que existe uma aplicacao continua ¢ : Ay — M tal
que Yo f|r, = gotp (Ver o Teorema 5.3.1 em [12]). Faca Ay, = 1)(Af). Pelo mesmo Teorema
5.3.1, para A, espago topoldgico e h = g|,, homeomorfismo, e a inclusao ¢ : Ay — M,
nos dd ¢ : Ay — M com ¢ o g|n, = f|a, 9. Por unicidade, segue-se que =1 =1, Para
d > 0, distg(¢’,Id) < ¢ e pela Proposi¢ao 5.5.1 em [12], A, é hiperbdlico. O

Corolario 1.2.10. Difeomorfismos de Anosov sao estruturalmente estdvel.

1.3 Recorréncia

Para finalizar, iremos enunciar o Teorema de Recorréncia de Poincaré. Antes,
vamos introduzir alguma definigao.

Sejam (X, %A, 1) um espago mensuravel e f : X — X uma transformagao men-
surdvel. Dizemos que f preserva medida ou u ¢ f—invariante se u(f~!(B)) = p(B) para
todo B € 2.

Sejam X um espaco topolégico, f : X — X uma aplicacao continua e z € X.
Um ponto y € X é um ponto w-limite de = se existe uma sequéncia de nimeros naturais
ng — 00, quando k — oo tal que f™(x) — y. O conjunto w-limite de x é o conjunto

w(z) = ws(x) de todos os pontos w-limite de x, o que equivale a

wia) = U fil).

neNi>n

Se f é invertivel, o conjunto a-limite de x é a(x) = af(zr) = ﬂ U f7(z). Um
neNi>n
ponto em «(x) é um ponto a-limite de x.

Dizemos que um ponto x é recorrente se x € w(x).

Agora, vamos ao enuciado de um resultado famoso devido a Poincaré.

Teorema 1.3.1 (Teorema de Recorréncia de Poincaré). Sejam f : X — X wma trans-
formagao mensurdavel e p uma medida finita f-invariante. Se A C X € um conjunto
mensurdvel com u(A) > 0 entdo, para p-quase todo ponto x € A existem infinitos valores
den para os quais f"(x) também estd A. Em outras palavras, sob o ponto de vista de uma

medida invariante, quase todo ponto € recorrente.
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Demonstragcao. Vamos representar por Ay o conjunto dos pontos x € A que nunca
voltam a A. Primeiramente, provaremos que Ap tem medida nula. Comecamos por
observar que as suas pré-imagens f~"(Ay) sdo disjuntas duas-a-duas. De fato, suponhamos
que existem m > n > 1 tais que f~"(Ap) intersecta f~"(Ap). Seja z um ponto na
intersecgao e seja y = f"(z). Entdoy € Age f™"(y) = f™(x) € Ao, que esta contido em
A. Isto quer dizer que y retorna pelo menos uma vez a A, o que contradiz a defini¢cao de A.
Esta contradigao, prova que as pré-imagens sao disjuntas duas-a-duas, como afirmamos.

Observando que pu(f~"(Ap)) = p(Ap) para todo n > 1, porque p é invariante,

concluimos que
M(U f(Ao)) = Zﬂ(fin(Ao)) = ZM(AO)-

Como p é uma medida finita, a expressao a esquerda ¢ finita. Por outro lado, a direita
temos uma soma de infinitos termos, todos iguais. Para que essa soma seja finita as
parcelas téem que serem nulas. Portanto, devemos ter ju(Ag) = 0, como afirmado.
Agora, denotemos por B o conjunto dos pontos x € A que voltam para A uma
quantidade finita de vezes. Como consequéncia da defini¢ao, temos que todo ponto x € B

tem algum iterado f*(x) em Ay. Ou seja,
BC U F7*(Ao)
k=0

Como p(Ap) = 0 e p é invariante, temos:

u(B) < p({J FH(A0) < D n(f ™ (A0) = D n(4y) =0
k=0 k=0 k=0

Portanto, pu(B) = 0 como queriamos provar. O



Capitulo 2

Expoentes de Lyapunov e
Hiperbolicidade (Nao)Uniforme

Uma vez que ha um completo entendimento dos conceitos e propriedades de
Sistema Uniformemente Hiperbdlico torna-se natural investigar sob quais condigoes ¢é
possivel obter um comportamento uniformemente hiperbélico a partir de um Sistema Nao-
uniformemente hiperbdlico. Nesta direcao, os Expoentes de Lyapunov desempenham um

papel fundamental.

2.1 Expoentes de Lyapunov

Sejam M uma variedade compacta e f : M — M um difeomorfismo. Dizemos

que x € M é um ponto regular de f se existem ntimeros
A(x) > Aa(z) > -+ > A ()

e uma decomposicao D f-invariante do espago tangente T, M = E;(z)® Ey(x)®- - - E,, ()
tais que nEIfoo%IOg |Df"(z)v|| = A\j(x) para todo 0 # v € E;(z) e todo 1 < j < m.

Os nimeros \j(x) s@o chamados expoentes de Lyapunov de f em x e os espacos
E;(x) sdo os espagos priprios de f no ponto reqular x.

Como exemplo destes conceitos vamos calcular os expoentes de Lyapunov de um
automorfismo linear f : T™ — T" do toro n-dimensional.

Seja A : R"™ — R" o levantamento linear de f. Se Ay > Ay > -+ > ), sao os
modulos dos autovalores de A e E; a soma direta dos subespagos associados aos autovalores
com médulo A; entao pelo teorema de Jordan temos que

1
lim —||[A"|| =\,

n—too N

13
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paratodo 0 Zv e £, 1 <j<m.

Como f é linear, segue que Df = A, e portanto, todo ponto x € T" é regular
para f e os expoentes de Lyapunov sao A\; > --- > )\, com decomposicao T,T" =
E,® FE,®---&® E,, constante em todo ponto x € T".

Neste exemplo, os expoentes de Lyapunov sao constantes em T". O exemplo a
seguir, ou melhor dizendo, o método a seguir, descreve como construir exemplos mais
interessantes no qual os expoentes de Lyapunov descreve o comportamento assintético

em quase todo ponto.

Exemplo 2.1.1. Partindo de um difeomorfismo uniformemente hiperbélico e fixado um
ponto, a idéia € fazer com que a hiperbolicidade nesse ponto se degenere. Uma maneira
de fazer isso, € considerar a ferradura de Smale. Basta tomar um dos dois pontos fixos e
fazer variar os coeficientes de contracdo e expansao de maneira que eles se aprorimem da
unidade nesse ponto fizo. Ou seja, o comprimento dos vetores pela derivada nao diminuem
nem aumentam. No entanto, expoentes de Lyapunov ao longo de uma trajetoria tipica

sao diferentes de zero.

O teorema que garante a boa definicao dos expoentes de Lyapunov é o famoso

Teorema de Oseledects. (Para uma prova do teorema ver [15])

Teorema 2.1.2. (Oseledects) Se M é compacta o conjunto dos pontos regqulares de um

difeomorfismo é um boreleano com probabilidade total.

No teorema, um conjunto de probabilidade total é aquele que tem madida 1 com
relacao a qualquer probabilidade invariante pela dinamica. Neste caso, o conjunto dos
pontos regulares tem probabilidade total.

Quando a dinamica f é nao-invertivel, ao invés de uma decomposicao em soma

direta do espacgo tangente existe uma filtracao em subespacos vetoriais tais que

T.M = Ey(x) > Ey(x) > -+ > Ep(x) > Eyyq(x) = {0}

com

lim_~log | Df*(@)o]] = Ay(x)

n—+oo nM
para todo 0 # v € E;j(z) \ Fia(z), 1 <i<m.
Também no caso nao-invertivel, o Teorema de Oseledects garante que o conjunto
dos pontos regulares tem probabilidade total.
Note que, o expoente de Lyapunov é taxa exponencial do crescimento ou de-

caimento da derivada da dinamica no espago préprio. Deste modo, se o expoente de
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Lyapunov é diferente de zero a nossa intuicao nos conduz a pensar que a dinamica é
essencialmente hiperbdlica.
O teorema do Y. Cao [10] confirma a nossa intui¢do. Quando f é um difeomor-

fismo local, ele prova

Teorema 2.1.3. Seja f : M — M um difeomorfismo local Ct, definido em uma va-
riedade compacta M. Se todos os expoentes de Lyapunov de f sao positivos entio [ €

uniformemente expansora.

Y. Cao também prova uma versao deste resultado para difeomorfismo C*, f :

M — M que possui um conjunto invariante com estrutura nao-uniformemente hiperbdlica.

Teorema 2.1.4. Sejam f : M — M um difeomorfismo de classe C* e A C M um
conjunto invariante por f com decomposicao continua TaM = E° & E“. Se todos os
expoentes de Lyapunov de [ na direcio E°* sao positivos e todos os expoentes de Lyapunov

de f na direcao E sao negativas entao A € um conjunto hiperbolico.

No final do capitulo daremos uma prova breve destes dois teoremas.
Observamos que a palavra "todos”nos teoremas acima significa probabilidade

total. Estes teoremas sao fundamentais nas demonstracoes dos resultados da dissertacgao.

2.2 Conjunto Nao-Uniformemente Hiperbdlico

Nesta secao, vamos definir conjunto nao-uniformemente hiperbdlico e tempos
hiperbdlicos. A partir destes conceitos vamos mostrar que a dinamica do nosso problema

possui todos os expoentes de Lyapunov nao-nulos.

Definicao 2.2.1. Seja g : M — M um difeomorfismo local. Dizemos que um g € nao-

uniformemente expansora (NUE) em um conjunto X C M, se existe n < 0 tal que

n—-+oo M,

n—1
1 .
liminf — E log|[[Dg(¢’ ()| <n <0  para todoz € X.

Note que em dimensao 1 a condigao NUE em X é equivalente a todos os expoentes

de Lyapunov positivos em X pois

. 1
lim—log |Dg"(z) = lim Zlogan )]

Em dimensao maior que 1, a condicao NUE pede que em média haja expansao
em todas as diregoes.
As figura 2.1 é um exemplo de aplicacdio NUE em seus pontos periddicos. Esta

aplicacao é topologicamente conjugada a z — 22
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05

=1 =05 05 1

=[5

Figura 2.1: Aplicacao NUE.

Observacao 2.2.2. Dado um ponto p € Per(g), seja t = t(p) := periodo(p). Neste caso,
a condi¢ao NUE no conjunto S := Per(p) significa que existe ¢ < 1 tal que para cada

ponto periodico p
t(p)—1

T Dg( D) < <.

j=0
Em nosso trabalho vamos utilizar uma defini¢ao simplificada da nogao introduzida
por ABV em [3].

Definigao 2.2.3. (Tempo Hiperbolico para difeomorfismo local) Seja z € M um ponto

reqular. Dizemos que k € N é um tempo ¢—hiperbolico para z se, para i =1,...,k vale
[T 1Dg(g" )71 < <"
j=1

A existéncia de tempos hiperbdlicos é assegurada pelo seguinte lema, devido a

Pliss, que garante que tempos hiperbdlicos sao bastantes comuns.

Lema 2.2.4. Dados A > ¢y > ¢ > 0, seja Oy = (ca — 1) /(A —c1). Entdo, dada qualquer

sequéncia finita aq,...,ay em R, satisfazendo
N
ZajZCQN, e a; <A Vji=1,...,N,
j=1

existem | > 0pN el <ny <---<n; <N tal que
n;
Zachl(ni—n) para cada 0<n<n; e i=1,... 1L
J=n+1
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Demonstragao: Ponha S(0) =0, e para cada 1 <n < N defina S(n) =377 (a; — ¢1).
Entao defina 1 < ny < -+ < ny < N tal que S(n;) > S(n) para cada 0 < n < n; e
i=1,...,1. Observe que [ # 0. Assim, temos

Zajzcl(ni—n) para 0<n<n; e i=1,...,1L
Jj=n+1

Falta provar que [ > 6,/N. Note que, por definicao,
S(n; —1) < S(ni—1) eassim S(n;) < S(ni—1) + (A —¢)

para cada 1 < i <[. Além disso, S(n1) < (A—c1) e S(n) > S(IN) > N(ca—c1). Segue-se

que
l
N(cy —e1) < S(ny) = Z(S(ni) — S(ni_1)) +S(ny) < I(A—¢p),

que completa a prova. 0
O corolario abaixo garante que, para pontos satisfazendo uma certa condicao de

expansao assintdtica, existem infinitos tempos hiperbdlicos.

Corolério 2.2.5. Seja f : M — M um difeomorfismo local C' de uma variedade com-
pacta M. Se z € M satisfaz

lim sup — ZlogHDf f(2)7Y <logo < 0.

n—-+o00o

Entao, existe 8 > 0, dependendo apenas de f e o e uma sequéncia de tempos hiperbolicos

1 <ny(z) <na(z) <--- <mlz) <n para z, com > On.
Agora vamos tratar do caso em que g é um difeomorfismo.

Definicao 2.2.6. Seja M uma variedade compacta e g : M — M um difeomorfismo.

Dizemos que um congunto invariante S C M é nao-uniformemente hiperbolico (NUH) se:
1) Eziste uma decomposi¢ao Dg-invariante TsM = E® & E®,

2) Eziste n < 0 e uma métrica riemanniana adaptada tal que para todo p € S wvale

hmlnf—ZIOgHDQ D)) |ges gf(p)H <7

n—-+4o0o

hmlnf—ZbgHDg >)|EC“gJ ] 1||<7I

n—-+o0o
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Neste caso, também hé a nocao de tempo hiperbdlico.

Observagao 2.2.7. O conjunto dos pontos periddicos Per(g) é NUH se, e somente se,

existe ¢ < 1 tal que para cada ponto periédico p com periodo t(p), H;(f())_l |[Dgle(¢’ (p)] || <
t(p)—1 ;

e TE 1Dgle- (97 )] < <.

Defini¢ao 2.2.8. (Tempo Hiperbdlico para diregoes estdveis) Sejam 0 < A <1 ez € M
um ponto regular. Suponha que E é um subfibrado invariante de Ts,yM, onde S(z) €
algum segmento de orbita de z. Dizemos que k € N é um tempo \-hiperbolico para z se

para g (2) =y ei=1...k tivermos

TL1Dgls( )] < ¥

Uma definicao anédloga pode ser dada para direcoes instaveis por apenas trocar g

por ¢! na definicao acima.

2.3 Prova dos Teoremas 2.1.3 e 2.1.4

Nao apresentaremos todos os passos das provas dos teoremas 2.1.3 e 2.1.4. O
faremos por uma questao da importagao para provar os resultados deste trabalho e com-
pletude do texto.

A proposicao abaixo é necessaria para a prova dos teoremas 2.1.3 e 2.1.4. e sua

prova esta contida em [10]

Proposicao 2.3.1. Seja f: M — M um difeomorfismo local C definido em uma varie-

dade Rimanianna compacta e se
LN 1 n -1
liminf —log ||[[Df™(x)] || < 0
n—oo M

em um conjunto de probabilidade total, entdo f € uniformemente expansora.

2.3.1 Prova do Teorema 2.1.3.

Pelo teorema de Oseledets, existe um conjunto X C M com probabilidade total
para qualquer medida invariante tal que, para todo x € X existe lim,,_, 1 log ||Df"(x)v]|| =
(@), Yo € Ey(2)\ By1(x), 1< j < mlx). !

Por hipétese, se x € X, entao A; > 0. Portanto, Vo € X, IN(z) tal que
|Df(z)v|| > e1@/2|y] para n > N(x) e v € T,M. Assim, ||[[Df"(x)]7| < e mM()/2
paran > N(z) e



19

A
liminfllog IDf ()] < - léx) <0.
n

n—oo

Portanto, pela proposi¢ao, f é uniformemente expansora.

2.3.2 Prova do Teorema 2.1.4

Basta considerar log | D f~"(x)| g || ou log || D f™(x) e seguir da mesma forma

como no teorema 2.1.3.

cs
E.Z



Capitulo 3

Sombreamento por Pontos
Periédicos Nao-uniformemente
Hiperbodlicos e Hiperbolicidade

Uniforme.

Neste capitulo vamos enunciar e provar os teoremas principais deste trabalho.
Comecaremos com o caso onde o conjunto dos pontos periédicos é nao-uniformente ex-

pansor.

3.1 O caso endomorfismo: conjunto periédico NUE

Nessa secao, g : M — M sempre vai ser um difeomorfismo local C? que é topo-
logicamente conjugado a um difeomorfismo local f : M — M expansor C*.

Provaremos nesta secao o

Teorema A. Seja g : M — M um difeomorfismo local de classe C* em uma variedade
compacta M. Suponha que g € topologicamente conjugado a uma aplicagao f expansora de
classe C1. Se g ¢ NUE no conjunto Per(g) de pontos periddicos, entio g é uma aplicagdo

expansora.

Observa-se que a condicao NUE sobre os pontos periddicos nao ¢ suficiente para
assegurar que a aplicacao g seja expansora, mesmo se assumirmos que g ¢ topologicamente
conjugada com uma aplicacao expansora. E uma questdao normal que a aplicacao z — 22,

definido no circulo, é topologicamente conjugado com uma aplicacao com pontos criticos

20
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que satisfaz a condicao NUE sobre os pontos criticos. A Figura 2.1 é um exemplo dessa
situacao.
No teorem A, devido ao fato de que estamos lidando com aplicagoes que sao

difeomorifsmos locais, evitamos exemplos como o da Figura 2.1.

Lema 3.1.1. Suponha que g € topologicamente conjugada a uma aplica¢ao expansora f.
Seja x um ponto reqular e recorrente de g. Se Per(g) é NUE, entao todos os expoentes

de Lyapunov de x sao positivos.

Demonstracao: Seja § > 0 tal que, dado qualquer bola aberta B(z, d), os corresponden-
tes ramos inversos de g sao difeomorfismos bem definidos. Seja ¢ = exp(n), 7 < 0 como
na definicdo de NUE, ¢ < ¢’ < 1 fixo, e seja € > 0 tal que (1/</)~! — e > 1. Uma vez que,

x é um ponto regular, existe ng € N tal que
(6= "1l < [IDg"(@) - vyl| < (s, + " - lojll Vo, € By, ¥ >m.

onde E; sdo os autoespacos de Lyapunov e log(s;) sdo seus respectivos expoentes de
Lyapunov.

Agora pelo lema de Pliss [9], existe n; > ng tal que para qualquer ponto y e
n > ny para que [[7_o[|[Dg(¢’(y))] |7 > ¢~ se verifique, entao y tem pelo memos ng
tempos hiperbdlicos menores do que n.

Fixemos 0 < ¢’ < ¢ tal que
1
Ve

¢ um ramo inverso para g.

IDg~ )| < —=[|Dg ' (2)ll,  Vz,y; d(z,y) < ¢,

onde ¢!

Consideremos 0 < ¢§” < ¢’ tal que se g™ é uma composicao arbitraria de n ramos
inversos para g, entdao diam(g~"(B(z,0"))) < ¢’,Vz € M,¥n € N. Isso ocorre por que é
valido para o sistema hiperbdlico f para o qual g é conjugado.

Como x é um ponto recorrente, existe ny > n; um tempo retorno tal que uma
vizinhanga V,, C B(z,d") de x é levada por ¢g" sobre B(z,d").

Portanto, escrevendo G := (¢™|y,)"!, G : B(z,8") — V, C B(z,¢”) tem um
ponto fixo p € V., que é um ponto periédico de periodo ns para g. Por hipdtese, p é um

ponto periddico hiperbdlico para o qual temos

no—1

H 1Dg(g" )] HITH = Ml = [IDG ()] < Is™]].

Pela nossa escolha de n; e a equacao acima, existe um tempo ¢’—hiperbdlico ng < n’ < ng

para p.
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Na verdade pelo lema 2.7 em [3](ver também a proposi¢ao 2.23 em [5]), n' é

também um tempo /<’ _n/—hiperbélico para x. Em particular, isso implica que
|IDg™ (z) -v|| > V< |||, Vv eT,M.

Portanto, ¢; > V" —e>1, Vj. Isso significa que todos os expoentes de Lyapunov de

2 sao maiores que 1. [

Demonstracao do Teorema A. Sejam Per(g) o conjunto dos pontos periédicos de g e
X o conjunto dos pontos regulares e recorrente. Se g é topologicamente conjugada a uma
aplicacdo expansora e o conjunto Per(g) é NUE entao, pelo lema 3.1.1, os expoentes de
Lyapunov de g em X sao positivos para qualquer medida g-invariante.

Por outro lado, pelo Teorema de Recorréncia de Poincaré e o Teorema de Osele-

dets, o conjunto X tem probabilidade total. Logo, pelo Teorema 2.1.3 g é expansora. W

3.2 O caso difeomorfismo: conjunto periédico NUH

Agora investigaremos o caso em que g é um difeomorfismo com conjunto dos
pontos periddicos Per(g) NUH.

Vamos ao enuciado do teorema.

Teorema C. Seja g : M — M um difeomorfismo C? em uma variedade compacta M,
e seja A C M um conjunto compacto invariante. Suponha que g|y € topologicamente
conjungado a um difeomorfismo f de classe C*, restrito a um conjunto A, hiperbolico
para f. Se o conjunto Per(g) dos pontos periodicos de g é NUH, e TpeygM = E @ E
tem uma extensao continua para uma decomposicao em TWM, entao A € um conjunto

hiperbolico para g.
Para provar o teorema, precisamos do seguinte lema.

Lema 3.2.1. Seja g : M — M difeomorfismo C* e A C M algum compacto g-invariante.
Suponha que g|x € topologicamente conjugada a f|;, onde A € um congunto hiperbolico
para f. Seja x wm ponto regular e recorrente de g. Suponha que Per(g) é NUH e que
a decomposi¢ao TperpyM = E“ © E tem uma extensao continua TWM = FE'g E?.
Entao todos os expoentes de Lyapunov de x sdo diferente de zero.

Demonstragao. Sejac =e", n <0, ¢ <¢' <1 fixo, e seja e > 0 tal que (v/<') ! —e > 1.

Uma vez que x é um ponto regular, existe ng € N tal que
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(5; =" - lv;ll < [|Dg™(@) - vjl| < (g +€)" - [|v;]|, Yv; € Ej, ¥n >mng

(¢ =" vl > [[Dg™" () - w5l > ( +€)7" - ||vjll, Yv; € Ej, Yn > no,

onde E; sdo os autoespacos de Lyapunov e log(s;) sdo os seus respectivos expoentes de
Lyapunov. Denotamos por E°(x), (respectivamente, E(z)) o espago gerado pelos auto-
espagos de Lyapunov com expoentes de Lyapunov negativos (respectivamente, positivos).
E° vai denotar o autoespaco de Lyapunov correspondente a um eventual expoente de
Lyapunov zero.

Vamos provar que a dimensao do espago E°(z), correspondente aos expoentes
de Lyapunov negativos de x, ¢ igual ou maior do que a dimensao do espaco estavel de
qualquer ponto periédico. Um resultado anédlogo vai obviamente se verificar para E(x).
Portanto, concluimos que T, M = E*(z) ® E°(z) e que todos os expoentes de Lyapunov
de x sao nao-nulos.

Por meio de cartas, devido a continuidade uniforme de Dg, podemos fixar 0 <

a<1e0 < tal que se z é periddico,

1
Ve

onde C¥(z) é o cone sobre E*(z) de comprimento 0 < a < 1. Devido a continuidade de

/Dy

HDg(y)'UH < ECS(Z)<Z)||HUH7 \V/yEB(Z,(S/), VUECS(Z)7

E', podemos assumir a pequeno o suficiente de modo que, cada cone C%(2) contém E*(y)
ou todos os pontos y € B(z,d) N Per(g).

Agora pelo lema de Pliss [8], existe n; > ng tal que qualquer ponto z € Per(g)
para o qual temos H;.:é [|Dg|g (97" (2))|| < ¢™ para algum n > ny, entao z tem, pelo
menos, ng tempos ¢’-hiperbdlico menor que n.

Como x ¢ um ponto recorrente (também para g~'), podemos tomar ny > ny
um tempo retorno para ¢! tal que, existe um ponto periédico p com periodo ny que
§' /3-sombreia o segmento de érbita {z, g~ !(x),..., g "2(x)}. Tal ponto periédico existe,
porque g|5 é conjugado a um difeomorfismo f|; que é sombreado por pontos periédicos.

Por hipétese, p é um ponto periédico hiperbdlico para o qual temos
no—1

H 1Dglze (g ()1 < [ I-

Pela nossa escolha de n; e a equacao acima, existe um tempo ¢’-hiperbdlico ng < n’ < ns

para p.
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Devido a proposicao 2.23 em [5], n’ é também um tempo /¢’-hiperbélico para .

Mais precisamente, isso significa que

n'—1

i/ —n' J
T 1Dt (g5 2y (7 (07 (@] < V&,
7=0

desde de que o espaco E'(g7" % (x)) C C3(g7"* (p)).

Em particular, isto implica que

1Dg ™ (x) -v|| > V&', Vv € E'(x).

Isso implica que, a dimensao do espago E(z), dos expoentes de Lyapunov negativos, é
pelo menos a dimensao de E'(x) que ¢ igual a dimensao de E°(p).

Aplicando o mesmo argumento acima para E(z) z, concluimos que a dimensao
do espago E°“(z) dos expoentes de Lyapunov positivos é pelo menos a dimensao de E?(x)

que é igual a dimensao de E““(p) e isso conclui o lema. |

Prova do Teorema C: Sejam Per(g) o conjunto dos pontos periédicos de g, A um
conjunto compacto invariante e X o conjunto dos pontos regulares e recorrentes. Suponha
que g, é topologicamente conjugado a um difeomorfismo f|; onde A é hiperbdlico para f.
Se Per(g) é NUH e Tpe(g) M = E* @ E possui uma extensdo continua para T vM =
E' @ E? entao, pelo Lema 3.2.1, os expoentes de Lyapunov de g em X sdo nao-nulos para
qualquer medida g-invariante.

Por Poincaré e Oseledets, X tem probabilidade total. Portanto, pelo Teorema

2.1.4, A é hiperbdlico. [ |

O préximo teorema é uma consequéncia do teorema anterior. Primeiro vamos
mostrar dois lemas. O lema seguinte, supoe uma decomposicao dominada no espaco

tangente sobre um conjunto invariante.

Definicao 3.2.2. Seja f : M — M um difeomorfismo em uma variedade compacta M e
seja X C M um subconjunto invariante. Dizemos que uma decomposicao Tx M = E & E

¢ uma decomposi¢cao dominada se satisfazer as sequintes condigoes
(1) a decomposicao € invariante por Df que significa que Df(E(z)) = E(f(x)) e
Df(E(x)) = E(f(x)),

(2) existem 0 < XA <1 e algum | € N tal que para todo v € X

swp (107wl (_jnt (1D @l) <A

veE, [lv]=1 €E, [v=1
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Lema 3.2.3. Seja f: M — M um difeomorfismo em uma variedade compacta M. Seja
X C M algum conjunto f-invariante. Suponha que existe alguma decomposicao dominada
invariante Ty M = E®E. Entao, tal decomposicao € continua em Tx M e unica, uma vez
que fitamos as dimensoes de F, E. Além disso, estende-se unicamente e continuamente

para uma decomposicao de T's M.

Demonstragao: Substituindo f por uma iterada, nao ha perda de generalidade em supor
que | € N na definicao 3.2.2 igual a 1. Comegamos por construir uma decomposi¢ao domi-
nada invariante em Ty M estendendo o que temos em Ty M. Seja O(x) uma érbita contida
em X. Nossa construcao vai depender de algumas escolhas. Escolhemos um representante
de O(z), por exemplo x. Vamos também escolher alguma (z,), =, € X, z, - x € M
com n — oo. Sejam vl ... vS € E(x,), 05t ... 0" € E(mn) bases ortonormais de
E(x,) e E (x,), respectivamente. A propriedade de dominagao é equivalente a

-1

<A<,

HDf(zn) zs: %‘UZL

j=1

: HDﬂm > Bibl,

1=s+1

para quaisquer combinagdes convexas »°_; a;vf, Y2, B;0;,. Substituindo por alguma

subsequéncia convergente, se necessario, nao ha perda de generalidade em supor que

(vl .. v%), vl v € T, M (respectivamente, (0571 ... 9™)) é o limite da sequéncia
(vl,...,v3) (respectivamente da sequéncia (957!, ..., 9™)). Como a propriedade de do-

minag¢ao ¢ uma condicao fechada, temos que

-1

Df(limz,) limz a0l || - D f(lim x,) lim Z BioLll <A<l
j=1 i=s+1
e consequentemente
s m -1
HDf(:B)Zajvj . HDf(x) Z B0 <)\< 1
j=1

1=s+1

Agora, escrevemos G para o operador Gram-Schmidt (que torna um conjunto
linearmente independente de vetores em um conjunto ortonormal de vetores que geram o

mesmo espaco vetorial). Dado qualquer iterado y = f*(z), k € Z, entdo f¥(x,) =y e

Go (Dff(x,)vl, ..., Dff(xn)v) — Go (DfF(x)vt, ..., DfF(x)v?),

n’

assim como

G o (Df*(x,)05, ..., Df*(2,)0m™) — G o (Df*(x)0°*, ..., Df*(x)o™)

n
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com n — 0o. BEscrevendo (w}, ..., w;) := Go (Df*(z)vl, ..., DfF(x)v*) e (Wi, ... o)

=G o (Df¥(x)os*t, ..., Df¥(x)o™), k € Z, 0o mesmo calculo acima mostra que
T,M = span{wi, ..., wi}t® span{w;, ... o} = E(y) ® E(y)

¢ uma decomposicao dominada.

Além disso, é claro que

Df(f*(x))(span{w’, ... wi}) = span{wy ... wiiy}

Df(f*(x))(span{ipt, ... wi}) = span{iyly, ... iy},

que implica que é uma decomposi¢ao invariante.

Note que, uma vez que a condicao de decomposicao dominada é uma condicao
fechada, se provarmos que existe uma unica decomposicao dominada com a mesma di-
mensao da decomposicao que construimos, ela sera automaticamente continua. Isto ocorre
porque, dado x, — x € X, quaisquer sequéncias convergentes de bases ortonormais de
E(x,), E (x,) vao convergir para bases ortonormais de espagos dominados em 7, M que,
devido a unicidade, vai ser necessariamente E(z), E(x).

O argumento para provar unicidade é o seguinte. Suponha que temos duas de-
composigoes dominadas invariantes Tsx M = E @ E, TsM = E' & E'. Fixeum z € X
arbitrario. Substituindo f por algum iterado positiva f!, ndo héa perda de generalidade
em supor que a condicao de dominacao é valida para [ = 1 em ambas as decomposigoes.

A condi¢ao de dominacao nos da

DAzl (_jnt _ (IDfGl}) <A

veEFE, ||lv

||Df|E/<x>||( inf {||Df<x>v||}) <x

veE’, |lv||=1

Vamos mostrar que E(x) = E'(z). Note que se E(x) C E’ (ou vice-versa), como os espagos
tem a mesma dimensao, eles devem ser os mesmos. Assim, vamos supor por contradi¢ao
que existem v € E(x) \ E'(x) e v' € E'(x) \ E(z). Entao escrevemos v = vg + vg,, com
v € B v € E e vp # 0. Esta tdltima desigualdade, junto com a invariancia da

decomposicao, implica que
Df*(z) - v = anvp + Bavi,,

onde v?, e v, sdo vetores unitarios, respectivamente, em E'(f*(x)) e E/(f*(x)) € on/Bn S

’

A" — 0. Em particular, Df"(x)v € E(f"(x)) pertence a um cone de comprimento ar-
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bitrariamente pequeno sobre F (f"(x)) (que domina E'(f"(z))),quando tomamos n su-
ficientemente grande. Isso implica que, para todo n € N suficientemente grande, existe
vn = Df"(x) -0/ Df"(x) - v]| € E(f"(x)) tal que

IDf1e )|l - 1 Df (ga)vnl|7F < A <1,

onde y, = f"(x). Agora repetiremos o mesmo argumento para v’ € E'(z)\ E(z), e
novamente para todo n suficientemente grande, obtemos vetores unitarios v/, € E'(y,) tal
que

IDf el - IDf ()l < A < 1.

Portanto temos
IDf" 5@l <A IDf(n)vall < A |df Bl

IDflEa)ll < A IDf(yn)onll < A+ 1D fleg. |
que é uma contradicao. |

Lema 3.2.4. Suponha que g € topologicamente conjugado a uma aplica¢do hiperbélica
f. Seja x um ponto regular e recorrente de g. Suponha que Per(g) é NUH e que a
decomposicao Tpe M = E° & E“ ¢ uma decomposi¢ao dominada. Entao todos os

expoentes de Lyapunov de x sao diferentes de zero.

Demonstragao: Pelo Lema 3.2.3, a decomposicao dominada invariante sobre Tpe,(y) M
estende-se para uma unica decomposigao (dominada) invariante continua sobre TWM .
Assim, estamos sobre as hipéteses do Lema 3.2.1, que nos permite concluir que todos
expoentes de Lyapunov de qualquer ponto recorrente e regular x € M sao diferentes de

Zero. [ |

Teorema B. Seja g : M — M um difeomorfismo C? em uma variedade compacta M,
e seja A C M um conjunto compacto invariante. Suponha que g|y € topologicamente
conjungado a um difeomorfismo f de classe C' restrito a um conjunto A, hiperbolico para
f. Se o conjunto Per(g) dos pontos periodicos de g é NUH, e TpeygM = E & E €

uma decomposicao dominada, entdo A € um conjunto hiperbdlico para g.

Demonstragao: Sejam Per(g) o conjunto dos pontos peridédicos de g e A um compacto
invariante. Suponha que g|5 é topologicamente conjugada a um difeomorfismo f|; com
A hiperbdlico para f.

Se Per(g) é NUH e Tpe,() M = E® @ E® é uma decomposicdo dominada, entao,
pelo Lema 3.2.3, existe decomposicao continua a decomposicao TWM . Aplicando o

Lema 3.2.4 e o Teorema C temos que A é hiperbdlico para g. |
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3.3 Uma questao de A. Katok

A. Katok conjecturou que um sistema C'*® que é Holder conjugado a uma
aplicagao expansora (respectivamente, um difeomorfismo Anosov) é também expansora
(respectivamente, é também um difeomorfismo Anosov).

Note que, sob hipdtese de tal conjectura, os pontos periédicos de g : M — M sao
hiperbdlicos, com limitagao uniforme para os autovalores das iteradas de Dg no periodo
de tais pontos. Isto é provado abaixo.

Observemos primeiramente, a definicao de sistema Holder.

Definigao 3.3.1. Dado 1 > o > 0 dizemos que f : M — M é C'™, se f é C! e além
disso, a derivada x — D, f é a-Hdlder continua; isto é, 3 K > 0, tal que ||Dyf — D, f]|
< Kld(z,y)]* para todo x,y € M com d(z,y) < 1.

Primeiro, consideramos o caso expansora. Seja p um ponto peridédico de periodo
t de g. Entao, h(p) é um ponto periédico de perfodo ¢ de f. Vamos chamar f~! o ramo
inverso de f, definido em uma vizinhanga da érbita de h(p), para o qual h(p) = p é um
ponto periédico de perfodo t. Analogamente, vamos chamar g~! o ramo inverso de g para
o qual p é um ponto periddico de periodo t. Uma vez que f é uma aplicacao expansora,

existem0<5\<1e(§>0talque

A

d(f (@), f7(§) < Nd(@,9),  VieN, VigeB(0).

Como uma consequéncia da C* conjugagao h, existe 0 > 0 tal que

dlg7(2), g7 () < VYK od(w,y)), WiEN,  Vay€ B(p.o)

dg7(x), g7 (y) < AV K5 VjeN, Va,ye B(p,d).

Proposicao 3.3.2. Sejam B(xzg,7) C M e G : B(xg,r) = B(xg,r) um difeomorfismo
local de classe C' tal que G(x0) = xg € para algum 0 <A <1l el < <1

d(G"(2),G"(y)) < N'd(w,y)",  Va,y € Blag,7).
Entao todos os autovalores de DG(xq) sdo iguais ou menores do que \.

Demonstracao: Usando cartas, nao ha perda de generalidade em supor que M é um
espaco euclidiano e zqg = 0. Por contradicao, suponha que existem uma decomposicao
invariante R™ = E* @ E°, uma norma adaptada ||z|| = ||(zs, z.)|| = max{||z||, ||z||} e
0 > X tal que

IDG(0) - asl| < A-lasll,  Va, € E?,
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IDG(0) - zo|| > 6 - |z,  Va. € E.

Seja e >0 tal que A\ +e<d—e€etome =(N+¢€)/(0—e).

Portanto, existe " < r tal que se escrevermos
G(z) = DG(0) - = + p(z),

entao ||p(x)| < €||z|, Y, ||z] < 7.

Definimos um cone central
Ve i={(zs, w); |25l < O|c]}-

Por hipétese, existe ' < 7’ tal que G"(B(0,7')) C B(0,r),¥n € N. Assim, vamos iterar
z € B(0,7") NV, (escrevemos 2" = G"(x)). Obtemos

lzell = dllzell — ell=®] = (8 — €) 2]l

lzll < AMl2lll + el < (A + e)|22]l-

Isso implica que

Ae, 4
ﬁ”%“

Em particular, se x € B(0,7") NV, entao G(z) € V..

sl <

Portanto procedemos indutivamente, obtemos
™[I = llz2ll = (6 — )" [l = (& — &)"[|2]|.
Isso contradiz a hipdtese, o que implica que
|z"|| < const-A", Vn € N.

Como € > 0 é arbitréario, concluimos que qualquer autovalor de DG(0) é menor
do que A. [ |

A proposigao acima implica que se uma aplicacao g é Holder conjugada a uma
aplicagdo expansora (respectivamente, Anosov) entdo todos pontos periédicos tem ex-
poentes de Lyapunov diferentes de zero, e tais expoentes sao uniformemente limitados
a partir de zero. No entanto, nao sabemos se, por exemplo, o bom comportamento da
dinamica dada por uma conjugacao Holder, além da prépria conjugacgao, implique que
Per (g) é NUE.

Entretanto, como uma consequéncia direta da tultima secao, obtemos que tal
conjectura é véalida no caso que Per (g) é NUE (respectivamente, para Anosov, se Per (g)

¢ NUH com decomposigao dominada).



Anexo

Deixamos para o anexo, descrever brevemente sobre a transformagao Shift e a
ferradura de Smale, com o propdsito maior, de mostrar que, por meio de um estudo de uma
dinamica simples, podemos obter informagoes de sistemas com uma dinamica bastante
complicada. Vamos mostrar, em particular, que a ferradura de Smale é conjugada a um

shift de dois simbolos.

Transformacao Shift

Seja A um conjunto. Definimos o espaco de sequéncias o conjunto de todas as
sequéncias bilaterais z = (...,z_9,2_1, Tg, 1, Z2,...), onde x; € A e i € Z. Denotamos
esse espaco por ¥ = A%,

Referimos por A como um alfabeto e seus elementos por simbolos.

Nosso interesse maior serd quando A for finito, ou seja, quando A,, = {1,2,...,m}
e denotamos nosso espago por %, = AZ = {1,2,...,m}~

Ha situagoes em que vamos considerar os eventos apenas no futuro. Nesses casos,
nosso espago sera de sequéncias unilaterais (x1,xs,...), e teremos sequéncias indexadas
pelos naturais. Denotaremos o conjunto das sequéncias por ¥* = AN. Se A for finito
teremos o espago X5 = AN = {1,2,...,m}.

Vamos nos restrigir ao espago de sequéncias unilaterais, onde os resultados se
estendem para o espaco de sequéncias bilaterais, com adaptacoes 6bvias. Agora, para
continuar nosso estudo, devemos definir uma métrica em .

Primeiro, fixe um niimero real em (0, 1), digamos %, por exemplo.

Dados duas sequéncias ¢ = (z1,%2,23,...) ¢ ¥y = (y1,%2,Ys3,...) definimos o

nimero k(z,y) como sendo,
k(z,y) = 11?21{1{331@ # Yi}

e k(z,y) = 400 se x = y. Assim definimos a distancia entre x e y por

30
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1 k(m,y)
tan=(3)

Observe que esta fungao distancia é uma métrica. De fato, pois

1 k(x’y) 1 k(mvy)
d%(%?/) = (§> = (5) = d%(:v,y).

Também, temos que

di(z,y) =0 & k(z,y) =400 & x=y.

3

Falta verificar a desigualdade triangular d% (x,2) < d% (z, y)+d% (y,2). Se d% (x,2) <
d (x,y) nao temos nada a provar. Consideremos que dy (x,2) > dy (x,y). Isso nos diz que
as sequéncias x e y coincidem por mais indices do que x e z. Note que, para os primeiros
indices, as sequéncias x,y e 2z sao iguais. Porém, num certo z; temos z; < x;. Como x e
y coincidem para mais indices do que x e z, entao z # x, = yi. Portanto, k é o primeiro
indice no qual y e z ficam diferentes, assim, podemos concluir que d(y, z) = d(zx, z). E,
uma vez que, d(x,y) > 0 segue-se que d(z,2) < d(x,y) + d(y, 2).

Agora iremos descrever bolas para essa métrica.

Consideremos uma sequéncia qualquer z = (z1,x2,23,...) € um nimero r € R
n+1 n
1
tal que (5) <r< (§> . A bola B(xz,r) ={y € XF; d%(:v,y) < r} é escrito como
B(z,r) ={y = (y1,%2,...) €S}t yi=a;,i=1,2,...,n}

Chamaremos esse conjuntos de cilindro e denotaremos por [1,n; 21, x9, ..., 2,]. De modo

geral, definiremos o cilindro de comprimento [ — k 4+ 1, comegando em k, por

y 3Ty T2y oo, X1 =Y = \Y1,Y2, Y3, - - o' Yk = LTy oo, Y1 = Ti -
L J={y=( ) € B }

Como vimos acima, da definigao de distancia, se a,b € [l,n;xq,...,x,], entdo
n

di(a,b) < 5] pois a e b possuem os n primeiros simbolos iguais. Desta maneira,
2

caracterizamos o cilindro como sendo uma bola fechada
kL wg, T, .. 2] = {y € BFs d%(x,y) < (1/2)"}
e também como a bola aberta
kL, o, x] = {y € 5} d%(x,y) < (1/2)" + €}.

O espago X é compacto, totalmente desconexo e perfeito, portanto homeomérfico

a um conjunto de Cantor.
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Agora podemos definir a transformagcao shift. Definimos a fungao o : X — 3F
por

o(x1, 29, 3,...) = (2, 23,24, ...)

ou seja, descartamos o primeiro simbolo e deslocamos os demais simbolos uma posicao
para a esquerda.

Abaixo algumas propriedades desta trasformacao.

Proposicao 3.3.3. Para a transformacao shift o valem:
1. o € continua.

2. 0 possut m™ pontos periodicos de periodo n

3. Per(o) é um conjunto denso

4. o € topologicamente mixing.

Demonstracao. 1. Devemos mostrar que dado € > 0 existe d > 0 tal que, se d% (x,y) <o
entao d%(a(x),a(y)) < €. Sejam x = (xg,T1,%2,...) € ¥ = (Yo,Y1,Y2,-..). Considere
e =(1/2)" e tome § = (1/2)""! = (1/2)e. Observe que, se d%(a(:v),a(y)) <€, ou seja,

d ((xlv L2, L35 - - ')7 (y1, Y2,Y3, - - )) < (1/2)n

1
2
significa dizer que z; = y; para todo 1 < i < n. Agora, se d%(x,y) <= (1/2)""! temos

que x; = y; V0 <17 < n. Entao, pela desigualdade acima, segue-se que

di(o(z),0(y)) <0/(1/2) <e

1
2

No caso quando ¢ > 0 for qualquer, basta tomar N suficientemente grande tal

que (1/2)Y < e, e entao proceder como antes.

2. Para construir um ponto periédico de periodo n para o, basta tomar um bloco de n
simbolos e repeti-lo. De fato, um ponto peridédico de periodo 1 é uma sequéncia onde

todos os termos sao iguais. Isto é,
(Il, T1,T1,.. )
Os pontos periddicos de periodo 2 sao as sequéncias tendo dois simbolos que se repetem,
(.’L’1, T2, T1,T9, .. )

De modo geral, cada sequéncia x de periodo n é unicamente determinada por

seus termos x1, xo, ..., x,. B existem m™ pontos peridédicos de periodo n.

3. Fixe um y = (y1,92,...) € X} e € > 0. Devemos mostrar que existe um ponto

periddico p € X tal que d% (p,y) < e. Tome k suficientemente grande de modo que
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(1/2)% < € e considere p = (Y1, Y2, -, Uk, Y1, Y2, - - -, Yk, - - ), isto é, p é periddico para o.
Como p coincide com y nos primeiros k simbolos, temos que d% (p,y) < (1/2)* < ¢, como

queriamos demonstrar.

4. Considere os cilindros U = [1,ng; 1, ..., Zn,) € V = [1,k; 91, ..., yx] de comprimentos,
respectivamente, ng e k. Como as sequéncias em U sdo da forma (zq,xs,...,2Zn,,- ),
depois do simbolo z,,, as sequéncias teém qualquer continuacao possivel. Em particular,

U contém sequéncias como

(T4 ooy Ty y Yty e v e s Yy - -)

(X1, ey Tgy D1, Y1y e s Yk - - -)

(Zﬁl,...7$no,b1,b2,y1,...,yk,...)

(xlv"'vxnoablw"7bn7y1a'-'aykw")

onde (by) é um bloco de comprimento 1, (by, b2) um bloco de comprimento 2, e assim por
diante, e (y1,...,yx) o bloco que define o cilindro V. Portanto, a primeira sequéncia é
levada em V' apds ng iterados, a segunda é levada em V' apds ng + 1 iterados e assim por

diante. Isto mostra que o™(U) NV # () Vn > ny.

Ferradura de Smale

Seja S = [—1,1] x [~1,1] o quadrado unitério. Considere duas faixas horizontais
3 1 13
H =]-1,1 - —= Hy=1-1,1 -, =
1 [ b ] X |: 47 4:| € 2 [ Y ] X |:47 4:|

e duas faixas verticais

V= [‘{"ﬂ <11 e Vo= [iﬂ < [-11)

Seja f : S — R? uma aplicacao continua injetiva, satisfazendo

L f(Hi) =Vie f(H2) =V
2. f| H; é linear para i = 1,2;
3. f(S) é um conjunto tipo ferradura, com SN f(S) = V3 U V5.
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Figura 3.1: Construcao da Ferradura de Smale

Pela propriedade 2 temos

0
—4

e D(f|H)= (3.1)

O x|

1
D(f|H1): Z_l
0

~ O

Para cada n > 0, o conjunto S N f"(S) consiste de 2" retangulos verticais de
comprimentos 1/4™, que vao da base ao topo do quadrado S. De maneira similar, para
cada n < 0, o conjunto S N f™(S) consiste de 2" retangulos horizontais de comprimentos
1/4™, que vao do lado esquerdo para o lado direito de S.

Definimos o conjunto f-invariante

+00
A=) £(s)
n=—oo
composto dos pontos cuja orbitas no futuro e passado estao em S. Observe que A é

um conjunto hiperbélico para f. Os subespagos estavel E*(x) e instavel E"(x) em um

ponto x € A s@o as retas horizontal e vertical passando por x. Por (3.1), a decomposigao
T,A = E*(z) ® E*(x) é D f-invariante e

1
IDfoll = 7 llvll para v € E*(z) e [[Dfv] = 4|l para v € E*(z).

O conjunto A é chamado ferradura de Smale ou ferradura linear. Note que A é um produto

de conjuntos de Cantor, e portanto, também é um conjunto de Cantor.

Teorema 3.3.4. A ferradura de Smale é topologicamente conjugada a um shift de dois

simbolos.

Demonstragao. Primeiro vamos fazer uma associacao entre pontos em A e sequéncias

em Yy da seguinte maneira:

(2) = 1 se f™z)eWV
it = 2 se fM(x)e s
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Assim definimos a aplicacao
(ZS A — 22

que associa cada x € A uma sequéncia a = ¢(xr) € X. Para provar o teorema, basta
mostrar que ¢ ¢ uma bijecao continua.

¢ € bijetiva: Para ver a injetividade, seja x = (z!,22) e y = (y*,y?) € A tal que ¢(z) =
®(y). Primeiro, vamos mostrar o seguinte: se as sequéncias ¢(z) e ¢(y) possuem orbitas
no futuro iguais Vn > 0, entao as ordenadas de x e y sao iguais. De fato, uma vez que,
[T (x) = (zly,28,) e f7"y) = (yir1,yi1) pertencem ao mesmo retangulo vertical,
fi(z) = (z},2?) e fi(y) = (y},y?) pertencem ao mesmo retangulo vertical de S N f(9) e
ao mesmo retangulo horizontal de S N f~!(S). Como f'(x) e f*(y) pertencem ao mesmo

retangulo horizontal de S N f~1(S), temos que
|x?+1 - yi2+l| = dfaf - yil,

segue-se que, para todo n
|25 — ol = 4"z — ¢

e como f"(z) e f™(y) estao no mesmo retangulo vertical, isto é impossivel, ao menos que
x? =2

Analizando da mesma maneira a dérbita no passado das sequéncias ¢(z) e ¢(y)
sao iguais, entao os dois pontos tem a mesma abscissa.

Para a sobrejitividade, note que, a imagem de Vi e V5 € SN f(S) sdo duas
ferraduras estreitas e contidas na ferradura da Figura 3.1. Dessa maneira, obtemos os

seguintes retangulos verticais
(L) =vinf(V), (L2)=Vinf(Ve), 21)=Vnf() e (2,2)=Van[f(V2).
Seja a = (ag, a1, . .., ay) uma sequéncia finita e assumimos que V, = Vo, N f (V)N

Ny (an) um retangulo vertical nao-vazio contido ou em V; ou V;. Vamos mostrar que

Vinf(Va) =Vin f(Vo,)ne--n fA(Vay,)

Vo f(Va) =V f(Va) N0 fAH(Voy)

sao dois retangulos verticais nao-vazios contidos em S.
Por indugao, para cada sequéncia finita (ag, a1, ..., a,) existe um correspondente

retangulo vertical

‘/aomf(vm)m”'mfn(vaN)?é@'

Agora, consideremos uma sequéncia infinita a = (..., a_y,ag, ai, ...). Queremos mostrar

que Vo =N f'(Va,) # 0.
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Sex €V, fi(x) € Vg, Vie ¢(r) =a. Entao, basta mostrar que toda intersecao
correspondente de sequéncias finitas s@o nao-vazias. Ora, vimos acima que, qualquer
sequéncia finita é um retangulo vertical nao-vazio. Logo, dado uma sequéncia finita
(a_n,...,a0,...,ax) entdao V, N f (Vo )N 0NV )N -Nf2N(V,,) # 0. Portanto,

a imagem dessa intersecao sobre f=V é
fﬁN(Va_N)ﬂ---ﬂ%oﬂ---ﬂfN(VaN)

também é nao-vazia.
¢ € continua: Sejam x € A um ponto, U uma vizinhanga de ¢(z) e [1,N;aq,...,ay| =
{a € X9;a; = ¢(x);,]i]| < N} C U. Para cada i com |i| < U, seja B(f'(z),|i|) a bola de
raio |i| centrada em f'(x) tal que Vi, Vo C B(f'(z), i|), fi(z) ¢ Vi e fi(z) & Va.

Para todo —N < i < N, AN f~! (B(f)¥(x),i])) é uma vizinhanca de X em A.
Segue-se que

Bz, N) = () (AN fT(B(f'(2), li]))

il <N
também é uma vizinhanga de z em A. Portanto, ¢(B(z, N)) estd contido no cilindro
[1,N;ay,...,ay|, portanto, ¢ é continua. O
Observe que, se trocarmos f nos Teoremas A, B e C por um shift o continuaremos

com as mesmas hipoteses e teremos os mesmos resultados.
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