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“ ... Aquele que é poderoso para fazer infinitamente mais além daquilo que pedimos
ou pensamos ... ”. Paulo, O apdstolo [Biblia Sagrada]
“ ... Um matematico é uma pessoa que pode encontrar analogias entre teoremas, um
matematico bom é aquele que consegue ver analogias entre provas e o melhor matematico
ode perceber analogias entre teorias; e pode-se imaginar que o matematico ultimate é
7

aquele que pode ver analogias entre analogias ... ” [Stefan Banach]



RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar os teoremas do ponto fixo de Banach e de
Brouwer, e algumas aplicagoes destes teoremas e fazer uma andlise comparativa sobre

eles.

Palavras-chave: Anélise, Topologia, , Teoremas de pontos fixos.



ABSTRACT

The objective of this paper is to present the theorems of Banach fixed-point and
Brouwer, and some applications of these theorems and to make a comparative analysis of

them.

Keywords: Analysis, Topology, Fixed-points theorems.
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INTRODUCAO

Um ponto fixo é um idéia bastante simples, € um ponto que é levado em si mesmo por
uma aplicacdo em um mesmo conjunto, e podemos inicialmente formalizar asssim: Um
ponto fixo de uma aplicagao f : X — X é um ponto z € X tal que f(z) = x, e sua
importancia reside no fato de ser muito 1til na solugao de equagoes. Os teoremas de ponto
fixo sao afirmagoes que garantem existéncia de pontos fixos em determinados conjuntos e
por vezes garantem também, unicidade.

A teoria dos pontos fixos envolve um grande numero de teoremas do ponto fixo e é
um assunto fascinante, com um enorme ntmero de aplicagoes em varios campos da ma-
temdtica e em outras dreas afins, e em funcgao disso, apresentamos neste trabalho uma
panoramica de alguns resultados e aplicacoes da teoria, com enfase no teorema do ponto
fixo de Banach e no teorema do ponto fixo de Brouwer. H& mais de um século que o
teorema do ponto fixo de Brouwer foi provado, precisamente em 1910, e em certo sentido
este resultado é um dos primeiros na teoria e dele surgiram alguns outros teoremas, e o
teorema de Banach é de 1922. Nosso intuito, é fazer uma abordagem comparativa destes
dois teoremas no sentido de investigar se existe alguma relacao de implicacao entre eles.
Uma abordagem preliminar na literatura matematica encaixa o teorema de Brouwer como
um resultado da teoria topoldgica dos pontos fixos, e o teorema de Banach na teoria mé-
trica dos pontos fixos. Além dessas teorias, existem outras que nao serao abordadas aqui,
como por exemplo: a teoria combinatoéria dos pontos fixos, e etc. Na teoria topologica dos
pontos fixos se destacam inicialmente, trés grandes matematicos: Bernard Bolzano, Luit-
zen Brouwer e Karol Borsuk; e que sao coincidentemente referenciados como os trés B’s
da teoria. O teorema do ponto fixo de Brouwer foi considerado um dos resultados mate-
maticos mais relevantes e de maior impacto em outras areas da ciéncia no século XX, por
John L. Casti em seu livro popular Five Golden Rules, e pode-se verificar estas implica-
¢oes em: biologia matematica, geometria de corpos convexos, equacoes diferenciais, teoria
dos jogos, economia, programacao nao-linear e etc. O teorema do ponto fixo de Banach
é considerado um dos pilares da andlise matematica, principalmente na analise numérica,

e a partir dele foram provados outros teoremas de igual importancia como: o teorema da
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funcao implicita, o teorema da funcao inversa, e o teorema de existéncia e unicidade de
solugao de equagoes diferenciais ordindrias e etc . De maneira geral, a importancia dos
teoremas do ponto fixo de Banach e de Brouwer dificilmente seria exagerada.

Este trabalho estd estruturado da seguinte forma: no primeiro capitulo sao apresen-
tadas defini¢oes e conceitos que envolvem a teoria dos pontos fixos, no capitulo seguinte
faz-se uma abordagem sobre vérios teoremas de ponto fixo, com énfase sobre o teorema
de Banach e Brouwer. No terceiro, faremos uma anélise comparativa entre os teoremas de
Brouwer e de Banach. Finalmente, no quarto capitulo, apresentaremos algumas aplicagoes

desses teoremas.
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Capitulo 1
NOCOES PRELIMINARES

A teoria dos pontos fixos foi desenvolvida em conjuntos ou espagos que possuem uma
estrutura que permite falar de proximidade entre pontos, esta nocao é caracterizada como
continuidade. Tais conjuntos sao chamados espagos topoldgicos, onde sao definidas fungoes
continuas. Chama-se Topologia a area da matematica que se ocupa do estudo das funcoes
continuas de um espaco topoldgico em outro. A maneira mais natural de verificar qual
de dois pontos x e y, pertencentes a um conjunto X, estd mais préximo de um ponto a
pertencente a X, é medir as distancias de x e y ao ponto a. Isto sé é possivel quando
existe a nocao de distancia ja previamente definida no conjunto X. Os conjuntos onde
tem sentido falar de distancia entre dois pontos se apresentam como espagos topologicos,
e sao denominados espagos métricos. Entretanto, nem todos os espagos topoldgicos sao

métricos. Apresentaremos algumas defini¢oes destes espacos e seus desdobramentos:

Defini¢ao 1.0.1 (Métrica e Distancia). Uma métrica num conjunto M é uma fungao
d: M x M — R que associa a cada par ordenado de elementos =,y € M um nimero
real d(z,y), chamado a distancia de = a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes
condicoes para quaisquer x,y,z € M:

(i) d(x,x) =0, e se x # y, entdo d(z,y) > 0;

(i) d(z,y) = d(y, z);

(iil) d(x, z) < d(x,y) + d(y, 2).

Um espago métrico é um par (M,d), onde M é um conjunto e d é uma métrica em M.
Todo subconjunto X de um espago métrico M possui uma estrutura natural de espaco

métrico.

Exemplos :
A reta real, ou seja, o conjunto R dos nimeros reais, ¢ o exemplo mais importante de
espago métrico. A distancia entre dois pontos z,y € R é dada por d(z,y) = |z — y|.

O espago euclidiano R" também é um espago métrico e generaliza o exemplo anterior.
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H& trés maneiras naturais de definir a distancia entre dois pontos em R". Dados z =

(1, ooy Tp) €y = (Y1, -, Yn), €SCTEVE-SE

=1

n 1/2
d(z,y) = \/(901 — )t (T —yn)?) = [Z(% - yz)2]

d(z,y) = lor =yl + o+ |n —yal =D | —wil, e

i=1
d"(z,y) = max {|z1 — y1], .., [T — Y|} = max |z; — y;l.
1<i<n
As funcoes d,d’, d” : R" x R®™ — R sao métricas. A métrica d é chamada euclidiana.
Considerando que os elementos de um espaco métrico podem ser de natureza bastante
arbitraria, tais como: numeros, pontos, vetores, matrizes, funcoes, conjuntos e etc, apre-
sentamos um espaco de funcoes, no qual define-se uma métrica: Seja X um conjunto
arbitrario. Uma fungao real f : X — R chama-se limitada quando existe uma constante

k = kf > 0 tal que |f(z)| < k para todo z € X. Indicaremos com B(X;R) o conjunto

das fungoes limitadas f : X — R, entao para f,g € B(X;R) arbitrarias,

d(f,g9) = Sup |f(x) —g(x)|.

Definigao 1.0.2 (Fungoes continuas em espagos métricos). Sejam M e N espagos
métricos. Diz-se que uma aplicacao f : M — N é continua no ponto a € M, quando
para todo € > 0 dado, é possivel obter § > 0 tal que d(z,a) < ¢ implicar d(f(x), f(a)) < e.

Diz-se que f : M — N é continua, quando ela é continua em todos os pontos a € M.

Definicao 1.0.3. Seja (z,)22, uma sequéncia no espacgo métrico (M, d).
(i) A sequéncia (x,)22 , converge para x € M se

lim d(z,,z) =0

n—oo

Neste caso, escreve-se x = limz,, = lim z, ou z,, — x.
n n—oo
(ii) A sequéncia (z,)52, é dita convergente se existe x € M tal que z, — z. Caso

contrario, ¢ dita divergente.

Defini¢ao 1.0.4 (Sequéncias de Cauchy). Diz-se que uma sequéncia (x,,), num espago
métrico M, é uma sequéncia de Cauchy quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, é

possivel obter ng € N tal que m,n > ng implica d(z,, x,) < €.
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W
Sejam M e N espagos métricos e £ um conjunto de aplicacoes f : M — N. O conjunto
E diz-se eqiiicontinuo no ponto a € M quando, para todo € > 0, existe § > 0 tal que
d(z,a) < d em M implique d(f(z), f(a)) < €, seja qual for f € E.
Uma sequéncia de aplicagoes f, : M — N diz-se eqiiicontinua no ponto a € M quando

o conjunto { f1, fa, ..; fu, ...} 0 for.

Defini¢ao 1.0.5 (Espago Métrico Completo). Diz-se que um espa¢o métrico M é

completo quando toda sequéncia de Cauchy em M é convergente.

Defini¢ao 1.0.6 (Espagos Vetoriais Normados). Seja £ um espago vetorial sobre
o corpo de escalares K = R, ou C. Uma norma em E é uma fungao ||| : £ — K,
que associa a cada vetor z € E o escalar ||z||, chamado a norma de x, de modo a serem
cumpridas as condicoes abaixo para quaisquer x,y € E e \ escalar:

(N1) ||z]| > 0 para todo z € E e ||z|| =0 <=2 =0

(N2) IA -zl = [AL]l;

(N3) [+ yll < [lz]| + [yl

Todo espago vetorial normado E possui uma métrica natural, definida a partir da norma
d(z,y) = [lz =yl

Um operador linear continuo do espaco normado E no espago normado F', ambos sobre o
mesmo corpo K = C ou R, é uma funcao T': E — F, que ¢ linear, isto é

(i) T(z +y) =T(z) + T(y),

(ii) T(azx) = aT'(x) para todo a € K, e qualquer = em E;

e continuo, isto é, para todo xg € E e € > 0, existe § > 0 tal que

|T(x) — T(x0)]| <€, sempre que x € E e ||x — x| < 0.

O conjunto de todos os operadores lineares continuos de E em F' sera denotado por
L(E, F), que é um espaco vetorial sobre K com as operagoes usuais de fungoes. Quando
F é o corpo dos escalares, escrevemos E’ no lugar de L(F,K), chamamos esse espago
de dual topoldgico de E, ou simplesmente dual de F, e dizemos que seus elementos sao

funcionais lineares continuos.

Definicao 1.0.7. Seja X um espago vetorial normado. Uma funcao f : X — R diz-se
semicontinua inferiormente no ponto a € X, quando para cada ¢ > 0 dado, pode-se obter

d>0,talquex € X, ||z —al]| <0 = f(z) < f(a) + e
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Um espaco vetorial normado completo chama-se de espaco de Banach
Um espaco de Hilbert é um espago vetorial H, munido de um produto interno, e completo

em relacao a norma definida por esse produto interno.

Definigao 1.0.8 (Seminorma). Uma seminorma no espago vetorial F é uma fungao
p: E — R que satisfaz as seguintes condigoes:

(i) p(z) > 0 para todo z € E.

(i) p(az) = |a| p(z) paratodoa e K=CouR,ex € E.

(iii) p(z +y) < p(x) + p(y), para qualquer x,y € E.

Das condigoes (ii) e (iii) conclui-se que p(0) = 0 e que
p(x) = p(y)| < p(x —y) para todo x,y € E
Toda norma ¢ uma seminorma.

Definicao 1.0.9. Dado um espago normado X, e z um elemento pertencente a X e um
nimero real r > 0, e sendo ||z||, a norma relativa ao espaco normado X, definimos:

(i) A bola aberta em X com centro em z e raio r ao conjunto denotado por
Bx(zo,r) ={x € X : ||z — || <7}

(ii) A bola fechada em X com centro em z; e raio r ao conjunto
Bx[zg, 7] ={z € X : ||z — xo|| <7}

(iii) A fronteira da bola fechada, ou ainda a esfera de centro z( e raior r ao conjunto
OBx =S={reX:|z—x=r}.

(iv) Para um subconjunto Y C X, Y é o fecho de Y

(v) Y¢ é o complementar de Y em X, desde que, Y C X

(vi) span(Y') é o espago linear gerado por Y

(vii) Nocao de espagos de Banach uniformemente convexos: Um espago de Banach X é

uniformemente convexo se dadas duas sequéncias x,,y, € X com
lznll <1, gl <1, lim 2, 4yl = 2,
n—oo

e segue que, lim [z, — g, = 0.

Em particular, uma propriedade que deriva diretamente da definicao de convexidade uni-
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forme é que, sequéncias minimizantes em subconjuntos fechados e convexos sao conver-

gentes. Isto é, se C' C X é nao-vazio, fechado e convexo, e z,, € C' é tal que
Jim | = Inf fJyn]].

Entao, existe um tnico x € C' tal que ||z, || = inf ||y,| e lim z, = x.
yel n—o00
Uma nogao fraca de convexidade é a convexidade estrita: Um espaco de Banach X é

estritamente convexo se, para todo z,y € X com z # y a relagao
el = llyll <1
implicando que
lz+yll <2

Definigao 1.0.10 (Grafico). Sejam E e F espagos normados e T : E — F um operador

linear. O grafico de T é o conjunto
G(T) ={(z,y);z e B,y e T(x)} = {(2,T(2));x € E} S E X F.

G(T) é subespago vetorial de E x F. O grafico G(T') pode ser um subconjunto fechado
de E' x F ou nao. O Teorema do Grafico Fechado [4], afirma que em operadores lineares

entre espacos de Banach, a continuidade de T" é equivalente ao fato de G(T') ser fechado

em F x F.

Exemplo:(Espagos normados)
(i) Denotamos por ¢y o conjunto de todas as sequéncias de escalares que convergem para

zero, ou seja, fixado K =R ou C,

co = {(ag)p2y : ax € Kparatodok € Ne a, — 0} .

co € um espaco vetorial com as operacoes usuais de sequéncias.

A expressao
[(ar)itilloo = sup {lax| : & € N}

torna ¢y um espago normado. Além disso, também é um espaco de Banach.
(ii) Denotamos por cgy 0 subespago de ¢y formado por sequéncias eventualmente nulas,

isto é,

coo = {(ar)pe; € co : existe ko € N tal que ay = 0 para todo k > ko} .
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Defini¢ao 1.0.11 (Espacos topoldgicos). Uma topologia num conjunto X é uma cole-
¢ao J de partes de X, chamados os abertos da topologia, com as seguintes propriedades:
(i) @ e X pertencem a T;

(ii) Se Ay, ..., A, € Tentdo AyN...NA, €T

(iii) Dada uma familia arbitraria (Ay)xez com Ay € T para cada A € L, tem-se ., A €

T.

Um espago topoldgico é um par (X, T) onde X é um conjunto e T é uma topologia em X.

Defini¢ao 1.0.12 (Fungoes continuas em espagos topolégicos). Entre espacos topo-
l6gicos, uma aplicacao f : X — Y se diz continua quando para cada A" C Y aberto, sua
imagem inversa f~1(A’) é um aberto em X. Um homeomorfismo é uma bijegao continua

h: X — Y cuja inversa também é continua.

Uma propriedade de um espaco X diz-se propriedade topolédgica, se em qualquer outro
espaco homeomorfo a X se verifica esta mesma propriedade, como exemplo temos: a

propriedade de um conjunto ter um ponto fixo. Assim, esta é uma propriedade topologica.

Definicao 1.0.13. Dois espagos topoldgicos X e Y sao ditos homeomorficos se existe uma
funcao bijetiva f : X — Y, tal que f e f~! sdao continuas. A aplicacdao f e chamada um

homeomorfismo.

Definicao 1.0.14. Um espacgo topologico X tem a propriedade do ponto fixo se toda

funcao continua f : X — X, tem um ponto fixo.

Teorema 1.0.15. Se um espaco topologico X tem a propriedade do ponto fixo, e X é

homeomdrfico a 'Y, entao Y tem a propriedade do ponto fizo.

Demonstracao: Seja h : X — Y um homeomorfismo, e supondo que g : Y — Y seja
continua. Precisamos mostrar que g tem um ponto fixo em Y. Observe que h=*ogoh :
X — X é continua. Desde que X tem a propriedade do ponto fixo, existe x¢o € X com:

h='o goh(xg) = 9. Dai, g(yo) = yo, onde 1o = h(xy). [

Definicao 1.0.16. Um subconjunto A de um espaco topoldgico X é um retrato de X, se
existe uma aplicacao continua r : X — A, com r(a) = a para todo a € A. A aplicagido

r é chamada uma retracao.

Teorema 1.0.17. Se X tem a propriedade do ponto firo e A € um retrato de X, entao

A tem a propriedade do ponto fixo.
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Demonstracao: Seja f : A — A uma funcao continua, e r : X — A uma retragao.
Precisamos mostrar que f tem um ponto fixo em A.

Observe que:

for: X —ACX.

Desde que, X tem a propriedade do ponto fixo, entao existe o € X tal que

for(xy) = xo.

Contudo, f(r(zg)) € A e portanto xg € A. Mas, desde que g € Aer : X — Aé

uma retracao, temos que r(xg) = zg. E consequentemente, f(xy) = zq para todo xy € A.

Teorema 1.0. 18 Se T" € aplicagao de M em M, entao qualquer ponto fizo z € T, esta

na intersecao ﬂ T"M. Reciprocamente, se ﬂ T"M = {y} é um conjunto de um unico

n=1 n=1
ponto, entao y € um ponto fixo para T

Demonstracao: Desde que, T'(y) precisa estar na intersegao ﬂ T"M, logo T(y) =

n=1
Y. [ |

Defini¢ao 1.0.19. (i) Um espago topoldgico X chama-se compacto, quando toda cober-
tura aberta de X possui subcobertura finita.

(ii) Seja M um espago métrico. Se M é compacto, entao M é completo.

(iii) Todo subconjunto fechado F' de um espago compacto X é compacto.

(iv) A imagem de um conjunto compacto por uma aplica¢do continua é um conjunto com-
pacto.

(v) Um espago topoldgico X diz-se localmente compacto quando todo ponto x € X, pos-

sui uma vizinhanga compacta.

Definicao 1.0.20. Um espaco topolégico M é um espago de Hausdorft se para todos
x,y € M,z # y, existem vizinhancas U de z e V de y tais que UNV = ().

Teorema 1.0.21. Se T' é continua em um espaco topoldgico Hausdorff M para M, e se

o lim T"(z) =y, entio T'(y) =y e T"(y) = y.

n—o0

Demonstracao: Desde que, T(y) = T( lim T"(z)) = lim T (z) = . [}

n—o0 n—oo
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Teorema 1.0.22 (Ascoli). (ver prova em [4}]). Sejam K um espago métrico compacto e
A um subconjunto de C'(K), onde C(K) é o conjunto das funcoes continuas f : K — K,
(K=CoulR), e a métrica de K € dada por d(f,g) =sup{|f(t) —g(t)| : t € K}. Entao
A ¢ compacto em C(K) se, e somente se, as sequintes condi¢oes sdo satisfeitas:

(1) A € equicontinuo, isto €, para todo tg € K e € >0, existe § > 0 tal que

|f(t) — f(to)| <€, paratodot € K, com d(t,tg) <de f € A.

(i1) O conjunto {f(t): f € A} € limitado em K para todo te K

Teorema 1.0.23 (Desigualdade de Ky Fan). [ver prova em Proc. Nat. Acad. Sci.
USA 88, 121126 (1952)]. Seja K C X nao-vazio, compacto e convexo. Seja ® : Kx X —»
R uma aplicacao tal que
(1) ®(-,y) € semicontinua inferiormente para todo y € K;
(ii) ®(z,-) € concava para todo v € K.
Entao existe xo € K tal que

23}@(%@) < zlellg@(y,y)-
Teorema 1.0.24 (Teorema de Hahn-Banach para espacgos localmente convexos).
(ver prova em [4]). Sejam E um espago localmente convexo, e M um subespago vetorial
de E. Entao todo funcional linear e continuo pg € M', onde M' é o espaco dual de M,
pode ser estendido a E' preservando linearidade e continuidade, isto €, existe p € E' tal

que p(x) = po(z) para todo x € M.

Definicao 1.0.25. Sejam E e F espacos de Banach e U um aberto em E. Dizemos que
uma funcao f : U — F' é Fréchet-diferenciavel no ponto xy € U se existe um operador

linear continuo A : E — F tal que
f(@o +h) = f(xo) + A(h) + R(wo, h),

para todo h tal que xy + h pertence a uma bola aberta centrada em x( e contida em U,
onde R(zo, h) = o(||h|]), isto é:

1o IR, )

=0.
h—0 Al

Neste caso A é chamada de derivada de Fréchet de f em x, e denotada por A = D f(x).
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Teorema 1.0.26 (Desigualdade do Valor Médio para fungoes entre espagos de
Banach). (ver prova em [}]). Sejam E e F espacos de Banach, U C E aberto, e f :
U — F uma aplicagao Fréchet-diferencidavel. Sejam x,x9 € U tal que o segmento

C:=A{tx;+ (1 —t)xy: 0 <t < 1} estd contido em U. Entao

1 (1) = flz2)]| < sup 1D f (@) -y = 22|
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Capitulo 2
TEOREMAS DE PONTO FIXO

Introducao

Um teorema de ponto fixo é um resultado que estabelece sob certas condigoes, a
existéncia de um elemento x pertencente a um dominio X e uma aplicagao f : X — X
tal que f(x) = x. Neste caso,  é chamado ponto fixo de f.

De maneira geral, o conjunto X serd admitido ser um espago topoldgico de modo a
se poder trabalhar os conceitos de continuidade e compacidade. Ao longo deste capitulo
iremos tratar de varios teoremas do ponto fixo, da secao 2.1 a secao 2.4 trataremos sobre
o teorema de Banach, iniciando na se¢ao 2.1 com o principio da aplicagao contragao, na
secao 2.2 trataremos da convergéncia de uma familia de aplicagoes, na secao 2.3 e 2.4
trataremos de aplicacoes nao-expansivas, na se¢ao 2.5 iremos tratar o teorema do ponto
fixo de Brouwer e seu carater topoldgico restrito ao espaco euclideano R”, e as secoes 2.6
e 2.7 consiste na extensao do teorema do ponto fixo de Brouwer em espacos de dimensao
infinita.

Os teoremas de pontos fixos encontram-se em muitos ramos da Matemadtica, tais como:
algebra, andlise, geometria, topologia, dinamica, etc. Segue um exemplo simples que
caracteriza esta nocao inicial.

Exemplo 1: Supondo que sejam dados um sistema de n equagdes em n incognitas da
forma:

gj(x1, .., x) =0, j=1,...,n

onde, g; sdo funcoes continuas de valores reais, de varidveis reais z;. Seja h;(z1,...,2,) =
gj(x1, ..., xn) + xj, € para qualquer ponto = = (z1, ..., ), defina h(x) = (h1(x), ..., hp(x)).
Assumindo agora que h(z) tem um ponto fixo T € R™, entdo, verifica-se que T é uma

solugao do sistema de equacoes.
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2.1 O principio da contracao de Banach

O teorema do ponto fixo de Banach ¢é conhecido como - teorema da aplicacao contra-
¢ao - ou - principio da aplicagao contracao - E é uma importante ferramenta na teoria
de espagos métricos, pois garante a existéncia e unicidade de pontos fixos para certas

aplicagoes nestes espagos.

Definicao 2.1.1. Seja X um espago métrico munido com a distancia d. Uma aplicagao

f: X — X, é dita ser - Lipschitz continua - se existe A > 0 tal que

d(f(x1), f(22)) < Ad(1, 29),

para todo z1,29 € X. O menor A\ para o qual a desigualdade acima se mantém ¢é a -
constante de Lipschitz de f. Se A > 1, f é dita ser nao-expansiva, e se A < 1, f é dita ser

uma contragao

Teorema 2.1.2 (Banach). Se X ¢é um espaco métrico completo, entao toda contra¢io
f X — X possui um unico ponto firo em X. Mas precisamente, se escolhermos um
ponto qualquer xg € X e pusermos xy = f(xg), 2 = f(x1),...; Tnr1 = f(Tn), ... a sequéncia

(z,) converge em X e T = nlg& Tn € 0 unico ponto fixo de f.

Demonstracgao: Primeiramente, se z1, x5 € X sao pontos fixos de f, entao

d(r1,m2) = d(f(21), f(22)) < Ad(1,72),

Desde que, um nimero nao pode ser menor do que si mesmo, e isto implica que z; = x».

Escolhendo agora, qualquer zy € X e definindo uma sequéncia por:

Tpy1 = f(xn)

Por indugao em n,

d(Tpy1, ) < Ad(f(x0), x0).

SeneNem>1,

d(ajnera 'Z'n) S d($n+m7 $n+m71) + ...+ d(xn+17 xn)
< (AT A A(f (o), o)
< d(f (), w0) (2.)

1—-A
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Potanto, z, é uma sequéncia de Cauchy e admite um limite 7 € X, logo X é completo.
Desde que, f é continua, tém-se f(7) = lim f(x,) = limz, ., =7 |

n n
Observagao: Fazendo m — oo em (2.1) encontra-se a relacao

>\TL
1—-A

d(z,,,7) < d(f(zo), 7o)

a qual fornece um controle na taxa de convergéncia de (x,) para o ponto fixo T.
A completitude de X desempenha aqui um papel crucial. De fato, contracoes em

espagos métricos incompletos podem deixar de ter pontos fixos.

Exemplo 2.1.3. Seja X = (0, 1] com a distancia usual. Defina f: X — X, f(z) =

VRS

Corolario 2.1.4. Seja X um espaco métrico completo e Y um espaco topoldgico.
Seja f: X XY — X wuma funcdo continua. Assumindo que f € uma contracdo em X,

e uniformemente em Y, isto ¢,

d(f(xlvy>a f(x%y)) < )\d(l’l,l’g),

e para todo x1,x9 € X, para todoy € Y, e para algum \ < 1. Entdao, para todo y € Y
fizado, a aplicagio x — f(x,y) tem um unico ponto fixo p(y). Além disso, a fung¢do
y — @(y) € continua de Y para X. Observando que se f : X xY — X € continua

em Y e é uma contracao em X, uniformemente em Y, entao, f € de fato, continua em

X xY.

Demonstragao: Em funcao do Teorema 2.1.2, resta somente provar a continuidade de

©.
Para y,yp € Y, tem-se que:

d(eW), (yo)) = d(f(e),y), f(e(yo);yo))
d(f(e(y),y), f(e(yo), v)) + d(f(e(yo), y), f((v0): o))
< Ad(e(y), ¢(yo)) +d(f(e(yo),y), f(e(yo,Yo))

IN

o que implica:
1

d(e(y), v(w)) < md(f(w(yo),y),f(so(yo),yo))-

Desde que o lado direito acima vai a zero quando y — o, obtém-se a continuidade

desejada. ]
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Observacao: Se em adicao, Y é um espaco métrico e f é Lipschitz continua em Y,
uniformemente com respeito a X, com constante de Lipschitz L > 0, entao a fungao
y — ¢(y) é Lipschitz continua com constante de Lipschitz menor que ouigual a L/(1—\).

O Teorema 2.1.2 da uma condigao suficiente para f ter um tinico ponto fixo.

Exemplo 2.1.5. Um contra-exemplo: Considere a aplicacao

1/2 4+ 2z, x€[0,1/4],

g(z) =
1/2, z € (1/4,1]

aplicando [0, 1] sobre si mesmo, neste caso, muito embora g nao seja continua, tem um

tnico ponto fixo (z=1/2).

O proximo corolario leva em consideracao a situacao acima e fornece existéncia e

unicidade em condigoes mais gerais.

Definigao 2.1.6. Para f : X — X e n € N denota-se por f” a n-ésima iterada de f, a
saber fo...o f n-vezes (fY é a aplicagao identidade). Considerando um ponto arbitrdrio

zo € X, e a férmula de recorrencia dada por z,11 = f(x,), obtem-se:
x1 = f(xo)

xy = f(x1) = f(f(20)) = f*(x0)
x5 = f(x2) = f(f(f(20))) = f*(20)

zy, = f"(20)

Corolario 2.1.7. Seja X um espaco métrico completo e seja f : X — X continua. Se

f™ € uma contracdo para algum n > 1, entao f tem um unico ponto firoT € X.

Demonstracao: Seja T o tnico ponto fixo de f", dado pelo Teorema 2.1.2 . Entao
f"(f(@) = f(f"(x)) = f(T) implicando f(Z) = T. Desde que, um ponto fixo de f é
claramente um ponto fixo de f". obtém-se a unicidade. [ |
Observando que no Exemplo 2.1.5, go g = ¢*(z) = 1/2.

Algumas extensoes do principio da contracao - Existe na literatura um grande ntimero

de generalizacoes do Teorema 2.1.2 . Aqui, apresentaremos alguns resultados.
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Teorema 2.1.8 (Boyd-Wong). Seja X um espago métrico completo e seja f : X —
X. Assumindo que exista uma fung¢ao continua & direita ¢ : [0,00) — [0,00), tal que
o(r)y<r,ser>0,e

d(f(x1)>f($2)) < @d<$1’x2)7

para todo xi1,x9 € X. FEntao, f tem um unico ponto fito T € X. Além disso, para
qualquer xy € X a sequéncia f"(xy) converge para T.

O Teorema 2.1.2, € um caso particular deste resultado para o(r) = Ar.

Demonstracao: Se x1, x5 sao pontos fixos de f, entao

d(w1,m2) = d(f(21), f(z2)) < AMd(21,22))

logo x1 = x9. Para provar a existéncia, fixando qualquer xy € X e definindo a sequéncia
Tni1 = f(x,). Mostra-se que x,, é um sequéncia de Cauchy, e a conclusao desejada segue
do argumento utilizado na prova do Teorema 2.1.2 . Paran > 1, define-se uma sequéncia
positiva

ap = d(In, xnfl)-

estd claro que a,11 < ¢(a,) < a,; e portanto, (a,) converge monotonicamente para algum
a > 0. Da continuidade a direita de ¢, obtém-se a < ¢(a) o que implica a = 0. Se (z,,)
nao é uma sequencia de Cauchy, existe € > 0 e inteiros my > ny > k para todo k > 1 tal
que

di = d(Tmy, Ty ) > €,

para todo £ > 1. Em adicao, sobre a escolha do menor possivel my, pode-se assumir que
ATy, Tp,) <€

para k suficientemente grande (aqui se usa o fato de que (a,) — 0). Portanto para k

suficientemente grande

€ <di < d( Ty, Timy_y) + A XTimy_ys Tny,) < Ay, + €
implicando que d, — €, quando acima k — oco. Além disso,

diy < djg1 + Ay, + Oy, < 0(di) + Ay, + gy

e passando ao limite quando k — oo, obtém-se a relacdo € < ¢(€), a qual é falsa desde

que € > 0. [
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Teorema 2.1.9 (Caristi). Seja X um espaco métrico completo, e seja f: X — X.

Assumindo que exista uma fun¢ao semicontinua inferiormente 1 : X — [0, 00); tal que

d(z, f(z)) < ¥(x) = ¥(f(2)),
para todo x € X. Entdao, f tem (ao menos) um ponto fixro em X.

Novamente, o Teorema 2.1.2 é um caso particular, obtido por

(x) = d(z, f(x))/(1 = A),

observando que f nao precisa ser continua.

Demonstragao: Introduzindo aqui a ordenagao parcial em X, conforme [4], definindo
x < y se e somente se d(z,y) < (x)—1(y). Seja ) # Xy C X totalmente ordenado, e con-
sidere uma sequéncia x,, € Xy tal que ¥(z,) é decrescente para o := inf {¢(x) : x € Xy }.

SeneNem>1,

m—1
Ad(Tpim, Tn) < Z A(Trtit1s Tnti)
i=0
m—1
< Z V(@Tnti) = V(Tntiv)
i=0

= 1/1_(%) - w(xn—&-m)

Dai, x,, é uma sequéncia de Cauchy, e admite limite x, € X, pois X é completo. Desde
que, 1 pode tUnicamente saltar para baixo (sendo semicontinua inferiormente), tem-se
Y(z,) = a. Sex € Xg e d(x,x,) > 0, entdo é preciso ter x < x, para n grande.
De fato, nh_}n;@ Y(z,) = Y(z.) < YP(z). Conclui-se que x, é cota superior de Xy, e pelo
Lema de Zorn [4] existe um elemento maximal Z. Por outro lado, T < f(Z). Assim, a

maximilidade de T implica a igualdade T = (). [ |

Teorema 2.1.10. Seja X um espaco métrico completo, seja f: X — X uma aplica¢ao

continua. Assumindo que ezista uma fungao 1 : X — [0, 00); tal que

d(z, f(x)) < ¥(x) — P (f(2)),

para todo x € X. Entao, f tem um ponto firo em X. Além disso, para qualquer xqg € X

a sequéncia f"(xg) converge para um ponto fixo de f
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Demonstracao: Escolhendo zy € X. Devido a condigao acima, a sequéncia ¢ (f™(z)) é
decrescente e limitada, e assim convergente. Raciocinando como na prova do teorema de
Caristi, obtém-se que f"(xo) admite um limite T € X, logo X é completo. A continuidade
de f acarreta que f(T) = liTan f(f"(x0)) =1 [ |

Conclui-se aqui com a seguinte extensao do Teorema 2.1.2 , e que desenvolve o conceito
de Quase-contragao mas que afirmamos sem prova. [Este resultado é devido a Lj. B.

Ciric e pode ser visto em Proc. Amer. Math. Soc. 45, 267 273 (1974)].

Teorema 2.1.11 (Ciric). Seja X um espago méltrico completo, e seja f : X — X tal

que,

d(f(x1), f(x2)) < Amax{d(zy, x3), (21, f(21)), d(22, f(22)), d(21, f(22)), d(w2, f(21))}

para algum A < 1 e x1,x90 € X. Entao, f tem um tunico ponto firo T € X. Além disso,

d(f™(z0),T) = O(A\"), para qualquer zo € X.

Observacgao: Também, neste caso, f nao precisa ser continua. Contudo, é facil checar
que ela é continua no ponto fixo.
Contragoes fracas: agora veremos o caso de aplicacoes em espagos métricos que sao

fracamente contractivas .

Definicao 2.1.12. Seja X um espaco métrico com a distancia d. Uma aplicacao f :

X — X é uma contracao fraca se,

d(f(z1), f(22)) < d(w1, x2),
para todo x1 # x5 € X.

De maneira geral, uma contragao fraca nao é condicao suficiente para se ter um ponto

fixo, como é mostrado no seguinte exemplo.

Exemplo 2.1.13. Considere o espa¢o métrico completo X = [1,00) e seja [ : X — X

definida como f(x) =z + 1/x. E facil ver que f é uma contracdo fraca sem ponto fixos.
No entanto, a condicao se torna suficiente quando X é compacto.

Teorema 2.1.14. Seja f uma contragao fraca em um espaco métrico compacto X. Entao
f tem um dnico ponto firo T € X. Além disso, para qualquer xo € X a sequéncia f"(xq)

converge para T € X.
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Demonstracao: O argumento da unicidade segue exatamente como na prova do Teorema
2.1.2 . Devido a compacidade de X, a funcao continua z — d(z, f(x)) atinge seu minimo,

em algum T € X. Se T # f(T), obtém-se

d(T, [ (7)) = mingexd(z, f(x)) < d(f(7), f(f(7)) < d7, f(T))

o que é impossivel, assim T é o unico ponto fixo de f ( e também de f™ para todo n > 2).

Seja agora, xg # T dado, e defina d,, = d(f™(x¢),T). Observe que

o1 = d(f"(w0), f(T)) < d(f"(20),T) = dp.
Dai, d,, é estritamente decrescente, e admite um limite » > 0. Seja agora f™(xy) uma
subsequéncia de f™(zg) convergindo para algum z € X. Entao,

r=d(z,7) = klg& dp,, = limpoody,,, = Hm d(f(f"™(x0)),Z) = d(f(2),T).

k—o0

Mas, se z # ¥, entao
d(f(2),T) = d(f(2), f(7)) < d(z,7T).
Por conseguinte, qualquer subsequéncia convergente de f"(zg) tem limite Z, que junta-
mente com a compacidade de X, implica que f"(xy) converge para T. |
Obviamente, pode-se relaxar a compacidade de X, exigindo que m seja compacto

(somente aplicando o teorema na restricao de f em f(X) ). Argumentando como no

Corolario 2.1.7 , também ¢é imediato a prova do corolario seguinte.

Corolario 2.1.15. Seja X um espaco métrico completo, e seja f : X — X. Se f" €

uma contracao fraca, para algum n > 1, entdo f tem um unico ponto fito T € X.

A reciproca do Teorema de Banach: Assumindo que sejam dados um conjunto
X e uma aplicacao f : X — X. Estamos interessados em encontrar uma métrica d em
X tal que (X, d) seja um espago métrico completo e f uma contracao em X. Claramente,
em funcao do Teorema 2.1.2 , uma condicao necesséaria é que cada iterada f" tenha um

unico ponto fixo. E, surpreendentemente, a condicao se torna suficiente, também.

Teorema 2.1.16 (Bessaga). Seja X um conjunto arbitrdrio, e seja f : X — X uma
aplicacao tal que f™ tenha um unico ponto fixo T € X para todo n > 1. Entdo, para todo
e € (0,1), existe uma métrica d = d. em X que faz X ser um espago métrico completo, e

f uma contragao em X com constante de Lipschitz iqual a €
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Demonstracao: Escolhendo € € (0,1). Seja Z um subconjunto de X, consistindo de
todos os elementos z tal que f"(z) = T para algum n € N. Define-se, a seguinte relacao
de equivaléncia em X \ Z: dizemos que = =~ y se, e somente se, f"(z) = f™(y) para
algum n,m € N. Obsevando que se f*(z) = f™(y) e f*(z) = f™ (y), entao utilizando a
propriedade simétrica e reflexiva obtém-se f"* () = ™" (). Mas, desde que z ¢ Z,
esta soma n +m’ = m +n' que é n —m = n' —m/. Neste ponto, por meio do axioma
da escolha, seleciona-se um elemento de cada classe de equivalencia. Agora procedendo,
definindo a distancia de T a um x € X genérico, por d(Z,T) =0, d(z,T) =€ "se v € Z
comz #Z,onden =min{m e N: f"(x) =T} ed(z,T) =€¢"""sex ¢ Z,onden,m € N
sao tais que f"(z) = f™(x), sendo Z o representante selecionado da classe de equivaléncia
de [z]. A defini¢do nado é ambigua, devido a discuss@o acima. Finalmente, para qualquer

x,y € X, define-se

d(z,y) = d(z,T) +d(y,T), sex#y

0, sex=y

E facil verificar que d é uma métrica, para ver que d é completa, basta observar que
as unicas sequéncias de Cauchy que nao convergem para X, sao em ultima andlise, as
constantes. Mostra-se que f é uma contracao com constante de Lipschitz igual a €. Seja

x € X, x #7T.Se x € Z tem-se
d(f(x), f(@) = d(f(x),7) < € " = e "V = ed(x, )
Se z ¢ Z, tem-se
d(f(z), f(@)) = d(f(2),7) = "™ = ee" ") = ed(x,T)

desde que x é equivalente a f(x). A tese segue diretamente da defini¢ao de distancia.
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2.2 Sequéncias de aplicagoes e pontos fixos

Iremos considerar nesta secao dois tipos de convergéncia de sequéncias de aplica-
¢oes em espacos métricos completos: a convergéncia uniforme e a convergéncia pontual.
Considerando agora (X, d) um espaco métrico completo e uma sequéncia de aplicacoes

)
fn: X — X e verifica-se a convergéncia desta sequéncia para pontos fixos. O Corolario

2.1.7 serd usado implicitamente na afirmacao dos proximos dois teoremas.

Teorema 2.2.1. Assumindo que cada f, tem ao menos um ponto fixo x, = fn(x,). Seja
f X — X uma aplicagao uniformemente continua, tal que f™ é uma contragao para

algum m > 1. Se f, converge uniformemente para f, entao x, converge para algum

T = f(T).

Demonstracao: Primeiramente, assumindo que f é uma contracao (isto é, m = 1). Seja

A < 1 a constante de Lipschitz de f. Dado e > 0, escolhendo ng = ng(e€) tal que

d(fu(@), f(2)) < (1= A),

para todo n > ng, e para todo z € X. Entao, para n > ny,

d(n,T) = d(falzn), f(T))
d(fu(zn), f(2n)) + d(f(zn), f(T))
< e(1—A) + Mz, 7).

IN

Portanto d(x,,T) < €, 0 que prova a convergéncia. [ |

Para provar o caso geral, é suficiente observar que se,

d(f™(x), [ (y)) < A"d(x,y)

para algum A\ < 1, pode-se definir uma nova métrica dy em X equivalente a d, assim

3

ol ) = Y 3l ), ),

0

e
Il

Além disso, desde que f uniformemente continua, f, converge uniformemente para f
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também com respeito a dy. Finalmente, f é uma contracao com respeito a dy. De fato,

do(f (), f(y))

<

-1

3

> el )
AAi PH)) + (@), S 0)
2y ;dw,m» = Xo(a.)

k=0

Logo, o problema ¢é reduzido ao caso prévio m = 1. [ |
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O proéximo resultado se refere a uma classe especial de espacos métricos completos.

Teorema 2.2.2. Seja X localmente compacto. Assumindo que para cada n € N eziste
my, > 1 tal que f™ é uma contragao. Seja f: X — X uma aplicagao tal que f™ é uma
contragao para algum m > 1. Se f, converge ponto a ponto para f e f, é uma familia

equicontinua, entio x, = fn(x,) converge para T = f(T).
Demonstracgao: Seja ¢ > 0, suficientemente pequeno, tal que
K@ e) ={r e X :d(z,T) < e} C X.

é compacto. Como subproduto do Teorema de Ascoli, f,, converge uniformemente para
f em K(Z,e¢) desde que, é equicontinua e converge pontualmente. Escolhendo ng = ng(€)

tal que
d(f"(x), f™(x)) <e(l = N), paratodon > ng, paratodox € K(T,e€).

onde A < 1 é a constante de Lipschitz de f™. Entao, paran > ng e x € K(ZT,€), tem-se

=

3

&

B
I

d(fy'(x), [ (T))
d(f7 (), [ (x)) + d(f™ (), "(T))
< €1 =X) +Ad(z,7) <€

IN

Dai, f™(K(Z,€)) C K(,¢€) paratodon > ny. Desde que, as aplicagoes f'» sao contragoes,
segue que, para n > ng, os pontos fixos z,, de f, pertencem a K(Z,¢), que é d(z,,T) < €.
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2.3 Pontos fixos de aplicagoes nao-expansivas

Seja X um espago de Banach, C' C X nao vazio, fechado, limitado e convexo, e seja

f:C — C. A aplicagao f ¢é dita ser nao-expansiva se:

1f(z) = fll < llz—yll, para todo x,y € C.

O problema é saber se f admite ou nao um ponto fixo em C'. A resposta, em geral, é

falsa.
Exemplo 2.3.1. Seja X = ¢y com a norma do supremo. Deixando, Bx(0, 1), a aplicacdo
f:C — C, definida por
flz) = 1,20, 21,...), para x = (xg,z1,...) € C
¢ nao-expansiva, mas claramente, nao admite ponto fixo em C.
As coisas sao muito diferentes em espacgos de Banach uniformemente convexos.

Teorema 2.3.2 (Browder-Kirk). Seja X um epaco de Banach, uniformemente convexo
e C' C X nao-vazio, fechado, limitado e convero. Se f:C — C é uma aplica¢ao nao-

expansiva, entao f tem um ponto fixo em C'.

A prova deste teorema pode ser vista em [15]. Aqui forneceremos uma prova para um
caso particular quando X ¢é um espaco de Hilbert.
Demonstragao: Seja x, € C fixado, e considere uma sequéncia r,, € (0,1) convergindo

para 1. Para cada n € N, defina uma aplicagao f, : C' — C', quando

fa(@) =rof(z) + (1 —10)28

Observando que f,, é uma contragao em C', dai, existe um tnico z,, € C tal que f,(z,) =
x,. Desde que, C' é fracamente compacto, x,, tem uma subsequéncia (ainda denotada por
x,) fracamente convergente para algum T € C'. Nés provaremos que T é um ponto fixo de

f. Observe primeiro que,
. _ 2 2 =2
T (7@ 2l ~ 12— 2al1?) = 1)~ 7.
Desde que f é nao-expansiva, nds temos

1F(@) =zl < (@) = Fla)ll + 1f (2n) = 2]l
< 7 =l + 1 (2n) — 2]

17 = znll + (L =) [ f (2n) — 2]
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Mas r, — 1 quando n — oo e C' é limitado, logo, conclui-se que

limsup(|| £(Z) — z,|* — ||lz — 2a]?) <0
n—oo

que produz a igualdade f(Z) =T. |

Proposicao 2.3.3. Na hipotese do Teorema 2.3.2, o conjunto F' dos pontos fizos de f é

fechado e convexo.

Demonstracao: A primeira afirmacao ¢é trivial. Assumindo entao, que xg, 1 € F, com

xo # x1, e denotamos x; = (1 — t)zg + txq, com ¢ € (0,1). Tem-se
1f () = ol| = [.f (ze) = f (o)l < [l — ol = t [l — ol
1f () — ]l = |1 f (o) = fla) | < [l — 2]l = (1 = #) [l21 — o]
que implica na igualdade
1f(ze) = f o)l = ¢l — ol
[f(ze) = fla)ll = (1 =) lzz — 2ol - u

A prova estard completa se mostrarmos que f(z;) = (1 —t)xg + tx;. Isto segue de um

fato geral acerca da convexidade uniforme, o qual sera recordado no préximo lema.

Lema 2.3.4. Seja X um espaco de Banach uniformemente convezo e seja a,r,y € X
tal que [l — zl| = t|lz —yll, llo =yl =1 =)z —yl,
para algum t € [0,1]. Entdo, a = (1 —t)x + ty

Demonstracao: Sem perda de generalidade, pode-se assumir que ¢t > 1/2, tem-se

1A =(a—=z)—tla=y)ll = [(1-2)(a—z)—iz-y)
=tz =yl =1 =2t [[(a = )

— 21 =Dz — ).
desde que, a desigualdade reversa afirma que
(1 =0) la =zl =tla -yl =td—-1) ]z -y
da convexidade uniforme de X (mas, convexidade estrita seria suficiente), obtem-se
(o= (1 =t)z —ty|| = [|[(1 = ) (e — x) + t{a —y)[ = 0

como foi afirmado. [ |
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2.4 O teorema da média ergodica de Riesz

Se T' é uma aplicagao linear nao-expansiva em um espago de Banach uniformemente
convexo. Entao, todos os pontos fixos de T sao encontrados por meio de um processo de
limite.

Projecoes: Seja X um espaco linear. Um operador linear P : X — X é chamado
uma projecao em X se, Po P = P?x = PPx = Pz, para todo z € X. E facil verificar
que P é o operador identidade em Im(P) e a relagao Ker(P) = Im(I — P),Im(P) =
Ker(l — P), e Ker(P) N Im(P) = {0}. Além disso, todo elemento = € X admite uma
tnica decomposicao z = y + z com y € Ker(P) e z € Im(P). Onde Ker(P) denota o

nticleo de P, e Im(P) a imagem de P.

Proposicao 2.4.1. Se X ¢ um espaco de Banach, entao a projecao P é continua se, e
somente se, X = Ker(P) @ Im(P) A notagao X = A® B ¢ usada para indicar que A e
B sao subespagos fechados de X tal que AN B ={0} e A+ B = X.

Demonstracao: Se P é continua entao I — P ¢é continua. Dai, Ker(P),e Im(P) =
Ker(I — P) sao fechados. Reciprocamente, seja x, — = e Pz, — y. Desde que, Im(p)
é fechado, y € Im(P), portanto Py = y, mas Px, — z, € Ker(P) e Ker(P) é fechado.
Logo, tem-se © —y € Ker(P), implicando Py = Px. Do teorema do grafico fechado, P é

continua.

Teorema 2.4.2 (F. Riesz). Seja X um espaco de Banach uniformemente convexo. Seja

T : X — X um operador linear tal que
[T]| < [l

para todo x € X. Entao, para todo x € X, o limite

o+ T+ ... +T"x
pr = lim

existe. Além disso, o operador P : X — X, definido por Pr = p, € uma projecdo

continua sobre o espaco linear M ={y € X : Ty = y}.

Demonstracao: Fixando z € X, o conjunto

C =co({z,Tx,T?x, T3z, ...}).
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C é um conjunto, nao-vazio, convexo e fechado, e da convexidade uniforme de X existe
um unico p, € C tal que

po=lpall = mf {|[2]] - z € C}.

Selecione € > 0. Entao para p, € C, existe m € N e constantes nao negativas g, aq, ...,

tal que, definindo z = Z a;T7z.
j=0
Nao satisfaz

Ipe — 2] < e

Em particular, para todon € N

z2+Tz+...+T"z

< <
e [ EIET

observe que
24+ Tz+ . .+ T2 = (az + ... + 0 T"x) + (Tx + ... + T 1)

o (T2 + ...+ TV 1)

Assim assumindo n > m obtem-se

z+ T2+ . +Tz2=0+Tx+...+T "z +7r

onde
r=(ag—1x+ ..+ (g + @y + T N
+(1—a) Tz + ..+ (1 =g — ) — . — Q) T™ 2,
Portanto,
r+Tr+..+T'r  z+Tz+..+T"z r
n+1 B n+1 n+1
Desde que,
r 2m ||z ||
n+1|| - n+1

ao escolher n suficientemente grande tal que, 2m ||z|| < e(n + 1) tem-se

z+Tz+...+1T"z
n+1

c+Tz+ .. +T"x
n+1

,
< 2e.
] e
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Por outro lado, é preciso ter

c+Trx+..+1"x
n+1

> .

Entao, conclui-se que
r+Tr+ .. +T1T"x
n—+1

lim
n—oo

= [

Isto diz, que o que precede é uma sequéncia de minimizacao em C' e devido a convexidade

uniforme de X, ganha-se a convergéncia

o+ T+ ...+ T
lim = Dgy.
n—o00 n—|—1

Estamos prontos para mostrar que o operador Pr = p, é uma proje¢ao continua sobre

M. Com efeito, é evidente que se x € M, entao p, = x. Em geral,

T i Te+T?*xc+ ...+ Ty L Tty — 2
: = lm = Pz m —————— = Py.

Finalmente, P?x = PPx = Pp, = p, = Px. A continuidade é assegurada pela relaciao
1P|l < [l]. u

Quando X é um espaco de Hilbert, P é na verdade, uma projegao ortogonal. Isto
segue da proxima proposicao.
Projecao ortogonal: Se F é um espago com produto interno e M um subconjunto de

E. Denominamos o subconjunto
M*+={yec E: (x,y) =0 paratodox € M}

de complemento ortogonal de M. Se H é um espaco de Hilbert e M é um subespago
fechado de H, entao H = M @ M+, isto é, cada * € H admite uma tinica representcao
na forma

r=p—+q, compeMeqge M.

. Além disso,

o — pll = dist(x, M).
O vetor p é chamado de projecao ortogonal de x sobre M.

Proposicao 2.4.3. Seja H um espaco de Hilbert, e P = P? : H — H um operador

linear limitado com ||P|| < 1. Entao, P € uma projecao ortogonal.
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Demonstracao: Desde que, P é continua, Im(P) é fechado, seja E uma proje¢ao orto-

gonal tendo alcance Im(P). Entéao,
P=FE+PI-E).
Seja agora, x € Im(P)*t. Para qualquer € > 0 tem-se
I1P(Pz + ex)|| < |[Px + ex|

o qual implica em

€
Pz|? < —— 2,
|Pal* < = |z

Dai, Px = 0 e a igualdade P = E ¢ assegurada. |
O papel desempenhado pela convexidade uniforme ¢ essencial, como mostra o seguinte

exemplo.

Exemplo 2.4.4. Seja X = (> e seja T € L(X) definido por
Tx = (0, x9, 21, ...),

para © = (zg,x1,Z2,...) € X. Entdo T' tem um tnico ponto fixo, chamado, o elemento

zero de X. Nao obstante, se y = (1, 1,1, ...), para todo n € N, obtem-se

=1

y+Ty+...+1"y
n+1

2, on+Ln,n 41,0
B n+1
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2.5 O teorema do ponto fixo de Brouwer

Introducao O teorema do ponto fixo de Brouwer é um dos primeiros que surgiram,
ele afirma que: Toda aplicacao continua em uma bola fechada e unitaria B™ C R", em
si mesma, possui um ponto fixo. Este resultado se deve ao holandés Luitzen Brouwer,
as figuras abaixo ilustram duas maneiras pelas quais o préprio Brouwer utilizou para
explicar suas idéias sobre o teorema, a saber: em uma xicara de café, um torrao de agucar
é acrescentado, e ao se misturar o acucar com o café de maneira continua, existe algum
ponto apods a mistura na superficie do café, que permanece na posicao original; ou, ao se
utilizar duas folhas de papéis idénticas, e coloca-las uma sobre a outra horizontalmente,
e ao amassar a folha de cima sem rasgé-la, existe algum ponto da folha amassada que

permanece na mesma posicao da outra folha.

a xicara de café

Is there a fixed point?

gy D

, iy _\I
u

as folhas de papéis

figura a

S

figura b

Iniciamos com os resultados classicos sobre o teorema do ponto fixo de Brouwer, com

as provas em dimensao 1, 2 e n, e comentamos brevemente os resultados que utilizam
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conceitos de homologia e também uma prova que utiliza o teorema de Stokes enfatizando
o uso de formas diferenciais. Entretanto, a idéia chave na demonstracao em todo estes
casos esta intimamente relacionada a nocgao de retracao, que é um conceito topologico.
Mais especificamente, Karol Borsuk provou em 1931 que o teorema do ponto fixo de
Brouwer é equivalente ao teorema da nao-retragao, sendo este um ponto importante em
nossa abordagem, pois queremos enfatizar que o teorema do ponto fixo de Brouwer nao
tem uma prova direta. Finalizamos com a demonstracao de que qualquer subconjunto,
nao-vazio, compacto e convexo do R™ é homeomorfo a uma bola fechada em R"™. Portanto,
estes subconjuntos tem a propriedade do ponto fixo. De maneira geral, o teorema do ponto
fixo de Brouwer afirma que toda aplicagao continua de um subconjunto compacto convexo

do R™ em si mesmo tem um ponto fixo.

Definicao 2.5.1. Um espago topoldgico X é dito possuir a propriedade do ponto fixo, se

toda aplicacao continua de X em X tem um ponto fixo.

Nos exemplos dados abaixo verifica-se que a reta real e o circulo unitario nao tem a
propriedade do ponto fixo. De maneira geral, é sempre possivel saber se um conjunto nao

tem a propriedade do ponto fixo, basta exibir uma aplicacao continua sem pontos fixos.

Exemplo 2.5.2. A reta real R nao tem a propriedade do ponto fixo, desde que existe uma
funcao continua de R em R que nao fixa em nenhum ponto. Ex. a funcao f : R — R;

dada por f(r) = x + 1, para todo z € R.

Exemplo 2.5.3. O circulo S! nao tem a propriedade do ponto fixo desde que a funcao
continua f : S' — S!, dada pela rotacao de cada ponto no circulo através de um angulo

7, nao tem pontos fixos.

A prova em uma dimensao do teorema do ponto fixo de Brouwer, mostra que todo
intervalo fechado da reta, isto ¢, [a,b] C R tem a propriedade do ponto fixo.
Unidimensional: Apresenta-se o teorema do valor intermediario (TVI), o qual também
é do tipo que é chamado de teorema de existéncia e sua prova é devido a Bernard Bolzano
(1817) e a Cauchy, o qual é um resultado topoldgico sobre a retal real, e que tem como

consequéncia a versao unidimensional do teorema do ponto fixo de Brouwer.

Teorema 2.5.4 (Teorema do Valor Intermedidrio). Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao
continua, tal que f(a) < f(b). Se um niumero ¢ satisfaz a condi¢ao f(a) < ¢ < f(b),

entao existe um ponto xq no intervalo fehado |a,b] para o qual f(xg) = c.
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Demonstracao : Inicialmente, se considera o caso para ¢ = 0, isto implica que f(a) < 0
e f(b) > 0, onde I = [a,b]. Define-se uma fungao continua ¢(x) = Af(z) + z, tal que
x € I, onde o parametro A # 0, foi ecolhido afim de que a funcao ¢(x) transforme o
intervalo [a, b] nele préprio. Esta escolha garante pelo Teorema do ponto fixo de Brouwer

que ¢(x) tem pelo menos um ponto fixo xy no intervalo [a, b]. Tém-se entao:
o(xo) = 29 & Nf(x0) + 20 = g & Af(20) =0 < f(20) = 0.

Definindo \: pelo teorema de Weierstrass, a funcao f ¢ limitada e tem um minimo e um
maximo, tais que: m < f(x) < M, para todo = € [a,b]. Em particular, tem-se m < 0, e
M > 0. Logo, pela continuidade de f, e f(a) < 0 < f(b), pode-se escolher um x; tal que
f(z) < 0 para qualquer = € [a,z;], e da mesma forma, escolhe-se x5, tal que f(z) > 0

para todo x € [z, b]. Seja

\ a—x1 b— a9
= max )
M = m

. , . ) ) a— Ty b— o
Assim, A serd igual a um dos dois valores negativos: T .
m

Escolhendo A, tém-se ¢(x) > a para todo z € [a, b].

a — I

De fato, considerando z € [a, b] tal que f(x) > 0, e como A > , e multiplicando esta

a— T

expressao por f(x), obtem-se \f(x) > f(z), e utilizando o fato que — f(z) > —M,

resulta que

a— I a— I

pla) = Mf(@) +a > () =

fa)+a =

(—M)+x=a—x1+x.

implicando que ¢(x) > a — x1 + = > a ou seja, p(z) > a para todo = € [a,b] tal que

f(z) > 0.
Para z tal que f(z) < 0, tem-se que Af(z) >0 e p(z) = Af(xz) +x >z > a, ou seja

o(x) >a, paratodox € [a,b].

De maneira andloga, tem-se que ¢(x) < b para todo = € [a,b]. De fato, seja = € [a, b] tal

que f(z) > 0. Entao

(@) S 0= p(a) = M(2) +2 <z & p(z) < b.

b—1xo

Seja agora, z € [a,b] tal que f(z) < 0. E como, A —2 ¢ multiplicando ambos os

>
membros da desigualdade por f(z), obtem-se Af(z) < =2 f(z) e utilizando o artificio
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anterior, resulta em

o) ta =" pa)) ra < L2

—m —m

b—ZL‘Q

p(z) =Af(x)+x < (—m)+x=b—1x9+1x.

3

Isto implica que, ¢(x) f(z) + 2« < b para todo x € [a,b], ou seja ¢(z) < b para todo
x € [a,b], tal que f(z) <O0.
Assim, o(z) aplica [a,b] em [a,b], de forma que p(x) tem pelo menos um ponto fixo xg

em [a,b]. Ou seja,
o(xo) = Af(xo) + 20 = 29 & Af(20) =0 < f(x9) = 0.

Para o caso ¢ # 0, basta utilizar o mesmo argumento definindo a fungao

we=Af(x) — | + x. |

Teorema 2.5.5 (Teorema do ponto fixo de Brouwer - em uma dimensao). Seja
f :la,b] — |a,b] uma fungdo continua. Entao, existe pelo menos um ponto fixo ¢ € |a, b]

tal que f(c) = c.

Demonstragao: Se f(a) = a ou f(b) = b, o teorema estd provado.

Supondo que f(a) > a e f(b) < b, podemos definir uma nova fun¢ao ¢ : [a,b] — R
continua, dada por ¢(z) = x — f(x), com p(a) > 0 e ¢(b) < 0. Pelo TVI, deve existir
c € la, b] tal que ¢(c) =0, isto é, f(c) = c. |

Teorema 2.5.6 (Teorema da nao-retracao em dimensao 1). Ndo eziste retra¢ao de

B! = [-1,1] sobre sua fronteira 0B = S° = {—1,1}.

Demonstracio: E imediato que nio existe retracao de [—1,1] sobre {—1,1}, desde que,
se existisse retracao de [—1, 1] sobre {—1, 1} seria uma aplica¢do continua de um espago

conexo sobre um desconexo, o que é uma impossibilidade. |

Exemplo 2.5.7. Interpretagao Geométrica: Seja f : [—1,1] — [—1,1], f tem um ponto
fixo, o que equivale a afirmar que: Nao é possivel ligar dois lados paralelos de um quadrado

por uma linha continua, sem intersectar a diagonal do quadrado.

1

Yy =f(x) (C. c)
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Bidimensional: Apresenta-se o teorema do ponto fixo de Brouwer para duas dimensoes,

e o teorema de nao-retracao, e a equivalencia entre os dois teoremas.

Teorema 2.5.8 (Teorema do ponto fixo de Brouwer - em duas dimensoes). Toda

funcao continua f : D — D que aplica o disco sobre si mesmo, tem um ponto fizo.

Teorema 2.5.9 (Teorema da nao-retracao em duas dimensoes, a prova pode ser

vista em [2]). Nao existe retracio do disco D C R? sobre sua fronteira 0D = S*.

Como indicamos, nossa abordagem para provar o teorema do ponto fixo de Brouwer
consiste em mostrar a equivaléncia ao teorema da nao-retracao, e isto é feito no préximo

teorema.

Teorema 2.5.10. O disco D, como subespaco do R? tem a propriedade de ponto fizo se,

e somente se nao existe retracao de D sobre sua fronteira S*.

Demonstragao: Inicialmente, assumindo que exista uma retracio r : D — St. E,
considera-se a aplicacdo ¢ : S' — D; tal que ¢(z) = —x, para todo x € S*, onde = é
um vetor no plano. A fungao composta gor : D — D é continua e nao tem ponto fixo.
Portanto, se existe retracao r : D — S! entao D nao tem a propriedade do ponto fixo.
Por outro lado, assumindo também que a funcao continua f : D — D nao tem ponto
fixo, mostra-se que existe uma retracao r : D — S, e define-se assim:

Seja um raio em R que vai de f(x) até z. Este raio estd bem definido, desde que nao
existe ponto fixo. E seja r(z) o ponto onde o raio intersepta S'. Obviamente, r aplica D
sobre St e r(x) = x para todo x € S1. e assim segue que r é uma retracao, desde que a
continuidade de r é estabelecida. Entao mostra-se que r é continua: Seja U um aberto
em S' e x um ponto de r~(U). Mostra-se que existe um conjunto aberto V' contendo
z tal que (V) C U e além disso 7~ }(U) é aberto. Escolhendo pequenas bolas abertas
O; e Oy centradas em x e f(x), respectivamente, tal que todo raio iniciando em O; e
passando através de O, intercepta S' no conjunto U. Desde que f é continua, pode-se
encontrar um conjunto aberto V' contendo z e contido em O; tal que f(V) C O;. Assim,
para todo v € V, o raio iniciando em f(v) passando através de v intercepta S* em U. E
como r(V') € U, e disto segue que r é continua. Mas isto é impossivel pelo teorema da
nao-retragao Por isto, estabeleceu-se que se D nao tem a propriedade do ponto fixo, entao

existe uma retracao r : D — S [
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Teorema do ponto fixo de Brouwer - em dimensao n, e o Teorema da nao-
retracao

Seja B" = {x € R™;||z|| < 1}. Um subconjunto £ C B"™ é chamado um retrato de
B" se existe uma aplicagao continua r : B” — E (chamada retracao), tal que r(x) = z,

para todo z €

Teorema 2.5.11 (Teorema do ponto fixo de Brouwer). Toda aplica¢io continua da

B™ bola unitdria e fechada em si mesmo tem um ponto fizo.

Teorema 2.5.12 (Teorema da nao-retragao, a prova pode ser vista [14]). Nao

existe retracio de B™ sobre S"!
O resultado seguinte mostra a equivaléncia entre os dois teoremas.

Teorema 2.5.13. Sejam S" ! = {z e R";||z|| =1} e B" = {z e R";||z|| < 1}. Para
n > 1,51 nao é um retrato de B", em outras palavras, o conjunto B™ tem a propriedade

do ponto fizo se, e somente se nao existe aplicacao retracao de B™ sobre S™~L.
Iremos apresentar o Lema do Raio, e sua demonstracao.

Lema 2.5.14. Suponha que X ¢é um subconjunto compacto, convexo do R™ com interior

nao-vazio. Seja xg € IntX e xy € X tal que xo # x1.

1. Se Ryyzy = {xo +t(x1 —20);t > 0} € 0 1aio que vai de xo através de xy. Entdo

Ry, 2 encontra a fronteira de X em um tnico ponto.

2. De fato, todo v € X encontra-se no unico raio Ry, ., tal que x, encontra-se na

fronteira de X.

Demonstracao: a) Seja 0X definido como a fronteira de X. Afirma-se que R, », N X #
(). Pois X é limitado, logo existe M > 0 tal que d(zg,y) < M, para todo y € X.
Mas, R, ., ¢ ilimitado, logo existe algum x, € R, ., tal que d(zo,z,) > M. Assim
Riysy N (R® — X) # 0. Por hip6tese, zq € IntX, logo Ry, ., N IntX # 0. Desde
que R, ., ¢é conexo, R, ., encontra 0X. Pelo fato de X ser fechado, qualquer ponto
de Ry, N OX estd também em X. Suponha que yi,y2 € Ry N OX onde y; # yo.
Entao o segmento de reta fechado definido por [y;.ye] C X, pois X é convexo. Sem

perda de generalidade, seja ys € (xg,y1) = intervalo aberto, seja xy € IntX = conjunto
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aberto, existe r > 0, tal que Uy C B,.(zo). Dado qualquer z € B, (), (x,y1) € X. Seja
A = U,ep, (7, 91). Entao, A C X desde que (z,y1) C X, para todo x € X. Define-se
Uy=vy1+ (1 =N (Uy—v1),0 << 1. Este é um conjunto aberto desde que é obtido por
translacao e redefini¢ao de Uy. Entao,
A= U (x,11) = U {p+1 =N —p)0<A<1}= U Uy = U(conjuntos abertos).
xz€Uo z€Uo
Mas, y2 € (z0,¥1), logo existe um A tal que yo € U, assim ys estd no interior de X. Isto
¢ uma contradicao. Portanto, R, ., N 0X tem um unico ponto. b) Todo ponto = € X,
com x # xp, encontra-se no unico raio R, ,, com x € 0X, ou seja Ry, , = Ry, ., com
{z} = Ryy o, N OX. |
Demonstracao do teorema: Afirmagao 1: Se B" tem a propriedade do ponto fixo, entao
nao existe retracao de B™ sobre S"~!. Isto é, se existir uma retracao de B" sobre S"~!, en-
tao existird uma aplicacao de B" em B™ sem pontos fixos. Seja r : B® — S"~! uma apli-
cagao retragao. E define-se m : S"~1 — S~ por m(z) = —x e também 7 : S"~! — B"
para ser a aplica¢do inclusao, i(z) = x. Entdo, para todo x € B™, iomor(z) # x.
Se x € IntB", entao [iomor(zx) € S ' = iomor(z) # x]. Sex € S, entdo
r(x) = —x # x. Assim, existe uma aplicacdo de B" para B" sem pontos fixos.
Afirmacao 2: Se nao existe aplicacao retracao de B" sobre S" !, entao B" tem a proprie-
dade do ponto fixo. Isto é, se existe uma aplicacao de B" em B" sem pontos fixos, entao
existe uma aplicacao retracao de B™ sobre S™"!. Seja f : B® — B" nao tendo pontos
fixos. Pode-se construir uma aplicacao retracao r, assim: Defina-se r : B* — S"°1
por r(z) = f(z) + g(x)(x — f(z)) onde g(x) > 1, desde que = # f(z) resultando em

f(z) # r(x) para todo z, e é escolhido de modo que 7(x) € S 1. Isto exige que:
(f(z) +g(@)(x = f(2)), f(2) + g(a)(x = f(x))) = |r(@)]* =1
|z = f(@)|Pg(2)* +2(f(2),x — f(2)) g(z) + | f ()" =1=0

Dai, pela formula quadrética e o fato que || f(x)|| < 1

—{f@) e F@) 4@ — F@ — e~ f@IEIS@IE - 1)
glw) = =@

O valor de g(z) depende do fato que = # f(z) para todo x € B™. Precisa-se mostrar que,
de fato, r é uma retragdo. Pela hipdtese, f(z) é continua. Pois g(x) é dependente dos

valores de z e de f(z), e este é¢ uma varidvel escalar continua. Sendo 7 uma combinagao
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linear de funcoes continuas, é entdo uma funcao continua. Seja € S"~!. Por definicao
r extende o vetor x — f(z), baseado em f(x), logo, este encontra-se na fronteira de B",
em r(z). Pois [z, f(z)] é um segmento de reta nesta extensao. O Lema do Raio mostra
que esta extensao encontrara a fronteira, exatamente em um ponto. Por definicao, este é
r(z). Mas, x € OB™ esta neste raio. Assim, r(z) = x. [ |

Segue a prova de que os subconjuntos, compactos, convexos do R" tem a propriedade
do ponto fixo.

Os subconjuntos compactos convexos do R"

Teorema 2.5.15. Se K C R™ é compacto, convexo e tem interior nao-vazio, entao K é

homeomorfo a uma bola fechada B C R"

Demonstracao: (i) Inicialmente, estabelecendo um homeomorfismo p : 0K — S, en-
tre a fronteira de K e uma esfera S em R". Para simplificar a notacao: admitindo que
0 € intK, por translagdo. Sejam B = B0, €] uma bola fechada de centro 0 contida em K
e S = (0,¢) a fronteira de B.

Definindo p : 0K — S, pondo p(x) = Eli_l' Logo, p é uma aplicagao continua de 0K
em B. Para cada z € 0K, p(x) é o ponto onde a semi-reta que sai de zero e contém x
corta a esfera S. Para cada u € S, como K ¢ limitado e a semi-reta Ou é ilimitada,
existem nela pontos que nao pertencem a K.

Como a semi-reta Ou é um conjunto conexo, segue-se do teorema da alfandega que Ou
contém algum ponto x da fronteira de K, ou seja, p(z) = u. Isto mostra que p: K — S
é sobrejetiva.  Afirma-se que p é injetiva: de fato, supondo que existissem z,y € 0K,
com x # y, e p(x) = p(y). Entdo, x, e y pertenceriam a mesma semi-reta.

Esolhendo a notagao de modo que seja y € [0, z], tem-se y = (1 — A)z, com 0 < A < 1. A
aplicagao h : R” — R", definida por h(z) = x4+ A(z—2), ¢ um homeomorfismo de R” (ho-
motetia de centro x e razao ) tal que h(0) = y. Como K é convexo e h(z) = (1—N)z+ Az,
ve-se que h(K) C K. Segue-se que h(B) é uma vizinhanca de y, contida em K, o que
contradiz ser y € K. Assim p : 0K — S é uma bijecao continua. Como 0K é um
subconjunto fechado do compacto K, e portanto é compacto, segue que p € um homeo-
morfismo.

(ii) Definindo uma aplicagao f : K — B do seguinte modo: f(0) =0e, se 0 #y € K
entao, como visto acima, a semi-reta dy corta a fronteira K num tunico ponto z. Tem-

se portanto y = t.z, com t € (0,1] e x € OK univocamente determinados. Pondo
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F(y) = t.plw).

Mostrando que f : K — B assim definida, é um homeomorfismo. Observando pri-
meiramente que, se [ = [0,1], o produto I x K é compacto e portanto a sobrejegao
continua m : I x 0K — K, dada por m(t,z) = t.x, é uma aplicacdo quociente, e sendo
fom: I x 0K — B, dada por (f om)(t,z) = t.p(x), é continua. Logo, f é continua e
bijetiva.

Segue-se que, f: K — B é um homeomorfismo. [

Em geral, para a demonstracao do teorema do ponto fixo de Brouwer é necessario
ferramentas da topologia algébrica, as quais estao alem do propédsito deste trabalho. No
exemplo a seguir verificaremos a validade do teorema do ponto fixo de Brouwer em ambi-
entes de dimensao infinita. A continuidade é deveras importante em dimensao finita, mas

nao nos permite ir muito longe, quando os ambientes sao de dimensao infinita.

Exemplo 2.5.16. Denotando por B a bola fehada e unitaria de /5, considere a aplicacao
continua
f:B— B, fla=(a;)2,) = ((1 - lall5)Y2, ay, as, )

observando que

2 2
IF(@))* =1—llal®*+) a} =1
j=1

Verifica-se a seguir que f nao tem ponto fixo. De fato, se existisse b € B tal que f(b) = b,

terfamos [|b]|, = || f(b)]|, = 1 e entao
(b1, by, ...) = b= f(b) = ((1 — ||b][3)*/%, b1, ba, ...) = (0, b1, by, ...).

isto implica que b = 0, o que é uma contradigao pois ||b||, = 1. Concluimos que f mesmo

sendo continua, nao tem ponto fixo.

O exemplo acima mostra que o teorema do ponto fixo de Brouwer é um resultado
confinado a espacos euclidianos, muito embora, este resultado pode ser exportado para

espacos de Banach, utilizando-se outras hipdteses, o que veremos nas proximas secoes.
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Comentario 1: O teorema da nao-retracao pode ser provado por meios de ferramentas
da topologia algébrica, embora esta abordagem esteja além deste trabalho.
Comentario 2: Sobre a prova do torema do ponto fixo de Brouwer utilizando o teorema
de Stokes, conforme [3]:

Para provar que uma aplicacao tem pontos fixos, pode-se assumir que ela é suave, pois
se uma aplicacao nao tem pontos fixos, entao envolvendo esta com uma fungao suave de
suporte suficientemente pequeno, esta produz uma fungao suave sem pontos fixos. Como
na prova em duas dimensoes e na n-dimensional, e até mesmo quando se usa conceitos
de homologia, a nao-retracdo é o ponto chave da demonstracao. Assim, fica reduzido a
provar que nao existe retragao suave f da bola B sobre sua fronteira 0B. Se w ¢é a forma
volume na fronteira entao pelo teorema de Stokes, onde se utilizam conceitos de formas

diferenciais, temos:

°</aB“’: an*<w>=/Bdf*=/Bf*<dw>:/3f*<o>=o

dando uma contradicgao.
E possivel, utilizando Stone-Weierstrass, aproximar funcoes continuas por aplicacoes
C', ou se a fungao nao ¢ C' pode ser aproximada utilizando (S-W). Mas, o resultado

seguinte é para aplicacoes suaves.

Teorema 2.5.17. Toda aplicacio C*, f : B® — B" da bola n-dimensional em si mesma,

tem ao menos um ponto fizo.

Demonstracao Suponha que f : B® — B" nao tenha pontos fixos. Entao define-se uma
aplicacao F' : B® — S"! da bola para sua fronteira, atribuindo a cada ponto z € B", o

ponto de intersecao do raio que de f(x), através de x, com a esfera S"1. A formula para

F
z) =2 i e B @ N e @) \| 2= f@)
Fle) = ot \/1 Il + (v e =5m) ~ = foom) | =

mostra que F' é suave, e além disso, atua na fronteira da bola como a identidade, F'(x) = z,

Y

para todo x € S"'. F é uma retracao Seja F', ..., F" as componentes de F. E

diferenciando a seguinte relacao que ¢ vélida para todo z € B".

n

Y (Fi(2) =1,

i=1
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produzindo,

2> FUdF) =2 (F agx(f) )dz? =0,
=1

i,j=1

e portanto para cada indice j

S r@E W

i=1

Além disso, o sistema de equagoes

tem uma solugao nao trivial

(', ..,a") = (F'(z),..., F"(x)) # (0, ..., 0).

OF(x)
OxI

Dai,o determinante da matriz se torna zero det( ) = 0. Agora, aplica-se esta obser-

vacao de formas diferenciais:

W= FYANdF? A NdET,

E, conclui-se que esta diferencial se torna zero:

lji
dw" ' =dF' NdF? N ... NdF™ = det(aa (jx))dazl A Ndx" =0
X

1

Pelo teorema de Stokes, a integral da forma w™™! sobre a fronteira S"~! de B™ ¢ igual a

O—/ dw”l—/ W't
n Sn—1

Por outro lado, F' atua na fronteira da esfera S™~! como a identidade; por isso

Zero.

W' gnor = 2tda® A A da"|gnoa.

Isto implica que,
0:/ :L’lda:2/\.../\dx”:/ dz' A ... A dx™ = vol(B™),
Snfl Bn

e chega-se a uma contradicao. [
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2.6 O teorema do ponto fixo de Schauder-Tychonoff

Este teorema é uma extensao do Teorema do ponto fixo de Brouwer para uma situacao
mais geral. Para um melhor entendimento iniciaremos com os enunciados dos teoremas
de ponto fixo devido a Brouwer, Schauder e Tychonoff. A prova de Schauder e Tychonoff

pode ser vista em [4].

Teorema 2.6.1 (Teorema do ponto fixo de Brouwer). - Toda aplica¢ao continua da

bola unitdria e fechada de R™ em si mesma, tem um ponto fixo.

Teorema 2.6.2 (Teorema do ponto fixo de Schauder). - Seja C um subconjunto,
nao-vazio, fechado, convexo, limitado de um espaco de Banach X. Entao, toda aplicacdao

continua, compacta T’ : C' — C' tem um ponto fizo.

Teorema 2.6.3 (Teorema do ponto fixo de Tychonoff). - Seja C' um subconjunto,
nao-vazio, compacto, convexro de um espaco topolégico linear X, localmente convezro e

T :C — C uma aplicagcao continua. Entao, T tem um ponto fizo.

um espaco topologico linear é um espaco vetorial topoldogico cujas estruturas algébricas

e topoldgicas sao compativeis.

Lema 2.6.4. Seja K um ndo-vazio, compacto, convexo subconjunto de um espaco de
Banach real de dimensao finita. Entao, toda funcao continua f : K — K tem um ponto

firox € K.

Demonstracao: Desde que, X é homeomérfico ao R™ para algum n € N, assumindo sem
perda de generalidade, que X = R". Também, assume-se K C D". Para todo x € D",
seja p(x) € K o unico ponto da norma do minimo do conjunto x — K. Além disso, p ¢é

continua em D" . De fato, dado z,z, € D", com z, — =,
e = p)]| < [z = plan)l] < ||z = 2ol + infrex lzn — Kl — [z = p(2)]].

quando n — 0o. Assim, x — p(z,) é uma sequéncia minimizada quando z, — x em x — K
e isto implica a convergéncia de p(z,) — p(z). Defina agora, g(z) = f(p(x)). Entao g
aplica continuamente D sobre K. Do teorema do ponto fixo de Brouwer, existe um =7 € K
tal que ¢g(7) =7 = f(T). |

Como imediata aplicacao, considere o exemplo 1 de capitulo 2. Se existe um conjunto

compacto, convexo K C R™ tal que h(K) C K, entdao h tem um ponto fixo 7 € K
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Outras aplicacoes bastante diretas sao o teorema de Frobenius e o teorema fundamental

da Algebra.

Teorema 2.6.5 (Frobenius). Seja A uma matriz n X x com entradas estritamente po-

sitiva, entao A tem autovalores estritamente positivos.

Demonstracao: A matriz A pode ser vista como uma transformacao linear de R" para

R™. Introduzindo o conjunto compacto convexo

K = {xER" : ij =1,2; >0, para j = 1,...,n}.

j=1
e defina f(z) = Az/||Ax||, (onde ||-||; é a norma euclideana 1). Observe que se z € K
entao toda as entradas de x sao nao negativas e ao menos uma ¢ estritamente positiva,
dai, todas as entradas de Ax sao estritamente positivas. Entao f é uma funcao continua
aplicando K em K e portato, existe T € K tal que AT = ||AZ||, T. |

Particoes da unidade: - Suponha que Vi, ..., V,, sao subconjuntos abertos de um espaco

de Hausdorff X, localmente compacto, K C X é compacto, e
KcWViu..uV,.
Entao, para todo j = 1,...,n existe ¢; € C(X),0 < ¢; <1 com suporte em V; tal que
o1(x) + ... +pn(x) =1, para todo = € K.

A colecao o1, ..., v, € dita ser uma particao da unidade para K, subordinada a cobertura
aberta {V4,...,V,}. A existéncia de partigoes da unidade, é consequéncia direta do Lema
de Urysohn, que de maneira geral afirma que dados A, B dois subconjuntos fechados e
disjuntos de um espago topolégico X, existe uma funcao continua f : X — [0, 1] tal que
f(A) C {0} e f(B) C {1}. Frequentemente, é interessante encontrar partigdes da unidade
de um conjunto compacto K C X, cujos membros, sao fun¢oes continuas definidas em K.

Claramente, neste caso, X nao precisa ser localmente compacto.

Teorema 2.6.6 (Schauder-Tychonoff). Seja X um espago localmente convexo, K C X,
nao-vazio e convexro, Ky C K, e Ky compacto. Dado uma aplicacdo continua f : K —

Ky. Entao, eziste T € Ky tal que f(T) =T.

Demonstracao: Denote por B uma base local para a topologia em X gerada pela familia

separavel de seminormas de P em X. Dado U € B, da compacidade de K, existe
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x1, ..., T, € Kqy tal que

K() - U(Q?] +U),

j=1
Seja @1, ..., o, € C(Kp) uma partigdo de unidade de K, subordinada a cobertura aberta

{z; + U}, defina

fulz) = Zgoj(f(x))xj, para todo x € K
=1

entao,

fu(K) C K, :=co({x1,...,x,}) C K,

o Lema 2.6.4, assegura a existéncia de xy € Ky tal que fy(zy) = xy. Entao,

v = f(r0) = folew) = flav) = Y ei(flev)(z; = flav)) €U (2.2)
j=1
para ;(f(zy)) = 0 quando z; — f(zy) ¢ U, apelando novamente para a compacidade de
Ky, existe
ze () {flav): U€B,UCW}C K, (2.3)
WeB

Selecione agora, p € Pee >0, e seja
V={reX: :px)<e} €B,
Desde que f é continua em K, existe W € B,W C V, tal que
fl@)=f@) eV
quando z — T € 2W,x € K. Além disso, por (2.3), existe U € B,U C W, tal que
T— flzyp) e W CV, (2.4)

Coletando (2.2) e (2.4), obtem-se

rp—T=uxy— fley)+ flay) —TeU+W CW+W =2W,
o que produz
flzv) = f(x) €V, (2.5)
Por isso, (2.4) - (2.5) acarreta

p(T— f(@) < p@— fav)) +p(f(zr) — f(T)) < 2e

Sendo p e € arbitrario, conclui-se que p(T — f(Z)) = 0 para todo p € P, o que implica na

igualdade f(7) = 7. |
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2.7 O teorema de Markov-Kakutani

O seguinte teorema refere-se a pontos fixos comuns de uma familia de aplicacoes line-

ares comutativas.

Teorema 2.7.1 (Markov-Kakutani). Seja X um espago localmente convezo, e seja
K C X um conjunto nao-vazio, compacto, convero. Assumindo que G é uma familia de
operadores lineares e limitados de X em X tal que:

(a) G é abeliano, isto é, TS = ST, para todo S,T € G;

(b) TK C K para todo T € G.

Entao existe, T € K tal que TT =7 para todo T € G.

Demonstracao: Para qualquer T € G e qualquer n € N, defina o operador

4T 4.+ T"

T,
n+1

Observando que (b) e a converidade de K implicam que

T.K C K.
Dado TD,....T® € G eny,...,n; €N, seque que

k

(7 #0.

j=1
De fato, de (a) para qualquer T, S € G, e qualquer m,n € N,

T.KNS,K>T,S,K—S,T,K #0

Envolvendo a compacidade de K, a propriedade da intersecao finita fornece

F= () T.K#0

TeG,neN
Afirma-se que, todo x € F, € ponto fixo de todo T € G. Seja entao, T € F, e qualquer
T € G. Entao, para todo n € N existe y = y(n) € K tal que T = T,y. Por isso,

Ty+ T+ + T g+ Ty+. +Ty  Trly—y 1

Te —T = S
e n-+1 n-+1 n+1 n+1

(K — K).

Assim,

1
TT—TG(]n+ﬁK—K)
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O conjunto K — K € claramente compacto, pois € a imagem de K X K sob a aplica¢ao
continua ®(x1,x5) = x1 — x9. Seja entdo, p a seminorma em X. Entdo para qualquer

€ >0 existe n € N tal que

1

n+1(K_K)C{fE€X:p(x)<e}.

Conclui-se que p (TT — ) = 0, para toda seminorma em X, o que acarreta a igualdade

Tz =7. |
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Capitulo 3
ANALISE COMPARATIVA

Neste capitulo iremos comparar e analisar os teoremas do ponto fixo de Banach e de
Brouwer em seus aspectos mais gerais, os assuntos iniciais que embasam esta abordagem
estao contidos na capitulo 2, especificamente na secao 2.1 e na secao 2.5 , pois contém os
enunciados cléssicos destes teoremas.

Quadro preliminar comparativo:

item | BROUWER (1910) BANACH (1922)
1 f é uma aplicacao continua f é uma aplicacdo contracao (Lips-
chitziana)
2 | X é um espaco topologico. Mais es- | X é um espaco métrico completo
peficicamente, X é um subconjunto
compacto, convexo do R"
3 | A prova classica padrao é nao- | A prova padrao é essencialmente
construtiva construtiva. Exibe um método para
localizar o ponto fixo.
4 | teorema de existéncia teorema de existéncia e unicidade

Inicialmente se observa uma diferenga na natureza das demonstragoes destes dois teo-
remas classicos, sendo a de Brouwer de forma indireta ou por equivalencias e a de Banach,
essencialmente construtiva.

Um outro aspecto observado foi o ambiente comun em que os teoremas foram conce-
bidos, a saber: o espaco euclideano R"™ ou seja, foi considerado espacos de dimensao finita
e também foram consideradas fungoes f ou aplicagoes onde o dominio e a imagem sao os
mesmos, ja que em dimensao infinita o dominio e a imagem de uma aplicacao podem ter
diferentes topologias.

E em Brouwer o subconjunto X do R"™ considerado é um espago topoldgico, no caso,

a bola unitaria B™ e f uma funcao continua, e em Banach o subconjunto X considerado
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é um espaco métrico completo e f uma contracao que garante a existéncia de um nico
ponto fixo.

A métrica em X utilizada no teorema de Banach é crucial na hipotése de f ser uma
contracao, e muito embora, a bola unitaria no espaco euclideano R™ ser um espaco métrico,
e a topologia métrica determinar a continuidade da funcao f e esta garantir a existéncia
de pelo menos um ponto fixo, a énfase em Brouwer é na caracteristica topologica da bola
unitaria que por sua vez é contratil.

Em funcao desta analise preliminar apresentada no quadro, é imediato verificar que o
aspecto em que ha um ponto mais dissonante entre os teorema € exatamente a sua demons-
tracao, e ai reside a principal motivacao para este trabalho, por duas razoes bem conheci-
das historicamente: A natureza nao construtiva do teorema do ponto fixo de Brouwer; e o
fato da prova padrao do teorema do ponto fixo de Banach, ser definitivamente construtiva.

Um teorema de ponto fixo, em geral, é conhecido como um resultado de existéncia
real, ou seja, como um principio de existéncia em matematica, e estes sao basicamente de
dois tipos: a saber, de natureza construtiva em que a demonstragao da existéncia de um
determinado objeto matemaético consiste em exibir um algoritmo que permite pelo menos
em tese, calculd-lo. E o outro tipo, é de natureza conceitual, onde se garante a existéncia
e eventualmente se caracteriza o objeto, mas nao fornecendo nenhum método de obteé-lo.
A versao classica do teorema de Brouwer se encaixa, pelo menos até o momento, neste
ultimo tipo, e por isto muitos estudiosos afirmam que este teorema nao pode ser provado
construtivamente. Mas, desde que, suas muitas formulagoes equivalentes ou extensoes
podem mostrar a existéncia de solucoes para muitos problemas em matematica pura e
aplicada se empreendeu uma busca no sentido de se prova-lo diretamente.

As idéias sobre construtividade ou provas construtivas, surgem com Leopold Kronecker
(1823-1891), pois este acreditava que a prova da existéncia de um ente matemaético deveria
se basear em um algoritmo finito que permitisse a sua construcao, e isto deu impulso para
a formacao da escola intuicionista, a qual teve Brouwer como um de seus expoentes, em
oposicao a esola formalista, fundada por David Hilbert.

De maneira breve e objetivando entender neste texto o termo - matematica construtiva,
afirma-se que: Primeiro, sao matematicas feitas no ambito da matematica construtiva
proposta por Bishop [6], que é essencialmente a matemadtica feita com o uso da légica

intuicionista e escolhas dependentes.
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Segundo, o uso da légica intuicionista garante que as provas prosseguem de maneira que
preservem o significado computacional, em particular, uma prova construtiva de existéncia
de P(z) incorpora um algoritmo para a constru¢do de um objeto x e um algoritmo para
verificagao de que P(z) se mantém. Desta forma, matematicas construtivas podem ser
vistas como um alto nivel de linguagem de programagao. O que contrastaria com as
demonstragoes aceitas de forma indireta de um dado primeiro teorema, e que sao aceitas
como validas apos verificar a demonstragao de um segundo teorema, implicando assim em
uma formulagao equivalente.

O teorema do ponto fixo de Brouwer em sua versao original ou classica, até o momento
nao tem uma prova direta. Mas em versoes cuja idéia foi de utilizar o argumento da
aproximacao de pontos fixos, tem surgido varias provas, este argumento foi defendido
pelo préprio Brouwer em 1952, conforme [14]. No artigo de 1976, R. B Kellogg e etc. [9]
apresenta a prova construtiva do teorema do ponto fixo de Brouwer que resulta em um
algoritmo ou metddo para se obter um ponto fixo, chamado de método da continuacao,
no qual em linhas gerais se considera: D um conjunto aberto, convexo e limitado em R",
e seja F': D — D continua. O teorema do ponto fixo de Brouwer garante a existéncia
de um ponto fixo, um ponto z tal que x = F(z).

Para esta prova recente, foi observado que a técnica utilizada é a de € — pontos fizos,
e € neste contexto que encontramos uma equivalencia nas demonstracoes dos teoremas de
Brouwer e de Banach: A utilizacao de € — pontos fizros , um argumento defendido por
Brouwer como tendo significado intuicionista.

Nos teoremas de Kellogg , a demonstracao consiste em provar que existe e-aproximagcao
no conjunto, a qual nos leva a encontrar um ponto fixo, e em caso contrario podemos
melhorar esta aproximacgao o quanto desejarmos até que se encontre o ponto desejado,
isto permite construir um algoritmo que levara a encontrar o ponto fixo.

Em Kellogg, observa-se que ao utilizar todas as hipotéses cldssicas do teorema de
Brouwer, juntamente com o teorema da nao retracao, e introduzindo a hipotese da dife-
renciabilidade de uma aplicacao, chega-se a uma situagao em que se utiliza o argumento
intuicionista, para aproximagao de pontos fixos. O qual é muito semelhante ao argumento
utilizado no teorema de Banach, e que resultou em um método, chamado de método das

aproximacoes sucessivas.
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O argumento considerado por Brouwer como o unico tendo significado para os intui-

cionistas consiste na validade deste teorema.

Teorema 3.0.2. Seja M um espaco métrico. E supondo que f seja uma aplicagdo conti-
nua de um subconjunto fechado de M em um subconjunto compacto de M e que para cada

€ > 0, deve ezistir z(€) tal que:

d(f(x(e)), z(€)) <, (3.1)
Entao, f tem um ponto fizo.

Demonstracao: Seja X um subconjunto fechado de U e seja Y uma subconjunto com-
pacto de U e seja T': X — Y, logo T'(x(€)) estd em Y.

Pode-se assumir que para alguma sequéncia €, — 0 tenhamos T'(z(¢,)) — y € YV
e por d(T(z(e),xz(e)) < €, x(en) —> y; tal que y € X Assim, T'(y) esta definido e
T(y) =T(limz(e,)) = Um T (z(e,)) = . |

Defini¢ao 3.0.3. Os x(¢) satisfazendo (3.1) sdo chamados de e-pontos fixos para f.

Enunciaremos os teoremas e lema devido a R. B Kellogg e etc., sem demonstracao, no
entanto, a prova estd detalhada em [9], e esta é, uma prova construtiva do Teorema do

ponto fixo de Brouwer, a qual serve com base para a nossa abordagem comparativa.

Teorema 3.0.4. Para 2° € UNOD. O conjunto H=(z°) N D consiste de um nimero de
componentes conexas, cada uma das quais é uma imagem difeomorfica Ot de um circulo

ou de um intervalo aberto.

Lema 3.0.5. Cada componente coneza de H'(x°)ND € um subconjunto fechado de D\ C

na topologia relativa de D\ C.

O préximo teorema mostra a existéncia de um ponto fixo e da a base para o método

numérico de Kellogg.

Teorema 3.0.6. Seja x°

€ R, e seja s; uma sequéncia com s; — L(z°). Entao
z(s;,2°%) contém uma subsequéncia que converge para um ponto fizo de F, logo C' nao
¢ vazio. Além disso, para € > 0 existe um s(e,2°) < L(a®) tal que s(e,2°) < s < L(z),

dist(z(s,2°),C) < e.

A partir destas provas, claramente o teorema do ponto fixo de Brouwer fornece agora

um método para se obter um ponto fixo, tal qual o faz, o teorema do ponto fixo de Banach.
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Capitulo 4
APLICACOES DE TEOREMAS DO PONTO FIXO

Ao longo deste capitulo iremos tratar de algumas aplicagoes de teoremas de ponto fixo,

como ferramentas importantes para provar teoremas da Anadlise, e da Teoria dos Jogos.
4.1 O teorema da funcao implicita

Diferenciabilidade Fréchet - Sejam X, Y espacos de Banach (real ou complexos), U C
X, U abertoezge Xe f:U—Y

Definigao 4.1.1. f é Fréchet-diferencidvel em zy e existe T' € L(X,Y)eo : X — Y,

com _Hciiw“)lly — 0 quando uniformemente ||z|, — 0 tal que
X

f(x) = f(xo) =T (x — x9) + 0(x — 20), paratodoxr € X.

O operador T é chamado de a derivada de Fréchet de f em zy, e é denotado por f/(xg). A
funcao f e dita ser Fréchet-diferenciavel em U se é Fréchet-diferenciavel em todo xy € U.

E imediato verificar que a derivada de Fréchet em um ponto, se existe, é tnica.

Lema 4.1.2. Sejam X,Y espacos de Banach, e seja f : Bx(0,r) — Y Fréchet-
diferencidvel e Hf’(:z:)HL(Xy) < X para todo x € Bx(0,r) e algum X > 0. Entdo, f €

Lipschitz continua com constante de Lipschitz menor que ou igual a .

Demonstragao: Seja x1,zo € Bx(0,7). Pelo teorema de Hahn-Banach, existe A € Y7,

onde Y’ é o espago dual de Y, de norma unitaria tal que

1f (1) = f(@2)lly = [A(f(21) = f(z2))],

Para t € [0, 1] o conjunto
Q(t) = Af(teg + (1 —t)xs).

Aplicando o teorema do valor médio de Lagrange para ®, existe 7 € (0,1) tal que

[Af(21) = Af(22)] = |@(1) = @(0)] < [@(7)] = |Af (71 + (1 = 7)a2) (21 — 72)| Dal,

1f (1) = flzally < (721 4+ (1= 7)a2) (21 — )| < M|y — ol - u
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Dado dois espacos de Banach X e Y, o espaco vetorial X x Y é um espaco de Ba-
nach com qualquer das normas euclideanas (equivalentes). ||(x,y)||, = (/[=[% + lyll2)'”,
|(z,y)|l = max{[|z| y,||ylly}, (p > 1). Na sequéncia, sempre se usard a co-norma, de

modo que
Bxxy (%o, %0), 1) = Bx(0,7) X By (Yo,7)
Para espagos de Banach XY, Z, dado T' € L(X,Z) e S € L(Y,Z), o operador R :
X xY — Z definido por
R(z,y) =Tz + Sy

pertence a L(X XY, Z). Reciprocamente, qualquer R € L(X x Y, Z), tem a representagao
acima com Tz = R(z,0) e Sy = R(0,y). E imediato ver que, L(X, Z) x L(Y, Z) e L(X x
Y, Z) sao espacos de Banach isomérficos. Dado entdao, f : U C X xY — Z, onde
U é aberto e f é Fréchet-diferencidavel em wy = (z9,y0) € U, uma verificagdo facil é
que as derivadas parciais D, f(uo), € D, f(ug) existem, (que é a derivada de Fréchet de

f(yo) : X — Z em xg e de f(xg,) : Y — Z em yo respectivamente), e

f'(uo)(w,y) = Dy f(uo) () + Dy f(uo)(y)

Teorema 4.1.3 (Dini). Sejam X,Y,Z espacos de Banach, U C X XY um conjunto
aberto, ug = (xo,yo) € U, F: U — Z, tal que

(a) F é continua e F(ug) = 0;

(b) DyF(u) existe para todo u = (x,y) € U;

(¢) DyF € continua em ug e D, F(ug) € invertivel.

Entéo existe ., 3 > 0 para o qual Bx(xo, ) x By (yo, 3) C U e a tinica funcio continua

f : Bx(xo, ) — By (yo, ) tal que a relagdo
Flz,y) =0 <= y=f(z)
E wdlido para todo (z,y) € Bx (o, a) X By (yo, ).
Demonstragao Sem perda de generalidade, assume-se xqg = 0 e yo = 0. Defina
©(z,y) =y — [D,F(0,0)] " F(z,y), (z,y) €U
Por (a) ® é continua de U em Y. Desde que,

[qu)(07 0)]_1 (qu)(07 0) — qu)(x, Y),
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por (c) existe v > 0 pequeno o suficiente tal que

Hqu)(iU:?/)HL(Y) < 5, paratodo (x,y) € Bx(0,7) x By(0,7) C U.

1
2
Assim o Lema 3.1.2 e a continuidade de ® acarreta a desigualdade
1
12(z,41) = (2, 0)ly < 5l = welly s Mzllx s lyally s lgelly < 6 <o

Usando agora (a), encontra-se 0 < o < 3 tal que

1z, 0)[ly <

N

szl <o

Entao para, ||z]y < ae|yly < B,

(2, y)lly < 192, 0)[ly + [[®(z,y) — ®(x,0)]]y < %(5 +lylly) <5

Portanto, a aplicacdo continua ® : Bx(0,a) x By(0,3) — By (0, ) é uma contracio
em By (0, 3) uniformemente em Bx(0,«). Do Coroldrio 2.1.4, existe uma tnica funcio
continua f : Bx(0,a) — By(0,8) tal que ®(z, f(x)) = f(z), isto é F(x, f(z)) = 0.
|

E obvio, que a tese se mantém ao se substituir na hipétese as bolas fechadas por bolas

abertas.

Corolario 4.1.4. Seja a hipotese do Teorema 4.1.53. Se, em adicao F' € Fréchet-diferencidvel

em ug = (g, yo), entao [ é Fréchel-difrencidvel em xq, e
(o) = = [DyF (ug)] ™" Do F(ug),

Demonstracao: Aplicando a defini¢ao da diferenciabilidade Fréchet para F(x, f(x)) em

um ponto (o, f(zg)), obtem-se

0= D, F(uo)(x — o) + Dy F(uo)(f(x) — f(x0)) + oz — 20, f(2) — f(20)),

Observe que a relacao acima implica que f é localmente Lipschitz em xq. Por isso,

lo(z = zo, f(x) = f(zo))ll,

[ = oll x

— 0,

uniformemente quando ||z — x|y — 0 0 que produz a tese. [ |
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Uma consequéncia do Teorema 4.1.3, é o teorema da funcao inversa.

Teorema 4.1.5. Sejam X, Y espacos de Banach, V CY eyy € V. Sejag:V — X
Fréchet-diferencidvel em uma vizinhanca de yo, g(yo) = xo, ¢ € continua em yy € g'(yo)
¢ invertivel. Entao existem o, > 0 e uma unica fun¢ao continua [ : Bx(xg, ) —
By (Y0, ) tal que x = g(f(z)) para todo x € Bx(xo,«). Além disso, f € Fréchet-

diferencidvel em xq e f'(xo) = g(yo) .

Demonstracao: Aplicando o Teorema 4.1.3 e o subsequente coroldrio para F(z,y) =
g(y) — x, guardando em mente as consideragoes feitas antes do teorema de Dini. ]

O teorema de Dini, pode ser explorado para fornecer uma prova alternativa do fato
bem conhecido, no qual o conjunto de operadores lineares, limitados e invertiveis entre

espacos de Banach é aberto.

Teorema 4.1.6. Sejam X,Y espacos de Banach, e seja Ly.,(X,Y) C L(X,Y) o conjunto
de operadores lineares, limitados e invertiveis de X sobre Y. Entao L,.,(X,Y’) € aberto

em L(X,Y). Além disso, a aplicagio T — T~ é continua.

Demonstragao: Seja F': L(X,Y) x L(Y, X) — L(X) definda por F(T,S) =1y —TS.
Seja Ty € Lyey(X,Y), e seja Sy = T, '. Observando que Dg(T,S) = —TR. Em particular,
Dg(Ty, So) = =Ty R. Entao, a hipdtese do Teorema 4.1.3, esta satisfeita; portanto, existe
uma funcao continua f : Brx,y)(To, ) — L(X,Y) tal que Iy = T f(T') = 0, que é, Iy =
Tf(T). Analogamente, se pode encontrar uma fun¢ao continua fi : Brxy)(To,a) —
L(X,Y) (talvez para um pequeno «) tal que fi(T)T = Ix. E é imediato verificar que
f=fi,queé, f(T)=T"" para todo T € Brxy)(To, ). [ |

Localizagao de Zeros - Sejam X,Y espagos de Banach e f : Bx(zg,7) — Y uma
aplicacao Fréchet-diferencidvel. Afim de encontrar um zero de f, a idéia é aplicar um
método iterativo, construindo uma sequéncia x,, (iniciando de xy ) de modo que x, 1 é o

zero da tangente de f em z,,. Assumindo que f'(z)™' € L(Y, X) em Bx(zo,r), tem um

Tt = Tn — f(20) " f20), (4.1)

fornecendo x,, € Bx(xo,r) para todo n. Este procedimento é conhecido como o método
de Newton. Contudo, na pratica, poder ser complicado inverter f’ em cada passo. Assim

pode se tentar uma modificagao

Tn+1l = Tn — f,(xO)_1f<xn)' (4.2)
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Claramente, usando (4.2) em lugar de (4.1), uma menor taxa de convergéncia é esperada.

O préximo resultado é baseado em (4.2).

Teorema 4.1.7. Sejam X,Y espacos de Banach, e f : Bx(xo,7) — Y, uma aplicagdo
Fréchet-diferencidvel. Assuma que, para algum X\ > 0,

(a) f'(zo) € invertivel;

(0) [l () = f'(@o)ll Lx.yvy S AMlw = wollx » paratodo x € Bx(xo,7);

(¢) 1= AN 1f (o) Ml oy 1 (@)l < 1;

(d) s =21/ (z0) "l @y I (@o)lly <7

Entdo, existe um tnico T € Bx(zg,s) tal que () = 0.

Demonstragao: Defina ® : Bx(zg,s) — X como ®(z) =z — f'(20) " f(x). Entdo,

||cI>/(x)HL(X) < Hfl(xO)_l”L(Y,X) 1 (20) — f/(x)HL(X,Y) < As Hf,@”o)_lHL(Y,X) - g

Por isso @ é Lipschitz, com contante de Lipschitz menor que ou igual a /2 < 1/2. Além

disso,
_ S
|®(z0) — xO”X < Hf/(ﬂﬁo) 1”L(Y,X) ||f(950)HY = )

que por sua vez da
1 s
|9(x) ~ olly < 19() — @(a0)llx + @) ~ wolly < & flr — woll + 5 < 5.

Logo , ® é uma contracdo em Bx(zo,s). Do principio da contracdo, existe um tnico
T € Bx(wo,s) tal que ®(T) = T, o que implica em f(Z) = 0. Em relacdo a velocidade da
convergéncia de z, para T, em virtude da observagao apds o Teorema 2.1.2, obtem-se

n

SH

[z =T x < 55
T 2-p2n

Também, desde que

Tns1 =T = f'(20) " (f (w0 — f'(wn)) (20 — T) + ol|zn — Z] )
segue que,
— 1% — -
l2n+1 = Zllx = 5 llon = Zllx + olllen = Zllx)

como consequencia,

||In+1 - EHX <cllzn — EHX
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para algum ¢ € (0,1), e para todo n grande. Isto é referido como, a convergéncia linear
do método. |

Observagao: Se fizer u < 2 e se for assumido que f e Lipschitz continua em Bx(zg, )
com constante de Lipschitz A, pode-se obter a tese com uma prova inteiramente diferente

explorando o método iterativo (4.1). Neste caso, obtem-se uma estimativa muito melhor

_ S M)Q?’L—l
— < - (=
o =7l < o5 (5

Hxn+1 - f”X <c Hxn - f”i{

para algum ¢ > 0 (isto é, tem-se a convergéncia quadratica).



66

4.2 [Equacgoes diferenciais ordinarias em espacos de Banach

Apresenta-se a prova do teorema de existéncia e unicidade de solugoes de EDO’s numa
situacao particular
Teorema de Picard

Considere o problema da existéncia de solucao de uma equacgao diferencial ordinaria

(EDO) de primeira ordem geral.
y, = f(xa y)> (43)

onde f : 2 — R é qualquer funcao continua definida em algum dominio (conjunto aberto
e conexo) ) C R2 onde y é a varidvel dependente, e x é varidvel independente. Isto é,
y = y(z) é a funcdo desconhecida. O principal objetivo é provar que a classe de equagoes
da forma (4.3) tem solucao local, e que a solugao para tal problema de valor inicial é

Unica.

Defini¢ao 4.2.1. Seja (o, ) € R um intervalo dado e a € (a, ) e y(x) continua em
(ar, B). Dada qualquer constante fixa b, um problema de valor inicial para a equagao (4.3)
é

y'=fly),  yl) =0 (4.4)

A idéia chave para solucionar o problema de valor inicial da equagao em (4.4), reside

na substituicao pela equacao integral equivalente em y

y(x) = b+ / " Ft (), (4.5)
onde z € (o, B3).

Proposigao 4.2.2. A funcgio ¢ € solugao do problema de valor inicial (4.4), no intervalo

(o, B) C R se, e somente se, ¢ € solugdo da equagao integral (4.5) em (a, B3).

Demonstracao: Se ¢ é solucao do problema de valor inicial (4.4), entdo, para t € («a, )

©(t) = f(t, (1)), (4.6)

e p(a) = b. Desde que, ¢ é continua em («, 3), e f é continua em €, a fungao f (¢, p(t))

é continua em (a, ). Dali, integrando (4.6) de a até x acarreta que

o) =b+ [ it olt))r, (4.7)
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e assim, ¢ é solucao de (4.5). Reciprocamente, se ¢ satisfaz a equagao integral (4.5), entao,

¢(a) = b e diferenciando (4.7), encontra-se usando o teorema fundamental do calculo, que

P'() = fle,0(x), em (a,f)
Assim, ¢ é solugao do problema de valor inicial em (4.4). |

Definigao 4.2.3. Uma funcao f(z,y) definida em um conjunto S C R? ¢ dita satisfazer

a condicao de Lipschitz em y no conjunto S, se existe uma contante M > 0 tal que

|f(:v,y1)—f(x,y2)| S*]\4|y1_y2|a (48)

para todo (x,y1) e (x,y2) em S.

Observagao: Uma condigao suficiente para uma fungao f(z,y) satisfazer a condicao de
Lipschitz em um retangulo fechado S em R? é a continuidade de g—i(x, y) em S. Utilizando

o teorema do valor extremo de Weierstrass, existe M > 0 tal que

| <o (19)

para todo (x,y) € S. Ao mesmo tempo, para (x,y;), (x,y2) € S 0 teorema do valor médio

(T.V.M) implica que

15)
|ﬂaw—fmmn=b5aowrwm

onde y; < ¢ < Yo, agora, desde que (x,¢) € S, utilizando (4.6), obtem-se

|f(x,y1) = f(z,y2)] < M yr — 2.

. L : : of )
Assim, no teorema seguinte é suficiente assumir que f e —— sao continuas em ().

dy
Teorema 4.2.4 (Picard). Seja Q um dominio em R? e seja f : Q@ — R continua. Seja

(a,b) € Q e considere o prolema de valor inicial

y(z)=flzy),  yla) =0, (4.10)

supondo que f satisfaz a condigdo de Lipschitz em y no dominio ). FEntao, existe um

d > 0 e uma unica solugao ¢ = p(x) para o problema de valor inicial, para todo |z — a| < §
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Demonstragao: Desde que, ) é aberto e v = (a,b) € €, existe r; > 0 tal que, o disco
aberto B,, (v) C Q. Escolhendo 0 < r < r;, de forma qu o disco fechado B, (v) C B,, (v).

desde que, f é continua em Q e também em B, (v), existe K > 0 tal que
|flz,y)| < K

para (z,y) € B,(v). Em adicdo, f satisfaz a condicdo de Lipschitz em y no dominio €2, e

portanto, em B, (v), existe M > 0 tal que

[f (2 y0) = F(z92)| < M fyr = 1],

para todo (z,v1), (z,12) em B,(v). Agora, escolhendo 0 < § < min{KCrl,%} tal que
§ < - e oretangulo {(z,y) : |z —a| < 6,|y — b| < K6} C B,(v). Seja J =[a—d,a+ 6] e

considere o espago métrico C'(J) de toda fungao continua real ¢ : J — R com a métrica

d(¢,¥) = max|¢(x) — ()]

Seja

C={vel(J): [¢(x) —b| < Kd}.
O conjunto C' é um nao-vazio (C' contém a funcdo constante 1(x) = b) subconjunto
fechado do espago métrico completo (C'(J), d) e ele mesmo é um espago métrico completo.
Em adicdo, note-se que, se ¢ € C, entdo, |[(z) —b] < K¢ e (x,9(x)) € Q para todo
x e J.

Agora para cada 1 € C considere a aplicagao F' dada por

5 =b+t / " Ht vt

onde z € J. Observando que, f e 1 s@o continuas, toda F'(¢)) é continua em J. Além

disso, a estimativa

|F(¢(x)) = b =

dt‘ /|f |dt<K/ dt < K,

mostrando que F'(1)) € C. Agora, mostrando que F': C' — C' é uma aplicagao contragao
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deste espago. Seja 1y, € C. Entao,

AF(), F(d) = max|F(yr(z) = F(d())

< wa| [ 1510.000) — seva(o)]
< x| [ 3r1une) - vato)

< max |} / d<w1,w2>dt‘

< Md(%,wz)fggfu_a‘

= Méd(%ﬂﬁz)

Desde que Mé§ < 1, F é uma aplicagao contracao. Portanto, do principio da aplicacao

contracao segue que existe ¢ € C' tal que, F(¢) = ¢. Isto é

o) =b+ [ " f o))t

Em outras palavras, ¢ é solucao a equagao integral (4.5). E segue da proposicao acima
que ¢ é solugdo do problema de valor inicial (4.10) . Além disso, ¢ é a unica solugao de

(4.10). Se houver % como outra solucao de (4.10), 1 também satisfard a equagao integral

()= b+ / " Ft (@)

Portanto, F'(1)) = 1, o que contradiz a unicidade de ¢ (isto é, a unicidade do ponto fixo).
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Considerando agora, os casos em espacos de Banach.
A integral de Riemann - Seja X um espaco de Banach, I = [a, ] C R. A nogao da
Integral de Riemann e as propriedades relacionadas podem ser extendidas sem nenhuma
diferenca do caso de funcoes a valores reais para a funcao de valores X em I. Em particu-

lar, se f € C(I,X), onde C(I, X)é o conjuntos das fungdes continuas e limitadas, entao

/a ey

d t
e a/ fy)dy = f(t), para todo t € I. Recordando, que a funcdo h : I — X ¢é

f ¢ Riemann integravel em I,

B
Xslnﬂmuﬁ

diferenciavel em tq € I se o limite

i 18) = B0)

t—to t—1tp

existe em X. Este limite é a derivada de h em ¢y e é denotada por A'(tg) ou Lh(t). Se
to € (a, B) recorda-se a definiciio da diferenciabilidade Fréchet. E facil ver que, se &/(t) = 0
para todo t € [a, (], entdo h(t) é constante em [« §]. De fato, para todo A € X', tem-se,
(Aoh)(t) = A'h(t) = 0, que implica A(h(t) — h(ty)) = 0, e do teorema de Hahn- Banach,
existe A € X' tal que A(h(t) — h(a)) = ||h(t) — h(a)]|.

O problema de Cauchy - Seja X um espaco de Banach, U C R x X,U é aberto
uy = (to,z0) € U, f: U — X continua. O problema é para encontrar um intervalo
fechado I, com ty pertencente ao interior de I e uma funcao diferenciavel z : I — X tal

que
() = f(t,x(t), tel,
(6) = f(t.2(t) o
x(ty) = xo.
E evidente que x é automaticamente de classe C* em I. Também, é rapidamente visto

que (4.11) é equivalentes a equagao integral

w(t) =z + [} fly,x(y)dy, tel (4.12)

A saber, x ¢é solucao de (4.11) se, e somente se, é solugao de (4.12).
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Teorema 4.2.5 (Solugao Local). Assuma as sequintes hipdteses:
(a) f € continua,
(b) A desigualdade

[F (a1 = f(t zallx < K@) 21 — 22 x
para todo (t,x1), (t,x2) € U, se mantém para algum k(t) € [0, col;
(¢c) k € L'((to — a, to + a)) para algum a > 0;
(d) Eziste m > 0 e Bryxx(uo,s) C U tal que

|f(t, 2)|lx <m, paratodo (t,z) € ERXx(uO, s).

Entao, existe 19 > 0 tal que, para qualquer T < Ty, existe uma tnica solucao v € C*(I,, X)

para o problema de Cauchy, com I. = [to — T,to + 7].

Observagao: Observando primeiro, que de (b), desde que U é aberto, k é definido em
uma vizinhanga de zero. Se k é constante, entao (c), (d) sdo automaticamente satisfeitos.

De fato, para (x,t) € Bryx(uo, s), tem-se

1£(6.2) L < s ma | (2. 0)l

Também, (d) é sempre verdadeiro, se X é de dimensao finita, e bolas fechadas sdo com-

pactas. Em ambos os casos, definindo
S0 = sup{a > 0: Bryx(ug,0) C U}

pode se escolher qualquer s < sg.

Demonstragao: Seja r = min {a, s} e o conjunto

) T
To = min< r, —
m

Selecione entao, 7 < 7 e considere o espago métrico completo Z = EC( . X) (2, 7) com
a métrica induzida pela norma de C(1,, X) (aqui xy é uma fungao constante igual a xg).
Desde que, 7 < 1, se z € Z, entdo (t,2(t)) € Brxx(up, ) C U para todo t € I,.. Por isso,
para z € Z define-se

F _x()—'—/fya dyv

paratodot € I.. Observe que

sup [ F'(2)(t) — zollx < Sup
tel,

/Hf% |um4<mf<r
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Conclui-se que F' aplica Z em Z. O ultimo passo é para mostrar que F™ é uma contracao

em Z para algum n € N. Por inducao, mostra-se também, que para todo t € I,

n

17 (20)(2) = F"(22) ) < — 121 = 22ll o, x) (4.13)

1. /to t k(y)dy

Para n = 1 é uma verificagao facil. Logo assumindo ser verdadeiro para n — 1, n > 2.

Entao, fazendo ¢t > ¢y (o0 argumento para t < to é andlogo),

IF"(20)(t) — F"(2)(8) [ = | FF™(21)(8) — FF" () (2)
< / 1/ F™ (2 (8) — £l () (1)) dy

< / k() | F (20 (1) — F* () (1) dy

to

< o _1 D)l [/t: k(y) </: k(w)dw) " d?/] |21 — ZQHC(IT,X)

1/ "
=— / k(y)dy | (121 = 22llcq, x) -
n: to

Logo, vale para n — 1. Portanto, de (4.13) obtem-se

n n Ln
[F"(21) — F (Z2>HC(IT,X) < nl HkHL1(1,> |21 — Z2HC(IT,X) :

isto mostra que para n suficientemente grande F" é uma contragao. Pelo Corolério 2.1.7,
conclui-se que F' admite um tnico ponto fixo, o qual é claramente a solugao da equagao

integral (4.12) e também de (4.11). |



73

4.3 O teorema fundamental da Algebra

Como aplicagao do teorema do ponto fixo de Brouwer, apresentamos uma prova para
o teorema fundamental da Algebra que enfatiza a invariancia de uma fun¢ao em conjuntos

compactos.

Teorema 4.3.1 (Fundamental da Algebra). Seja p(z) = ag + a1z + ... + a,z" um

polinémio complezo de graun > 1 em C. Entao, existe zg € C tal que p(zy) = 0.

Demonstracao: Para este propésito, se identificard C com R2. Pode-se supor, sem perda

de generalidade que a, =1 e
r=2+lao| + ... + |ap_1]|.

Define-se a funcao continua g : C — C como

z— @ei(l_”)e, se |z| <1,

9(2) =

z— I@z(l*"), se|z| > 1

onde z = pe® com, 6 € [0,27) e considerando agora o conjunto K = {z;|z| <}, que é
compacto e convexo do plano. O objetivo é mostrar que K é invariante pela g, ou seja

g9(K) C K De fato, se |z| <1, entao

PG, Lt ool ot oo

r T

l9(2)] < |z + <14+1=2<r

reciprocamente, se 1 < |z| < r, entdo tem-se

p(2) 2 ag+arz4 ...+ a2t
gl < o — 2EL) )2 -~
rz r rz
. -2
§7’—1+|a0‘+ + | 1|§7°—1+—T <r
r r

Assim K ¢é invariante pela g. Seja zg € K ponto fixo de g, que é claramente a raiz de p,

e assim p(zp) = 0. |
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4.4 Teoria dos jogos

Iremos apresentar um dos importantes resultados da teoria dos jogos, este é devido ao
matematico John Nash, que é sobre jogos nao-cooperativos, e que por este resultado obteve
o Prémio Nobel de Economia. Na demonstracao do seu teorema, John Nash utilizou o
teorema do ponto fixo de Brouwer.

Considerando um jogo, com n > 2 jogadores, sob a suposicao que os jogadores nao
cooperam entre si. Cada jogador adota uma estratégia, independente da estratégia dos
outros jogadores. Denote o conjunto de todas as estratégias possiveis do K™ jogador por
Ky e o conjunto K = Ky x ... X K,,. Um elemento x € K é chamado perfil estratégico.

Para cada k, seja fi, : K — R, a funcao perda do K" jogador. Se

ka(x) =0, para todo v €K (4.14)
k=1

O jogo é chamado de soma-zero. O objetivo de cada jogador é minimizar sua perda,

ou equivalentemente, maximizar seu ganho.

Definicao 4.4.1. Um Equilibrio de Nash é um perfil estratégico, com a propriedade de
que um jogador nao pode ser beneficiado pela mudanca de sua estratégia, enquanto os
outros jogadores mantém as suas estratégias inalteradas. Em féormula, ele é um elemento

T = (T1,...,Tn) € K tal que
fk(f) < fk(flv oy Tp—15 Thy Thoot 15 "'7571)7 para todo T € Kk: (415)
para todo k =1,2,...,n.

Estritamente falando, um equilibrio de Nash sugere uma conveniente estratégia cau-

telosa a ser adotada por cada jogador no jogo. Afirma-se, uma estratégia, ao invés, da
estratégia, desde que um equilibrio de Nash (se existir), pode nao ser unico.
Precisa-se, é claro, de outras hipdteses sobre os conjuntos Kj e nas aplicagoes fy. E
razoavel assumir que, com todas as outras estratégias fixadas, a funcao perda f, tenha
uma pequena variagdo em correspondéncia com uma pequena variacao em xj. Além
disso, francamente falando, presume-se que as médias das perdas, que corresponde a
duas diferentes estratégias do K jogador é maior que a perda correspondente a média
estratégica. Convexidade, pode traduzir melhor esta questao.

Um dos resultados fundamentais da teoria dos jogos é o seguinte:
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Teorema 4.4.2 (Nash). Para todo k = 1,2,...,n, seja Ky um subconjunto, nao-vazio,
compacto e convero de um espaco localmente convexo Xj. Assuma que para todo k a
fungao perda fi € continua em K. Em adi¢ao, para todo z; € K; fizado, com j # k,
a aplica¢ao fr(T1, ..., Tp_1," Tpi1, -, Tpn) : K —> R é convexa. Entao, existe T € K

satisfazendo (4.14), isto €, existe um equilibrio de Nash.

Demonstracao: Defina ® : K x K — R, como

n

O(z,y) = Z[fk(l’)—fk(xl,---,ikal,yk,iUkJrl,---7917n)]

k=1
Entao, ® é continua, ®(z,-) e é concava para todo = € K, fixado. Da desigualdade de Ky

Fan, existe um 7 € K tal que,

sup ®(7,y) < sup ®(y,y) = 0.
yeK yeK

Em particular, se nosso conjunto y = (T, ..., Tk—1, Tk, Tk, - Tn), para todo zy € K,

obtem-se

®(z,y) <0, para todo xp € K.

que nada mais é do que (4.15). [
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