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Resumo

Neste trabalho inicialmente estudamos via teoria de semigrupos a existência, unicidade

e estabilidade da solução do sistema termoelástico, usando técnicas desenvolvidas por

Lummer - Phillips e Gearhart. Estudamos também o decaimento exponencial pelo método

da energia utilizando a equivalência com o funcional de Lyapunov, L.

Palavras-chave: Sistema termoelástico, Teoria dos Semigrupos, Decaimento exponen-

cial.



Abstract

In this work we study, using semigroups theory, the existence, uniqueness and stability of

the thermoelastic system solution, using techniques developed by Lummer - Phillips and

Gearhart. We Study also exponential decay by energy method using equivalence with

functional of Lyapunov, L.

Keywords: Thermoelastic system, semigroups theory , exponential decay.
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Introdução

No primeiro caṕıtulo, apresentamos alguns teoremas e definições sobre a Análise Funcional

e espaços de Sobolev, que serão usados nos caṕıtulos posteriores.

No segundo caṕıtulo, apresentamos algumas propriedades e definições importantes de

semigrupos de classe C0 em um espaço de Banach. Apresentamos os teoremas importantes,

o teoremas de Lumer-Phillips que trata da caracterização de um semigrupo de classe C0

e o Teorema de Gearhart que estabelece as condições necessárias e suficientes para um

semigrupo de classe C0 ser exponencialmente estável.

No terceiro caṕıtulo, demonstramos a existência, unicidade e o decaimento exponencial

da solução do sistema termoelástico. Para obtermos a existência e unicidade de solução,

reescrevemos como problema de primeira ordem no tempo:{
Ut = AU, t > 0

U(0) = U0

onde A um operador linear associado com o modelo. Em seguida, mostramos que A

é o gerador infinitesimal de um semigrupo S(t)t≥0. Assim, usando as propriedades dos

semigrupos de classe C0 em um espaço de Banach, mostramos que U(t) = S(t)U0 é a única

solução do problema considerado. Provamos a estabilidade exponencial do semigrupo de

contrações de classe C0 , S(t)t≥0, associado ao sistema dissipativo usamos o Teorema de

Gearhart. A demonstração da estabilidade exponencial é feita por contradição.

No quarto caṕıtulo mostramos o decaimento exponencial pelo método da energia. Nesta

etapa encontraremos o funcional de Lyapunov e usando o fato que são equivalentes bastar

mostrar que o mesmo decai.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Apresentaremos neste caṕıtulo alguns conceitos básicos que serão utilizados ao

longo do trabalho.

1.1 Espaço das Funções Testes

Sejam Ω ⊂ Rn um aberto limitado e φ : R −→ R função cont́ınua.

Denominamos suporte de φ, ao fecho, em Ω, do conjunto dos pontos x perten-

centes a Ω onde φ não se anula.

Denotamos o suporte de φ por supp(φ) e do ponto de vista matemático

supp(φ) = {x ∈ Ω;φ(x) 6= 0} em Ω.

O supp(φ) é o menor fechado fora do qual φ se anula.

Daremos um destaque especial às funções φ : Ω −→ R, com suporte compacto

contido em Ω que sejam infinitamente diferenciáveis.

Definimos o espaço D(Ω) = C∞(Ω) como sendo o espaço vetorial das funções

infinitamente diferenciáveis e com suporte compacto contido em Ω.

Os elementos de D(Ω) são denominados funções testes em Ω.
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Definição 1.1.1. Uma sequência de funções {φn} ∈ D(Ω) converge a 0 se existir um

conjunto compacto e fixado K ⊂ Ω com supp(φn) ⊂ K para todo n e tal que φn e todas

as suas derivadas convergem a 0 uniformemente em K

O espaço vetorial D(Ω), junto com essa noção de convergência é um espaço vetorial

topológico.

1.2 O Espaço das Distribuições

Definição 1.2.1. Uma distribuiçãao sobre Ω é um funcional linear T : D(Ω) −→ R que

satisfaz a seguinte condição:

φn −→ 0 em D(Ω)⇒ T (φn) −→ 0R.

O espaço das distribuições é denotado por D′(Ω).

Toda função cont́ınua é localmente integrável.

Considere então f uma função localmente integrável e defina Tf : D(Ω) −→ R por

Tf (φ) =

∫
Ω

f(x)φ(x)dx.

Tf é um funcional linear, pois para todo c ∈ R e φ, ψ ∈ D(Ω) temos

Tf (cφ+ ψ) =

∫
Ω

f(x)[cφ+ ψ]dx

= c

∫
Ω

f(x)φdx+

∫
Ω

f(x)ψdx

= cTf (φ) + Tf (ψ)

Tf é uma distribuição.
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Seja {φn} uma sequência de funções com φn → 0 em D(Ω), então

Tf (φn) =

∫
Ω

f(x)φn(x)dx −→
∫

Ω

f(x).0dx = 0.

Não iremos mais fazer distinção entre função localmente integrável f e a distribuição Tf

gerada por f .

Ao dizermos que a distribuição T é uma função, afirmamos que existe uma função local-

mente integrável f , tal que T = Tf .

Derivadas de distribuição. Seja T ∈ D′(Ω) uma distribuição qualquer, definimos sua

derivada como sendo a distribuição dada por

T ′(φ) = −T (φ′) para toda φ ∈ D(Ω).

Notemos que

T ′′(φ) = −T ′(φ′) = T (φ′′)

de um modo geral

T k(φ) = (−1)kT (φk).

A derivada no sentido das distribuições, quando restrita às funções do cálculo, é exata-

mente a derivada clássica.

Consideremos f uma função real com derivada f ′ em um aberto Ω ∈ R. A derivada no

sentido das distribuições é calculada como segue

df

dx
(φ) = −f(φ′) = −

∫
Ω

f(x)φ′(x)dx =

∫
Ω

f ′(x)φ(x)dx = f ′(φ),

temos assim,

df

dx
(φ) = f ′(φ) para toda φ ∈ D(Ω) e então

df

dx
= f ′.
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Notação Multi-́ındice

Seja o espaço

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω) : ux, uy ∈ L2(Ω)}

que iremos escrever de um modo mais prático para os nossos propósitos, isto é,

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω) : ux1 , ux2 ∈ L2(Ω)}

onde (x1, x2) ∈ Ω ⊂ R2 .

Desse modo, se u ∈ H1(Ω), todas as derivadas de u de ordem 1 continuam em L2(Ω).

Consideremos agora,

H2(Ω) = {u ∈ L2(Ω) : ux1 , ux2 , ux1x1 , ux1x2 , ux2x1 , ux2x2 ∈ L2(Ω)}.

Exigimos agora que todas as derivadas de u até ordem 2 continuem em L2(Ω).

Vamos apresentar a seguinte notação introduzida por L. Schwartz para escrever esse espaço

de modo mais conveniente.

Seja x = (x1, x2) ∈ Rn; Um multi-́ındice é uma n-upla α = (α1, α2, ..., αn) , com αi ≥ 0 e

inteiros.

Associamos ao multi-́ındice α os seguintes śımbolos

|α| = α1 + α2 + ...+ αn

xα = xα1
1 x

α2
2 .....x

αn
n
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definimos

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ...∂x

αn
n

.

Escrevendo o H2(Ω) com essa nova notação fica

H2(Ω) = {u ∈ L2(Ω) : Dαu ∈ L2(Ω) para todo |α| ≤ 2}.

1.3 Espaço de Sobolev

Nesta seção, definiremos espaços de Sobolev que são necessários neste trabalho e

apresentaremos as desigualdades de Desigualdade de Poincaré, Young, Minkowski, Hölder

Definição 1.3.1. Seja Ω um aberto limitado de Rn. Para um número inteiro m > 0,

1 ≤ p ≤ ∞, representamos o espaço de Sobolev por Wm,p(Ω) o espaço vetorial de todas

as funções u pertencentes a Lp(Ω), tais que para todo |α| ≤ m, temos a derivada de u no

sentido das distribuições Dαu, pertencente a Lp(Ω). Então, temos que, Wm,p(Ω) é um

espaço de Banach com a norma

||u||pWm,p(Ω) =

∑
|α|≤m

∫
Ω

||Dαu||pLp(Ω)

 1
p

, com 1 ≤ p <∞

e

||u||pWm,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

||Dαu||L∞(Ω), com p =∞.

Notação. Quando p = 2, escreve-se Hm(Ω) em vez de Wm,2(Ω).
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O espaço Hm(Ω) com o produto interno

(f, g)Hm =
∑
|α|≤m

(Dαf,Dαg)L2

é um espaço de Hilbert.

Teorema 1.3.2. (Desigualdade de Poincaré )

Seja Ω um aberto limitado de Rn e u ∈ H1
0 (Ω). Então existe uma constante positiva C

dependendo de Ω e n tal que

||u||L2(Ω) ≤ C||∇u||(L2(Ω)),∀u ∈ H1
0 (Ω).

Demonstração. Prova em [7].

Apresentaremos alguns resultados relacionados aos Espaços Lp(Ω).

Proposição 1.3.3. ( Desigualdade de Young )

Sejam 1 < p, q <∞ tal que 1
p

+ 1
q

= 1 e a, b > 0. Então

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Demonstração. Prova em [6].

Proposição 1.3.4. ( Desigualdade de Holder )

Sejam u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω), com 1 ≤ p, q ≤ ∞ e 1
p

+ 1
q

= 1. Então uv ∈ L1 e

||uv||1 ≤ ||u||p||v||q.

Demonstração. Prova em [6].

Proposição 1.3.5. (Desigualdade de Minkowski)

Sejam 1 ≤ p, q ≤ ∞ e f, g ∈ Lp(Ω), então

||f + g||p ≤ ||f ||p + ||g||p.

Demonstração. Prova em [6].



Caṕıtulo 2

Semigrupos

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo, apresentaremos a definição de semigrupo de classe C0, proprie-

dades dos semigrupos de classe C0 em um espaço de Banach X, a caracterização dos

geradores infinitesimais de um semigrupo de operadores lineares limitados de classe C0.

Definição 2.1.1. Seja X um espaço de Banach e L(X) a álgebra dos operadores lineares

limitados de X. Dizemos que uma aplicação S : R+ −→ L(X) é um semigrupo de

operadores lineares limitados de X, quando:

1. S(0) = I, onde I é o operador identidade de X ;

2. S(t+ s) = S(t)S(s), para todo par s, t ∈ R+.

Definição 2.1.2. Dizemos que o semigupo {S(t)}t≥0 é de classe C0 se:

lim
t→0+
||(S(t)− I)x|| = 0, ∀x ∈ X.

Definição 2.1.3. Dizemos que o C0 - semigrupo {S(t)}t≥0 é uniformente limitado quando

||S(t)|| < M e se ||S(t)|| < 1, dizemos que é um semigrupo contração.

8
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Queremos relacionar o semigrupo {S(t)}t≥0 com um certo operador linear A.

Gerador Infinitesimal

Definição 2.1.4. O operador A : D(A) −→ X, definido por

A(x) = lim
h→0

S(h)− I
h

x, para todo x ∈ D(A),

onde D(A), o domı́nio de A, é dado por:

D(A) =

{
x ∈ X : existe o limite lim

h→0

S(h)− I
h

x

}

é dito o gerador infinitesimal do semigrupo {S(t)}t≥0.

Quando A é o gerador infinitesimal de um C0 − semigrupo {S(t)}t≥0, denotamos S(t) =

eAt.

Propriedade importante.

Seja A o gerador infinitesimal de um C0 − semigrupo {S(t)}t≥0. Se x ∈ D(A), então:

1. S ′(t)x = AS(t)x,

2. S(t)x ∈ C0([0,∞) : D(A)) ∩ C1([0,∞) : X)

Demonstração. Prova de (1).

Para x ∈ D(A), temos, por um lado

S
′

+(t) = lim
h→0+

S(t+ h)x− S(t)x

h

= S(t) lim
h→0+

S(h)x− x
h

= S(t)Ax = AS(t)

por outro lado



10

S
′

− = lim
h→0+

S(t− h)x− S(t)x

−h

= lim
h→0+

S(t− h)x− S(t− h+ h)x

−h

= lim
h→0+

S(t− h) lim
h→0+

S(h)x− x
h

= S(t)Ax = AS(t)x

de onde temos S
′
(t)x = AS(t)x.

Demonstração. prova da (2)

Vemos que as aplicações

t −→ S(t)x ∈ C0([0,∞) : X)

e

t −→ S
′
(t)x ∈ C0([0,∞) : X),

logo

t −→ S(t)x ∈ C1([0,∞) : X).

Notemos que S(t)x ∈ D(A) e, portanto, S(t)x ∈ C0([0,∞) : D(A)), e, então,

S(t)x ∈ C0([0,∞) : D(A)) ∩ C1([0,∞) : X).



11

Supomos agora que S1(t) e S2(t) possuem o mesmo gerador infinitesimal A e vamos provar

que S1(t) = S2(t).

Consideremos a função F (s) = S1(t− s)S2(s). Então,

F
′
(s) = −AS1(t− s)S2(s) + S1(t− s)AS2(s) = −S1(t− s)AS2(s) + S1(t− s)AS2(s) = 0,

assim F
′
(s) é uma função constante. Notemos também que

F (0) = S1(t)S2(0) = S1(t)

F (t) = S1(0)S2(s) = S2(t),

segue S1(t) = S2(t).

Resumindo tudo

Definindo U(t) = S(t)U0 mostramos que U
′
(t) = AU(t) e que U(0) = U0; logo, U(t) =

S(t)U0 é solução do seguinte problema de evolução

Ut − AU = 0, U(0) = U0, (∗∗)

e essa solução satisfaz U ∈ C0([0,∞) : D(A)) ∩ C1([0,∞) : X).

Observemos que, sendo A o gerador infinitesimal de S(t), podemos afirmar que U(t) =

S(t)U0 é a única solução (∗∗).

Tornou-se fundamental entender que, na tentativa de resolver o problema (∗∗), a questão

central é obter as condiões necessárias e suficientes para que o operador linear A seja

gerador infinitesimal de um C0 − semigrupo S(t).
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Iremos apresentar o importante teorema de Lummer − Phillips, que responde a essa

questão.

Para entender o teorema, iniciamos denotando por X∗ o dual do espaço de Banach X e

por < ·, · > a dualidade entre X e X∗. O consideremos o conjunto

F (x) = {x∗ ∈ X∗;< x∗, x >=< x, x∗ >= ||x||2 = ||x∗||2}.

Pelo Teorema de Hahn−Banach, F (x) é não vazio.

Definição 2.1.5. Dizemos que o operador linear A : X −→ X é dissipativo quando

Re < Ax, x∗ >≤ 0

para todo x ∈ D(A).

Observação 2.1.6. Escrevemos A ∈ G(M,ω) para indicar que o operador A, é o gerador

infinitesimal do C0 − semigrupo{S(t)}t≥0 tal que

||S(t)|| ≤Meωt,M ≥ 1 e ω ≥ 0.

Em particular, tomando M = 1 e ω = 0, temos que, A ∈ G(1, 0) denota que A gera o C0

- semigrupo de contrações.

Teorema 2.1.7. ( Lummer-Phillips )

1. Seja A dissipativo e λ0 > 0 tal que a Im(λ0I − A) = X, então A ∈ G(1, 0).

2. Se A ∈ G(1, 0), então A é dissipativo e, para todo λ > 0, temos que

Im(λI − A) = X.

Demonstração. Prova ver [10]

O teorema de Lummer − Phillips será utilizado para obter a existência e unicidade de

solução para o modelo que iremos estudar nesta dissertação.
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2.2 Estabilidade exponencial de semigrupos

Para estabelecermos as condições necessárias e suficientes para um C0−semigrupo
ser exponencialmente estável utilizaremos o Teorema de Gearhart

2.2.1 O Teorema de Gearhart

Apresentaremos um Importante teorema que será usado no próximo caṕıtulo

para provarmos o decaimento exponencial da solução do modelo dissipativo associado

com sistemas de equações diferenciais parciais de evolução.

Definição 2.2.1. Seja A o gerador infinitesimal de um C0 − semigrupo em um espaço

de Hilbert H. Definimos o conjunto resolvente de A ρ(A) como

ρ(A) = {λ ∈ R; (λI−A) é invert́ıvel e limitado onde I : H −→ H é o operador identidade }.

Definição 2.2.2. Seja A o gerador infinitesimal de um C0 − semigrupo em um espaço

de Hilbert H. Definimos o espectro σ(A) como

σ(A) = {λ ∈ R; (λI − A) não é invert́ıvel, onde I : H −→ H é o operador identidade }.

Comparando as definições anteriores segue que ρ(A) = C−σ(A), o complementar de σ(A)

em C.

Definição 2.2.3. Seja {S(t)}t≥0 um C0−semigrupo em um espaço de Hilbert H. Dizemos

que S(t), t ≥ 0, é exponencialmente estável, se

||S(t)|| ≤Me−ωt,∀t ≥ 0,M ≥ 1 e ω > 0.
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Teorema 2.2.4. ( Teorema de Gearhart )

Seja S(t) = eAt um C0-semigrupo de contrações em um espaço de Hilbert. Então S(t) é

exponencialmente estável se, e somente se,

ρ(A) ⊇ {iβ}, β ∈ R

e

lim
|β|−→∞

sup ||(iβ − A)−1|| <∞.

Demonstração. Serão seis etapas para concluirmos a prova

1. λ ∈ ρ(S(t)) implicando ||S(t)|| < |λ|, ∀t ≥ 0.

Definimos S := S(t) = eAt, ∀t ≥ 0 e λ ∈ ρ(S).

Como

(λI − S)−1 = λ−1 1

(I − λ−1S)
.

e pela série

∞∑
n=0

T n =
1

I − T
, se ||T || < 1,

obtemos

(λI − S)−1 = λ−1

∞∑
j=0

(λ−1S)j, se ||λ−1S|| < 1.

Segue

1

|λ|
||S|| < 1⇒ ||S|| < |λ|,∀t ≥ 0.
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2. ||S(t)|| ≥ |λ| ⇒ σ(S(t)) ⊂ B||S(t)||(0) = {λ ∈ C;λ ≤ ||S(t)||}.

Pela etapa anterior temos que λ ∈ ρ(S(t)) implica ||S(t)|| < |λ|.

Se ||S(t)|| ≥ |λ| implica λ /∈ ρ(S(t)) e por definição λ ∈ σ(S(t)). Temos

|λ| ≤ ||S(t)|| ⇒ λ ∈ B||S(t)||(0)

e

σ(S(t)) ⊂ {λ ∈ C; |λ| ≤ ||S(T )||}.

3. Se 1 ∈ ρ(eA) então

(a) {2πin;n ∈ (Z)} ⊂ ρ(A);

(b) sup||(2πinI − A)−1|| =: M <∞.

Se 1 ∈ ρ(eA), considere a sucessão de operadores (Tn)n∈Z , onde para cada n ∈ (Z)

definimos

Tnx = (I − eA)−1

∫ 1

0

eAse−2πinsxds, ∀x ∈ Hen ∈ Z.

Notemos que Tn está bem definido, para todo n ∈ Z, tendo que,(I − eA)−1 é in-

vert́ıvel, linear, limitado e a integral é finita.

O operador A comuta com eAs e com (λI − A)−1

Temos ∀x ∈ D(A),

(2πinI − A)Tnx = Tn(2πinI − A)x.
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Dáı,

Tn(2πinI − A)x = (I − eA)−1

∫ 1

0

e(A−2πinI)s(2πinI − A)xds

= (I − eA)−1

∫ 1

0

(2πinI − A)e(A−2πinI)sxds

= −(I − eA)−1

∫ 1

0

(A− 2πinI)e(A−2πinI)sxds

= −(I − eA)−1

∫ 1

0

d

ds
e(A−2πinI)sxds

obtemos pelo Teorema Fundamental do Cálculo para operadores

−(I− eA)−1(eA−2πinx− Ix) = (I− eA)−1(Ix− eA−2πinx) = (I− eA)−1(I− eA)x = x,

eA−2πin = eAe−2πin = eA(cos(−2πn) + isen(−2πn)) = eA,∀n ∈ Z

logo

(2πinI − A)Tnx = x.

concluimos (2πinI − A) é invert́ıvel, para todo n ∈ Z e (2πinI − A)−1 = Tn.

||(2πinI − A)−1|| = ||Tn|| = ||(I − eA)−1

∫ 1

0

e(A−2πinI)s||

≤ ||(I − eA)−1|| ||
∫ 1

0

e(A−2πinI)s||

≤ ||(I − eA)−1||
∫ 1

0

||e(A−2πinI)s||

≤ ||(I − eA)−1|| sup
0≤s≤1

||eAs|| ≤ c.k =: M <∞,
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assim obtemos a verificação do item b. Como consequência imediata,

{2πin;n ∈ Z} ⊆ ρ(A),

que verifica o item a.

4. Seja µ > 0 e Lµ = λ ∈ C; eλ=µ. Se z ∈ 1
t
L1 então z ∈ ρ(A).

Se z ∈ 1
t
L1 temos z = λ

t
∈ C e e

λ
t = 1, ∀λ = a+ bi; a, b ∈ R e t > 0.

Então

e
a+bi
t = e

a
t e

b
t
i = e

a
t

(
cos

b

t
+ i sen

b

t

)
= 1.

tomando a
t

= 0 e b
t

= 2πn, paratodon ∈ Z e t > 0 temos a = 0 e b = 2πnt. Teremos

z = 2πni.

Segue de a da etapa c que z = 2πni ∈ ρ(A). Logo,

1

t
⊂ ρ(A).

Obtemos

supλ∈ 1
t
L1
||(λI − A)−1|| ≤ k.

5. Temos de modo geral que se eαt ∈ ρ(eAt) então

(.(
2πn

t
i+ α)I − A)−1 ∈ L.

Se eαt ∈ ρ(eAt) então



18

(eαtI − eAt)−1 ∈ L(H)⇒ e−αt(I − e(A−αI)t)−1 ∈ L(H)⇒ (I − e(A−αI)t)−1 ∈ L(H)

⇒ 1 ∈ ρ(e(A−αI)t ⇒ 2πni ∈ ρ((A− αI)t).

Isto implica

(2πniI − ((A− αI)t))−1 ∈ L(H)⇒ t−1((
2πn

t
i+ α)I − A)−1 ∈ L(H)

⇒ ((
2πn

t
i+ α)I − A)−1 ∈ L(H),

como desejávamos.

6. Para todo t > 0, o raio espectral

RE(eAt) = lim
s−→∞

[||eAs||
1
s ]t < 1.

Das hipotéses do teorema,

supµ∈B||(µI − A)−1|| ≤M, onde B := {iβ; β ∈ Re||eiβ|| = 1}.

Sendo S(t) = eAt um C0 - semigrupo de contrações, ||S(t)|| ≤ 1, segue da etapa 2

que o espectro

σ(eAt) ⊂ B1[0] := {λ ∈ C; |λ| ≤ 1}

Tem-se eµ ∈ ρ(eAt), com µ ∈ iR. Particularmente, eiθ ∈ ρ(eAt), ∀θ ∈ R. Existe

θ = 2kπ, k ∈ Z tal que eiθ = 1, segue que 1 ∈ ρ(eAt).
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Sendo

σ(eAt) ⊂ B1[0] e 1 ∈ ρ(eAt)

então

σ(eAt) ⊂ B1(0) = {λ ∈ C.|λ| < 1};

Os conjuntos σ(eAt) e ρ(eAt) são disjuntos e ρ(eAt) é aberto, conclúımos que σ(eAt)

é fechado e tambem compacto. Logo

supσ(eAt) < 1.

Por outro lado temos que para todo t > 0

RE(eAt) = lim
k−→∞

||eAtk||
1
k .

Fazendo t · k = s temos que k = s
t
.

RE(eAt) = lim
s
t
−→∞

||eAt||
1
s
t = lim[||eAs||

1
s ]t.

sendo lims−→∞ ||eAs||
1
s < 1, segue

ln lim
s−→∞

||eAs||
1
s < ln 1.

usando a continuidade da função logaritmica,

lim
s−→∞

ln ||eAs||
1
s < 0,
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implicando

lim
s−→∞

ln ||eAs||
s

< 0.

Teremos que lims−→∞
ln ||eAs||

s
= −γ, γ > 0.

Por definição, dado ε > 0 , ∃s0 tal que s > s0 temos

∣∣∣∣ ln ||eAs||s
+ γ

∣∣∣∣ < ε.

Assim,

−ε− γ < ln ||eAs||
s

< ε− γ

tomando ε = γ
2

temos

ln ||eAs||
s

≤ −γ
2
⇒ ln ||eAs|| ≤ −γs

2
.

Portanto,

||eAs|| ≤ e−γ
s
2 ,

o que conclui a prova.



Caṕıtulo 3

Método via Semigrupos

Neste caṕıtulo, estudaremos existência e unicidade de solução e estabilidade ex-

ponencial do semigrupo associado a modelos dissipativos. Para tal estudo, utilizaremos o

método via semigrupo.

3.1 Sistema Termoelástico

Provaremos a estabilidade exponencial do semigrupo associado ao sistema ter-

moelástico unidimensional linear. Consideremos uma barra de comprimento l com den-

sidade unitária. Denotaremos por u o deslocamento transversal e por θ a diferença de

temperatura entre uma barra e o meio ambiente. As equações descritas no sistema abaixo

são ditas equação do momento e equação da energia, respectivamente.

utt − uxx + αθx = 0, em(0, L)× (0,∞), (3.1.1)

θt − θxx + αuxt = 0, em(0, L)× (0,∞). (3.1.2)

u(0, t) = u(L, t) = 0, t > 0, (3.1.3)

θ(0, t) = θ(L, t) = 0, t > 0, (3.1.4)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, L), (3.1.5)

ut(x, 0) = u1(x), x ∈ (0, L), (3.1.6)

θ(x, 0) = θ0(x), x ∈ (0, L). (3.1.7)

21
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3.1.1 Existência e Unicidade de Solução

O espaço de energia associado ao modelo (3.1.1)− (3.1.7) é

H = H1
0 (0, L)× L2(0, L)× L2(0, L).

O produto interno nesse espaço é definido para Uj = (uj, vj, wj) ∈ H, j = 1, 2, do seguinte

mo do

< U1, U2 >=

∫ L

0

u1
xu

2
xdx+

∫ L

0

v1v2dx+

∫ L

0

w1w2dx.

A norma no espaço de energia será denotada por ||U ||2 =< U,U >,onde H é um espaço

de Hilbert.

O sistema (3.1.1)− (3.1.7) pode ser escrito na forma

d

dt
U(t)− AU(t) = 0,

onde v = ut, w = θ,

U(t) =


u(t)

v(t)

w(t)

 ,

A =


0 I 0
∂2

∂x2
0 −α ∂

∂x

0 −α ∂
∂x

∂2

∂x2

 .
O domı́nio para A é

D(A) =
[
H1

0 (0, L) ∩H2(0, L)
]
×H1

0 (0, L)×
[
H1

0 (0, L) ∩H2(0, l)
]
.

O domı́nio D(A) é denso em H.

Demonstração.

D(A)
H

= H1
0 (0, L) ∩H2(0, L)

H1
0 (0,L)

×H1
0 (0, L)

L2(0,L)
×H1

0 (0, L) ∩H2(0, l)
L2(0,L)

= H1
0 (0, L)× L2(0, L)× L2(0, L) = H.
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Em relação ao operador A, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1.1. O operador A gera um C0 - semigrupo de contrações em H.

Demonstração. Para provarmos essa propridade do operador A usaremos o teorema de

Lummer − Phillips.

Para U = (u, v, w) = (u, ut, θ) ∈ D(A), integrando por partes, teremos

< AU,U > =

∫ L

0

utxuxdx+

∫ L

0

ut(uxx − αθx)dx+

∫ L

0

θ(−αutx + θxx)dx

=

∫ L

0

utxuxdx+

∫ L

0

utuxxdx− α
∫ L

0

utθxdx− α
∫ L

0

θutxdx+

∫ L

0

θθxxdx.

Integrando por partes e usando a condição de contorno em:

−
∫ L

0

θutxdx =

∫ L

0

θxutdx

e ∫ L

0

utuxxdx = −
∫ L

0

utxuxdx.

Substituindo teremos

< AU,U > =

∫ L

0

utxuxdx−
∫ L

0

utxuxdx− α
∫ L

0

utθxdx+ α

∫ L

0

θxutdx+

∫ L

0

θθxxdx

restando

< AU,U >=

∫ L

0

θθxxdx.

Integrando

∫ L

0

θθxxdx por partes obtemos

∫ L

0

θθxxdx = −
∫ L

0

θxθxdx = −
∫ L

0

|θx|2dx.
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Assim

< AU,U >= −
∫ L

0

|θx|2dx ≤ 0.

Portanto, A é dissipativo c.q.d.

Resta mostrar que existe λ > 0 tal que a imagem Im(λI − A) = H.

Dado F =


f 1

f 2

f 3

 ∈ H1
0 (0, L)×L2(0, L)×L2(0, L) = H, existe uma única U ∈ H tal que

U−AU = F , ou seja


u

v

θ

−


v

uxx − αθx
θxx − αvx

 =


f 1

f 2

f 3

 .
Queremos mostrar que

U ∈ D(A) =
[
H1

0 (0, L) ∩H2(0, L)
]
×H1

0 (0, L)×
[
H1

0 (0, L) ∩H2(0, l)
]
.

Temos,

u− v = f 1 (1)

v − uxx + αθx = f 2 (2)

θ − θxx + αvx = f 3 (3)

Somando (1) e (2) segue que

u− uxx + αθx = f 1 + f 2 (4)
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Derivando (1) em relação a x,

ux − vx = f 1 =⇒ vx = ux − f 1
x

e substituindo na (3)

θ − θxx + α(ux − f 1
x) = f 3 =⇒ θ − θxx + αux = f 3 + αf 1

x .(5)

Temos então

u− uxx + αθx = f 1 + f 2 (4)

θ − θxx + αux = f 3 + αf 1
x .(5)

Multipliando (4) por u e integrando, notando que

∫ L

0

uxxudx = −
∫ L

0

|ux|2dx sobre o intervalo [0, L].

Multiplicando (5) por θ e integrando, notando que

∫ L

0

θxxθdx = −
∫ L

0

θxθxdx = −
∫ L

0

|θx|2dx

e que ∫ L

0

θxudx = −
∫ L

0

uxθdx.

Substituindo obtemos

∫ L

0

|u|2dx+

∫ L

0

|ux|2dx+ α

∫ L

0

θxudx =

∫ L

0

(f 1 + f 2)udx

∫ L

0

|θ|2dx+

∫ L

0

|θx|2dx+ α

∫ L

0

θuxdx =

∫ L

0

(f 3 + αf 1
x)θdx.
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Somando-se as igualdades anteriores

∫ L

0

|u|2dx+

∫ L

0

|ux|2dx+

∫ L

0

|θ|2dx+

∫ L

0

|θx|2dx =

∫ L

0

(f 1 + f 2)udx+

∫ L

0

(f 3 +αf 1
x)θdx

∫ L

0

(|u|2 + |ux|2 + |θ|2 + |θx|2)dx =

∫ L

0

(f 1 + f 2)udx+

∫ L

0

(f 3 + αf 1
x)θdx

assim teremos

∫ L

0

(|u|2+|ux|2+|θ|2+|θx|2)dx ≤
∫ L

0

|u|2dx
∫ L

0

|f 1+f 2|2dx+

∫ L

0

|θ|2dx
∫ L

0

|f 3+αf 1
x |2dx.

Denotando

∫ L

0

|u|2dx = K1 e

∫ L

0

|θ|2dx = K2

temos

∫ L

0

(|u|2 + |ux|2 + |θ|2 + |θx|2)dx ≤ K1

∫ L

0

|f 1 + f 2|2dx+K2

∫ L

0

|f 3 + αf 1
x |2dx.

Observamos que podemos ter K3||f 2||2 ≥ ||f 1 + f 2||2,

∫ L

0

(|u|2 + |ux|2 + |θ|2 + |θx|2)dx ≤ K1K3

∫ L

0

|f 2|2dx+K2

∫ L

0

|f 3 + αf 1
x |2dx.
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Usando a desigualdade Minkowski,

∫ L

0

(|u|2 + |ux|2 + |θ|2 + |θx|2)dx ≤ K1K3

∫ L

0

|f 2|2dx+K2

[∫ L

0

|f 3|2dx+ α

∫ L

0

|f 1
x |2dx

]

chamando de K = máx {K1K3, K2, K2α}

∫ L

0

(|u|2 + |ux|2 + |θ|2 + |θx|2)dx ≤ K

[∫ L

0

|f 1
x |2dx+

∫ L

0

|f 2|2dx+

∫ L

0

|f 3|2dx
]

= K||F ||.

Temos então,

v = u− f 1 e

{
u ∈ H1

0

f 1 ∈ H1
0

=⇒ v ∈ H1
0 ,

uxx = v + αθx − f 2 e


v ∈ H1

0 ↪→ L2

θx ∈ L2

f 2 ∈ L2

=⇒ uxx ∈ L2 =⇒ u ∈ H1
0 ∩H2

θxx = θ + αvx − f 3 e


θ ∈ H1

0 ↪→ L2

vx ∈ L2

f 3 ∈ H1
0 ↪→ L2

=⇒ θxx ∈ L2 =⇒ θ ∈ H1
0 ∩H2.

Mostramos que U ∈ D(A) e que U − AU = F , isto é

(I − A)U = F

e para λ = 1

ImλI − A = H.

Pelo Teorema de Lummer - Phillips A é gerador infinitesimal de um semigrupo de con-

trações (S(t) = eAt).
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3.1.2 Estabilidade Exponencial

Iremos provar nesta seção que o semigrupo S(t)t≥0, gerado pelo operador A, asso-

ciado ao problema termoelástico é exponencialmente estável pelo Teorema de Gearhart.

Temos o Teorema

Teorema 3.1.2. O semigrupo de contrações de classe C0, S(t)t≥0, gerado por A, é expo-

nencialmente estável, isto é, existem constantes positivas M e ω tais que

||S(t)|| ≤Me−ωt

Demonstração. Faremos por contradição em 2 etapas.

1. Se não é verdade que ρ(A) ⊃ {iβ, β ∈ R}, então existe β ∈ R com iβ ∈ σ(A).

Da imersão compacta de D(A) em H, podemos afirmar que σ(A) é discreto, logo

existe w 6= 0 em H que resolve o seguinte problema espectral,

Aw = iβw.

Tomando o produto interno por w

< Aw,w >=< iβw,w >= iβ < w,w >= iβ||w||2.

Agora escrevendo w = (w1, w2, w3)

Re < Aw,w >= −
∫ L

0

|w3
x|2dx = 0.

Considerando sistema abaixo e resolvendo,

w2 = iβw1

w1
xx − αw3

x = iβw2

w3
xx − αw2

x = iβw3

Obtemos que w = 0, onde encontramos uma contradição.

Logo vale que ρ(A) ⊃ {iβ, β ∈ R}.
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2. Suporemos que lim
|λ|−→∞

sup ||(λI − A)−1|| =∞, com λ = iβ.

Neste caso temos que existe (Vn)n∈N e que

||(λnI − A)−1Vn||
||Vn||

≥ n,

seguindo que

||(λnI − A)−1Vn|| ≥ n||Vn||.

Tomando (Vn)n∈N ∈ H e λn ∈ ρ(A), existe uma sequência única (Un)n∈N ∈ D(A)

que

λnUn − AUn = Vn, ||Un|| = 1.

Substituindo λnUn − AUn = Vn em ||(λnI − A)−1Vn|| ≥ n||Vn||,

||(λnI − A)−1λnUn − AUn|| ≥ n||λnUn − AUn||

||(λnI − A)−1(λn − A)Un|| ≥ n||λnUn − AUn||

||Un|| ≥ n||λnUn − AUn||,

chamando fn = λnUn − AUn teremos que

||fn|| ≤
1

n

e dáı

fn
forte−→ 0 em H.
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Escrevendo fn = λnUn − AUn na forma

λnu
n − vn = f 1

n,

λnv
n − unxx + αθnx = f 2

n,

λnθ
n − θnxx + αvnx = f 3

n.

Temos que

∫ L

0

(|θnxx|2 + |uxx|2)dx ≤ C e que

∫ L

0

(|unx|2 + |θn|2 + |vn|2)dx = ||Un||2 = 1,

existe (u, v, θ) , que (un, vn, θn) −→ (u, v, θ) com

∫ L

0

(|ux|2 + |θ|2 + |v|2)dx = 1.

Vamos mostrar que θn −→ 0 em L2 quando n −→∞.

Seja fn = λnUn − AUn, fazendo o produto interno por Un

λn < Un, Un > − < AUn, Un >=< fn, Un >

λn||Un||2 +

∫ L

0

|θnx |2dx =< fn, Un >

iβ||Un||2 +

∫ L

0

|θnx |2dx =< fn, Un >
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observando que

∫ L

0

|θnx |2dx ≤ < fn, Un > ≤ ||fn|| ||Un||

teremos

∫ L

0

|θnx |2dx −→ 0

pela desigualdade de Poincaré

∫ L

0

|θn|2dx ≤
∫ L

0

|θnx |2dx =⇒
∫ L

0

|θn|2dx −→ 0 =⇒ ||θn||2 −→ 0 =⇒ θn −→ 0.c.q.d

Mostrar que unx −→ 0 quando n −→∞ .

Dividindo por λn a igualdade,

λnv
n − unxx + αθnx = f 2

n,

obtemos

vn − unxx
λn

+ α
θnx
λn

=
f 2
n

λn
−→ 0 em L2,

onde
θnx
λn

é limitada pela desigualdade de Poincaré

∣∣∣∣∣∣∣∣unxλn
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C

∣∣∣∣∣∣∣∣unxxλn
∣∣∣∣∣∣∣∣ ;
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logo,
unx
λn

é limitada.

Utilizando a seguinte desigualdade,

θnxu
n
x < 2||θnx ||L∞ ||unx||L∞

e ∞ > 2 =⇒ || · ||L∞ < || · ||L2 temos que

θnxu
n
x < 2||θnx ||L2 ||unx||L2

Agora usando um resultado de interpolação segue que

θnxu
n
x < 2||θnx ||

1
2

L2||θnx ||
1
2

L2 ||unx||
1
2

L2||unx||
1
2

L2

e usando a desigualdade de Poincaré,

θnxu
n
x < 2||θnx ||

1
2

L2||θnx ||
1
2

H1 ||unx||
1
2

L2||unx||
1
2

H1 .

Dividindo a desigualdade anterior por λn,

θnx
λn
unx < 2||θnx ||

1
2

L2

∣∣∣∣∣∣∣∣ θnxλn
∣∣∣∣∣∣∣∣ 12
H1

||unx||
1
2

L2

∣∣∣∣∣∣∣∣unxλn
∣∣∣∣∣∣∣∣ 12
H1

.

Por resultados anteriores sabemos que

||θnx ||
1
2

L2 −→ 0∣∣∣∣∣∣∣∣ θnxλn
∣∣∣∣∣∣∣∣ 12
H1

<∞

||unx||
1
2

L2 <∞
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∣∣∣∣∣∣∣∣unxλn
∣∣∣∣∣∣∣∣ 12
H1

<∞

Portando unx −→ 0. c.q.d.

Mostrar que vnx −→ 0 quando n −→∞ .

Utilizando as igualdades

λnu
n − vn = f 1

n

λnu
n
xx + αθnx = f 2

n,

multiplicamos a primeira por λnu
n e a segunda por un, temos como resultado

λ2
n

∫ L

0

|un|2dx− λn
∫ L

0

vnundx = λn

∫ L

0

f 1
nu

ndx

λn

∫ L

0

vnundx−
∫ L

0

unxxu
ndx+ α

∫ L

0

θnxu
ndx =

∫ L

0

f 2
nu

ndx.

Somando as igualdades anteriores, temos

λ2
n

∫ L

0

|un|2dx−
∫ L

0

unxxu
ndx+ α

∫ L

0

θnxu
ndx = λn

∫ L

0

f 1
nu

ndx+

∫ L

0

f 2
nu

ndx.

Sabendo que

∫ L

0

unxxu
ndx = −

∫ L

0

|unx|2dx, substituindo na expressão anterior tere-

mos,

λ2
n

∫ L

0

|un|2dx+

∫ L

0

|unx|2dx+ α

∫ L

0

θnxu
ndx =

∫ L

0

(λnu
n)

(
f 1
n +

f 2
n

λn

)
dx.
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Utilizando a desigualdade de Young
(
a · b ≤ ap

p
+ bq

q

)
no lado direito da igualdade

anterior

∫ L

0

(λnun)

(
f 1
n +

f 2
n

λn

)
dx ≤

∫ L

0

|λnun|2

2
dx+

∫ L

0

∣∣∣f 1
n + f2n

λn

∣∣∣2
2

dx

=

∫ L

0

λ2
n|un|2

2
dx+

∫ L

0

∣∣∣f 1
n + f2n

λn

∣∣∣2
2

dx

=
λ2
n

2

∫ L

0

|un|2dx+

∫ L

0

∣∣∣f 1
n + f2n

λn

∣∣∣2
2

dx.

Assim,

λ2
n

∫ L

0

|un|2dx+

∫ L

0

|unx|2dx+ α

∫ L

0

θnxu
ndx ≤ λ2

n

2

∫ L

0

|un|2dx+

∫ L

0

∣∣∣f 1
n + f2n

λn

∣∣∣2
2

dx

−λ
2
n

2

∫ L

0

|un|2dx+λ2
n

∫ L

0

|un|2dx+

∫ L

0

|unx|2dx+α

∫ L

0

θnxu
ndx ≤ 1

2

∫ L

0

∣∣∣∣f 1
n +

f 2
n

λn

∣∣∣∣2 dx
chamando 1

λn
= C,

λ2
n

2

∫ L

0

|un|2dx+

∫ L

0

|unx|2dx+ α

∫ L

0

θnxu
ndx <

∫ L

0

|f 1
n + Cf 2

n|2dx,

o que implica un −→ 0.

Como λnu
n − vn = f 1 −→ 0 e un −→ 0 =⇒ vn −→ 0.

Portanto, pela unicidade do limite chegamos a uma contradição, logo o teorema está

demonstrado.



Caṕıtulo 4

Método da Energia

Neste caṕıtulo mostraremos o decaimento exponencial da energia,E(t), mas para

isso vamos construir um funcional de Lyapunov L.

4.1 Decaimento Exponencial de E(t)

Temos as equações termoelásticas homogêneas com coeficientes constantes,

utt − uxx + αθx = 0, em (0, L)× (0,∞), (4.1.1)

θt − θxx + βuxt = 0, em (0, L)× (0,∞). (4.1.2)

u(0, t) = u(L, t) = 0, t ≥ 0,

θx(0, t) = θx(L, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, L],

ut(x, 0) = u1(x), x ∈ [0, L],

θ(x, 0) = θ0(x), x ∈ [0, L].

A energia do sistema é dada pela expressão,

E(t) =
1

2

∫ L

0

[
|ut|2 + |ux|2 +

α

β
|θ|2
]
dx;α, β > 0

35
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Queremos construir um funcional L(t) que satisfaça as seguinte condição,

d

dt
L(t) ≤ −γL(t).

Multiplicando a equação (4.1.1) por ut e equação (4.1.2) por α
β
θ temos,

1

2

d

dt

∫ L

0

|ut|2dx+
1

2

d

dt

∫ L

0

|ux|2dx− α
∫ L

0

θutxdx = 0

α

β

1

2

d

dt

∫ L

0

|θ|2dx+
α

2β

∫ L

0

|θx|2dx+ α

∫ L

0

uxtθdx = 0.

Somando-as,

1

2

d

dt

∫ L

0

|ut|2dx+
1

2

d

dt

∫ L

0

|ux|2dx+
α

2β

d

dt

∫ L

0

|θ|2dx+
α

2β

∫ L

0

|θx|2dx = 0

usando as propriedades da derivada,

1

2

d

dt

[∫ L

0

|ut|2dx+

∫ L

0

|ux|2dx+
α

β

∫ L

0

|θ|2dx
]

= −α
β

∫ L

0

|θx|2dx

d

dt

1

2

[∫ L

0

(
|ut|2 + |ux|2 +

α

β
|θ|2
)
dx

]
= − α

2β

∫ L

0

|θx|2dx

chegamos a,

d

dt
E(t) = −α

β

∫ L

0

|θx|2dx.

Mostramos até aqui que a Energia decresce com o passar do tempo. Mas o nosso objetivo

principal é justamente mostrar que E(t)→ 0 exponencialmente quando t→ +∞.
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Agora faremos o seguinte,

d

dt
E(t) = − α

2β

∫ L

0

|θx|2dx−
α

2β

∫ L

0

|θx|2dx,

temos pela desigualdade de Poincaré que

∫ L

0

|θ|2dx ≤ cp

∫ L

0

|θx|2dx =⇒ − 1

cp

∫ L

0

|θ|2dx ≥ −
∫ L

0

|θx|2dx =⇒

− α

2cpβ

∫ L

0

|θ|2dx ≥ − α

2β

∫ L

0

|θx|2dx

chamando c2 =
α

2cpβ
, teremos

d

dt
E(t) = − α

2β

∫ L

0

|θx|2dx−
α

2β

∫ L

0

|θx|2dx ≤ −
α

2β

∫ L

0

|θx|2dx−c2

∫ L

0

|θ|2dx. (4.1.3)

Multiplicamos agora a equação (4.1.1) por u,

∫ L

0

uttudx−
∫ L

0

uxxudx+ α

∫ L

0

θxudx = 0,

agora observamos as seguintes igualdades,

d

dt
(u, ut) = (ut, ut) + (u, utt) =⇒ (u, utt) =

d

dt
(u, ut)− (ut, ut)

=⇒
∫ L

0

uuttdx =
d

dt

∫ L

0

uutdx−
∫ L

0

|ut|2dx
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e integrando por partes obtemos

∫ L

0

uuxxdx = uxu
∣∣∣L
0
−
∫ L

0

uxuxdx =⇒
∫ L

0

uuxxdx = −
∫ L

0

|ux|2dx

∫ L

0

uθxdx = θu
∣∣∣L
0
−
∫ L

0

θuxdx =⇒
∫ L

0

uθxdx = −
∫ L

0

θuxdx

teremos então que ,

d

dt

∫ L

0

uutdx−
∫ L

0

|ut|2dx+

∫ L

0

|ux|2dx+ α

∫ L

0

θxudx = 0

d

dt

∫ L

0

uutdx =

∫ L

0

|ut|2dx−
∫ L

0

|ux|2dx+ α

∫ L

0

θuxdx.

Utilizando a desigualdade ab ≤ a2

2
+
b2

2
em α

∫ L

0

θuxdx

α

∫ L

0

θuxdx =

∫ L

0

αθuxdx ≤
1

2

∫ L

0

|αθ|2dx+
1

2

∫ L

0

|ux|2dx

=
1

2

∫ L

0

α2|θ|2dx+
1

2

∫ L

0

|ux|2dx =
α2

2

∫ L

0

|θ|2dx+
1

2

∫ L

0

|ux|2dx.

Assim,

d

dt

∫ L

0

uutdx ≤
∫ L

0

|ut|2dx−
∫ L

0

|ux|2dx+
α2

2

∫ L

0

|θ|2dx+
1

2

∫ L

0

|ux|2dx.

d

dt

∫ L

0

uutdx ≤
∫ L

0

|ut|2dx−
1

2

∫ L

0

|ux|2dx+
α2

2

∫ L

0

|θ|2dx. (4.1.4)
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Somando (4.1.3) com (4.1.4) e ε suficientemente pequeno,

d

dt
E(t) + ε

d

dt

∫ L

0

uutdx =
d

dt

(
E(t) + ε

∫ L

0

uutdx

)

≤ − α

2β

∫ L

0

|θx|2dx− c2

∫ L

0

|θ|2dx+ ε

∫ L

0

|ut|2dx−
ε

2

∫ L

0

|ux|2dx

+
εα2

2

∫ L

0

|θ|2dx

= − α

2β

∫ L

0

|θx|2dx−
(
c2 − ε

α2

2

)∫ L

0

|θ|2dx− ε

2

∫ L

0

|ux|2dx

+ε

∫ L

0

|ut|2dx.

Agora iremos integra a expressão (4.1.2) de 0 a x

∫ x

0

θtds−
∫ x

0

θxxds+ β

∫ x

0

uttds = 0.

Pelo Teorema fundamental do Cálculo obtemos,

∫ x

0

θtds− [θx(x)− θx(0)] + β[ut(x)− ut(0)] = 0

pelas condições de contorno

∫ x

0

θtds− θx + βut = 0

multiplicando por ut e integrando de 0 a L, obtemos

∫ L

0

(∫ x

0

θt

)
utdx−

∫ L

0

θxutdx+ β

∫ L

0

|ut|2dx = 0



40

∫ L

0

d

dt

(∫ x

0

θ

)
utdx =

∫ L

0

θxutdx−β
∫ L

0

|ut|2dx ≤
1

2β

∫ L

0

|θx|2dx−
β

2

∫ L

0

|ut|2dx. (4.1.5)

Agora observamos que

d

dt
(

∫ x

0

θ, ut) =

(
d

dt

∫ x

0

θ, ut

)
+

(∫ x

0

θ, utt

)

d

dt

{∫ L

0

(∫ x

0

θ

)
utdx

}
=

∫ L

0

d

dt

(∫ x

0

θ

)
utdx+

∫ L

0

(∫ x

0

θ

)
uttdx.

d

dt

{∫ L

0

(∫ x

0

θ

)
utdx

}
−
∫ L

0

(∫ x

0

θ

)
uttdx =

∫ L

0

d

dt

(∫ x

0

θ

)
utdx.

Substituindo na desigualdade (4.1.5) obtemos

d

dt

{∫ L

0

(∫ x

0

θ

)
utdx

}
−
∫ L

0

(∫ x

0

θ

)
uttdx ≤

1

2β

∫ L

0

|θx|2dx−
β

2

∫ L

0

|ut|2dx. (4.1.6)

Usando a equação utt − uxx + αθx = 0,

utt − uxx + αθx = 0 =⇒ utt = uxx − αθx

na expressão

∫ L

0

(∫ x

0

θ

)
[uxx − αθx]dx =

∫ L

0

(∫ x

0

θ

)
d

dx
[ux − αθ]dx

= −
∫ L

0

θ(ux − αθ)dx = α

∫ L

0

|θ|2dx−
∫ L

0

θuxdx. (4.1.7)
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substituindo (4.1.7) em (4.1.6) obtemos

d

dt

{∫ L

0

(∫ x

0

θ

)
utdx

}
≤ α

∫ L

0

|θ|2dx−
∫ L

0

θuxdx+
1

2β

∫ L

0

|θx|2dx−
β

2

∫ L

0

|ut|2dx.

Faremos agora um estimativa para

∣∣∣∣∫ L

0

θuxdx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ L

0

1√
ε
θ
√
εuxdx

∣∣∣∣ ≤ ∫ L

0

∣∣∣∣ 1√
ε
θ
√
εux

∣∣∣∣ dx
≤ 1

2

∫ L

0

(
θ√
ε

)2

dx+
1

2

∫ L

0

(
√
εux)

2dx

=
1

2ε

∫ L

0

|θ|2dx+
ε

2

∫ L

0

|ux|2dx.

Definimos o seguinte funcional, com δ não dependendo de ε

L(t) = E(t) + ε

∫ L

0

uutdx+ δ

∫ L

0

(∫ x

0

θds

)
utdx.

Calculando a variação do operador em relação ao tempo teremos,

d

dt
L(t) ≤ −

(
α

2β
− δ

2β

)∫ L

0

|θx|2dx−
(
c2 −

α2ε

2
− αδ

2
− δ

2ε

)∫ L

0

|θ|2dx

−
(
ε

2
− δ

2

)∫ L

0

|ux|2dx−
(
βδ

2
− ε
)∫ L

0

|ut|2dx.

O δ não foi suficiente, vamos agora escolher outra constante. Multiplicando (4.1.3) por

N > 0 temos

d

dt
NE(t) ≤ −αN

2β

∫ L

0

|θx|2dx− c2N

∫ L

0

|θ|2dx.
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Agora restingindo as constantes, δ < 1, e tomando ε << δ < 1, N suficientemente grande,

segue que

d

dt
L(t) ≤ −

(
αN

2β
− δ

2β

)∫ L

0

|θx|2dx−
(
c2N −

α2ε

2
− αδ

2
− δ

2ε

)
β

α

∫ L

0

α

β
|θ|2dx

−
(
ε

2
− δ

2

)∫ L

0

|ux|2dx−
(
βδ

2
− ε
)∫ L

0

|ut|2dx.

existe uma constante k0 > 0 tal que:

d

dt
L(t) ≤ −k0

∫ L

0

(
|ut|2 + |ux|2 +

α

β
|θ|2
)
dx = −k0E(t)

e k0 tem valor mı́nimo no sentido que é o menor número positivo tal que uma desigualdade

do tipo 0 < k0 ≤ min{a1, a2, a3, a4} vale.

Existe a equivalência abaixo

c0E(t) ≤ L(t) ≤ c1E(t)

sabendo que

d

dt
L(t) ≤ −k0E(t)

e observando que

−k0E(t) ≤ −k0

c1

E(t) e
−k0

c1

E(t) ≤ −k0

c1

L(t)

assim

d

dt
L(t) ≤ −k0

c1

L(t).
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Multiplicando por L−1(t) e integrando 0 a t, obtemos

∫ t

0

L−1(t)
d

ds
L(t)ds ≤

∫ t

0

−k0

c1

dt =⇒ lnL(t)− lnL(0) ≤ −k0

c1

t =⇒ ln

(
L(t)

L(0)

)
≤ −k0

c1

t.

Calculando a exponencial de ambos os lados

L(t)

L(0)
≤ e

−k0
c1

t
=⇒ L(t) ≤ L(0)e

−k0
c1

t
.

segue imediatamente que

c0E(t) ≤ L(t) ≤ L(0)e
−k0
c1

t ≤ c1E(0)e
−k0
c1

t
.

Assim,

c0E(t) ≤ c1E(0)e
−k0
c1

t
.

Portanto,

E(t) ≤ c1

c0

E(0)e
−k0
c1

t

como queŕıamos demonstrar.



Conclusão

Dado o grande interesse em se enterder matematicamente fenômenos f́ısicos como o des-

crito pelo sistema (3.1.1)− (3.1.7), é vasta a literatura que aborda o assunto.

A teoria de Semigrupos de Operadores Lineares Limitados mostrou-se uma ferramenta

poderosa na demonstração de existência e unicidade de solução do problema (3.1.1) −
(3.1.7). A teoria pode ser aplicada a problemas mais gerais, incluindo os não-lineares.

O comportamento assintótico da solução, o método empregado pode ser utilizado em

problemas de evolução mais gerais, com outras condições de contorno. Nestes casos é

preciso encontar multiplicadores mais adequados a cada situação.

No caso em que se considera o sistema termoelástico linear em dimensão um, Rivera obteve

resultados de decaimento exponencial para a energia, até terceira ordem, do problema

(3.1.1) − (3.1.7), mas sem considerar mecanismos de dissipação interna. O resultado

obtido é de extrema relevância, visto que só a dissipação térmica é suficiente para a

estabilização assintótica da energia.

A análise matemática do comportamento da energia total é, obviamente, de grande in-

teresse para outros sistemas de equações diferenciais parciais, que modelam diferentes

fenômenos f́ısicos.

A perspectiva futura é de abordar modelos não-lineares associados ao sistema (3.1.1) −
(3.1.2), bem como considerar mecanismos de dissipação da energia.



Referências

[1] BARTLE, Robert G. 1995, The Elements of Integration and Lebesgue Measure.
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Matemáticos 18, Rio de Janeiro, IM - UFRJ.

[7] MEDEIROS, L. A.; MIRANDA,M. M. 2000. Espaços de Sobolev (Iniciação aos Pro-

blemas Eliticos Não Homogênos. Editora IM - UFRJ, Rio de Janeiro.

[8] PAZY, A. 1983. Semigrups of Linear Operators and Appplications to Partial Dife-

rential Equations, Springer - Verlag, New York.

[9] RIVERA, Jaime E. M. 2008, Estabilização de Semigrupos e Aplicações. Academia
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