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Resumo

Neste trabalho inicialmente estudamos via teoria de semigrupos a existéncia, unicidade
e estabilidade da solugao do sistema termoeldstico, usando técnicas desenvolvidas por
Lummer - Phillips e Gearhart. Estudamos também o decaimento exponencial pelo método

da energia utilizando a equivaléncia com o funcional de Lyapunov, L.

Palavras-chave: Sistema termoelastico, Teoria dos Semigrupos, Decaimento exponen-

cial.



Abstract

In this work we study, using semigroups theory, the existence, uniqueness and stability of
the thermoelastic system solution, using techniques developed by Lummer - Phillips and
Gearhart. We Study also exponential decay by energy method using equivalence with

functional of Lyapunov, L.

Keywords: Thermoelastic system, semigroups theory , exponential decay.
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Introducao

No primeiro capitulo, apresentamos alguns teoremas e defini¢oes sobre a Analise Funcional

e espacos de Sobolev, que serao usados nos capitulos posteriores.

No segundo capitulo, apresentamos algumas propriedades e definicoes importantes de
semigrupos de classe Cy em um espaco de Banach. Apresentamos os teoremas importantes,
o teoremas de Lumer-Phillips que trata da caracterizacao de um semigrupo de classe Cj
e o Teorema de Gearhart que estabelece as condigoes necessarias e suficientes para um

semigrupo de classe C ser exponencialmente estével.

No terceiro capitulo, demonstramos a existéncia, unicidade e o decaimento exponencial
da solucao do sistema termoelastico. Para obtermos a existéncia e unicidade de solucao,

reescrevemos como problema de primeira ordem no tempo:

Ut :AU,t>0
U =0,

onde A um operador linear associado com o modelo. Em seguida, mostramos que A
é o gerador infinitesimal de um semigrupo S (t)tzo' Assim, usando as propriedades dos
semigrupos de classe Cy em um espaco de Banach, mostramos que U(t) = S(t)Uy é a tinica
solugao do problema considerado. Provamos a estabilidade exponencial do semigrupo de
contracoes de classe Cy , S(t),s,, associado ao sistema dissipativo usamos o Teorema de

Gearhart. A demonstracao da estabilidade exponencial é feita por contradicao.

No quarto capitulo mostramos o decaimento exponencial pelo método da energia. Nesta
etapa encontraremos o funcional de Lyapunov e usando o fato que sao equivalentes bastar

mostrar que o mesmo decai.



Capitulo 1
Preliminares

Apresentaremos neste capitulo alguns conceitos basicos que serao utilizados ao

longo do trabalho.

1.1 Espaco das Funcoes Testes

Sejam 2 C R™ um aberto limitado e ¢ : R — R funcao continua.

Denominamos suporte de ¢, ao fecho, em €2, do conjunto dos pontos = perten-

centes a () onde ¢ nao se anula.

Denotamos o suporte de ¢ por supp(¢) e do ponto de vista matemético

supp(¢) = {z € Q;¢(x) # 0} em Q.

O supp(¢) é o menor fechado fora do qual ¢ se anula.

Daremos um destaque especial as fungoes ¢ : 2 — R, com suporte compacto

contido em 2 que sejam infinitamente diferenciaveis.

Definimos o espago D(§2) = C*°(£2) como sendo o espago vetorial das fungoes

infinitamente diferenciaveis e com suporte compacto contido em ().

Os elementos de D(2) sao denominados fungoes testes em €.



Defini¢ao 1.1.1. Uma sequéncia de funcoes {¢n} € D(Q) converge a 0 se existir um
conjunto compacto e firado K C Q com supp(¢n) C K para todo n e tal que ¢, e todas

as suas derivadas convergem a 0 uniformemente em K

O espaco vetorial D(f2), junto com essa nogao de convergéncia é um espago vetorial

topologico.

1.2 O Espaco das Distribuicoes

Definigao 1.2.1. Uma distribuicdao sobre Q) € um funcional linear T : D(2) — R que

satisfaz a sequinte condi¢do:

¢On — 0 em D(Q) = T(¢,) — OR.
O espago das distribuigoes é denotado por D'(£2).
Toda func¢ao continua ¢é localmente integravel.

Considere entao f uma funcao localmente integravel e defina T : D(2) — R por

7,(6) = [ F(@)ola)ds.
Q
Ty é um funcional linear, pois para todo ¢ € R e ¢, ¥ € D(2) temos
Ty(co+v) = [ F@loo+ vlda
Q

—c [ s@ode+ [ flapis

= Ty (¢) + Ty (¥)

T ¢ uma distribuicao.



Seja {¢,} uma sequéncia de fungdes com ¢,, — 0 em D(S2), entao

Ty(on) = / f(x)pn(z)dr — / f(z).0dz = 0.
Q Q
Nao iremos mais fazer distingao entre funcao localmente integravel f e a distribuicao T
gerada por f.

Ao dizermos que a distribuicao 7T é uma funcao, afirmamos que existe uma funcao local-

mente integrével f, tal que 7" = T5.

Derivadas de distribuicao. Seja T' € D’'(Q2) uma distribuicao qualquer, definimos sua

derivada como sendo a distribuicao dada por

T'(p) = =T(¢') para toda ¢ € D(9).
Notemos que

Tl/(¢) — _T/(¢l) — T(¢//)

de um modo geral
TH(¢) = (=1)*T(¢").

A derivada no sentido das distribuicoes, quando restrita as funcoes do célculo, é exata-
mente a derivada classica.
Consideremos f uma funcao real com derivada f’ em um aberto 2 € R. A derivada no

sentido das distribuigoes é calculada como segue

df

T0) = =16) == [ f@d@s = [ F@pois = o),

temos assim,

—(¢) = f'(¢) para toda ¢ € D(Q) e entao % =f.



Notacao Multi-indice

Seja o espaco

HY(Q) = {u € L*(Q) : uz,u, € L*(Q)}

que iremos escrever de um modo mais pratico para os nossos propositos, isto é,

HYQ) = {u € LX) : uy,, ug, € L)}

onde (z1,75) € Q C R?.
Desse modo, se u € H'()), todas as derivadas de u de ordem 1 continuam em L?((2).

Consideremos agora,

H2(Q) = {u S LQ(Q) CUgy s Ugys Ugy 2y Uz g s gz Uzowy € LQ(Q)}~

Exigimos agora que todas as derivadas de u até ordem 2 continuem em L?*(€).

Vamos apresentar a seguinte notacao introduzida por L. Schwartz para escrever esse espaco

de modo mais conveniente.

Seja x = (1, x2) € R™; Um multi-indice é uma n-upla o = (a1, ag, ..., ;) , com «; > 0 e

inteiros.

Associamos ao multi-indice o os seguintes simbolos

lal = a1 +as+ ... +



definimos

olel

Do =
Dx {1 0xg?...0xon

Escrevendo o H?(€2) com essa nova notagao fica

H*(Q) = {u € L*(Q) : D*u € L*(2) para todo |a| < 2}.

1.3 Espaco de Sobolev

Nesta se¢ao, definiremos espacos de Sobolev que sao necessarios neste trabalho e

apresentaremos as desigualdades de Desigualdade de Poincaré, Young, Minkowski, Holder

Definicao 1.3.1. Seja ) um aberto limitado de R™. Para um nidmero inteiro m > 0,
1 < p < o0, representamos o espago de Sobolev por W™P(Q) o espago vetorial de todas
as fungoes u pertencentes a LP(SY), tais que para todo |a| < m, temos a deriwada de u no
sentido das distribui¢coes D%u, pertencente a LP(Q). Entao, temos que, W™P(Q) é um

espaco de Banach com a norma

B =

HUHI;VWP(Q) = Z /QHDQUH}ZP(Q) ,com 1l <p<oo
laj<m
e
[el[§ym.oo () = Z || D%ul| Lo (), com p = oo.
laf<m

Notagao. Quando p = 2, escreve-se H™(2) em vez de W™2((Q).



O espago H™(£2) com o produto interno

(f7 g)H’" = Z (Daf’ Dag)L2

laj<m

é um espaco de Hilbert.

Teorema 1.3.2. (Desigualdade de Poincaré )
Seja 2 um aberto limitado de R™ e u € H}(Q). Entdo existe uma constante positiva C

dependendo de €) e n tal que

Demonstragao. Prova em [7]. O
Apresentaremos alguns resultados relacionados aos Espagos LP(£2).

Proposicao 1.3.3. ( Desigualdade de Young )
Sejam 1 < p,q < oo tal que %—i—%: 1 ea,b>0. Entao
pp
ab < @ + —.
p q

Demonstragao. Prova em [6].

[l
Proposicao 1.3.4. ( Desigualdade de Holder )
Sejam u € LP(Q) ev € LI(2), com 1 <p,g< o0 e %4—% = 1. Entdo uwv € L' ¢
[luv[ly < lullpl[v]lg-
Demonstragao. Prova em [6]. O

Proposicao 1.3.5. (Desigualdade de Minkowski)
Sejam 1 <p,q < oo e f,g € LP(N), entdo

1F 4 gllp < 1[f1lo + llgllp-

Demonstragao. Prova em [6].



Capitulo 2

Semigrupos

2.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos a definicao de semigrupo de classe Cy, proprie-
dades dos semigrupos de classe Cy em um espaco de Banach X, a caracterizacao dos

geradores infinitesimais de um semigrupo de operadores lineares limitados de classe C.

Definigao 2.1.1. Seja X um espago de Banach e L(X) a dlgebra dos operadores lineares
limitados de X. Dizemos que uma aplicagao S : RY — L(X) € um semigrupo de

operadores lineares limitados de X, quando:

1. S(0) =1, onde I € o operador identidade de X ;

2. S(t+s)=5(t)S(s), para todo par s,t € RT.

Definicao 2.1.2. Dizemos que o semigupo {S(t)}i>0 € de classe Cy se:

lim ||(S(t) — I)z|| = 0,Vz € X.

t—0t

Definigao 2.1.3. Dizemos que o Cy - semigrupo {S(t)}i>o0 € uniformente limitado quando

|S(t)|] < M e se||S(t)|| <1, dizemos que é um semigrupo contragdo.



Queremos relacionar o semigrupo {S(t)};>o com um certo operador linear A.

Gerador Infinitesimal

Defini¢ao 2.1.4. O operador A : D(A) — X, definido por

S(h

-1
A(z) = lim )Tx, para todo x € D(A),

h—0

onde D(A), o dominio de A, é dado por:

h)—1
D(A) = {x € X : existe o limite lim %x}

h—0
€ dito o gerador infinitesimal do semigrupo {S(t)}i>o.

Quando A € o gerador infinitesimal de um Cy — semigrupo {S(t)}i>0, denotamos S(t) =

eAt

Propriedade importante.

Seja A o gerador infinitesimal de um Cy — semigrupo {S(t)}i>0. Se © € D(A), entao:

1. §'(t)x = AS(t)x,

2. S(t)r € C°([0,00) : D(A)) N C*([0,00) : X)

Demonstragao. Prova de (1).

Para x € D(A), temos, por um lado

S5+ = hha%h h
B  S(h)r —x B
= S(t) hll}r(r)l+ - = S(t)Az = AS(t)

por outro lado



& — lim S(t—h)x—S(t)x

 h—0t —h

S(t—h)x—S(t—h+h)z

h—0+ —h
~ Tim S(t—h) lim ST =T
h—0+ h—0+ h

de onde temos S’ (t)x = AS(t)x.

Demonstragao. prova da (2)

Vemos que as aplicagoes

t — S(t)x € C°([0,00) : X)

t— S (t)z € C°([0,0) : X),

logo

t — S(t)x € CY([0,00) : X).

Notemos que S(t)x € D(A) e, portanto, S(t)x € C°(]0,00) : D(A)), e, entao,

S(t)z € C°([0,00) : D(A)) N C*([0,00) : X).

10
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Supomos agora que Sy (t) e Sy(t) possuem o mesmo gerador infinitesimal A e vamos provar
que Sy (t) = Sa(t).

Consideremos a funcao F'(s) = S1(t — s)Ss(s). Entao,

/

F(s) = —ASi(t — 8)Sa(s) + Si(t — s)ASa(s) = —S1(t — s)ASa(s) + S1(t — s)ASs(s) = 0,

assim F' /(s) ¢ uma funcao constante. Notemos também que

F(0) = S1(t)S2(0) = Si(t)

F(t) = 51(0)S2(s) = Sa(t),

segue S1(t) = Sa(t).

Resumindo tudo
Definindo U(t) = S(t)Uy mostramos que U’ (t) = AU(t) e que U(0) = Uy; logo, U(t) =

S(t)Uy é solucao do seguinte problema de evolugao

U — AU = 0,U(0) = Uy, (*x*)

e essa solugao satisfaz U € C°([0, 00) : D(A)) N C* ([0, 00) : X).

Observemos que, sendo A o gerador infinitesimal de S(t), podemos afirmar que U(t) =

S(t)Uy é a tinica solugao (xx).

Tornou-se fundamental entender que, na tentativa de resolver o problema (xx), a questao
central é obter as condioes necessarias e suficientes para que o operador linear A seja

gerador infinitesimal de um Cy — semigrupo S(t).
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Iremos apresentar o importante teorema de Lummer — Phillips, que responde a essa
questao.
Para entender o teorema, iniciamos denotando por X* o dual do espaco de Banach X e

por < -,- > a dualidade entre X e X*. O consideremos o conjunto
F(z) ={2* € X*;< 2", 2 >=< x,2* >= ||[z|]* = ||2*||*}.

Pelo Teorema de Hahn — Banach, F(z) é nao vazio.

Definicao 2.1.5. Dizemos que o operador linear A : X — X € dissipativo quando

Re < Az, x* ><0

para todo x € D(A).

Observacgao 2.1.6. Escrevemos A € G(M,w) para indicar que o operador A, é o gerador

infinitesimal do Cy — semigrupo{S(t)}:>o tal que

S]] < Me*', M >1 ew > 0.

Em particular, tomando M =1 e w = 0, temos que, A € G(1,0) denota que A gera o Cy

- semigrupo de contragoes.

Teorema 2.1.7. ( Lummer-Phillips )

1. Seja A dissipativo e A\g > 0 tal que a Im(AoI — A) = X, entao A € G(1,0).

2. Se A€ G(1,0), entao A € dissipativo e, para todo A > 0, temos que

Im(M — A) = X.

Demonstragao. Prova ver [10]
[l

O teorema de Lummer — Phillips sera utilizado para obter a existéncia e unicidade de

solucao para o modelo que iremos estudar nesta dissertacao.



13

2.2 Estabilidade exponencial de semigrupos

Para estabelecermos as condigoes necessérias e suficientes para um Cy—semigrupo

ser exponencialmente estavel utilizaremos o Teorema de Gearhart

2.2.1 O Teorema de Gearhart

Apresentaremos um Importante teorema que sera usado no préximo capitulo
para provarmos o decaimento exponencial da solu¢cao do modelo dissipativo associado

com sistemas de equagoes diferenciais parciais de evolucao.

Definigao 2.2.1. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy — semigrupo em um esSpago

de Hilbert H. Definimos o conjunto resolvente de A p(A) como

p(A) ={X € R; (A[—A) ¢ invertivel e limitado onde I : H — H ¢é o operador identidade }.

Definigao 2.2.2. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy — semigrupo em um esSpago

de Hilbert H. Definimos o espectro o(A) como

o(A) ={X € R; (M — A) nao € invertivel, onde I : H — H € o operador identidade }.

Comparando as defini¢oes anteriores segue que p(A) = C—o(A), o complementar de o(A)

em C.

Definicao 2.2.3. Seja {S(t) }i1>0 um Co—semigrupo em um espago de Hilbert H. Dizemos

que S(t),t > 0, é exponencialmente estavel, se

S| < Me ™" ¥Vt >0,M >1 ew > 0.
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Teorema 2.2.4. ( Teorema de Gearhart )
Seja S(t) = et um Cy-semigrupo de contragdes em um espago de Hilbert. Entio S(t) é

exponencialmente estdvel se, e somente se,

p(A) 2 {if}, B eR

lim sup||(iB — A)7Y| < oo.

|8]—>o0

Demonstracao. Serao seis etapas para concluirmos a prova

1. A€ p(S(t)) implicando ||S(¢)|| < |Al, Vt > 0.

Definimos S := S(t) = e, Vt > 0 e X € p(9).

Como

(M —8)' = )\‘lm.

e pela série

> 1
= — Tl <1
> = e Tl <

obtemos

A —=8)7H =2 (M), se ||AT1S]| < 1.
j=0
Segue

1
WIIS|I <1=||S]| <AVt >0.
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2. [S@I = [\l = a(S(®)) € Bysqy(0) = {A € C5A < [[S@)]]}-
Pela etapa anterior temos que A € p(S(¢)) implica ||S(¢)|] < |l

Se ||S(t)|| > |A| implica A ¢ p(S(t)) e por definigao A € o(S(t)). Temos

AL < IS = A € Bysa(0)

o(5(t)) c {r e Ci[A[ < [IS(T)]}-

3. Se 1 € p(e?) entdo

() {2rinin € (2)} C plA):
(b) supl||(2minl — A)7 || =: M < .

Se 1 € p(e?), considere a sucessao de operadores (T}, )ncz, onde para cada n € (Z)

definimos

1
Tor = (I — eA)_l/ eAse_2””sxds,Vx € Hen € Z.
0

Notemos que T}, estd bem definido, para todo n € Z, tendo que,(I — e?)~! é in-

vertivel, linear, limitado e a integral é finita.
O operador A comuta com e e com (A — A)~!

Temos Vo € D(A),

(2minl — A)T,x = T,,(2minl — A)x.
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Dai,
1
Tn(27TZTLI — A)LE = ([ — eA)l/ e(A*QW'L'nIF(Qﬂ.Z’n[ _ A)xds
0
1
— (] —eMH? orind — A)elA—2minD)s . 1
(
0
1
= _(] _ GA)_l/ (A _ 27?in[)6<A_27rinI)sl‘dS
0
1
d :
= _([ _ €A>—l/ _e(A_anI)SiL'dS
0 ds

obtemos pelo Teorema Fundamental do Célculo para operadores

—(I—eM ey — Jx) = (I —e?) Iz —e2™g) = (1 — e[ — ez =,

eATImin — pAp=2min — oA(cos(—27n) + isen(—2mn)) = e, Vn € Z

logo
(2minl — A)T,x = x.
concluimos (2rinl — A) é invertivel, para todo n € Z e (2minl — A)™' =1T,.

1
H(Q?T’Hl[ — A)ilH = HTTLH = H([ — 6A>1/0v 6(A727rin1)sH
1 .
< ||<]—6A)_1|| ||/ e(A—27rmI)s||
0

1
< [T — M) / [ el4=2rinDs|
0

< —eM7Y| sup |[e?]| < ek = M < o0,
0<s<1



assim obtemos a verificacao do item b. Como consequéncia imediata,

{2minin € Z} C p(A),

que verifica o item a.

. Sejap>0eL,=XeC;e*". Se z € 1Ly entdo z € p(A).

A

eCeer =1,VA=a+bi;a,be Ret>N0.

>

Se z € %Ll temos z =

Entao

a+bi a by a b . b
et —etet' =et cosz—l— 1seng =1.

tomando % =0e %

z = 2mnt.

Segue de a da etapa ¢ que z = 2mni € p(A). Logo,

Obtemos

suprey T = )71 < k.
. Temos de modo geral que se e* € p(e??) entao

2m™n

((Tz +a)l - A)te L.

Se e € p(et) entdo

17

= 2mn, paratodon € Z et > 0 temos a = 0 e b = 27nt. Teremos
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(e — M)V e L(H) = eI — A eI € L(H) = (I — A eDY 1 € £(H)

A—al)t

= 1€ p(e! = 2mni € p((A — al)t).

Isto implica

(2mnil — (A — al)t))"" € L(H) = t_l((%Tni +a)l — A e £(H)

N ((2”7”@' Fa)l — A € £(H),

como desejavamos.

. Para todo t > 0, o raio espectral
Ri(e™) = lim [||e™]|5]" < 1.
S§—>00

Das hipotéses do teorema,

supucsl|(ul — A < M, onde B := {if: § € Relle”|| = 1}.

Sendo S(t) = et um Cj - semigrupo de contragoes, ||S(t)|| < 1, segue da etapa 2

que o espectro

o(eM) C Byf0] = {A € C3|A| < 1}

Tem-se e# € p(eAt), com u € iR. Particularmente, ¥ € p(e!), V0 € R. Existe
0 = 2km, k € Z tal que € = 1, segue que 1 € p(e?t).
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Sendo

a(eAt) C Bi0]ele p(eAt)
entao

o(e™) C B(0) = {\ € C.|\ < 1};

Os conjuntos a(et) e p(e?t) sao disjuntos e p(ett) é aberto, concluimos que o (e?)

é fechado e tambem compacto. Logo

supo(e) < 1.

Por outro lado temos que para todo t > 0

Rp(e™) = lim [|e"™]||F.
k— o0
Fazendo ¢ - k = s temos que k = 3.

<.

1
RE(eAt) = lim ||6At||% = lim[||eAS
Z

sendo lim,__,o |[e®*]|5 < 1, segue

A5 < In 1.

In lim |le
S§— 00

usando a continuidade da funcao logaritmica,

lim ln||eA8||% <0,
5—>00
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implicando

1 As
i 2l
§—00 S

In |e*]|

Teremos que lim,__, = —7,v>0.

Por definig¢ao, dado € > 0, dsy tal que s > sy temos

In ||| ‘
—= T +q|<e
s
Assim,
In [Je?]]
—e—y< —— <e—v

tomando € = % temos

nfle™l] _ 3 a8
— T T mle®) < -2,
e

Portanto,

le®*]| < ez,

o que conclui a prova.



Capitulo 3
Método via Semigrupos

Neste capitulo, estudaremos existéncia e unicidade de solucao e estabilidade ex-
ponencial do semigrupo associado a modelos dissipativos. Para tal estudo, utilizaremos o

método via semigrupo.

3.1 Sistema Termoelastico

Provaremos a estabilidade exponencial do semigrupo associado ao sistema ter-
moeldstico unidimensional linear. Consideremos uma barra de comprimento [ com den-
sidade unitaria. Denotaremos por u o deslocamento transversal e por 6 a diferenca de
temperatura entre uma barra e o meio ambiente. As equacoes descritas no sistema abaixo

sao ditas equacao do momento e equacao da energia, respectivamente.

Ut — gy + a, = 0,em(0,L) x (0,00),  (3.1.1)
0, — Oy + gy = 0,em(0, L) x (0, 00). (3.1.2)
u(0,8) = u(L,t) = 0,t > 0, (3.1.3)
0(0,t) = O(L,t) = 0,¢ > 0, (3.1.4)
u(@,0) = ug(z), 2 € (0, L), (3.1.5)
w(x,0) =y (2),x € (0, L), (3.1.6)
0(x,0) = bo(z), 2 € (0, L). (3.1.7)

21
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3.1.1 Existéncia e Unicidade de Solucao

O espago de energia associado ao modelo (3.1.1) — (3.1.7) ¢é
H = H}(0,L) x L*(0,L) x L*(0,L).

O produto interno nesse espago é definido para U; = (v/, v/, w’) € H, j = 1,2, do seguinte

mo do

L L L
< U,Uy >= / uiuidx +/ violde —I—/ wlw?dzr.
0 0 0
A norma no espago de energia serd denotada por ||U||? =< U,U >,onde H é um espaco
de Hilbert.
O sistema (3.1.1) — (3.1.7) pode ser escrito na forma
d

ZU(t) = AU(t) = 0,

onde v = uy, w = 6,

U(t) = v(t) |,
w(t)
0 I 0
02 0
A=132 0  —ag
0 —ozaax %

O dominio para A é

D(A) = [H}(0,L) N H*(0,L)] x H}(0,L) x [Hy(0,L) N H*(0,1)] .

O dominio D(A) é denso em H.

Demonstracao.

L2(0,L)

H HYO0,L) ————<L2(0,L)

DA)" =HI(0,L)n H*(0,L) x HI(0,L)

1, x HI(0, L) N H(0,1)
= H}(0,L) x L%(0,L) x L*(0,L) = H.

o
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Em relacao ao operador A, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1.1. O operador A gera um Cy - semigrupo de contracoes em H.

Demonstracao. Para provarmos essa propridade do operador A usaremos o teorema de

Lummer — Phillips.

Para U = (u,v,w) = (u,u, 0) € D(A), integrando por partes, teremos

L L L
< AU, U > = / Upg Uz dT + / Ut (U — 0, )dx +/ O(—auy, + 0yp)dx
oL oL L 0 L L
= / U Updx + / UpUpr dT — a/ w0 dx — a/ Oug,dx + / 00,..dx.
0 0 0 0 0

Integrando por partes e usando a condigao de contorno em:

L L
- / Ousdr = / 0 u.dzx
0 0
L L
/ Ul prdr = —/ Uy Uy AT
0 0

Substituindo teremos

L L L L L
< AU, U > = / Ugp Uy dx —/ Upp Uy dx — a/ w0, dxr + a/ 0, udx +/ 00.,..dx
0 0 0 0 0

restando
L
< AU,U>:/ 00,..dx.
0

L
Integrando / 00,..dx por partes obtemos
0

L L L
/ 00,,dz = —/ 0,0,dz = —/ 10, |2dz.
0 0 0
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Assim

L
< AU, U >= —/ |0, |*dx < 0.
0

Portanto, A é dissipativo c.q.d.

Resta mostrar que existe A > 0 tal que a imagem I'm(\ — A) = H.
fl
Dado F = | f2 | € H}(0,L) x L*(0,L) x L*(0, L) = H, existe uma tinica U € H tal que

f3
U—AU = F, ou seja

u v ft
— | Uppy —al, | = | f?
0 Opp — QUL f3

Queremos mostrar que

U € D(A) = [Hy(0,L) N H*(0,L)] x Hy(0,L) x [Hy(0,L) N H*(0,1)] .

Temos,

u—v= ()
V— Uy + b, = f3 (2)
0 — 0pp + vy, = f3 (3)

Somando (1) e (2) segue que

U — Ugy + by, = f1 4 f2 (4)
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Derivando (1) em relagao a x,

um_v$:f1:>U$:um_f1

xT

e substituindo na (3)

0 —Ope +(uy — f1) = f2 =0 — O0pp + au, = f> + afl (5)
Temos entao

U — Ugy + 0y, = 14 f? (4)
0—0m+au$:f3+af; (5)

Multipliando (4) por u e integrando, notando que

L L
/ Uggpudr = — / |u,|*dx sobre o intervalo [0, L].
0 0

Multiplicando (5) por 6 e integrando, notando que

L L L
/ 0,.0dx = —/ 0,0,.dx = —/ |0, |*dx
0 0 0
L L
/ O udx = —/ uzfdx.
0 0

e que

Substituindo obtemos

L L L L
/ lu|?dx + / |ug |*dx + a/ O udr = / (f' + fPudz
0 0 0 0

L L L L
/ |€|2dx+/ |9x|2dx—|—a/ qudx:/ (f*+afHods.
0 0 0 0
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Somando-se as igualdades anteriores

L L L L L L
/ |u|2dx—i—/ |um|2dx+/ |9|2dm—|—/ |9$|2dx:/ (f1+f2)udx—|—/ (f*+afhode
0 0 0 0 0 0

L L L
/ (uf? + luaf? + 6 + |6, )de = / P+ f2Jude + / (F* + afDbda
0 0 0

assim teremos

L L L L L
/(\u!g—l—]ux\QHH\QHGIF)d:ﬁg/ ]u\zdx/ |f1+f2]2da:+/ \0|2dx/ P tafPdr.
0 0 0 0 0

Denotando

L L
/ lu|?*dr = K, e / |0]*dz = K,
0 0

temos

L L L
/ (a4 Jual® + 07 + 6.]2)de < K, / 4 e+ K / P+ af! P
0 0 0

Observamos que podemos ter Ks||f2[|> > |If* + f?|%

L L L
/ (af? + sl + 0P + [6.]2)de < K1 K / P de + K / P+ af! P
0 0 0
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Usando a desigualdade Minkowski,

L L L L
2+ )i < Kk [\ i | [ 1PRds va [12Pas]
0 0 0 0

chamando de K = méax {K; K3, Ky, Ko}

L L L L
[ w102 0P < i | [C1npans [C1pPacs 1P = miie).
0 0 0 0

Temos entao,

u € Hj
v=u—fle  —we H,
f' e H;

UGH&‘—)LZ
Uy =V + b, — fPe ¢ 6, € L2 = U, € L? = u € H} N H?
f2€L2

6 € Hy — L*
Ope =0+ v, — f2 el v, €2 = 0,, € L* =0 € H N H~
e HY — L?

Mostramos que U € D(A) e que U — AU = F, isto é
(I—A)U=F
epara A =1

Im\ — A=H.

Pelo Teorema de Lummer - Phillips A é gerador infinitesimal de um semigrupo de con-
tracoes (S(t) = et).
O
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3.1.2 Estabilidade Exponencial

Iremos provar nesta secao que o semigrupo S (t)tZ(]? gerado pelo operador A, asso-
ciado ao problema termoelastico é exponencialmente estavel pelo Teorema de Gearhart.

Temos o Teorema

Teorema 3.1.2. O semigrupo de contracoes de classe Cy, S(t)tzw gerado por A, € expo-

nencialmente estdvel, isto €, existem constantes positivas M e w tais que

1S@)| < Me™!

Demonstracao. Faremos por contradicao em 2 etapas.

1. Se nao é verdade que p(A) D {if, 5 € R}, entao existe f € R com i € o(A).

Da imersao compacta de D(A) em H, podemos afirmar que o(A) é discreto, logo

existe w # 0 em H que resolve o seguinte problema espectral,

Aw = ifw.

Tomando o produto interno por w

< Aw,w >=< ifw,w >=if < w,w >=i8||w||*.

Agora escrevendo w = (w!, w?, w?)

L
Re < Aw,w >= —/ |w3|*dx = 0.
0

Considerando sistema abaixo e resolvendo,
w? = ipw!

1 3 _ ip2
w,, — oaw, = 15w

3 2 _ ;3,3
w,, —aw, = ifw

Obtemos que w = 0, onde encontramos uma contradicao.

Logo vale que p(A) D {if, 5 € R}.
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2. Suporemos que lim sup ||(AM — A)7!|| = oo, com \ = if3.

[A|—00

Neste caso temos que existe (V,,),en € que

IO = A7Vl
v ="

seguindo que

|l = A) VL[ > 0| [Va]]-

Tomando (V,,)nen € H e A, € p(A), existe uma sequéncia unica (Uy,)neny € D(A)

que

AU — AU, = Vi, [|Unl| = 1.

Substituindo \,U,, — AU,, = V,, em ||(A I — A)7V, || > n||Va|,

| A — A) I\ U, — AUL|| > || AU, — AU
||()‘n] - A)_l()‘n — AU, > n”)‘nUn - AUnH
HUnH Z n”)‘nUn - AUnH>

chamando f,, = \,U,, — AU,, teremos que
1
[ fall < =
n
e dai

fnfo—rthemH.



Escrevendo f,, = A\, U, — AU,, na forma

1

n

Au”t — 0" =
n n n __ r2
/\n’U _Umx—'—aeaﬂ _fn7

A" — 07+ v = f3.

Temos que

L L
|8+ ey < C e aue [ (a4 67+ o Py = 10 = 1
0 0

existe (u,v,0) , que (u",v",0") — (u,v,0) com

L
/ (a2 + 6] + [v]?)da = 1.
0

Vamos mostrar que 8" — 0 em L? quando n — 0.

Seja f, = \,U,, — AU,,, fazendo o produto interno por U,
A < Up, U, >— < AU, U, >=< f,,U, >

L
)\n||Un||2+/ 0" 2de =< f,,U, >
0

L
¢5||Un||2+/ 07 de =< f,,U, >
0

30
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observando que

L
[ompas < <pvs o< UL (G
0

teremos

L
/ 107 %dz — 0
0

pela desigualdade de Poincaré

L L L
/ 10" ?da < / 1072 de = / 160" 2de — 0 = ||6"|]> — 0 = 0" — 0.c.q.d
0 0 0

Mostrar que ! — 0 quando n — oo .

Dividindo por )\, a igualdade,

n n n __ £2
A0 =l + ol = fr,

obtemos

n en 2
v”—/\i:qLa)\—Z:)\—:—H)emLQ,

n

onde /\—”” ¢ limitada pela desigualdade de Poincaré

n

A

n
rxr

<
C)\n
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un
logo, /\—r é limitada.

Utilizando a seguinte desigualdade,

Oruy < 2[167]| oo [[uz]|zo

eoo>2=||||ze <||]||z2 temos que

Oy < 2[167]] 2 [luz] 2

Agora usando um resultado de interpolagao segue que
oz < 20121621 5 e 5
e usando a desigualdade de Poincaré,

1 1 1 1
Opuy < 2||92||Zz||9§||?11 ||UZ||,§2||UZ||I2{1
Dividindo a desigualdade anterior por A,

2ot 1R et [[
—_— < —_— u i
/\nuff || £B||L2 /\n . || :1:||L2 )‘n .
Por resultados anteriores sabemos que
1
102117, — 0
Ak
‘ = < 00
A || g

1
|uzl72 < o0
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uy | |2
= < 00
Al | g
Portando u};, — 0. c.q.d.
Mostrar que v} — 0 quando n — oo .
Utilizando as igualdades
Au — " = fl

n

AUy, + b = fg,

multiplicamos a primeira por \,u" e a segunda por ", temos como resultado

L L L
)\i/ |u"Pdx — )\n/ v udr = )\n/ frudx
0 0 0
L L L L
)\n/ v”u”dx—/ ugxu”dx—i—a/ HQu”dx:/ fAu"da.
0 0 0 0

Somando as igualdades anteriores, temos

L L L L L
)\i/ lu™*dx — / upu"dr + a/ Oru"dr = )\n/ fru"dx + / fAu"dx.
0 0 0 0 0

L L
Sabendo que / up u'dr = — / |u|*dz, substituindo na expressdo anterior tere-
0 0

mos,

L L L L f2
Ai/ |u”y2dx+/ |u:|2dx+a/ e;u"dx_/ (Anu™) (f;+A—”> dx.
0 0 0 0 n
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Utilizando a desigualdade de Young (a b < %p + %) no lado direito da igualdade

anterior
: 72 parp el E]
/(Anun)(f+ ) g/ d+/ " dx
0 0 2 0 2
2
)\2|un|2 L %4—{—%
:/ +/ — " dr
0 2 0 2
2
Ai/L\ "%d +/L Lhd d
= U T —dx.
2 Jo 0 2
Assim,

f22

n 2 r n n t n, n 1
-2 |u |*do+ A2 |u 2 dx+ |u Pdr+a [ 0Mu"dx <
0

chamando /\i =C,
n

A2 [L L L L
= |u”\2dx+/ |u2\2dx+oz/ Oru"dr < / \fr+ Cf2da,
2 Jo 0 0 0

o que implica u™ — 0.

Como M\u” —v" = fl — 0eu® — 0 = v" — 0.

Portanto, pela unicidade do limite chegamos a uma contradicao, logo o teorema esta

demonstrado.



Capitulo 4
Método da Energia

Neste capitulo mostraremos o decaimento exponencial da energia, F(t), mas para

isso vamos construir um funcional de Lyapunov L.

4.1 Decaimento Exponencial de E(t)

Temos as equacoes termoeldsticas homogéneas com coeficientes constantes,

U — Uze + b, =0, em (0, L) x (0, 00), (4.1.1)

0; — 00 + Puge = 0, em (0, L) x (0,00). (4.1.2)
u(0,t) =u(L,t) =0,t >0,
0.(0,t) = 0.(L,t) =0,t >0,
u(z,0) = up(x),x € [0, L],
u(x,0) = uy(x), z € [0, L],

0(x,0) = by(x),x € [0, L].

A energia do sistema é dada pela expressao,

1 [ o
E(t) = —/ {|ut|2 + |ug|* + =101 | dwsa, B> 0
2 /o B

35
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Queremos construir um funcional £(t) que satisfaca as seguinte condicao,
—ﬁ( ) < —7vL(1).

Multiplicando a equagao (4.1.1) por u; e equacao (4.1.2) por 56 temos,

1d

1
5& "U/t|2d$+

L L
qudx—a/ Oudx = 0
o ), 1l 0

Oéld/L 2 a/L 2 /L
- O°de + — 0. °dr + « Uz fdx = 0.
52dt 0 || 2/3 0 | | 0 t

Somando-as,

L

d L
s +%£/ o+ 55 [0, Pdr =0

usando as propriedades da derivada,

1d L 9 L 9 a [* 9
- U dm—l—/ Uy d:v—l——/ 0 da:} = 0, dx
2dt {/0 ] 0 s B Jo 61 5 ’ ’

d1[ [* 9 9 O a

chegamos a,

d «Q

wE0=-5 [ pa

Mostramos até aqui que a Energia decresce com o passar do tempo. Mas o nosso objetivo

principal é justamente mostrar que E(t) — 0 exponencialmente quando ¢ — +oc.



Agora faremos o seguinte,

d «

PO =-5; |9 R —

0,|°d
2/6 | | x?

temos pela desigualdade de Poincaré que

L L 1 [r L
/ |9|2d:p§cp/ |9x|2dx:——/ 0|?dx > —/ |0,|?dr =
0 0 ¢ Jo 0
a L a [F
- 0|%dx > ——/ 0,%dx
s [ 55 | 1o

Q@
chamando ¢ = ——, teremos
2¢,

d Q

L L
fo0--5 [P ntg [ s oo e
o (t) ~33 /. |9|dx 25 |9| r < |0, |*dz —c 0|*dx

Multiplicamos agora a equagao (4.1.1) por u,

L L L
/ upudr — / Upgudr + oz/ O, udx = 0,
0 0 0

agora observamos as seguintes igualdades,

d d
a(u,ut) = (ug, ug) + (u, uy) = (U, uy) = It

L d [t L
:>/ Ul dr = —/ uudx —/ || *dr
0 dt Jo 0

(u, ug) — (e, uy)

37
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e integrando por partes obtemos

L L L L L
/ UllgedT = ugu| — / Uy dT = / Ullgpdx = —/ | |*da
0 0 0 0 0

L L L L L
/ ubdr = Ou‘ — / Qu,dr — / ubdr = — / OQu,dx
0 0 0 0 0

teremos entao que ,

q [t L L L
d_/ uuydr — / |us|Pdx + / | |*da + a/ 0, udr =0
t Jo 0 0 0

d (" L L L
— | uwdx = / || *d — / |ug|*dx + a/ Ouydz.
dt Jo 0 0 0

a2 b2 L
Utilizando a desigualdade ab < > + ) em « / Oudx
0

L L 1 L 1 L
a/ Ou,dx :/ abuzdr < —/ |ab)?dx + —/ |u|*dx
0 0 2 Jo 2 Jo

1 L 1 L 2 L 1 L
- —/ a2|9|2d:13+—/ g |*da :a_/ |9|2dx+—/ || *da.
2 Jo 2 Jo 2 Jo 2 Jo

Assim,

d [t L L o2 [L 1 (L
—/ wuydr < / || *dr — / || *dx + —/ 02 dx + —/ |ug|*d.
dt Jo 0 0 2 Jo 2 Jo

d [t L 1 L o2 [T
—/ uupdr < / |ug|Pdx — —/ || *dz + —/ 10)*dz. (4.1.4)
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Somando (4.1.3) com (4.1.4) e € suficientemente pequeno,

dE(t)+6d/L d d E(t)—i—e/Luudx
— — | wudr = —
dt at J, dt 0
O [ fde—co [ 0Pdn e [ uPde—Z [ uafa
< —— 0. dx—c/ de—i—e/ U dx——/ Uy |“dx
26 Jo *Jo 0o 2 Jo
2 L
—l—gi/ 0|°dx
2 Jo
L 2 L L
:—i/ |0m|2dx—(02—5a—)/ |6’]2d:p—§/ || *da
26 Jo 2/ Jo 2 Jo
L
+€/ |ug | 2.
0

Agora iremos integra a expressao (4.1.2) de 0 a z

/ ths — / Gmds + 5/ uttds =0.
0 0 0

Pelo Teorema fundamental do Calculo obtemos,

/Oac QtdS — [Qx(l') - 0;1:(0)] + B[ut(x) — Ut(O)] —0

pelas condic¢oes de contorno

/ 9td5—9x+ﬁut:0

0

multiplicando por u; e integrando de 0 a L, obtemos

L e L L
/ (/ 9t> wydr — / O, udx + 5/ lu|*dx = 0
0 0 0 0



L d x L L 1 L 5 L
— 0| ude = / 0 udr— / wl?dr < —/ 0, 2al:v——/ w|?de.
/0 dt (/0 ) t 0 ' B 0 ] 28 Jo 6 2 Jo ]

Agora observamos que

%(/Oxg,ut) = (%/Oxe,ut) + (/Oxauﬁ)

il (o)t [ )= [ ([ o) e

Substituindo na desigualdade (4.1.5) obtemos
L T L T 1 L L
i {/ (/ 9) utdx}—/ (/ 6’) updr < —/ |0m|2dx—é/ || *dav.
dt Jo 0 0 0 20 Jo 2 Jo
Usando a equagao uy — Uy, + af, = 0,

Upp — Ugy + Oy, = 0 = Uy = Uy, — b,

na expressao

/OL (/01’ 9) [Upy — al]dx = /OL (/0”” 9) d%[ux — af)de
_ /OL 0(u, — af)dz = a/OL 62z — /OL G d.

40

(4.1.5)

(4.1.6)

(4.1.7)
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substituindo (4.1.7) em (4.1.6) obtemos

d L T L ) L 1
il dr b < _ il =
o {/0 (/0 0) Uy x} _oz/o |6|*dx /0 9uxdx+25 |9 2dx / || 2dax.

Faremos agora um estimativa para

L
/ Ou,dr| =
0

L
</
0

< %/OL (%)ZH%/OL(\/E%)%

/OL %Gfuxdx

Definimos o seguinte funcional, com ¢ nao dependendo de ¢

L L T
L(t) = E(t) + 5/ uudzr + 6 (/ st) upde.
0 0 0
Calculando a variacao do operador em relacao ao tempo teremos,
d a 6 L o’ ad 0 L
—L(t) < — - — 0,|2dx — - - — 6|%d
) = (25 25)/ 6.1 da (CQ 2 2 25)/0 0F d

_ (_ - _>/ g2 — (— —g> /OL w2 da

O ¢ nao foi suficiente, vamos agora escolher outra constante. Multiplicando (4.1.3) por

N > 0 temos

%NE < / 0. | d:p—cQN/ 0|%dz.
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Agora restingindo as constantes, 6 < 1, e tomando € << § < 1, N suficientemente grande,

segue que

d alN ) L a’e ad o\ p Lo
— < == _ = 2dr — N_ - _—_ = —101?
dtﬁ(t) <2ﬁ 25) /0 6. dx (62 2 2 5) a/o B|0| de

L L
— (E - é) / || *dw — (@ — 5) / ;|2
2 2) J; 2 ;

existe uma constante ky > 0 tal que:

d k 2 2, Qo2
dt 0 B

e ko tem valor minimo no sentido que é o menor niimero positivo tal que uma desigualdade

do tipo 0 < ko < min{ay, as,as,as} vale.

Existe a equivaléncia abaixo

sabendo que

L) < —RoE(1)

e observando que

“hoE(®) < M@ e T gy < TR s

assim



Multiplicando por £7!(#) e integrando 0 a ¢, obtemos

/£ ds</ —dt:>ln£() lnL(O)g_—kOt:Hn

1

Calculando a exponencial de ambos os lados

segue imediatamente que

—kq —ko

Assim,

—kg

coE(t) < c1E(0)e

Portanto,

como queriamos demonstrar.



Conclusao

Dado o grande interesse em se enterder matematicamente fenomenos fisicos como o des-

crito pelo sistema (3.1.1) — (3.1.7), é vasta a literatura que aborda o assunto.

A teoria de Semigrupos de Operadores Lineares Limitados mostrou-se uma ferramenta
poderosa na demonstracio de existéncia e unicidade de solugdo do problema (3.1.1) —

(3.1.7). A teoria pode ser aplicada a problemas mais gerais, incluindo os nao-lineares.

O comportamento assintotico da solugao, o método empregado pode ser utilizado em
problemas de evolugao mais gerais, com outras condi¢oes de contorno. Nestes casos é

preciso encontar multiplicadores mais adequados a cada situagao.

No caso em que se considera o sistema termoeldstico linear em dimensao um, Rivera obteve
resultados de decaimento exponencial para a energia, até terceira ordem, do problema
(3.1.1) — (3.1.7), mas sem considerar mecanismos de dissipa¢do interna. O resultado
obtido é de extrema relevancia, visto que s6 a dissipacao térmica é suficiente para a

estabilizacao assintética da energia.

A andlise matematica do comportamento da energia total é, obviamente, de grande in-
teresse para outros sistemas de equacgoes diferenciais parciais, que modelam diferentes

fendmenos fisicos.

A perspectiva futura é de abordar modelos nao-lineares associados ao sistema (3.1.1) —

(3.1.2), bem como considerar mecanismos de dissipac¢ao da energia.
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