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Resumo

Neste trabalho, apresentamos resultados de existéncia local e global para uma

equacao do calor em RY com nao-linearidade néo local no tempo.

Palavras-chave: Equacao do calor nao linear, Existéncia Local, Solu¢ao Global.



Abstract

In this work, we introduce results of local and global solution for a heat equation

in RV with nonlocal nonlinearity in time.

Keywords: Nonlinear heat equation, Local existence, Global Solution.
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Notacao

Xa fungdo caracteristica definida por y(xz) =1,sex € Ae xa(z) =0,sex ¢ A;
E o fecho do subconjunto E no espaco topolégico X

C(E;F) o espago de fungdes continuas do espago topolégico £ no o espago to-

polégico F;

Cy(E; F) o espago de Banach de fungoes continuas, limitadas do espago to-

poldgico E no espaco de Banach F', equipado com a topologia da convergéncia uniforme;
C.(E; F) o espago das fungoes continuas £ — F' com suporte compacto em E;

L(E,F) o espago de Banach de operadores lineares continuos do espago de Ba-

nach £ no espaco de Banach F', equipado com a topologia da norma;
L(E) o espago L(E, E);
X* o dual do espago topoldgico X;
X =Y se X CY com imersao continua;
Q0 subconjunto aberto do RY:
Ur = (0,T] x £
C3(Ur) = {u:Ur = R;u, Dyu, D?u,u; € C(Ur)};

Q fecho de © em RV:



w CC sew C e w compacto;

Dy — _au_du.
e T T
ou
U = Uy, o

A=D g
C.(2) = C.(2,R) ou C.(Q2,C);
Cb(Q) = Cb(Q,R) ou Cb(Q, (C),

C(Q) o espaco das funcdes continuas Q — R (ou Q — C). C(Q) é um espaco

de Banach munido com a norma L
Co(2) o fecho de D(2) em L>®(Q);
D(Q) = CX(2) o espago de Fréchet de C*° das fungoes 2 — R (ou 2 — C) com

suporte compacto em 2, equipado com a topologia da convergéncia uniforme com todas

as derivadas com subconjuntos compactos em (2;
D'(Q2) o espago das distribui¢oes em €2, sendo o dual topoldgico de D(S);

LP(I,X) o espago de Banach de (classes de) fungoes mensurdveis u : I — X tais

que /||u(t)\|§( dt < oosel <p<oo,ousupess|u(t)|y se p=o0. LP(I,X) equipado
ter

1
L (/qu(t)ng( dt) s 1< p<oo
Lr —

sup ess [u(t)] x , se p = o0
tel

1
COIm a norma

WhP(I,X) o espaco de Banach (de classes) de fungoes mensurdveis u : I — X

0
T e LP(I,X). WH(I, X) equipado com a norma

tal que
4 5

HUHWLp(I,X) = HUHLP(I,X) + HutHLP(I,X)

C(I,X) o espaco das funcdes continuas I — X. Onde I é limitado, C(I, X) é um espaco

de Banach equipado com a norma de L>(/, X);



Introducao

No estudo de equacoes diferenciais parciais, questoes a respeito da existéncia,
unicidade e positividade de solucoes sao bastante naturais. No caso das equagoes que
modelam fenomenos que evoluem com o tempo é importante analisar também se uma

solugao estd definida globalmente ou apenas localmente.

O objetivo deste trabalho é obter solucoes locais e globais do problema de valor

inicial

w — Au= [y(t—s)7uP(s)ds,em (0,T) x RY

u(0, ) = up(z), em RY.

Pretendemos estudar a existéncia da solucao global quando ug € suficientemente
pequeno e esta no espaco de Lebesgue adequado, cujo expoente é determinado usando o
argumento de scaling. Em contrapartida, existéncia local para o problema é feito de ma-
neira usual como de costume para outras EDP “s. Nos baseamos no trabalho desenvolvido

primeiramente por Thierry Cazenave, Flavio Dickstein e Fred B. Weissler.

No capitulo 1, serao apresentados um estudo sobre a integracao vetorial, de-
finigoes, propriedades para integrabilidade, como a propria definicao de integral vetorial,
para fungoes com valores em espaco de Banach. Introduziremos os espacos LP e de So-
bolev WP vetoriais, como generalizacoes para o caso real. Ainda no capitulo 1, serd
apresentado o teorema do ponto fixo de Banach e Lema de Gronwall, que serao muitos

luteis para as demonstracoes do Teorema de Existéncia Local e Global.

No capitulo 2, abordaremos a equacao do calor em RY, dando énfase a sua noto-
riedade em problemas fisicos. Construiremos a solucao fundamental, indispensavel para
tratar de casos mais gerais. Faremos uma apresentacao sobre o problema de valor inicial,
para casos homogéneos e nao homogéneo, construindo suas respectivas solugoes. Ainda

nessa linha de estudo, complementamos esse capitulo introduzindo alguns resultados da
3



Teoria de semigrupos.

O capitulo 3 é destinado aos teoremas de existéncia local e global para o pro-
blema (1). Apresentamos também a demonstracido da unicidade, dependéncia continua
em relagao aos dados inicias, assim como a demonstracao da existéncia de solucao maxi-
mal e alternativa blow up para a solugao. Por iltimo, faremos algumas estimativas para

obtengao e construcao da solugao global.



Capitulo 1
Resultados de Analise Funcional

Este capitulo é destinado aos resultados de Anélise Funcional, veremos aqui a
definicao de integracao vetorial, os espacos LP e WP vetoriais, suas propriedades bésicas,

além disso os Teorema de Ponto Fixo de Banach e Lema de Gronwall.

1.1 Funcoes Mensuraveis e Integracao Vetorial

Apresentaremos nesta secao conceitos e resultados da teoria de integracao ve-
torial. Para isto, definiremos alguns tipos de funcoes e demonstraremos o Teorema de
Bochner e suas consequéncias. Para tal consideremos um espaco de Banach X e um
espago de medida (I, ", u) onde I C R, p é a medida de Lebesgue e para cada conjunto

mensuravel A € Y a funcao caracteristica de A é denotada por y 4.

Definicao 1.1.1. Uma fungao ¢ : I — X € uma funcao simples mensurdvel se existem
conguntos mensurdveis Ay, ..., Ay € > com p(A;) < oo para j= 1,....k, tais que A;(A; =

& sempre que i # j, e vetores by, ...,by € X tais que

k
= xabi (1.1)
=1

Definimos a integral de uma funcao simples mensuravel ¢ : I — X por:

k

/@dt = ZM(Ai)bi (1.2)

1 i=1
Definicao 1.1.2. Uma funcao f : I — X € mensurdvel se existe uma sequéncia de

(pn)Se, de fungoes simples mensurdveis tais que

©n, — [ p-quase sempre. (1.3)
)



A verificacao de que uma fungao é mensuravel pela definicao nao é tarefa muito facil. O
teorema abaixo remedia em parte esta dificuldade cuja demonstracao encontra-se em [1],
Teorema 9.7.3.

Teorema 1.1.3 (Teorema da mensurabilidade de Pettis). As sequintes afirmacoes sao

equivalentes para uma funcao f: 1 — X.
(i) f € mensurdvel;
(i) [|f] : X — R € mensurdvel;

Definicao 1.1.4. Dizemos que a funcao mensurdvel f : I — X € Bochner - integravel
se existir uma sequéncia de fungoes simples mensurdveis @, : I — X, n € N, tais que

©n — [ p-quase sempre e

tim ot = @)1t =0 (14)
Note que
Jlent® = reo a (15)
faz sentido, pois a funcao
lon —fll: T =R (1.6)

é uma funcao nao negativa e pelo Teorema de Pettis é mensuravel.

Lema 1.1.5. Seja f : [ — X uma fungao integrdvel. Entao existe um vetor i(f) € X tal

que para toda sequéncia (p,)>, de fungoes simples mensurdveis que verifica (1.4), tem-se

lim [ g (t)dt = i(f). (1.7)

n—oo I

o limite (1.7) acima é tomado com respeito a norma de X.

Demonstracao. Seja (¢,)5, uma sequéncia de fungoes simples mensuraveis que verifica

lim/H@n — f(t)|| dt =0. (1.8)

[entvar= [ < [le0- el
Jllentt) - £ !W+/Wp e (19

Assim, a sequéncia / ©on(t)dt é de Cauchy. Existe, portanto, um vetor i(f) € X que

Entao,

IA

1

IA

I
verifica (1.7), como querfamos demonstrar. O



Note tais parcelas em (1.9) podem se tomar tdo pequenas quanto se queira, uma
vez que tal propriedade verifica-se para funcoes simples mensuraveis. Além disso, tal
limite independe da sequéncia escolhida, ou seja, qualquer sequéncia de fungoes simples

mensuraveis que verifica (1.4) terd o mesmo limite. De fato,

/Iz/;n(t)dt—z'(f)H < /wn dt—/f dtH ‘/I%(t)dt—/lf(t)dtHJr

euttar = ()|

[M;ﬂ Flde+ [ o) - 50 de+
zwwﬁ—mﬁy

Portanto, a sequéncia [, 1, (t)dt — i(f), quando n — co.

+

IN

_|_

(1.10)

Defini¢ao 1.1.6. O elemento i(f) construido no Lema 1.1.5 é chamado de integral de f

em I

:/f(t)dtzr}grgo on(t)dt (1.11)

b
/I F(t)dt = / f(t)dt (1.12)

Se f for uma funcao com valores reais, definimos:

/bf(t)dt _ /baf(t)dt, sea>b (1.13)

Para cada conjunto mensurdvel A € >, definimos a integral de Bochner da fun¢io f

[ y RGN (1.14)
A I

Teorema 1.1.7 (Bochner). Seja f : I — X uma fun¢ao mensurdvel. Entao f é integrdvel

Se I = (a,b) definimos:

sobre A por:

se, e somente se, ||f]| : I — R € integravel. Além disso,

ﬂﬂwﬂsﬂwwwt (1.15)

Demonstracao. Por hipdtese, f é integravel, entao consideremos a sequéncia de funcoes

simples ()22, tal que
i [ llea(®) ~ £(0) dt = (1.16)

n—oo
Devemos mostrar que [, || f(¢)] dt < oc.

Como ||[f(O)| < llen(®)]] + lon(t) — f(t)]], dessa forma temos que [|@,(t)|| : I — R é



integravel, pois se ¢,, = Zn ©YixB;, entao Zn il (B;) < 0.
i=1 i=1

Além disso, ||p, — f]| : I — R também é integrével, pois como nh_)rrolo /1 llon(t) — f()|| dt =
0 entao existe um ng € N tal que para todo n > ng, [, |l¢n(t) — f(t)|| dt < co. Portanto,
| £(t)]| é integravel.

Reciprocamente, suponha f mensuravel e que || f(t)|| é integrdvel. Seja uma
sequéncia de fungoes simples g, : I — R tal que g, — ||f|| em L'(I) e ainda |g,| < ¢
para alguma g € L'(I) ambas as condigoes valendo em quase toda parte. Seja (p,)%,
uma sequeéncia de fungoes simples mensuraveis ¢, : I — X tal que ¢,, — f quase sempre.

Entao considere a seguinte sequéncia de fungoes dada por

Pn |l

para todo t € I.

Observamos que h, é uma fungao simples mensuravel e integravel com ||k, || < g. De fato,

#n |9n]
Ihall = |7ty
lenll + %
[[nl
71 " 19| < g, quase sempre (1.18)
lenll + 5
e que h, — f em X quase sempre. De fato,
lim ]l = tim e
noee oo ”@n“ + n
= lim |gy,]|
n—oo
= I/l (1.19)

Portanto, lim ||h,(t) — f(t)|| = 0.

n—oo
Como ||h, — fIl < || hull + IIfIl < g+ |If]| € L'(I), entdo a fungdo ||k, — f|| : I — R ¢é
mensuravel e integravel.

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos:

tim [ (o) = @)t = [ Tim (0= )] de = 0. (1.20



Portanto, f é integravel. Finalmente,
lim / hn(t)dtH
n—oo I

o] -
[ron

< i [ (o)) de
I
— [ Jm o)) e

-
SALCIL

lim hn(t)H dt

n—oo

(1.21)

Portanto,

Corolario 1.1.8 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (¢,,)5, uma sequéncia de

[ﬂwﬂs[wwwt (1.22)
Il

fungoes integrdveis o, : I — X, e sejam f: 1 — X mensurdvel e g € L'(I). Se

len(®)]l < 9(2)

_ para quase todot € I eVn € N (1.23)
Tim o, (1) = f(1)
Entao, f € integrdvel e
/f(t)dt: lim [ p,(t)dt. (1.24)

Demonstragao. Basta mostrar que || f]| é integréavel.

Por hipétese sabemos que lim ¢, (t) = f(t), entao lim ||, ()| = ||f(t)]],
n—00 n—oo

como || ()| < g(t) isso implica que || f(£)|] < g(t) € L'(1).

Portanto, ||f|| é integrdvel e pelo Teorema de Bochner, f é integravel. Além disso,

len(t) = FOI < llea®l + 1O < 29(2) € L), (1.25)

isto é, a fungao ||, — f|| : I — R é integrdavel. Assim, usando o Teorema da Convergéncia

Dominada, temos

gg|mw—ﬂWﬁ:/gymm—ﬂwm. (1.26)
I I
Portanto,
/f(t)dt: lim [ ¢,(t)dt. (1.27)
I n—oo I

]
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Corolario 1.1.9. Sejam X e Y espacos de Banach el : X — Y um operador linear
limitado. Se f : I — X € uma func¢ao integrdvel, entao a funcao T o f : I — Y €

integrdvel e vale

[ﬁwfxmﬁ:T([f®ﬁ>. (1.28)

Demonstracao. Seja (¢,)5; uma sequéncia de fungoes simples integraveis tais que

T lpa(t) = F(8)] =0

. quase toda parte (1.29)
tim [ lleult) = £ = 0

Aplicando em cada elemento da sequéncia obtemos uma nova sequéncia (70 ,,)2% | que é
uma sequéncia de funcoes simples e portanto integravel. Pela linearidade e continuidade
de T, temos

/ (Top)(t)dt = / T(on(t))dt

I I

- T([@Jﬂﬁ) (1.30)

lim (Top)t) = Jim T(eult)
= 7 (fim o)

- T([¢Awﬁ) (1.31)

Portanto, T o f : I — Y é uma fungao mensurdvel. Como [ é integrdvel, entao || f||
¢ integravel sendo T limitada e ||[T(f()| < |T| - |f ()| € L*(I), entao || T(f(t))| ¢é

integravel e por Bochner, T o f também ¢ integravel. Além disso, usando o fato de que
1T (en(t)) = TCAEN < T - llon(E) — F(@)]] (1.32)
segue

i [T o) =T < T [ IT]-lgut®) - Fl0)] at

n—oo

71 Jim [ lea(®) = Fldt =0 (133
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pela Defini¢ao 1.1.6., temos

/(To Ht)dt = lim [ (T op,)(t)dt

I n—oo I

— lim [ T(pn(t))dt

n—o0 I

- Im (T /I %(t)) it
_ T( lim /I gon(t)dt)
_ ( /] f(t)dt)

1.2 Os Espagos LP(I, X)

Definicao 1.2.1. Seja p € [1,+00]. Denotamos por LP(I,X) o conjunto de (classes)
fungoes mensurdveis f : I — X tal que a fungdo t — || f(t)| pertence a LT (I).

Para f € LP(I,X) definimos:

1
s = { [0} p < o0 (134
HfHLp(I,X) = 5“5535 [F@ON, p=o00 (1.35)

Quando nao hd risco de confusao, nés denotamos || || x) por
W 2oy s oull Ml e s ou I, - (1.36)

Denotamos por LY (I, X) o conjunto das fungoes f : I — X tal que f|; € LP(I, X) para

cada subintervalo J C [ limitado.

Observacao 1.2.2. O espago LP(I,X) goza da maior parte das propriedades do espago
LP(I) = LP(I,R), o que pode ser verificado aplicando-se os resultados cldssicos para a

fungao t — || f]|.

Seguem alguns desses resultados abaixo.

1.2.1 Propriedades dos Espacos LP(I, X)

(i) [[fllzs(7x) definida por (1.35) e (1.36) ¢ uma norma no espago LF(I, X). O espago
LP(I, X) munido com a norma acima é um espago de Banach. Se p < oo, entao
Cie(I,X) é denso em LP(I,X).
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(ii) Uma fungao f : I — X pertence ao LP(I,X) se e somente se, existir uma fungao

g € LP(I) tal que ||f]| < g quase todo ponto de I.

11 1
(iii) Se fe LP(I,X) e p € LP(I) com —+ — = — <1, entdo of € L"(I,X) e
p q T
||S0f||Lr(I,X) < ||f||Lp(1,X) HSOHLq(]) (1.37)

Em particular, se f € LP(I,X) e se J é um subintervalo aberto de I, entdo f|; €
(I, X).

(iv) Se f e LP(I,X)NLI(I,X) com p < q, entdo f € L"(I, X), para cada r € [p,q|, e

0 1-6
||90f||Lr(I,X) < ||f||LP(I,X) H@”Lq(l) (1.38)

1 6 1-46
onde — = — + ——.
r b q

(v) Se I ¢ limitado e p < ¢, entao LY(I,X) — LP(I,X) e

1 oy < HTo 1l (1.39)
para toda f € Li(1, X).

(vi) Suponha f: I — X mensurdvel. Se f € LP(I,X) para todo J CC I e || f[|1s;x) <

C' para alguma constante C' independente do intervalo J, entao f € LP(I,X) e
1l oz x) < C-

(vii) SeY é um espaco de Banach e se A € L(X,Y), entao para cada f € LP(I, X) temos
que Af € LP(1,Y) e

[Af | ocryvy < ANy 1 e x) (1.40)
Em particular, se X — Y e f € LP(I, X), entao f € LP(I,Y).

(viii) (Teorema da Convergéncia Dominada) Sejam (fy,)nen C LY (I, X) e g € LP(I). Se
p<ooe

| fn(®)]] < g(t), para quase todo t € I e Vn € N (1.41)

lim f,(t), existe para quase todot € I e Vn € N
n—oo
entdo f:= lim f,(t) € LP(I,X).
n—oo
(ix) Sejam (f)nen C LY(I,X) e f € LP(I,X). Se lim f,(t) = f € LP(I,X), entao
n—oo

existe uma g € LP(I) e uma subsequéncia (ny)ren tal que ||f,, (¢)|| < g(t) quase

todo ponto t € [ e todo k£ € N.
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Proposicao 1.2.3. Seja f € LP(R, X) e defina
1 t+h
Thf(t) = E/ f(s)ds, para todot € R e h # 0. (1.42)
¢

Entao T, f(t) € LP(R, X) N Cy(R, X) e T}, € uma contragao em LP(R, X). Além disso, se
p < 00, entao }Lin% Tnf = f € LP(R, X) em quase todo ponto.
—

Corolério 1.2.4. Sejam g € L}, .(I,X), to € I e uma fungao f € C(I,X) definida por

ft) = /tg(s)ds, para todo t € 1. (1.43)

to

Entao, temos as sequintes propriedades abaixo:

(i) f € diferencidvel e f' = g em quase todo ponto;
(i) [ 1Ot =~ [ gle)5 (), para toda o € CLD);
I I

Demonstra¢ao. Como as propriedades (i) e (ii) acima sao locais, podemos assumir que
I=Rege L'YI,X). Temos:
ft+h)— f()

Tg(t) = 120 (1.44)

onde T}, é definida por (1.43). Assim a demonstragao de (i) segue imediato da Proposigao

1.2.3.

p(t+h) — (1)

Agora considere ¢ € C!(R). Note que — ¢’ quando h — 0,

uniformemente em R. Portanto,

—Aﬂmmwt:—mméﬂwﬁ+2_wﬂﬁ

h—0

= lim [ T ,q(t)p(t)dt
h=0 Jp

— [ stvear (1.5
R
onde a tltima igualdade é consequéncia da Proposi¢ao 1.2.3. Portanto, tem -se (ii). O

Lema 1.2.5. Se f € L},.(I,X) € tal que

!Kﬂwﬂﬂﬁ_o (1.46)

para toda p € CX(I), entao f =0 em quase todo ponto.

As demonstragoes das Proposi¢ao 1.2.3. e do Lema 1.2.5. podem ser vistas em [3].
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Lema 1.2.6. Se f € L}, (I, X) verifica
/f(t)cp'(t)dt =0 (1.47)
I
para toda ¢ € C°(I), entdo existe um xy € X tal que f(t) = xo para todo t € 1.

Demonstragao. Seja 6 € C(I) tal que /G(t)dt = 1. Seja ¢ € C*(I). Considere ty € I
I
tal que 0(t) = (t) = 0 para t < tg, e seja p € C°(I) dada por

o(t) = /t t {¢(s) _ ( /t:l/z(a)da> e(s)} ds. (1.48)

Temos ¢’ = 1) — (/zﬂ(o)do) 6. Portanto, substituindo em (1.48), tem-se
I

0= /f(t)w(t)dt—xo/@b(a)da. (1.49)
onde I I
Ty = /f(t)&(t)dt; (1.50)
e entao '
[t =i =o (151
para toda ¢ € C2°(I). O resultado agora segue pelo Lema 1.2.5. O
Lema 1.2.7. Se f,g € L} (I, X) verificam
Jaetar == [ soe (1.52)
para toda ¢ € CX(1), entdo dado ty € I existe um xo € X tal que
f(t) =xo + /ttg(t)dt, (1.53)

quase todo t € 1.

Demonstragao. Substituiremos g por £g com ¢ € C(I,X) podemos assumir tal que
I=Requege LR, X). Seja (gn)nen C C°(R, X) tal que g, — g em L'(R, X). Para
cada ¢ € C*(R), temos

Jatetvar = 1 [ a.opta

I - —lm R( /0 gn(s)ds) ()t

t
= —/ (/ g(s)ds) o' (t)dt
R \JO
por integracao por partes. Seque que

[(ro-[ tg(s)ds) S0yt =0 (1.55)

para cada ¢ € C°(I), o resultado segue do Lema 1.2.6. O

(1.54)
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1.3 Os espagos de Sobolev W1?(], X).

Seja 1 < p < oo. Dizemos que uma funcao f € WHP(I, X) se f € LP(I,X) e se
existe uma fungao g € LP(I, X) tal que

[ swetvie =~ [ s (1.56)
I I

Lo . df
para toda ¢ € C®°(I). Pelo Lema 1.2.5. g é tnica, e definimos [’ = prial Para
f e Whr(I, X), definimos

HfHWLpu,X) = ||fHLp(I,X) + ||f/||LP(I,X) (1.57)
Quando nao houver risco de confusdo podemos denotar || |[y1.0(; x) POT | 1oy 00 [l iy

Observagao 1.3.1. O espaco WP(I, X)) goza de maior parte das propriedades do espago
WiP(I, X) = WP(R, X), com essencialmente as mesmas provas. Em particular, obtém-

se facilmente os sequintes resultados.

1.3.1 Propriedades dos Espagos de Sobolev W1?(I, X)

(1) I/ llwr(r.x) € uma norma no espago W'P(I, X). O espago W'P(I, X) equipado com

a norma ||f||W1,p(I7X) ¢ um espaco de Banach.
(ii) Se f € W'P(I, X) e se J é um subintervalo aberto de I, entao f|; € W'?(J, X).

(iii) Se f € W'P(I, X) N W4(I, X) com p < ¢, entdo para cada r € [p,q] temos f €
Whr(I,X).

(iv) Se I ¢ limitado e p < ¢, entao WH9(I, X) — WhP(I, X).

(v) Suponha f € LP(I,X). Se f € W'P(I, X ) para todo J CC [ e 1/ | po(sx) < € para
alguma constante C' independente de J, entao f € W'P(I, X) e Hf’HLp(LX) <C.

(vi) Se Y é um espaco de Banach e A € L(X,Y) entdo para cada f € Wh(I, X),
Af e WP(1,Y) e

A oy < NAlLexwny 1 lwreax) - (1.58)
Em particular, se X — Y e f € W'P(I, X), entdo f € WHP(I,Y).
(vii) Se p < oo, entao C§°(R, X) é denso em WHP(R, X).

(viii) Se (fn)n>1 C W'P(I,X) tal que f, — f e f, — g em LP(I, X) quando n — oo
para algumas f,g € LP(I,X), entao f € W'P([,X) e f' = g.
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Teorema 1.3.2. Seja 1 <p<ooce feLP(I,X). As sequintes propriedades sio equiva-

lentes:
(i) feWw(,X);

(ii) Eziste uma g € LP(1,X) tal que para alguns s,t € I temos
¢
10 =16+ [ gloto (1.59)

Em particular, se [ satisfaz (i) e (ii), entao podemos dizer que g = [’ na propriedade (ii).

Demonstragao. (i) = (ii) pode ser obtida pela Lema 1.2.7. e (ii) = (i) segue-se do
Corolario 1.2.4. O

1.4 Teorema do Ponto Fixo de Banach

Os Teoremas de Pontos fixos constituem uma ferramenta muito 1til na Analise
Funcional garantindo existéncia e unicidade de solucoes para equagoes diferenciais, além

de outras aplicagoes.

Definicao 1.4.1. Sejam M, e My espacos métricos. Uma aplicacao f : My — My € uma

contracao, se existir uma constante k < 1 tal que
d(f(z), fly)) < kd(x,y) para todos x,y € M (1.60)

E notavel que as contragoes sao func¢oes uniformemente continuas, logo continuas.

Teorema 1.4.2 (Teorema do ponto fixo de Banach). Sejam M um espago métrico com-

pleto e f : M — M wuma contragcao. Entdo existe um unico ponto xqg € M tal que

f(xo) = Zp-

Demonstracao. Seja k < 1 a constante da contragao f. Considere o niimero nao negativo
i=inf{d(f(z),z):x€ M}. (1.61)

Inicialmente verificamos que ¢ = 0. De fato, caso contréario terfamos k=17 > i, e entdo

existiria z € M tal que d(f(z),z) < k™. Terfamos assim

d(f(f(x)), f(x)) < kd(f(x),2) <1 (1.62)

o que é incompativel com o fato de ¢ ser o infimo.
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Sabendo queinf {d(f(z),z) : © € M} = 0, podemos tomar uma sequéncia (z,,)nen

em M tal que d(f(z,),z,) — 0. Pela desigualdade triangular, podemos estimar

d(xp, Tm)

IN

d(f(zn), zn)) + d(f(2m), Tm)) + d(f(@0), f(zm))
< d(f(zn),mn)) +d(f(Tm), Tm)) + kd(Tpn, Tp) (1.63)

para todos n,m € N. Portanto,

A, ) < e (AT (), )+ d(F (), )] = 0, (1.64)

quando nm,m — oo. Isso prova que (z,)neny € uma sequéncia de Cauchy e, como M

é completo, (z,),en converge para um certo xg € M. Da continuidade de f temos

f(x,) — f(x0), e da continuidade da métrica segue que

d(f(xo),z0) = lim d(f(z,),z,) =0, (1.65)

n—oo

provando que zy é um ponto fixo para f. A unicidade segue da seguinte observacao: se

T € x1 sao pontos fixos, entao

d(xg,z1) = d(f(z0), f(21)) < kd(xg, 21). (1.66)

]

1.5 Lema de Gronwall

O Lema de Gronwall é uma ferramenta usada para obter variadas estimativas em
equacoes diferenciais. Em particular, é usado para provar a unicidade de uma solucao

para problemas de valor inicial.

Lema 1.5.1 (Lema de Gronwall). Sejam T > 0, A >0 e f € L'(0,T) uma fun¢ao nao

negativa. Considere uma fungdo nao negativa ¢ € C([0,T]) tal que

o <A+ [ fe)pas (1.67)
para todo t € [0,T]. Entao
S(t) < A- exp ( /0 f(s)ds) (1.68)

para todo t € [0, 7).

Cuja demonstragao pode ser encontrada em [3].



Capitulo 2
A Equacao do Calor em RN

Chamaremos de Equacao do calor homogénea e nao homogénea, respectivamente,

as seguintes equagoes:

u— Au =0 (2.1)

w — Au=f (2.2)

sujeitas as devidas condicoes iniciais e de contorno. Aqui t > 0e z € 2, onde Q Cc RV é

aberto. A incégnita desconhecida é u : Q x [0,00) — R, u = u(t, ), e o Laplaciano A é
N

tomado no que diz respeito as varidveis espaciais x = (1, ..., T,): Au = Au = Z Ugz; -

i=1
Em (2.2) a funcao f : 2 x [0,00) — R é dada. Um principio orientador é que qualquer

afirmacao sobre fungoes harmonicas produz uma declaragdo andloga (mas mais compli-
cado) sobre as solugoes da equacao de calor. Por conseguinte, o nosso desenvolvimento

em grande parte é paralelo a teoria correspondente para a equacao de Laplace.

Interpretacao Fisica.

A equacao do calor, também conhecida como a equac¢ao de difusao, em aplicagoes
tipicas descreve a evolucao no tempo da densidade u de alguma quantidade de calor,
tais como, a concentracao quimica, etc. Se V' C Q é qualquer sub-regiao lisa, a taxa de

variacao da quantidade total dentro V é igual ao negativo do fluxo liquido através de OV':

4 udx = —/ F -vdS, (2.3)
dt Jy av

F sendo a densidade de fluxo. Assim,

uy = —divF, (2.4)

18
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com V sendo arbitrario. Em muitas situagoes, F' é proporcional ao gradiente de u, mas
com pontos em sentido contrario (uma vez que o fluxo sai a partir de regides de maior

concentragao para de mais baixa):
F = —aDu (a > 0). (2.5)
Substituindo (2.5) em (2.4), obtemos a seguinte equagao diferencial parcial
u; = adiv(Du) = aAu, (2.6)

para a = 1 temos a equagao de calor (2.1). A equagao do calor aparece frequentemente,

por exemplo, no estudo do movimento Browniano.

2.1 Solucao Fundamental

2.1.1 Derivacao da Solugcao Fundamental

Observa-se que a equacao do calor envolve uma derivada em relagao a variavel
tempo ¢, mais duas derivadas com relagao as variaveis espaciais z; (i = 1, ..., N). Conse-
quentemente, vemos que, se u resolve (2.1), entao o mesmo acontece com u(A?t, \z) para

2
T . r ;. ~
todo A € R. Este scaling indica que o raio n (r = ||x||) é importante para a equagao de
calor e sugere a procura de uma solucao de (2.1) que tem a forma u(t, z) = v(%) = U(M)
> * ) t t
(t > 0,2 € RY), para alguma funcao v ainda indeterminada.
Embora esta abordagem eventualmente leve ao que nés queremos, ¢ mais rapido

procurar uma solucao u tendo a estrutura especial

u(t,z) = tiav <t£5) (2.7)

sendo t > 0,z € RY, e as constantes o, 3, bem como a funcdo v : RY — R a serem
determinadas. Chegamos a (2.7) se olharmos para uma solugdo u da equagao do calor

invariante pelo scaling de dilatagao
u(t, z) — Nu(\t, \x). (2.8)

Isto é, pedimos
u(t, ) = Au(\t, \x) (2.9)

para todo A > 0, ¢ > 0 e z € RY. Escreva A\ = t~! derivamos (2.7) para v(y) := u(1,y).

Vamos inserir (2.7) em (2.1), e posteriormente, calculamos

at~ @ y(y) + Bt~y Du(y) + @2 Ap(y) = 0 (2.10)
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para y := t’z. Para transformar (2.10) em uma expressao envolvendo a varidvel y sozinho,

1
tomamos [ = 3 Em seguida, os termos com ¢ sao idénticos, e assim (2.10) se reduz a

1
av%—iy'Dv%—Av::Q (2.11)

Simplificaremos ainda mais v sabendo que ela é radial, isto é, v(y) = w(|y|) para alguma
w: R — R. Entao (2.11) se torna

1 / " N -1 /
aw + ST +w" + w' =0, (2.12)
r
,_ d o N .
parar = |y|, ' = e Agora, se nés ajustamos o = 57 1ss0 simplifica e teremos
r
1
(r¥ ') + 3 (rMw)' = 0. (2.13)
Assim
1
rN Ty 4 §er = aq. (2.14)
para alguma constante a. Assumindo lim w, w’ = 0, concluimos a = 0; de onde
r—00
, 1
W= —grw (2.15)

E para alguma constante b, temos
w=be T. (2.16)

|Ed]

b
Combinando (2.7), (2.16) e as nossas escolhas para «, 3, concluimos que W@‘ i resolve

a equagao de calor (2.1).

Este célculo motiva o seguinte

Definicao 2.1.1. A funcao

[l]]

3 a N
q)(t,x) — We a1t > ()’g; cR
07 t<O,ZCERN

(2.17)

¢ chamada de solugao fundamental da equacdao de calor.

Note-se que ® é singular no ponto (0,0). Nés, as vezes, escrevemos P(t,x) =
(¢, ||x||) para enfatizar que a solugao fundamental é radial na varidvel x . A escolha da

—N/2

constante de normalizacao (4) é determinada pelo seguinte

Lema 2.1.2 (Integral da Solugao fundamental). Para cada tempo t > 0, temos

/ O(t,x)dr = 1. (2.18)
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Demonstracao. Calculemos

1 (B
) = — 1 d
/RN (t,x)dx ()2 /sze 1 dx

1 2
_ = ==l
= Nz sze dz
1 e,
=17 >
=1
(2.19)
O

2.1.2 O Problema de Valor Inicial

Agora usaremos ® para formar uma solugao para o problema de valor inicial (ou
de Cauchy)

{ uy— Au=0, em (0,00) x RV (2.20)

uw(0,2) = up(z), em {t =0} x RY
Notemos a funcdo (¢,z) — P(t,z) resolve a equacdo do calor para longe da
singularidade em (0, 0) e, portanto, o mesmo acontece com (¢, x) — ®(t,x —y) para cada

y € RY fixo. Por conseguinte, a funcao
uta) = [ Bl = o)y
RN

1 _lz—yll? N
= W/RNG 4t Uo(’y)dy (t>0,$€R )

(2.21)
deve também ser uma solucao.

Teorema 2.1.3 (Solugio para o Problema de Valor Inicial). Assuma que ug € C(RY) N
L>*(RY), e defina u por (2.21). Entdo

(i) ue C*((0,00) x RY);
(ii) w(t,z) — Au(t,z) =0 (t >0,z € RY);

(iii)  lim  wu(t,z) = uo(z®) para cada ponto z° € RV,
(t,2)—(t,x0)
t>0,zeRN

Demonstracao. (a) Uma vez que a fungao

1 =2
WB 4t (222)
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¢ infinitamente diferencidvel, com derivadas uniformemente limitadas em todas as

ordens em [0, 00) x RY para cada § > 0, vemos que u € C*((0,00) x RY). Além

disso

w(t,z) = /RN (P — A @) (t, z — y)] uo(y)dy

=0 (t>0,zeRY)

(2.23)
desde que @ ja resolve a equacao do calor.
(b) Fixe 2° € R, & > 0. Escolha § > 0 tal que
’uo(y) - UO(IO)‘ <e se ||y — xOH <6, ye RN (2.24)
o
Entao se ||z — 2% < Y temos de acordo com o Lema 2.1.2
u(t, z) = uo(z°)| = /N O(t,z —y) [uo(y) — uo(a”)] dy
R
< [t =) fuoly) — woa)| dy
B(xY,6)
s =y fuoly) — wle?)| dy
RN B(29,5)
= I+J
(2.25)
Agora
I< 5/ O(t,x — y)dy = ¢, (2.26)
RN

)
devido a (2.23) e ao Lema 2.1.2. Além disso, se ||z — 2%|| < 3¢ |ly — 2°|| > 4, entao

5 1
|y —2°|| < lly — 2|l + g Sly—=l+3 |y — 2°]|. (2.27)

1
Assim, |y — x| > 5 |y — 2°||

. Consequentemente,
J < 2ull. / B(t,x — y)dy
RN —B(z9,8)

C / eJlIZfHQdy
tN/2 RN —B(z9,5)

o[,
N2 Jon _pao s

C

(o] r2
= W/ e Y tdr - 0 quando t — 0.
5

IN

VAN

(2.28)
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o
Portanto, se ||z — 2°|] < get> 0 é suficientemente pequeno, |u(t, z) — uo(z°)| < 2e.

O
Observagao 2.1.4. (i) Em vista do Teorema 2.1.3 podemos escrever
O, — AP =0, em(0,00) xRN
! (0, 00) (2.29)
O = ¢y, em {t =0} x RY
8o denota a medida de Dirac no RN dando unidade de massa para o ponto 0.
(ii) Observe que, se ug € limitada, continua, uy > 0, ug Z 0, entdo
) = gy [, w0y (2:30)
(47Tt)N/2 RN

é, de fato, positiva para todos os pontos x € RN e o tempo t > 0. Interpretamos
esta observagao dizendo que a equacdo do calor tem forca velocidade com propagag¢ao
infinita de pertubagdo. Se a temperatura inicial € nao negativa e estd em algum lugar
positivo, a temperatura em qualquer momento posterior (ndo importa quao pequena)

esta em toda parte positiva.

2.1.3 O Problema Nao Homogéneo

Agora vamos voltar nossa atencao para o problema de valor inicial da equagao

do calor nao homogénea

{ u; — Au=f, em (0,00) x RY (2.31)

u=0, em {t =0} x RY

Como podemos produzir uma férmula para a solucao? Se lembrarmos a motivacao
que leva até (2.21), notamos que a funcao (¢, z) — ®(t — s,z — y) é ainda uma solucao da
equacao do calor (para um dado y € RN, 0 < s < t).

Agora para s fixo, a funcao

u=u(t;s,r) = /RN Ot — s,z —y)f(s,y)dy (2.32)

resolve

{ () = Au(55) =0, em (s,00) x RY (2.33)

u(+;s) = f(+8), em {t=s} x RY
que é apenas um problema de valor inicial da forma (2.20), com o tempo de partida ¢t = 0
substituido por ¢ = s, e ug substituida por f(-;s). Assim u(-;s) ndo é, certamente, uma
solucado de (2.30).



24

No entanto Principio Duhamel consulte [2], afirma que podemos construir uma
solugao de (2.30), por meio da integracao com respeito a s teremos solugao de (2.32). A

ideia é a de considerar
¢
u(t,z) = / u(t; s,r)ds (t >0,z € RY). (2.34)
0

Reescrevendo, temos

u(t,x) = //RN (t—s,x—vy)f(s,y)dyds

llo—y]? N
= /OW/RNG (= )f(Sy)dde parat0d0t>0x€]R
(2.35)
Para confirmar que a férmula (2.34) funciona, vamos por simplicidade assumir
que f € C3([0,00) x RY) e f com suporte compacto.
Teorema 2.1.5 (Solugao para o Problema Nao homogéneo). Defina u por (2.34). Entdo
(i) u e CF((0,00) x RY);
(ii) w(t,z) — Ault,z) = f(t,z) (t>0,2 e RY);

(iii) ( hr? O)U(t,x) = 0 para cada ponto x° € RV,
t,x t,x
t>0,z€RN

Demonstrag¢ao. (a) Desde que ® tem uma singularidade em (0,0), ndo podemos justi-
ficar diretamente por meio de derivacao sob o sinal de integracao. Em vez disso

avangaremos um pouco como na prova do Teorema 2.1.3.

Em primeiro lugar, mudaremos as variaveis, e escrevemos

u(t,z) = /Ot /RN (s, y) f(t — 5,7 — y)dyds (2.36)

Como f € C?([0,00) x RY) e tem suporte compacto e ® = ®(s,y) é suave perto de

s =1t > 0, calculemos

w(t,x) = //RN (s,y) fi(t — s,x — y)dyds
+ [ otnr0.e =y
(2.37)

a2u t a2u . .
;0 (t,z) = /0 /RN ®(S7y)8Iia$jf(t —s,x—y)dyds (i,j=1,..,N). (2.38)

Assim wy, D?u e, da mesma forma u, D,u pertencem a C((0,00) x RY).
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(b) Entao calculemos

¢ 0
w(t,z) — Au(t,z) = /0 /RN O (s,y) [(& - Ax) flt—s,x— y)] dyds
) —y)d
= [ ans0a =i
! 0
= [ ot (<5 - 8) 0= 50— dues
e JRN
c 0
+ /0 /]RN O(s,y) [(—a —Ay> ft— s,x—y)] dyds
o [ e gy
= L+J.+K
(2.39)
Agora ]
< e+ [D26,) [ [ @ mpavas (2.40)
pelo Lema 2.12. Integrando por partes, também encontramos
L = _A , — sz —y)dyd
[ [ o [(5-80) wts.] 56— s e
ez —y)d
o [ B -y
- [ oenr0.e -y
= /RN e, y)f(t—ez —y)dy — K,
(2.41)

uma que P resolve a equacdo do calor. Combinando (2.38)-(2.40), verificamos

ut,z) = Au(t,z) = lim - (e, y)f(t — e, 2 —y)dy

= f(t,z) (t>0,2zcRY)
(2.42)

o limite quando € — 0 ¢ calculado da mesma forma que no Teorema 2.1.3. Final-

mente note que ||u(t, )| <t fl] e — 0.

Observacao 2.1.6. Podemos combinar Teoremas os 2.1.83 e 2.1.5 para descobrir

que

u(t,z) = /RN O(t,z — y)up(y)dy + /0 /IRN Ot —s,x —y)f(s,y)dyds (2.43)

¢, de acordo com as hipdteses sobre ug e f como descrito acima, uma solu¢ao de
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{ uy— Au=f, em (0,00) x RY (2.44)

u = uy, em {t =0} x RY

2.2 Alguns Resultados da Teoria de Semigrupos

A Teoria de semigrupos é um estudo abstrato de equacoes diferenciais ordinarias
de primeira ordem com os valores em espacgos de Banach, motivado por operadores lineares,

mas possivelmente ilimitados. Nesta se¢ao, veremos alguns resultados basicos dessa teoria.

2.2.1 Definicoes e Propriedades Elementares

Comecamos com um problema abstrato. Seja X um espago de Banach, e considere

entao a equacao diferencial ordindria

‘() = Au(t), (>0
11(0) = U,
d
onde’ = — uy € X é dada, e A é um operador linear. Mais precisamente suponha D(A),

dt

o dominio de A é um subespaco linear de X com o operador possivelmente ilimitado dado
por
A:D(A) — X. (2.46)

Nos investigamos a existéncia e unicidade de uma solugao
u:[0,00) > X (2.47)

da EDO (2.44). O problema fundamental é verificar condigoes razodveis para o operador

A, de modo que
(i) a EDO tem uma tnica solu¢ao u para cada ponto ug € X inicial,
(ii) muitas EDP’s interessantes podem ser expressa na forma abstrata (2.44).

Teremos em mente a situacao em que X é um espaco de fungoes L e A é um opera-
dor diferencial parcial linear envolvendo outras varidveis na variavel t. Neste caso, A é

necessariamente um operador ilimitado.
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2.2.2 Semigrupos

Vamos neste momento informalmente assumir que u : [0, 00) — X é uma solugao
da equacao diferencial (2.44), de facto, tem uma unica solugdo para cada ponto inicial
ug € X.

Notacao. Entao escrevemos
u(t) = S(t)ug (t>0) (2.48)

para exibir explicitamente a dependéncia de u(t) com valor inicial ug € X. Para cada
t > 0 podemos, portanto, considerar S(¢) como uma aplicagao de X em X.

Que propriedades faz a familia de operadores {S(t)},, satisfazem? Claramente
S(t) : X — X é linear. Além disso

S(t+ s)ug = S(t)S(s)ug = S(s)S(t)ug (t,s <0,uy € X). (2.49)

Condicao (2.48) ¢é simplesmente a nossa hipétese de que a EDO (2.44) tem uma tunica

solugao para todo ponto inicial. Finalmente, parece razoavel supor que para cada uy € X
a fungao ¢ — S(t)uy ¢ continua de [0,00) — X. (2.50)

Definigao 2.2.1. (i) Uma familia {S(t)},5, de operadores lineares limitados definidos
de X em X € chamado de semigrupo se satisfaz as condigoes (2.48) - (2.49).

(ii) Dizemos que {S(t)},~, € um semigrupo de contracao, se em particular satisfaz

SOOI <1 (=0,u € X) (2.51)
onde || || denota a norma do operador. Assim
[S@)uoll < luoll (¢ = 0,u0 € X) (2.52)

A nocao de semigrupo contracao capta muitas propriedades de um bom fluxo de
X gerado pela EDO (2.44).

Definicao 2.2.2. Escrevemos

D(A) = {u € X | lim S(tju —u existe em X} (2.53)
t—0t
’ S
Au = 1im 2D e pay) (2.54)
t—0+t

Chamamos A : D(A) — X de gerador (infinitesimal) do semigrupo {S(t)},5,, onde D(A)

é o dominio de A.
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Teorema 2.2.3 (Propriedades da Diferencial de Semigrupos). Assuma que u € D(A).
Entao

(i) S(t)u € D(A) para todo t > 0,

(ii) AS(t)u = S(t)Au para todo t > 0,

(iii) A aplicagao t — S(t)u € diferencidvel para todo t > 0,
(iv) %S(t)u =AS(t)u (t>0).

Demonstracao. (a) Sejau € D(A). Entao

S(s)S(t)u — S(t)u S(t)S(s)u — S(t)u

lim = lim pela propriedade (2.48)
s—0t S s—0t S
—5(t
= S(t) lim Sls)u— S(t)u
s—0t S
= S(t)Au

(2.55)
Assim, S(t)u € D(A) e AS(t)u = S(t)Au. Fica provado os (i) e (ii).

(b) Sejau € D(A), h > 0. Entao se t > 0,

lim {S(t)“ - i(t —hu S(t)Au} — lim {S(t _n) (M) _ S(t)Au}

h—0+ h—0t h
My —
= lim {S(t —h) (M - Au) +(S(t—h) - S(t))Au} =0
h—0+ h
(2.56)
como % — Au e ||S(t — h)|| < 1. Consequentemente
. Stu—St—h)u
hgrgl+ - = S(t)Au. (2.57)
similarmente
St +h)u—Stu . Shyu—u
hlilr(r)l+ - = S(t) hlirgL — = S(t)Au. (2.58)

d
Assim, ES(t)u existe para todo tempo ¢t > 0, e é igual a S(t)Au = AS(t)u.

Observagao 2.2.4. Como t — AS(t)u = S(t)Au € continua, a aplicagio t — S(t) é C*
em (0,00), se u € D(A).
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2.2.3 Exemplo de Semigrupo
Seja A € L(X) consideremos a série formada por

eHIAl e 1Al
1! 2!

1+ + ... (2.59)

¢ convergente. Isto nos motiva definir a seguinte série

tA  t2A? tn A"
I+ —+ +

TR T T Shver S (2.60)

onde I é o operador identidade de X, dessa forma (2.59) é absolutamente convergente,

portanto é convergente para todo ¢t € R. Temos, assim definido uma fun¢ao chamada de

exponencial de A denotada por e/,

Definindo (tA)? = t°A° = I, podemos escrever (2.59) por
+oo
A"
otA

=> w (2.61)

n=0
Observagao 2.2.5. ¢4 € L(X) e [|e!]| < el

Demonstracao.

+o00
th AN
tA .
e =
A A A2 -
- 0! +F+ 2_' + . <
tA t2A2
< |II 2 _
< | H+H1 M .
2] || A%
= | + [t ||A|I+T+..._
It )| All?
< || + |t ||A]| + T = oltlIIAl
(2.62)
O

Teorema 2.2.6. A fun¢io E : Rt — L(X) dado por (2.60) satisfaz as sequintes condigoes:
(i) E(0)=1;
(i) E(t+s) = S(t)S(s);

(iii) Hem — IH — 0 quando t — 0%
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Demonstracao. Seja A € L(X) e considere

+o00o
A"
tA
et = ZO - (2.63)
+0 i An
t"A . . tA 4
Como, para cada t > 0, Z [ converge na topologia uniforme de £(X), e’ é uma
n!
n=0
aplicacao de R* em £(X). E notével que E satisfaz (i), pois E(0) = e/ = 1.
Tome E(t) = e e E(s) = e com A € L(X). Assim,
+o0 n +oo k
_ iAsA (tA) (tA)
E(t)E(s) = e e** = Z o Z 1
n=0 k=0
B in n kAR Sn—kAn—k)
N ! — k)
—\ = kKl (n—k)!
too [/ n k k—n
t
- Z kl(ns_ k;)|> A7
n=0 \k=0 '
=\ & El(n — k)! n!
“+o0o +00
n A" ((t+s)A)" .
= D () =) =T = E(t )
n=0 n=0
(2.64)

resulta que e satisfaz (ii).
Alem disso, de

et = f A" _ I+ f (tA)n, (2.65)

temos

IN

A
N
gl
N
i

IN
=

IN

m=1

tlA] ] <
< Al e

IN

(2.66)

donde,
et —I]| =0 (2.67)

quando t — 0T, isto é e satisfaz (iii). O
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2.2.4 Semigrupo do calor em RY

O semigrupo do calor em RY ¢ a familia de operadores (e'®);>o definidos da

seguinte maneira:

(e%%u) () = ug(x) (2.68)

(e"™u)(z) = W /IRN e_%u(y)dy, t>0 (2.69)

Podemos verificar que o semigrupo do calor satisfaz:
(i) e"2u = u,;

(ii) el+9A = ethesB Wt s > 0.

1 1 1
(iii) Sejam 1 < p,q,r <ooe -+ — =~ + 1 e sejaug € L. Entao e®uy € L" e
p q r
_N(1_1
€], < (drmt) % G0 Jlug (2.70)

Demonstra¢ao. A demonstragao propriedade (iii) é feita usando a Forma Geral da
Desigualdade de Young para mais detalhe consulte [4]. E suficiente mostrarmos que

tA -&(i-1) . . . .
||e HLF < (4wt)”2\a" 7/ pois com as hip6teses acima a Desigualdade de Young nos

diz que
e uoll . < [le™ | - lluoll o (2.71)
Assim,
4, = ¥ [
= (4rt)" T (4t)2p 2 /RN e 7P g
= (4nt)" T () Tp EaE
= (drt) 2Dy
< (drt) 20D
(2.72)
Portanto, etA”Lp < (47rt)_%(1_%) = (47#)—%(%_%)_ ]

Observagao 2.2.7. A solugao da equagao (2.43) via Teoria de Semigrupo assume a forma

u(t) = e®ugy + /t e =92 f(s)ds (2.73)
0



Capitulo 3

Existéncia de Solucao Local e GGlobal
para um Problema Nao Local no

Tempo

Este capitulo contém os resultados de existéncia local e global de solugoes para a

equagao do calor nao linear e podem ser encontrados em [5].

3.1 Existéncia Local
Consideremos o seguinte problema de valor inicial:

up — Au = fot(t — s)uP(s)ds,em (0,T) x RY (3.1)

u(0,7) = up(z), em RY .
onde p >1e0 <7y < 1. Como de costume, a solugdo da equagao (3.1) é uma fungao
u € C([0,T], Co(RY)) tal que

u(t) = e ug(z) +/0 /08 =2 (s — o) TuP(0)dods, (3.2)

para todo 0 < ¢t < T, onde e*® é o semigrupo do calor em R” . E f4cil verificar que se u(t, x)
4—2
é uma solugio de (3.1) com condicio inicial ug(z), entdo para todo A > 0, A7 u(A\2t, Az)
4—
¢ uma solugdo com condigao inicial )\%uo()\x). De fato, seja © = \*u(A\*t, \x). Dai
temos,

U = AN u (A2, Az) - A + up (A%t Ar) - 0 = AP (At \r)

Uy, = AUy, (N1, A2;) - 0 4 ug, (N2, Azy) - X = AT, (V2 Axy).

Derivando mais uma vez u,, com relacao a x;, obtemos
32
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Uz, = AN g, (N, AT) - 0+ A g0 (A28, A1) - A = N2, (A2t Aay).

Assim,

N N
AT =Y NP, (W Azg) = X2 g (W Aay) = AP Au(N, Ax)
=1 =1

Logo, como w satisfaz a equacdo (3.1), temos:

t
u—Au = / (t — )7V [A\“u(A?s)]Pds
0
¢
A2, (A%, Ax) — X2 Au(N?t, Ax) = )\O‘p/ (t — 5)"uP(\%s)ds
0
A2t
NP2 (u (N2t Ar) — Au(N*t, \x)) = )\O‘p_2+27/ (N2t — ) VP (r)dr
0

A2t A2t
A2 / (N2t — 5) TP (s)ds = )\O‘p_2+27/ (N2t — 1) "uP (r)dr.
0 0

(3.3)
Portanto,
)\a+2 — )\ap—2+2'y
obtendo assim o valor de « Lo
— 27
= . 3.4
o= (3.4)
Ja que
1
4—2~ 4—2y q q
’ AT uo()v)‘ - {/ H)\ uo()\x)H dx}
L4 RN
= AT {/ Huo()\x)qum}q
RN
1
4—-2y N q
= 3 Tl ay
RN
-2y N
= Art o flug() L s (3.5)
para que a norma seja invariante para equagao (3.5) devemos ter
N(p—1)
sc — . 3.6
q s (3.6)

Dessa forma, obtemos o expoente do espaco de Lebesgue onde veremos mais a

seguir, se ||ug(z)|| ;.. € suficientemente pequeno, entao a solugao é global.
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Teorema 3.1.1 (Existéncia Local). Seja 0 < v <1 ep > 1. Dado ug € Co(RY), entao
existe T > 0 e uma tinica solu¢io u € C([0,T], Co(RN)) de (3.1). u podendo ser estendida
a um intervalo mdaximo [0, Thaz) tal que, ou Thae = 00 0U, Thyar < 00 € HUHLOO((O,t)xRN) —
0o quando t — Tar. Além disso, se ug € L"(RY), entao u € C([0,T], L"(RY)).

Demonstracao. A prova segue o argumento padrao: no entanto, alguns cuidados devem

ser tomados ja que a equacgao é nao-autonoma.

(i) Unicidade

A Unicidade decorre do Lema de Gronwall. Com efeito, se u, v s@o duas solugoes
em algum intervalo [0, 7], entdo uma vez que, |[u? — vP|| < C||lu — v]|| em [0, T] x RY

e usando a propriedade (2.71). Obtemos

[u®) =o)L~ = (s — 0) 7 [P (0) — v*(0)] dods

oo

/o / €92 (s —0) 7 (o) — ()] dods

¢ [ [ 5= o) = v(o)l e dods
- // s — ) Ju(e) = 00| dsdo

- E 0<t—a>1 " Nu(o) — v(0)]| . do

IN

IN

Portanto, u(t) = v(t).

(ii) Existéncia Local

A existéncia local em um pequeno intervalo [0, 7] é provada por um argumento de

ponto fixo no conjunto

Er = {U e L=((0,T), Co(RY)); ||u||L°O((O,T)><RN) <2 HUOHLOO} : (3.8)

Definiremos o operador ¥ dado por

W) = ez // (=98 (5 _ o) =u? (o) dords. (3.9)

Observemos que Ep é um subespaco fechado e limitado do espago métrico L>((0, T"), Co(RY)).

Mostraremos que ¥ tem um ponto fixo. Basta verificar, entao, que as seguintes

condigoes sao satisfeitas:

(a) \I/<ET) C ET-



(b) V: Er — Er é uma contragao.

(a) Seja u € Ep. Assim,

[0 ()] e = || uo(x / / =92 (s — 0) P (0)dods
LOO
< HetAuoHLoo + e(tfs)A(s — o) "uP(o)dods
0o Jo Lo
t s
< ol + [ [ (=07 fulo) - dods
o Jo
t t
— Nl [ [ (507 (o) dsdo
0 Jo
C t
— ol + 1 [ (6= 07 u(o) e dor
— 7 Jo
2°C' ||uo]|s o /t _
< Nugl|;ee + ————= [ (t —0)Vdo
ool + S0 [t - )
2°CT* |luo|j=
S U oo —I'_ U o
|| UHL (1 _7)(2 _ ,7) || OHL
Portanto, se T' é suficientemente pequeno tal que
_ -1
POT s
1=7)2=7)
temos
W ()l oo < 2 |uol] oo
(b) Sejam u,v € Er.
Note que, em [0,7] x R,
[u? () = 07 ()] oo < CO)([[u(0) 7 + [lu(o)[F) lu(o) = v(o)] 1
e, além disso,
[u(o) = v(o)]| e < llu— vl
Logo, de (3.21) e (3.22), obtemos
[u (o) = v (0)l| e < CO) ()7 + lula)lf) 1 = ]l 1o

Assim, com a desigualdade (3.23), calculemos
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(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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0 = vl = | [ [ 2= 0 o) — el

o>

< /0 t /O S |2 (s — o) [uP (o) — v7(0)]|| , dods

< [ [ =01 )] dois

= [ [ =01 o) - o)l dsi

= 1 [0 ) Ol do

< O [ o Qo + ) = il
< POOIE oy, [0 oy oao

20 (p) uollf T

= [ = v e -
L=7)2=7) -
(3.16)
Portanto, se T' é suficientemente pequeno de modo que
2°C bl

(1=7)2=7)

¥ ¢é uma contracao estrita.

Concluimos que ¥ : Er — Ep tem um ponto fixo.

(iii) A Dependéncia Continua em Relagao ao Valor Inicial

Considerando u e v solugoes de (3.1) associadas aos valores iniciais ug e vy respec-

tivamente, obtemos

Jut) = oDl < 0 = ol + 7 [ (6= )" ulo) = (o) do 319

Do Lema de Gronwall segue que

72—

C
|w(t) = v(t)]l e < lluo — vol| foo €7@ (3.19)

(iv) A Existéncia do Intervalo Maximal

Em (ii) obtemos a existéncia de uma solugao u do problema (3.1) em [0,7] com
valor inicial ug. Definimos 7" = Tj, e conforme a demostracao de (ii), temos uma
solugdo v de (3.1) com valor inicial u(77) e definida em [0, d;] tal
208 |[u(T) [
(1=7)2~=7)

<1 (3.20)
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Dessa forma, obtém-se uma solugao v de (3.1) definida em [0, 73] com Ty = T} + 6;.

De fato, a funcao dada por

at) = { u(t), se t € 0,T1] (3.21)
v(t—Ty),sete [T, T + 6]

é continua pois u(T;") = v(0) = u(T1) e w(T;) = u(T}) e também é solugao em
[07 Tl + 51]

Agora, comegando com o dado inicial u(73) se obtém uma solu¢do no intervalo
[0, 75 + d5], com dy > 0. Por inducdo obtém-se uma sequéncia crescente (7),),>1 €
sequéncia de solugoes (uy,)n>1. Notamos que 77, d1, da,..., podem nao ter a mesma

magnitude, pois os dados iniciais u(0), u(7}), u(73)..., podem ter normas diferentes.

Seja T1 < Ty e uy e uy solugoes de (3.1) em [0,73] e [0,T3] respectivamente. Da
unicidade de solugoes, segue que u; = uy em [0,7]. Seja I um conjunto de indices
qualquer. Vamos considerar agora a familia (u;(t));c; de todas as solugoes de (3.1)

e definidas em uma familia de intervalos ([0, 7;])ics-

Seja Tax = sup T;. Assim, T, pode ser +oo.
icl

Vamos definir a func¢ao u(t) em [0, Tax) por

u(t) = u;(t), set €[0,1;],i € I. (3.22)

Da unicidade, resulta que u(t) estd bem definida. Também pode-se observar que
u € C([0, Tinax), Co(RY)) e que u satisfaz (3.1) para todo t € [0, Thax). Esta solugao

¢ chamada de solugao maximal de (3.1).

(v) A Alternativa Blow up

Seja u a solugdo maximal de (3.1). Entao valem as seguintes alternativas:
ou Tax = 00

OU Tpax < 00 € t lim [Ju(t)]] = +o0

max

No primeiro caso, dizemos que u é solucao ¢é global e no segundo caso dizemos que

u explode ou sofre blow up quando t se aproxima do tempo finito Ty,ay.

Por contradigdo. Suponha que T, € li,}n ||u(t)]] nao é infinito. Assim, existe uma
t

max

sequéncia t; ' Thax tal que ||u(t;)|| < C < oco. Agora vamos fixar um § satisfazendo

2PC6> Ju(ty)||h
(I=7)2=")

<1 (3.23)
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Para valor inicial u(t;), temos uma solucao v; de (3.1) definida em [0, §]. Colocando

u com v; conforme (iv) do Teorema 3.1.3 onde

() = { u(t), se t € [0,1;] (3.24)

U(t - tj)v set e [tjajj + 5]7

obtemos uma solugdo do problema (3.1) definida [0,¢; + §]. Assim, tomando j
suficientemente grande, segue que t;+0 > Ti,ax. Assim, u é solugao em um intervalo

maior que o intervalo [0, Tiay]. Isto contradiz o fato de que u é solugdo maximal.

(vi) A Regularidade em L"(RY)

Finalmente, a regularidade em L" é provada da seguinte forma. Em vez de fa-
zer o uso do argumento de ponto fixo em E7p, consideramos o conjunto E =
L>=((0,T), Co(RN)) N L>((0,T), L™ (RY)) trabalhamos em

E, = {U €L ||U||Loo((o,T)xRN) < 2 [uol| g ||u||L°°((O,T),LT) <2 ||U’0||LT} (3.25)
equipado com a distancia de Ep. Estimando |u?~'u| ., por [uli~ |lul|,. no ar-
gumento do ponto fixo no item (ii), (a) e (b), obtém-se uma solu¢do no mesmo
intervalo [0,7]. Segue que u € C([0,T],L"(R")), concluindo assim, a regularidade

em L.

3.2 Existéncia Global

Nesta secao, obteremos uma solugdo global de (3.1) sob a hipétese (3.27). Na

verdade obteremos uma classe mais geral de solugoes, isto é, u € C((0,00), Co(RY)).

Teorema 3.2.1 (Existéncia Global). Seja 0 < v < 1 e defina

iy A= (3.26)
Pt T IN T2 2y ‘
e
1
Dy = Mmazx {_7%} € (0, oo (3.27)
Y

Sejam ug € Co(RY) e u € C([0, Thaz), Co(RY)) uma solugdo correspondente de (3.1).
Entao se
P> Ds (3.28)

e ug € L= (RN)( onde g5 € dado por (3.6)) com a norma ||uol| .. suficientemente pe-

quena, entao u existe globalmente.
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Observacao 3.2.2. Seque aqui uma observacao a respeito do Teorema 3.2.1. A condi¢ao

p > py € equivalente a

N
sc > Th A T T 3.29
1 (N—=2+~)F (3:29)
- 1, .
e a condi¢cao v > — € equivalente a
p
N(p-—1
Qsc > i_ P ) (3.30)
p
Assim, se deizarmos
N N(p-1)
= , 1 3.31
q max{(N_27)+ 4_% }> ( )

entao p > p, € equivalente a qs. > q. E neste caso apenas que ||ugl| 1. < 1 implica a
existéncia global.
Demonstracao. Seja g > 0 tal que

2—~v 1 N 1

s << — g>p 3.32
i P L (3.32)

1
Sabendo que podemos escolher ¢ desta forma gracas a condicao p > —, temos, entao
Y

N(p-1)

q> 5 > Gses (3.33)
Defina NN N
9 _
_ N N _e7r N (3.34)
2¢sc 29 p—1 2
Podemos verificar usando (3.11) e (3.32) - (3.33) que
1—9 Np-1)
> — <l, ——-—= —1 =2. 3.35
B p_l,pﬁ , 2 +p-1B+~ (3.35)
Consideremos o espago
Es = {u € L™((0,00), LY(R™));t* |[u(t)|| ., < 0, para todo t >0} (3.36)
Munido com a métrica
d(u,v) = sup t” ||u(t) — v(t)] 4 (3.37)
>0

é um espaco métrico completo, para todo u,v € Fs. Com § > 0 suficientemente pequeno
a ser estimado mais adiante.

Dado u € Ejs, definimos sobre Ej5 o operador ¥ dado por

t s
U(u) = ePug + / / =92 (s — o) P (0)dods (3.38)
0 Jo

Dado uy € L%, mostraremos que ¥ satisfaz as seguintes condicoes:
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(i) U(E;) C E;
(ii) ¥ : Fs — Es é uma contracao.
(i) Seja u € Ej por (2.70), temos
P e R T s e Rt

< Ot (@) g o +

t
—I—C'ltﬁ/ (t—s)_?(g_E)
0

L4

ds

q
Lp

/O (s — o) (o) do

t Nip 1 s
= Cillunl + Cut* [ 6= FED| [ 5= o) (o) ds
0 0 Lv
t Nip 1 s
< 015/2+01tﬁ/ (t—s)2(qq)/ (s —o) 7 luP(o)l 4 dods
0 0
t S
_ 015/2+01t6/ (t_s)—g(z—q)/ (s = 0) " Julo)|y dods
< 015/24‘0115%‘”// (t—s) N(§41>(s—0)’70’ﬁpdads.
(3.39)

Note que

t s N(p—1
/ / (t—s) "5 (s — o) "o Pdods =
0 0
1
= (/ (1 —a)‘”a_ﬁpda) X
0

t N(p—1)
></ STt — 5) 5 ds
0
¢ N(p—1)
= Cz/ R W ds

pl)

= Oyt 7P X

1
X (/ s (1 — 8)” S ds)
0

- 0203t2—w—ﬁp—N(gq_l) == CQCgti’B, (340)

Logo, substituindo (3.39) em (3.38), temos
tﬁ H‘I’(U)HM S 01(5/2 + 01020351) S (5, (341)

para ¢ suficientemente pequeno.

Portanto, concluimos que ¥(FEs) C Es.
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(i) Sejam u,v € Es. Temos que

P10 - )l < O [ (=97 [ (5= 0 o) - (o), dods

0

t _Ne-1 [f _ _
< ClC(p)tﬁ/O (t—s) /0 (s =) (lu@)lfa" + lo(o)7.") x
X Jlu(o) —v(o)| Lo dads
8 1 _N(p-1) —~ -8
< 2C,C(p)t°éP " d(u,v) t—s 2 (s—o0) Yo PPdods
S 2010( )02031556]) lt Bd u U
(3.42)
Assim,
() = W), < O d(u,v), (3.43)
com C' = 2C,C,C3C(p), de modo que se § é suficientemente pequeno, temos
cort <1 (3.44)

e VU : Es — FEs, é portanto, uma contracao estrita. Assim ¥ tem um ponto fixo, o qual é
a solugao de (3.1). O
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