
Universidade Federal da Maranhão - UFMA

Centro de Ciências Exatas e Tecnologia CCET

Programa de Pós-Graduação em Matemática - PPGMAT
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da Universidade Federal da Maranhão como requi-

sito parcial para obtenção do t́ıtulo de Mestre em
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Resumo

No presente trabalho, estudaremos situações relacionadas a existência, unicidade, taxas de de-

caimento e comportamentos assintóticos de soluções para uma classe de equações de placas não

linear e com memória. Em particular, no primeiro caṕıtulo revisamos alguns assuntos rela-

cionados a uma série de resultados oriundos da teoria geral da análise funcional, tambem de

forma concisa e particular, semigrupos e atratores, os quais serão aplicados no decorrer dessa

dissertação. No caṕıtulo seguinte, abordaremos uma equação da placa de quarta ordem dissipa-

tiva com pertubações não lineares do tipo p - Laplaciano e localmente Lipschitz e com memória.

Continuando, provamos a estabilidade exponencial de energia correspondente ao problema ho-

mogêneo com memória de segunda ordem.

Palavras-chave: Equação de placa, p - Laplaciano, memória, estabilidade assintótica, decai-

mento de energia,analiticidade, exponencialmente estável, semigrupos, atrator global.
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Abstract

In this paper, we study situations involving the existence, uniqueness, decay rates and asymptotic

behavior of solutions for a class of nonlinear equations cards and memory. In particular, in the

first chapter we review some issues related to a number of results derived from the general

theory of functional analysis, also concise and particular, semigroups and attractors, which will

be applied during this dissertation. The next chapter will discuss an equation of the fourth

order dissipative plate with nonlinear perturbations of type p - Laplacian and locally Lipschitz

and memory. Continuing, we prove the exponential stability of energy corresponding to the

homogeneous problem with second-order memory

Keywords: Plate equation p - Laplacian, memory, asymptotic stability, Energy decay, analy-

ticity, exponentially stable, semigroups, global attractor



ÍNDICE DE NOTAÇÕES

Geral

|Ω| := medida de Lebesgue de Ω ⊂ RN ;

|α| = α1 + α2 + · · ·+ αN e α! = α1!α2! · · ·αN para todo α = (α1, ..., αN !) ∈ NN ;

p′ =
p

p− 1
expoente conjugado de p;

xα = xα1
1 xα2

2 · · ·x
αN
N para todo x = (x1, x2, ..., xN ) ∈ RN ;

supp(u) = {x ∈ Ω;u(x) 6= 0}Ω;

↪→ inclusão cont́ınua;

↪→↪→ inclusão compacta;

〈·, ·〉 dualidade;

(X, || · ||X) espaço de Banach

Operações de derivação

Dαu =


∂|α|u

∂xα1
1 ∂xα2

2 · · · ∂x
αN
N

, se α 6= (0, ..., 0

u , se α = (0, ..., 0)

∆u =
N∑
j=1

∂2u

∂x2
j

∆2u = ∆(∆u)

∆pu = div(|∇|p−2∇u)
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Espaços de funções

C(Ω) = {u : Ω→ R | u é cont́ınua}

Ck(Ω) = {u : Ω→ R | u é k - vezes continuamente diferenciável}

C∞(Ω) = {u : Ω→ R | u é infinitamente diferenciável}

C∞0 (Ω) = {u ∈ Ck(Ω) | supp(u) ⊂ Ω é compacta}, k ∈ N ou k =∞

Ck,α(Ω) = {u ∈ Ck(Ω) | Dku é α - Holder cont́ınua}

D (Ω) := espaço das funções teste

Lp(Ω) = {u : Ω→ R | u é mensurável e
∫

Ω |u(x)|pdx <∞}

L∞(Ω) = {u : Ω→ R | u é mensurável e |u(x)| ≤ Kq.s. em Ω}

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) | Dαu ∈ Lp(Ω), 0 ≤ |α| ≤ m}

Wm,p
0 (Ω) = C∞0 (Ω)

Wm,p(Ω)

Hm(Ω) = Wm,2(Ω)

Hm
0 (Ω) = Wm,2

0 (Ω)

L2
µ(R+;X) = {η : R+ → X |

∫∞
0 µ(s)||η(s)||2Xds <∞}

Lp(0, T ;X) = {u : (0, T )→ X | u é mensurável e
∫ T

0 ||u(t)||pXdt <∞}

L∞(0, T ;X) = {u : (0, T )→ X | u é mensurável e ||u(t)||X ≤ K q.s em (0, T )}

C([0, T ];X) = {u : [0, T ]→ X | u é cont́ınua de [0, T ] em X}

Ck([0, T ];X) = {u : [0, T ]→ X | u é k - vezes continuamente diferencialvel de [0, T ] emX}

Cw([0, T ];X) = {u : (0, T )→ X | u é fracamente cont́ınua de [0, T ] em X}

11



L (X;Y ) = {T : X → Y | T é linear e cont́ınua}

Espaços duais

X ′ = L (X;R) dual de X

[Lp(Ω)]′ = Lp
′
(Ω), 1 ≤ p <∞

[Wm,p
0 (Ω)]′ = W−m,p

′
(Ω), 1 ≤ p <∞, m ∈ N

[Hm
0 (Ω)]′ = H−m(Ω), m ∈ N

[Lp(0, T ;X)]′ = Lp
′
(0, T ;X ′), 1 ≤ p <∞

D′(Ω) = L(D(Ω),R)

D′(0, T ;X) = L(D(0, T ), X)

Convergências

→ convergência forte

⇀ convergência fraca

∗
⇀ convergência fraca estrela

12



Memória

(g ∗ u)(t) =
∫ t

0 g(t− s)u(x, s)ds

(g�u)(t) =
∫ t

0 g(t− s)
∫

Ω |u(x, t)− u(x, s)|2dxds

Normas

||u||p = (
∫

Ω |u(x)|pdx)
1
p

||u||∞ = sup
x∈Ω

ess |u(x)|

||u(x)||m,p =

 ∑
|α|≤m

||Dαu||pp

 1
p

||u||m,∞ = max
|α|≤m

||Dαu||∞

||u||
W 1,p

0
= ||∇u||p

||η||µ,X =
(∫∞

0 µ(s)||η(s)||2Xds
) 1

2

||η||Lp(0,T ;X) =
(∫ T

0 ||u(s)||pXdt
) 1
p

||u(x)||L∞(0,T ;X) = sup
t∈(0,T )

ess ||u(t)||X

||u||Ck([0,T ],X) =

k∑
j=0

max
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣dju(t)

dtj

∣∣∣∣∣∣
X

||ϕ||X′ = sup
x∈X,||x||X≤1

|〈ϕ, x〉|

||T || = sup
x∈X,||x||X=1

||Tx||Y = sup
x∈X,x6=0

||Tx||Y
||x||X

13
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1.4.1 Operador A associado à uma forma bilinear . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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3.2.1 Uma identidade para a memória . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.3 Existência e unicidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.3.1 Problema aproximado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.3.2 Estimativa a priori 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.3.3 Passagem ao limite e solução fraca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.3.4 Estimativa a priori 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.3.5 Passagem ao limite e solução fraca mais regular . . . . . . . . . . . . . . . 39

14



3.3.6 Unicidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.4 Decaimento exponencial de Energia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

Referências 46



Introdução

Recentemente muitos estudos sobre equação de placa (de quarta ordem) e equação de onda (de

segunda ordem), e também, pertubações nao lineares das mesmas, tem sido estudados e desen-

volvidos por matemáticos dentro da realidade de equação de evolução de segunda ordem, com

respeito ao tempo t > 0. Dentro da linha de pesquisa de equações diferenciais parciais, cons-

titui uma primeiro passo, analisar questões relacionados a existência, unicidade e dependência

cont́ınuas de Problemas de Valor Inicial e de Fronteira. Em um segundo momento, é impor-

tante estudar as propriedades qualitativas das soluções globais obtidas inicialmente, como por

exemplo, comportamento assintótico de soluções, que consiste basicamente, em decaimento ex-

ponencial, ou polinomial de soluções, ou mais ainda, a existência de atratores globais para o

sistema dinâmico gerado por tais soluções do Problemas de Valor inicial e de Fronteira.

Sendo mais claro e especifico, equações de placas com pertubações nao linear do tipo

φ - Laplaciano

utt + ∆2
xu− divx(φ(∇xu)) = F (x, u, ut) (1)

onde φ(z) ≈ |z|(p−2), p ≥ 2 e F (x, u, ut) representa, a adição de uma força externa e/ou uma

dissipação linear(es) ou não linear(es). Neste Exemplo, o operador divx(φ(∇xu)) aparece como

uma pertubação não linear de menor ordem do operador biharmônico ∆2
x na equação (1).

Retornando à equação (1), observamos que esta é um modelo de varios outros modelos

importante que se aplicam em situações do cotidiano no que diz respeito a pertubações da

equação da placa. Vejamos outros casos:

No caso bidimensional, a seguinte equação da placa não linear referente um modelo de

Kirchhoff - Boussinesq

utt + kut + ∆2u = div{|∇u|2∇u}+ σ∆{f1(u)} − f2(u)

definida sobre um domı́nio limitado R2, considerando três condições de fronteira.

No caso N - dimensional trata - se de uma classe de modelos de Kirchhoff por meio da

equação

utt + ∆2u− div{|∇|m−1∇u} −∆ut = h(x, u, ut)

definida sobre um domı́nio de RN , com N ≤ 1 natural e m ≤ 1 delimitando por uma constante

que depende de N em dimensões mais altas, levando em consideração as condições de fronteiras

pré - fixadas ou apoiadas.

1
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2

Para completar o racioćınio, lembramos que um modelo corresponde ao fluxo de mi-

croestruturas elastoplásticas da forma

utt + uxxxx + a(|ux|2)x = 0

onde a > 0, para o caso unidimensional. Assim sendo, ao observar o termo a(|ux|2)x como um

operador do tipo p - Laplaciano, notamos que este último modelo difere dos dois anteriores pelo

sinal da perturbação oriunda do operardor p - Laplaciano.

Em dimensões maiores com N ≥ 3 a dissipação forte −∆ut, constitui papel importante

no modelo de placa com pertubação de menor ordem do tipo p - Laplaciano

utt + α∆2u−∆pu = F (x, u, ut) (2)

onde

∆pu = div (|∇u|p−2∇u), p ≥ 2

e α > 0 é uma constante. De fato, para α = 1 a existência global e unicidade de soluções podem

ser verificadas adicionando uma dissipação forte −∆ut. Contudo, se considerarmos apenas uma

dissipação fraca ut, então, se torna dificil obter unicidade e a continuidade de soluções globais

no caso N - dimensional, para N ≥ 3. Ao contrário, para N = 1 ou N = 2, a boa colocação do

problema (2) adicionando uma dissipação fraca, já é conhecida.

O presente trabalho, procura fornecer resultados relacionados a existência global de

soluções para a equação (2) sob o efeito de um termo de memória. A seguir, buscaremos

as propriedades qualitativas das soluções com respeito a estabilidade assintótica ao longo do

tempo.

De forma mais concisa, estudaremos em um primeiro momento a existência de soluções

e decaimento de energia para equação (2) em um domı́nio limitado de RN , considerando

F (x, u, ut) := −(g ∗∆u)(t) + ∆ut − f(u) (3)

onde a convulação em (3), representando um termo de memória não local (memória sem

história), sendo dado por

(g ∗ y)(t) =

∫ t

0
g(t− s)y(s)ds, t > 0,

e a função g é chamada de núcleo da memória. Sendo assim, relacionando (2) e (3), estudamos

no próximo caṕıtulo um problema de valor inicial e de fronteira para a seguinte equação da placa

não linear com memória

utt + ∆2u−∆pu+

∫ t

0
g(t− s)∆u(s)ds−∆ut + f(u) = 0 (4)

em Ω× (0,+∞), onde α = 1 e Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado.

É importante enfatizar que o procedimento utilizado para estudar (4) gerou, em um

primeiro momento, uma certa dificuldade técnica ao considerar um termo de memória do tipo

Renata
Nota
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∫ t
0 g(t − s)∆2u(s)ds. Contudo, com um pouco mais de peŕıcia, também podemos concluir a

veracidade dos resultados de existência e comportamento assintótico substituindo o termo de

memória de segunda ordem
∫ t

0 g(t − s)∆u(s)ds por um termo de memória de quarta ordem∫ t
0 g(t− s)∆2u(s)ds, a menos do sinal.

Continuando, nosso objetivo em um segundo momento foi de estender os conceitos

estabelecidos anteriormente e acoplando à equação (2) uma memória com história para t < 0,

de onde teremos de introduzir a história com deslocamento relativo. O motivo pra tal, é que a

equação (4) não corresponde a um sistema autônomo, justamente pela convulação (g ∗∆u)(t) =∫ t
0 g(t − s)∆u(s)ds, que depende de t > 0, e é de segunda ordem. Em função disso, não

poderiamos estudar a dinâmica assintótica para as soluções do problema por meio da teoria

estabelicida para problemas auntônomos. No entanto, para contornar essa situação, estudamos

a existência de soluções para a equação (2) em domı́minio limitado de RN , definindo F (x, u, ut)

como

F (x, u, ut) :=

∫ t

−∞
µ(t− s)∆2u(s) + ∆ut − f(u) + h(x) (5)

O comportamento assintótico de soluções também foi estudado quando a força externa h é

identicamente nula, ou seja, quando h ≡ 0. Note que o termo integral (memória original) que

surge em (5) pode ser reescrito como∫ t

−∞
µ(t− s)∆2u(s)ds =

∫ ∞
0

µ(s)∆2u(t− s)ds (6)

Assim, combinando a equação (2) com as identidades (5) e (6), chegamos a seguinte classe de

equações da placa não linear com memória, com história t < 0

utt + α∆2u−∆pu−
∫ ∞

0
µ(s)∆2u(t− s)ds−∆ut + f(u) = h (7)

em Ω× (0,+∞), com condições iniciais e de fronteira pré - estabelecidas, onde α = α(0) > 0 é

uma constante interligada ao núcleo de memória µ e Ω ⊂ Rn é um dominio limitado.

Por outro lado, nos deparamos com uma forma de modelar a equação da placa no caso

bidimensional, N = 2, por meio de um sistema de equações de segunda ordem, do tipo ”equações

de ondas”, a saber, o modelo de placas finas de Mindlin - Timoshenko. Mais precisamente,

consideremos o seguinte modelo de placas de Mindlin - Timoshenko



ρhwtt − K

[
∂

∂x

(
ψ +

∂w

∂x

)
+

∂

∂y

(
ϕ+

∂w

∂y

)]
= 0

ρh3

12
ψtt − D

(
∂2ψ

∂x2
+

1− µ
2

∂2ψ

∂y2
+

1 + µ

2

∂2ϕ

∂x∂y

)
+K

(
ψ +

∂w

∂x

)
= 0

ρh3

12
ϕtt − D

(
∂2ϕ

∂y2
+

1− µ
2

∂2ψ

∂x2
+

1 + µ

2

∂2ϕ

∂x∂y

)
+K

(
ϕ+

∂w

∂y

)
= 0

(8)

em Ω × (0,∞), onde Ω é um domı́nio limitado de R2. As constantes positivas ρ representa a

densidade, h representa a espessura uniforme da placa, K exprime o módulo de cisalhamento,

Renata
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D denota o módulo de rigidez à flexão e a constante 0 < µ < 1/2 é chamada coeficiente de

Poisson, sendo proveniente de considerações f́ısicas sobre a placa. Já as funções ψ = ψ(x, y, t)

e ϕ = ϕ(x, y, t) representam os ângulos de rotação de um filamento de placa e a função w =

w(x, y, t) denota o deslocamento transversal da superficie média da placa, para (x, y) ∈ Ω e

t ≥ 0.

De modo mais conciso, demotando por L1,L2 e L3 os seguintes operadores lineares

eĺıpticos de segunda ordem

L1(ψ,ϕ,w) =
∂

∂x

(
ϕ+

∂w

∂x

)
+

∂

∂y

(
ϕ+

∂w

∂y

)

L2(ψ,ϕ) =
∂2ψ

∂x2
+

1− µ
2

∂2ψ

∂y2
+

1 + µ

2

∂2ϕ

∂x∂y

,

L3(ϕ,ψ) =
∂2ϕ

∂y2
+

1− µ
2

∂2ϕ

∂x2
+

1 + µ

2

∂2ψ

∂x∂y

estudamos o comportamento assintótico de soluções para o seguinte sistema de placas de Mindlin

- Timoshenko com dissipação viscosa
ρhwtt − KL1(ψ,ϕ,w)) − D0∆wt = 0

ρh3

12
ψtt − DL2(ψ,ϕ) +K

(
ψ +

∂w

∂x

)
− D1L2(ψt, ϕt) = 0

ρh3

12
ϕtt − DL3(ϕ,ψ) +K

(
ϕ+

∂w

∂y

)
− D1L3(ϕt, ψt) = 0

em Ω× (0,∞), com condições iniciais e de fronteira pré - estabelecidas.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Este caṕıtulo incial, tem um caráter introdutório e particular sobre alguns conceitos.

Aqui, vamos introduzir as notações que serão utilizadas em toda a dissertação, bem como, apre-

sentar alguns dos resultados mais clássicos da teoria geral de análise não linear, análise funcional,

espaços de Sobolev, semigrupos lineares, semigrupos não lineares e atratores. Faremos uso de tais

resultados no caṕıtulo seguinte para facilitar a compreensão do conteúdo abordado e, também

de tornar este trabalho autossuficiente e didáticamente lógico. Os teoremas, proposições, lemas

e outros, serão apresentados sem nenhuma prova formal, salvo justificativas e execessões bem

particulares.

1.1 Espaços de Banach e de Hilbert

Sejam Ω ⊂ RN um aberto. Para 1 ≤ p < ∞ denotamos por Lp(Ω) o conjunto das

classes de funções Lebesgue mensuráveis u, tais que |u|p é uma função integrável sobre Ω. Em

termos de conjuntos

Lp(Ω) =

{
u : Ω→ R | u é mensurável,

∫
Ω
|u(x)|pdx <∞

}
Em Lp(Ω) podemos definir a norma usual como segue

||u|| =
(∫

Ω
|u(x)|p

) 1
p

, 1 ≤ p <∞

Deste modo, (Lp(Ω); || · ||p) é um espaço de Banach. No caso particular, quando p = 2, temos

também que L2(Ω) é um espaço de Hilbert com o produto escalar (u, v) =
∫

Ω u(x)v(x)dx e a

norma ||u||2 = (u, u)
1
2 .

Para p = ∞, definimos L∞(Ω) com sendo o conjunto das classes de funções Lebesgue

mensuráveis u, limitadas quase sempre (q.s) sobre Ω. Em termos de conjuntos

L∞(Ω) = {u : Ω→ R | u é mensurável, |u(x)| ≤ K q.s em Ω}

5
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Neste caso, diz - se que o único número real K é um majorante essencial de u e denotado por

A = {K ∈ R| |u(x)| ≤ K q.s em Ω}, podemos definir uma norma em L∞(Ω) como

||u||∞ = sup
x∈Ω

ess|u(x)| = inf A

Neste modo, (L∞(Ω); || · ||∞) é um Espaço de Banach.

Dado um multi - ı́ndice α = (α1, ..., αN ) ∈ NN e um ponto x = (x1, ..., xN ) ∈ RN ,

defini-se

|α| = α1 + α2 + · · ·+ αN , xα = xα1
1 xα2

2 · · ·x
αN
N e α! = α1!α2! · · ·αN !

O operador de Derivação de ordem α, denotado por Dα, é definido como

Dαu =


∂|α|u

∂xα1
1 ∂xα2

2 · · · ∂x
αN
N

, se α 6= (0, ..., 0

u , se α = (0, ..., 0)

Quando o multi-́ındice é da forma α = (0, ..., 0, i, 0, ..., 0) ∈ NN , o operador derivação Dα também

é representado pelas seguintes notações

Di = Di = ∂xi =
∂

∂xi
= (·)xi , i = 1, 2, ..., N.

Agora, para k = 0, 1, 2, ..., denotaremos por Ck(Ω) o conjunto da funções k−vezes

continuamente diferenciáveis sobre o aberto Ω. Quando k = 0 dizemos simplesmente que C0(Ω)

é o conjunto das funções cont́ınuas sobre Ω e, também, o denotaremos por C(Ω). Quando k =∞,

diremos que C∞(Ω) é o conjunto das funções infinitamente diferenciáveis sobre Ω. Para uma

função u ∈ Ck(Ω), defini-se o suporte de u como supp(u) = {x ∈ Ω;u(x) 6= 0}Ω ⊂ Ω e por Ck0 (Ω)

denotaremos as funções u de Ck cujo suporte é compacto em RN . Em termos de conjuntos

C(Ω) = {u : Ω→ R | u é cont́ınua}

Ck(Ω) = {u : Ω→ R | u é k - vezes continuamente diferenciável}

C∞(Ω) = {u : Ω→ R | u é infinitamente diferenciável}

C∞0 (Ω) = {u ∈ Ck(Ω) | supp(u) ⊂ Ω é compacta}, k ∈ N ou k =∞

Definição 1.1.1. Diremos que uma sequência (ou sucessões) de funções {ϕn} ⊂ C∞0 converge

à uma função ϕ ∈ C∞0 se, e somente se, existe um subconjunto compacto K ⊂ Ω tal que

(i) supp(ϕ) ⊂ K e supp(ϕn) ⊂ K,∀n ∈ N.
(ii) Dαϕn → Dαϕ uniformemente sobre K,∀α ∈ NN

Com esta noção de convergência nos espaços C∞0 , o denotaremos também por D(Ω) e o cha-

maremos de espaços das funções teste. Além disso, denotaremos também por L(X,R) o espaço

vetorial dos funcionais lineares e cont́ınuos de X em R, definimos o espaço das distribuição sobre

Ω com valores em R por

D′(Ω) := L(D(Ω),R)
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onde a continuidade é entendida no sentido da convergência em D(Ω).

Com relação à derivada de uma distribuição a valores reais, lembramos que para f ∈
D′(Ω), sua derivada de ordem α ∈ NN é dada por

〈Dαf, ϕ〉 = (−1)|α|〈f,Dαϕ〉, ∀ϕ ∈ D(Ω).

A seguir vamos relembrar a definição dos espaços de Sobolev, os quais constituirão

fundamental importância em nossas considerações futuras. Para m ∈ N e 1 ≤ p ≤ ∞, denota-

remos por Wm,p(Ω) o conjunto da classes de funções u em Lp(Ω), tais que suas derivadas Dαu,

0 ≤ |α ≤ m, ainda pertençam a Lp(Ω), onde a derivada se dá no sentido das distribuições. Em

termos de conjuntos,

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω)| Dαu ∈ Lp(Ω), 0 ≤ |α| ≤ m}

Em Wm,p(Ω) tem-se bem definida uma norma dada por

||u||m,p =

 ∑
0≤|α|≤m

||Dαu||pp

 1
p

, 1 ≤ p ≤ ∞

e

||u||m,p = max
0≤|α|≤m

||Dαu||

No caso particular p = 2, o espaço Wm,2
(
Wm,2

0

)
é também um espaço de Hilbert com o

correspodente produto interno e, usualmente, é denotado por Hm(Ω) (Hm
0 (Ω)).

No que segue, X denotará um espaço de Banach com a norma || · ||X e H denotará um

espaço de Hilbert com produto interno (·, ·)H e norma || · ||H .

Terminaremos esta primeira seção apresentando os espaços de Banach, ou Hilbert, a

valores abstratos Lp(a, b;X), Ck([a, b], X), Cw([a, b], X) e os espaços das distribuições vetoriais

D′(a, b;X), para 1 ≤ p ≤ ∞, −∞ ≤ a < b ≤ +∞ e k ∈ N. Contudo, para nossos objetivos

futuros é suficiente compreender os espaços acima com a = 0 e b = T , onde T > 0 é um número

real positivo fixado ou T =∞.

Para 1 ≤ p < ∞, representaremos por Lp(0, T ;X) o conjunto das classes de funções

vetoriais mensuráveis u : (0, T ) → X, tais que ||u(t)||X pertence a Lp(0, T ). Em termos de

conjunto,

Lp(0, T ;X) =

{
u : (0, T )→ X | u é mensurável,

∫ T

0
||u(t)||pXdt <∞

}
O espaço Lp(0, T ;X) munido da norma

||u||Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0
||u(t)||pXdt

) 1
p

torna-se um espaço de Banach.
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Quando p = ∞, representaremos por L∞(0, T ;X) o conjunto das classes de funções

vetoriais mensuráveis u : (0, T ) → X, tais que ||u(t)||X pertence a L∞(0, T ). Em termos de

conjunto,

L∞(0, T ;X) = {u : (0, T )→ X | u é mensurável, ||u(t)||X ≤ K q.s. em (0, T )}

Em L∞(0, T ;X) defini-se uma norma dada por

||u||L∞(0,T ;X) = sup
t∈(0,T )

ess||u(t)||X ,

o que o torna também um espaço de Banach.

Além disso, é fácil ver que valem as seguintes propriedades:

a) Se X ↪→ Y , então Lp(0, T ;Y ), 1 ≤ p ≤ ∞.

b) L∞(0, T ;X)
T<∞
↪→ L1(0, T ;X), 1 < p <∞

Para k ∈ N , definimos também o espaço de Banach

Ck([0, T ], X) = {u : [0, T ]→ X | u é k-vezes continuamente diferenciáveis de [0, T ] em X}

munido da norma

||u||Ck([0,T ],X) =

k∑
j=0

max
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣∣∣dju(t)

dtj

∣∣∣∣∣∣∣∣
X

Para abrangir todos os espaços que surgirão mais adiante, lembraremos também o

conceito continuidade fraca de funções a valores abstratos. Denotaremos por Cw([0, T ], X) o

espaço de todas as funções u : [0, T ]→ X que é cont́ınua de [0, T ] em (x, τ), onde τ = σ(X,X ′)

designa a topologia fraca de X, ou seja, para toda ϕ ∈ X ′, onde X ′ (é o dual de X), a função

t 7→ 〈u(t), ϕ〉 é cont́ınua em [0, T ]. Em termos de conjunto temos

Cw([0, T ], X) = {u : [0, T ]→ X | u é cont́ınua de [0, T ] em (X, τ)}.

Um pouco mais adiante, em um subseção separada, faremos uma breve revisão sobre

o conceito de topologia fraca para qua a definição não fique vaga no texto. Antes disso, vamos

expor também o espaço das distribuição a valores abstratos.

Denotando por L(X,Y ) o espaço vetorial das transformações lineares e cont́ınuas de X

em Y , definimos o espaço das distribuições vetoriais de (0, T ) com valores em X por

D′(0, T ;X) := L(D(0, T ), X).

Para f ∈ D′(0, T ;X), lembramos que sua derivada de ordem n no sentido das distri-

buições vetoriais é definida por〈
dnf

dtn
, ϕ

〉
= (−1)n

〈
f,
dnϕ

dtn

〉
, ∀ϕ ∈ D(0, T ) (1.1)

Além disso, se f é derivável no sentido das distribuições vetoriais, então podemos enxergar
df

dt
como um elemento de D′(0, T ;X), valendo a relação (1.1).
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Fazendo uma conexão entre os espaços definidos acima. De fato, dada f ∈ Lp(0, T ;X),

então pode-se identificar f com uma distribuição vetorial, que ainda denotaremos por f , de

modo que

〈f, ϕ〉 =

∫ T

0
f(t)ϕ(t)dt, ∀ϕ ∈ D(0, T ).

onde a integral é entendida no sentido de Bochner. Com isto, podemos dizer com um certo

abuso de notação, que

Lp(0, T ;X) ⊂ D′(0, T ;X).

1.1.1 Uma breve noção ao conceito de topologia fraca e fraca estrela

Vamos estabelecer a seguir os conceitos de convergência fraca e fraca estrela num espaço

de Banach X com norma || · ||X . Consideremos inicialmente o dual topológico X ′ = L(X,R),

que é também um espaço de Banach quando munido da norma

||f ||X′ = sup
x∈X,||x||≤1

|〈f, x〉|.

Além disso, podemos considerar o espaço de Banach Bidual X ′′ = L(X ′,R) de X, munido da

norma

||ξ||X′′ = sup
f∈X′,||f ||X′≤1

|〈ξ, f〉|.

Como é bem sabido da teoria de análise funcional, a aplicação

J : X −→ X ′′

x 7−→ Jx

com
Jx : X ′ −→ R

f 7−→ Jx(f)

onde Jx(f) := 〈f, x〉, é um isomorfismo de X sobre J(X). Isto nos permite identificar X com

J(X) ⊂ X ′′.
Agora, para cada f ∈ X ′ consideremos o funcional

ϕf : X −→ R
x 7−→ ϕf (x)

onde ϕf (x) := 〈f, x〉. Assim, percorrendo f ∈ X ′ obteremos uma famı́lia de aplicações {ϕf}f∈X′ .
Sob estas considerações dizemos que:

(i) A topologia fraca σ(X,X ′) em X é a topologia mais grossa (menos fina) em X no

qual são cont́ınuas todas as funções ϕf , f ∈ X ′.

(ii) A topologia fraca estrela σ(X ′, X) em X ′ é a topologia mais grossa (menos fina) em

X ′ no qual são cont́ınuas todas funções Jx, x ∈ X.

Renata
Nota
do

Renata
Realce
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Definição 1.1.2. Diremos que uma sequência {xn}n∈N ⊂ X converge fraco para x ∈ X,

quando {xn} converge a x na topologia fraca σ(X,X ′). Isto é, para todo funcional f ∈ X ′ temos

〈f, xn〉 → 〈f, x〉.

Denotaremos a convergência fraca de {xn} a x por xn ⇀ x.

Definição 1.1.3. Diremos que uma sequência {fn}n∈N ⊂ X ′ converge fraco estrela para

f ∈ X ′, quando {fn} converge a f na topologia fraca estrela σ(X ′, X). Isto é, para todo funcional

x ∈ X temos

〈f, xn〉 → 〈f, x〉.

Denotaremos a convergência fraca estrela de {fn} a f por xn
∗
⇀ x.

Como é usual a convergência forte (em norma) de {xn} a x ∈ X, será denotada por

xn → x.

Definição 1.1.4. Um espaço de Banach X é chamado reflexivo quando J(X) = X ′′, onde a

aplicação J definida acima, é chamado de mergulho canônico. O espaço X é chamado separável

quando existe um subconjunto enumerável e denso Y ⊂ X.

Com relação aos espaços mencionados na seção 1.1, valem as seguintes identificações

para 1 ≤ p <∞, q satisfazendo
1

p
+

1

q
= 1 e m ≥ 1,

[Lp(Ω)]′ ∼= Lq(Ω) e [L∞(Ω)]′ ! L1(Ω),

[Wm,p
0 (Ω)] ∼= W−m,p(Ω),

[Lp(0, T,X)]′ ∼= Lq(0, T,X ′).

1.2 Alguns resultados importantes

Nesta seção faremos uma coletânea de alguns resultados clássicos oriundos da teria

geral de análise funcional e espaços de Sobolev, os quais serão extremamente úteis ao longo

desse trabalho.

Lema 1.2.1. Seja Ω um domı́nio de RN .

(i) Se 1 < p <∞, então Lp(Ω) é reflexivo. Entretanto, L1(Ω) e L∞(Ω) não são reflexivos.

(ii) Se 1 ≤ p <∞, então Lp(Ω) é separável. Entretanto, L∞(Ω) não é separável.

Teorema 1.2.2 (Teorema de Densidade). Seja Ω um domı́nio de RN

(i) Se k ≥ 0, então Ck0 (Ω) é denso em Lp(Ω), para 1 ≤ p <∞.
(ii) Se Ω é de classe Cm, m ≥ 1, entõa Cm(Ω) é denso em Wm,p(Ω), para 1 ≤ p <∞.

Renata
Nota
Não seria <f_n ,x>?

Renata
Realce

Renata
Nota
Não seriam f_n e f em lugar de x_n e x, respectivamente?

Renata
Realce
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Teorema 1.2.3 (Imersões de Sobolev). Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado com fronteira de

classe Cm.

(i) mp < N , então a seguinte inclusão é cont́ınua

Wm,p(Ω) ↪→ Lq
∗
(Ω), onde

1

q∗
=

1

p
− m

N
.

Além disso, a inclusão é compacta para qualquer q, com 1 ≤ q < q∗.

(ii) Se mp = N , então a seguinte inclusão é cont́ınua e compacta

Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo 1 ≤ q <∞

(iii) Se k + 1 > m − N
p > k, k ∈ N, então escrevendo m − N

p = k + α, com 0 < α < 1, temos

que a seguinte inclusão é cont́ınua

Wm,p(Ω) ↪→ Ck,α(Ω),

onde Ck,α(Ω) representa o espaço das funções em Ck(Ω) cujas derivadas de ordem k são

α−Holder cont́ınuas. Além disso, se N = m − k − 1, α = 1 e p = 1, então a inclusão vale

também para α = 1, e a inclusão Wm,p(Ω) ↪→ Ck,β(Ω) é compacta para todo 0 ≤ β < α.

Teorema 1.2.4 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg). Seja Ω um domı́nio limitado com fron-

teira de classe Cm e u ∈ Wm,r ∩ Lq(Ω) onde 1 ≤ r, q ≤ ∞. Para qualquer inteiro j com

0 ≤ j < m e qualquer θ com j/m ≤ θ ≤ 1, temos

||Dju||p ≤ C||u||θm,r||u||1−θq , (1.2)

desde que
1

p
=

j

N
+ θ

(
1

r
− m

N

)
+ (1− θ)1

q

e m− j −N/r não é um inteiro não negativo. Se m− j −N/r é um inteiro não negativo, (1.2)

vale com θ = j/m.

Teorema 1.2.5 (Teorema de Interpolação). Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado com fronteira

suave. Suponhamos que

p ≤ q ≤ ∞ se mp > N,

p ≤ q <∞ se mp = N,

p ≤ q ≤ Np

N −mp
se mp < N.

Então existe uma constante K = K(N,m, p, q,Ω) > 0 talque para todo u ∈Wm,p(Ω),

||u||q ≤ K||u||θm,p||u||1−θp ,

onde θ = (N/mp)− (N/mq).

Renata
Realce

Renata
Nota
seja



12

Teorema 1.2.6 (Desigualdade de Poincaré). Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado e 1 ≤ p <∞.

Então existe uma constante C = C(p, |Ω|) > 0 tal que

||u||p ≤ C||∇u||p, ∀u ∈W 1,p
0 (Ω).

Teorema 1.2.7 (Fórmula de Green). Seja Ω ⊂ RN um aberto limitado com fronteira Γ suave.

Se u, v ∈ H2(Ω),

−
∫

Ω
(∆u)vdx =

∫
Ω
∇u · ∇vdx−

∫
Γ

∂u

∂ν
vdS,

onde ν representa o vetor normal unitário exterior a Γ e
∂u

∂ν
:= ∇u · ν a derivada normal de u.

Teorema 1.2.8 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 ≤ p, q ≤ ∞ com
1

p
+

1

q
= 1 e Ω ⊂ RN . se

u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω), então uv ∈  L1(Ω) e∫
Ω
|u(x)v(x)|dx ≤ ||u||p||v||q.

Teorema 1.2.9 (Desigualdade de Holder Generalizada). Sejam 1 ≤ p1, p2, ..., pn ≤ ∞ tais que

1

p1
+

1

p2
+ · · ·+ 1

pn
=

1

r
≤ 1. Se fi ∈ Lpi(Ω) para i = 1, ..., n, então f :=

n∏
i=1

fi ∈ Lr(Ω) e

||f ||r ≤
n∏
i=1

||fi||pi .

Lema 1.2.10 (Desigualdade de Gronwall). Sejam α ≥ 0 uma constante e φ ∈ L∞(a, b), β ∈
L1(a, b) tais que β > 0, φ ≥ 0. Se

φ(t) ≤ α+

∫ b

a
β(s)φ(s)ds, a ≤ t ≤ b

então

φ(t) ≤ αe
∫ b
a β(s)ds, a ≤ t ≤ b.

Lema 1.2.11 (Desigualdade de Young). Seja 1 < p, q <∞ com
1

p
+

1

q
= 1. Então

ab ≤ ap

p
+
bq

q
, ∀a, b ≤ 0.

Lema 1.2.12 (Desigualdade de Young com ε). Seja 1 < p, q < ∞ com
1

p
+

1

q
= 1 e ε > 0

qualquer. Então

ab ≤ εap + Cεb
q, ∀a, b ≥ 0.

onde Cε = (εp)−q/pq−1. No caso particular em que p = q = 2, a desigualdade de Young com

ε > 0 se reduz em ab ≤ εa2 +
1

4ε
b2, ∀a, b ≥ 0, sendo conhecida como deseigualdade de Cauchy

com ε.
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Teorema 1.2.13 (Aubin-Lions). Sejam X0, X1, X três espaços de Banach com X0 e X1 re-

flexivos. Suponhamos que X0 ↪→↪→ X ↪→ X1, e para quaisquer p0, p1 com 1 < p0, p1 < ∞,

consideremos o espaço

W = {u | u ∈ Lp0(0, T ;X0), ut ∈ Lp1(0, T ;X1)},

munido da norma ||u||W = ||u||Lp0 (0,T ;X) + ||ut||Lp1(0,T ;X1). Então,

W ↪→↪→ Lp0(0, T ;X).

Lema 1.2.14. Seja X um espaço de Banach. Se f ∈ Lp(0, T ;X) e
df

dt
∈ Lp(0, t;x), então

f ∈ C([0, T ], X),a menos de um conjunto de medida nula em [0, T ].

Lema 1.2.15. Sejam X e Y espaços de Banach tal que X ↪→ Y . Então

[L∞(0, T ;X) ∩ Cw([0, T ], Y )] ⊂ Cw([0, T ], X).

Se a inclusão de X em Y for densa e X for reflexivo, então vale também a inclusão contrária.

Teorema 1.2.16 (Teorema de Representação de Riesz-Fréchet). Seja (H, ||·||, (·, ·)H) um espaço

de Hilbert. Para todo funcional ϕ ∈ H ′, existe um único f ∈ H tal que

〈ϕ, v〉H′,H = (f, v)H , ∀v ∈ H.

Além disso, ||ϕ||H′ = ||f ||H .

Teorema 1.2.17 (Teorema de Lax-Milgram). Seja (H, || · ||, (·, ·)H) um espaço de Hilbert e

a(u, v) uma forma bilinear cont́ınua e coerciva. Então para todo funcional ϕ ∈ H ′, existe um

único u ∈ H tal que

a(u, v) = 〈ϕ, v〉H′,H , ∀v ∈ H.

Além disso, se a(u, v) é simétrica, então u se caracteriza pela propriedade

u ∈ H e
1

2
a(u, v)− 〈ϕ, u〉H′,H = min

v∈H

{
1

2
a(u, v)− 〈ϕ, v〉H′,H

}
.

Teorema 1.2.18 (Compacidade Fraca). Seja X um espaço de Banach reflexivo. Se B ⊂ X é

limitado, então B é compacto na topologia fraca σ(X,X ′), isto é, qualquer sequência {xn} ⊂ B
possui uma subsequência {xnk} convergente em X na topologia fraca σ(X,X ′).

Teorema 1.2.19 (Compacidade Fraca Estrela). Seja X um espaço de Banach separável. Se

F ⊂ X ′ é limitado, então F é compacto na topologia fraca estrela σ(X ′, X), isto é, qualquer

sequência {fn} ⊂ F possui uma subsequência {fnk} convergente em X ′ na topologia fraca estrela

σ(X ′, X).



14

1.3 O operador p-Laplaciano

O operador pseudo Laplaciano, que neste trabalho será chamado simplesmente de ope-

rador p-Laplaciano, e denotado por ∆p, é definido sob duas formas:

∆pu = div(|∇u|p−2∇u), ∀u ∈W 1,p
0 (Ω),

ou

∆pu =
N∑
j=1

∂

∂xj

(∣∣∣∣ ∂u∂xj
∣∣∣∣p−2 ∂u

∂xj

)
, ∀u ∈W 1,p

0 (Ω),

onde Ω ⊂ RN e p > 1. Estas duas formas assumidas pelo operador p−Laplaciano correspondem

às derivadas de Frèchet em W 1,p
0 (Ω) dos funcionais

1

p

∫
Ω
|∇u|pdx e

1

p

N∑
j=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xj
∣∣∣∣p dx,

respectivamente. Cabe ressaltar que ∆pu é um operador de segunda ordem não linear, sendo

que no caso particular p = 2 o mesmo se reduz ao operador (linear) Laplaciano ∆u =
∑N

j=1
∂2u
∂x2j

.

Por questões técnicas vamos utilizar, por todo esse trabalho, a primeira das formas estipuladas

para o operador p−Laplaciano.

É interessante lembrar também que o operador p−Laplaciano aplica W 1,p
0 (Ω) no espaço

W−1,p′(Ω) =
[
W 1,p

0 (Ω)
]′

, onde 2 ≤ p <∞ e 1
p + 1

p′ = 1, ou seja,

∆ : W 1,p
0 (Ω) −→ W−1,p′(Ω)

u 7−→ ∆pu

onde ∆pu = div(|∇u|p−2∇u).

Vale a pena lembrar, que ∆p é um operador limitado, isto é, leva conjuntos limitados

de W 1,p
0 (Ω) em conjuntos limitados de W−1,p′

Vamos introduzir agora uma importante condição relacionada ao operador p−Laplaciano

que usaremos com certa frequência mais adiante desse trabalho, a saber, a seguinte identidade

−〈∆pu, v〉W−1,p′ (Ω),W 1,p
0 (Ω)

= 〈|∇u|p−2∇u,∇v〉Lp′ (Ω),Lp(Ω)

vale para todos u, v ∈W 1,p
0 (Ω).

1.3.1 Uma desigualdade importante

A seguir fornecemos uma desigualdade que será útil ao trabalharmos com termos que

envolvem o operador p−Laplaciano em nossas considerações futuras. Além de eficaz, veremos

que esta desigualdade segue como consequência da desigualdade do valor médio para aplicações

em RN .
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Lema 1.3.1. Exite uma constante M = M(p,N) > 0 tal que∣∣|x|p−2x− |y|p−2y
∣∣ ≤M(|x|p−2 + |y|p−2)|x− y|, ∀x, y ∈ RN ,

o simbolo | · | denota a norma euclidiana em RN e p ≥ 2.

Demonstração. Definamos inicialmente a seguinte aplicação

F : RN −→ RN

x 7−→ F (x)

onde F (x) := |x|p−2x, x = (x1, ..., xN ).

Note que as funções componentes de F , dadas por

Fj(x) = |x|p−2xj , j = 1, ..., N,

são diferenciáveis em RN . De fato, simples cálculos implicam

∂

∂xi
Fj(x) = (p− 2)|x|p−4xixj se i 6= j,

∂

∂xj
Fj(x) = (p− 2)|x|p−4xj + |x|p−2 se i = j,

para i, j = 1, ..., N . Assim é claro que
∂

∂xi
Fj(x) são cont́ınuas em RN −{0} e também é simples

verificar pela definição que

∂

∂xi
Fj(0) = 0 = lim

x→0

∂

∂xi
Fj(x), 0 = (0, ..., 0),

para i, j = 1, ..., N . Isto implica que as derivadas parciais das funções componentes Fj existem

e são cont́ınuas em RN , ou seja, as funções Fj são diferenciáveis em RN e, consequentemente,

a aplicação F é também diferenciáveis em RN . Logo, fica bem definida a aplicação derivada

operador linear

F ′ : RN −→ L(RN ,RN )

x 7−→ F ′(x)

onde

F ′(x) : RN → RN

Além disso, temos

||F ′(x)|| ≤ N2(p− 1)|x|p−2, ∀x ∈ RN (1.3)

onde || · || menciona a norma no espaço L(RN ,RN ). Com efeito, note que

||F ′(x)|| = sup
v∈RN ,|v|≤1

∣∣F ′(x) · v
∣∣ = sup

v∈RN ,|v|≤1

∣∣∣∣∂F (x)

∂v
(x)

∣∣∣∣ = sup
v∈RN ,|v|≤1

=

∣∣∣∣(∂F1

∂v
(x), ...,

∂FN
∂v

(x)

)∣∣∣∣ ,
o que aplica em

||F ′(x)|| ≤ N sup
|v|≤1

max
1≤j≤N

∣∣∣∣∂Fj∂v
(x)

∣∣∣∣ . (1.4)
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Agora, tomando v = (α1, ..., αN ) e observando que as funções Fj são diferenciáveis em RN segue

que

∂Fj
∂v

(x) =

N∑
i=1

∂Fj(x)

∂xi
αi, j = 1, ..., N

Logo,

∣∣∣∣∂Fj∂v
(x)

∣∣∣∣ ≤ N∑
i=1

∣∣∣∣∂Fj(x)

∂xi

∣∣∣∣ |αi| ≤
(

N∑
i=1

∣∣∣∣∂Fj(x)

∂xi

∣∣∣∣2
) 1

2
(

N∑
i=1

|αi|2
) 1

2

≤ N max
1≤i≤N

∣∣∣∣∂Fj∂xi
(x)

∣∣∣∣ |v|,
de onde segue que

max
1≤j≤N

∣∣∣∣∂Fj∂v
(x)

∣∣∣∣ ≤ N max
1≤i,j≤N

∣∣∣∣∂Fj∂xi
(x)

∣∣∣∣ |v| ≤ N(p− 1)|x|p−2|v|,

ou ainda,

sup
|v|≤1

max
1≤j≤N

∣∣∣∣∂Fj∂v
(x)

∣∣∣∣ ≤ N(p− 1)|x|p−2. (1.5)

Substituindo (1.5) em (1.4), obtemos (1.3) com desejada.

Dado x, y ∈ RN considere o segmento [y, x] ⊂ RN . Para todo ξ ∈ [y, x] segue de (1.3)

que

||F ′(ξ)|| ≤ N2(p− 1)|ξ|p−2.

Mais ainda, para ξ ∈ [y, x] existe uma constante θ = θ(x, y) ∈ [0, 1] tal que ξ = (1− θ)y + θx =

y + θ(x− y). Logo,

|ξ|p−2 ≤ (|y|+ θ|x− y|)p−2 ≤ 2p−2(|y|+ |x|)p−2 ≤ 22(p−2)(|y|p−2 + |x|p−2).

Assim,

||F ′(ξ)|| ≤ (2p−2N)2(p− 1)(|y|p−2 + |x|p−2), ∀ξ ∈ [y, x] (1.6)

Como F é diferenciável no segmento aberto (y, x), cont́ınua no segmento fechado [y, x]

e vale a estimativa (1.6), então a Desigualdade de Valor Médio para aplicações implica que vale

|F (x)− F (y)| ≤M(|x|p−2 + |y|p−2)|x− y|,

onde M = (2p−2N)2(p− 1). Concluindo a Demonstração.

1.4 Operadores lineares não limitados

Iniciaremos esta seção fazendo uma breve śıntese sobre a construção de operadores

lineares não limitados associados a uma forma bilinear. Posteriormente, relembraremos alguns

fatos sobre os operadores com potência fracionária, os quais terão papel importante em nossas

considerações futuras.
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1.4.1 Operador A associado à uma forma bilinear

Sejam (V, || · ||V , (·, ·)V ) e (H, || · ||H , (·, ·)H) dois espaços de Hilbert tais que V é denso

em H, com inclusão V ↪→ H cont́ınua e compacta. Denotaremos por V ′ o dual de V e por 〈·, ·〉
a dualidade entre V ′ e V . Identificando H com seu dual, por meio do Teorema da representação

de Riesz, obtemos a seguinte de inclusões

V ↪→ H ∼= H ′ ↪→ V ′.

Considerando uma forma bilinear e cont́ınua a(·, ·) : V × V → R, podemos definir um operador

linear A : V → V ′ dado por

〈Au, v〉 = a(u, v), ∀u, v ∈ V.

Mais ainda, o domı́nio do operador A é dinido como

D(A) = {u ∈ V | Au ∈ H},

e dizemos ainda que o operador linear A é definido pela terna {V,H, a(·, ·)}.
Relembrando ainda ada teoria de análise funcional, que se a(·, ·) for uma forma bilinear

cont́ınua, coerciva e simétrica, então o operador linear A : D(A) ⊂ H → H é fechado, não

limitado, positivo e definido, autoadjunto e uma bijeção (isomorfismo). Além disso, dotando o

domı́nio D(A) com norma ||u||D(A) = ||Au||H , que é equivalente a norma do gráfico ||u||2G =

||u||2H + ||Au||2H obtemos que D(A) é um espaço de Hilbert denso em H. Um clássico exemplo

de uma forma bilinear satisfazendo as condições acima é dada pelo produto interno (·, ·)V em V .

Neste caso, considerando o operador A dado pela terna {V,H, (·, ·)V }, então A : D(A) ⊂ H → H

é tal que

(Au, v)H = (u, v)V , ∀v ∈ V

Mediante às condições satisfeitas pelo operador A acima e usando também que a in-

clusão H ↪→ H é compacta, segue da teoria espectral que existe uma base ortonormal completa

{ωj}j∈N de H e uma sequência de números reais {λj}j∈N tais que

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · com λj →∞ quando j →∞,

ωj ∈ D(A) e Aωj = λjωj , ∀j ∈ N.

Note que vale ainda as seguintes relações

(ωi, ωj)H = δij e a(ωi, ωj) = λiδij , ∀i, j ∈ N,

onde δij denota o delta de Kronecker.
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1.4.2 Potências fracionárias do operador A

Sob as hipóteses da subseção anterior, podemos definir também os operadores com

potências fracionárias As, s ∈ R, do operador A. Mais ainda, os operadores As podem ser

caracterizados em termos da base {ωj}j∈N.

Iniciamos observando que para s > 0 o operador As : D(As) ⊂ H → H é um operador

linear não limitado, positivo definido, autoadjunto e injetivo, cujo o domı́nio D(As) é denso em

H. Além disso, munindo D(As) com o produto interno e norma

(u, v)D(As) = (Asu,Asv)H e ||u||D(As) = ||Asu||H ,

obtemos que D(As) é um espaço de Hilbert. Mais ainda, D(A−s) é definido como sendo o dual

de D(As) e com isto o operador As pode ser estendido como um isomorfismo de H em D(A−s).

Em D(A−s) consideramos o produto interno e norma como acima substituindo s por −s.
Usando novamente que a inclusão V ↪→ H é compacta, pode-se definir As, para s > 0,

em termos da base {ωj}j∈N por

Asu =

∞∑
j=1

λsj(u, ωj)Hωj , ∀u ∈ D(As),

onde

D(As) =

u ∈ H |
∞∑
j=1

λ2s
j |(u, ωj)H |2 <∞

 .

Neste caso, a norma em D(As) pode ser reescrita como

||u||D(AS) =

 ∞∑
j=1

λ2s
j |(u, ωj)H |2

 1
2

, ∀u ∈ D(As).

Ademais, D(A−s) é o complemento de H para a norma (
∑∞

j=1 λ
2s
j |(u, ωj)H |2)

1
2 e A−s é definido

como acima, com −s no lugar de s.

Lema 1.4.1. Se α ≥ 0 e β > 0, então D(Aα+β) ↪→↪→ D(Aα).



Caṕıtulo 2

Noções de semigrupos lineares e

atratores globais

No presente capitulo, relembraremos alguns conceitos e resultados oriundos de teoria

geral de semigrupos lineares e atratores globais. Inicialmente, teremos varias definições e, em

seguida, daremos os principais resultados que nos interessa.

2.1 C0-semigrupos de operadores lineares

Como ja foi mencionado e definido anteriormente, (X, || · ||X) é um espaço de Banach,

(H, || · ||H , (·, ·)H) um espaço de Hilbert e (L(X,X), || · ||) o espaço dos operadores lineares e

cont́ınuo em X.

Definição 2.1.1. Uma famı́lia {T (t)}t≥0 de operadores lineares e limitados definida sobre um

espaço de Banach X é chamado de semigrupo de operadores lineares limitados ou sim-

plesmente semigrupo, quando

(i) T (0) = I : X → X (Operador Identidade em X)

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s), para cada t, s ≥ 0

Ademais, dizemos que {T (t)}t≥0 é um semigrupo de classe C0 ou simplesmente C0-semigrupo,

se além dons itens acima, tivermos que

(iii) lim
t→0

T (t)x = x, para todo x ∈ X.

Definição 2.1.2. Um operador A é chamado de gerador infinitesimal de um semigrupo

{T (t)}t≥0 quando A é definido como

D(A) =

{
x ∈ X | lim

t→0+

T (t)x− x
t

existe

}
e para cada x ∈ D(A) temos

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

19
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As vezes diz-se também que o semigrupo T (t) é gerado por A. Usaremos com frequência a

seguinte notação T (t) = eAt. Note também que o domı́nio D(A) do operador A pode ser reescrito

como

D(A) = {x ∈ X | Ax ∈ X}.

Definição 2.1.3. Um semigrupo {T (t)}t≥0 é chamado de uniformemente limitado se existe

uma constante M ≥ 1 tal que

||T (t)|| ≤M, ∀t ≥ 0.

Quando M = 1, diremos também que {T (t)}t≥0 é um semigrupo de contrações.

Definição 2.1.4. Um semigrupo {T (t)}t≥0 é chamado de exponencialmente estável se exis-

tem constantes α > 0 e M ≥ 1 tais que

||T (t)|| ≤Me−αt, ∀t ≥ 0.

Definição 2.1.5. Seja R = {z := reiθ ∈ C | θ1 < θ < θ2, θ1 < 0 < θ2}. Uma famı́lia de

operadores lineares limitados {T (z)}z∈R definido em R, é chamada de semigrupo anaĺıtico

sobre R quando

(i) z 7→ T (z) é anaĺıtica em R

(ii) T (0) = I e lim
z∈R,z→0

T (z)x = x, para todo x ∈ R.

(iii) T (z1 + z2) = T (z1)T (z2), para todos z1, z2 ∈ R.

Definição 2.1.6. Um C0-semigrupo real T (t) := eAt é chamado de anaĺıtico se ele possui uma

extensão anaĺıtica T (z) em algum setor R que contém o eixo real não negativo.

Pelas definições acima, podemos ver que a restrição de um semigrupo anaĺıtico ao eixo

real é, em particular, um C0-semigrupo.

Definição 2.1.7. Seja A um operador linear, não necessariamente limitado, definido sobre o

espaço de Banach X. O conjunto resolvente denotado por ρ(A), é definido como

ρ(A) = {λ ∈ C | λI −A é invert́ıvel e (λI −A)−1 ∈ L(X,X)}.

O conjunto σ(A) = C\ρ(A) é chamado de espectro de A.

Definição 2.1.8. Seja A um operador linear definido sobre um espaço de Hilbert H com domı́nio

D(A) ⊆ H. Dizemos que A é um operador dissipativo quando

Re(Ax, x)H ≤ 0, ∀ x ∈ D(A).

2.1.1 Caracterização dos geradores infinitesimais de C0-semigrupos

Teorema 2.1.9 (Hille-Yosida). Um operador linear não limitado A é gerador infinitesimal de

um C0-semigrupo de contrações {T (t)}t≥0 se, e somente se,

Renata
Realce
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(a) A é fechado e D(A) = X.

(b) O conjunto resolvente ρ(A) de contém R+ e para cada λ > 0

||(λI −A)−1|| ≤ 1

λ
.

O teorema seguinte, nos fornece a caracterização dos geradores infinitesimais de C0-

semigrupos de contrações sobre os espaços de Hilbert. O mesmo resultado vale em espaços de

Banach, sendo de grande valia neste trabalho somente os resultados sobre espaços de Hilbert.

Teorema 2.1.10 (Lumer-Phillips). Seja A um operador linear com domı́nio D(A) denso em

um espaço de Hilbert H. Temos:

(a) Se A é dissipativo e existe um número λ > 0 tal que Im(λI−A) = H, então A é um gerador

infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações em H.

(b) Se A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações em H, então Im(λI−A) =

H para todo λ > 0 e A é dissipativo.

Corolário 2.1.11. Seja A um operador linear dissipativo com domı́nio D(A) denso em um

espaço de Hilbert H. Se 0 ∈ ρ(A), então A é um gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de

contrações em H.

2.1.2 Analiticidade e estabilidade assintótica de C0-semigrupos

Nesta seção vamos apresentar alguns resultados que lidam com analiticidade, estabili-

dade exponencial e que geram decaimento do tipo polinomial de C0-semigrupos definidos sobre

espaços de Hilbert.

Teorema 2.1.12. Seja T (t) = eAt um C0-semigrupo de contrações em um espaços de Hilbert

H tal que

iR := {iβ; β ∈ R} ⊆ ρ(A) (2.1)

Então, T (t) é anaĺıtico se, e somente se,

lim
|β|→∞

||β(iβId −A)−1|| <∞, (2.2)

onde a norma || · || é dada no espaço L(H,H).

O próximo resultado concede estabilidade exponencial para um semigrupo. Onde ob-

servamos que existe duas maneiras equivalentes de se obter estabilidade exponencial para C0-

semigrupo de contrações em espaços de Hilbert, a saber, uma versão que fornece uma condição

necessaria e suficiente para estabilidade exponencial.

Teorema 2.1.13. Seja T (t) = eAt um C0-semigrupo de contrações em um espaço de Hilbert H.

Então, T (t) é exponencialmente estável se, e somente se, as condições se verificam

iR := {iβ; β ∈ R} ⊆ ρ(A) (2.3)
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e

lim
|β|→∞

||β(iβId −A)−1|| <∞. (2.4)

Estamos interessados em aplicar esses resultados gerais em problemas de evolução dis-

sipativos, enxergando a solução do sistema por meio de um semigrupo. Contudo, tal semigrupo

nem sempre é exponencialmente estável. Neste caso, devemos procurar outra forma de estabili-

zar o sistema, como por exemplo, determinar decaimento polinomial de soluções.

Teorema 2.1.14. Seja {T (t)}t≥0 um C0-semigrupo limitado em um espaço de Hilbert H com

gerador infinitesimal A tal que iR ⊂ ρ(A). Então, para alguma constante fixada α > 0 as se-

guintes afirmações são equivalentes:

||(iβId −A)−1|| = O(|β|α), β →∞.

||T (t)(−A)−α|| = O(t−1), t→∞.

||T (t)(−A)−αu||H = o(t−1), t→∞, u ∈ H.

||T (t)A−1|| = O(t
−1
α ), t→∞.

||T (t)A−1u||H = o(t
−1
α ), t→∞, u ∈ H.

Na cadeia de sentenças acima, relembramos que a notação || · || menciona norma no espaço

L(H,H).

2.1.3 Problema de Cauchy abstrato

Com é bem conhecido, a teoria geral de semigrupos nos permite estudar problemas de

valor inicial para equações de evoluções abstratas do tipo
d

dt
U(t) = AU(t) , t > 0,

U(0) = U0

(2.5)

onde A é um operador linear com domı́nio D(A) ⊂ X, sendo X um espaço de Banach ou de

Hilbert.

Definição 2.1.15. Uma solução do problema de Cauchy (2.5) é uma função U : [0,+∞)→ X

tal que U(t) é cont́ınua para t ≥ 0, continuamente diferenciável com U(t) ∈ D(A) para t > 0 e

satisfaz (2.5) em [0,+∞) quase sempre.

Teorema 2.1.16. Seja A um gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações T (t) :=

eAt em X. Se U0 ∈ D(A), então o problema de Cauchy abstrato (2.5) possui uma única solução

U em D(A) dada por

U(t) = T (t)U0 := eAtU0, ∀ t ≥ 0,

tal que

U ∈ C([0,+∞), D(A) ∩ C1([0,+∞), X))

Renata
Realce
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Para obter soluções mais regulares introduzimos o seguinte espaço de Banach, ou de

Hilbert

D(Ak) =
{
U ∈ D(Ak−1) | AU ∈ D(Ak−1)

}
, k ∈ N,

munido da norma ||U ||2
D(Ak)

=

k∑
j=0

||U ||2D(Aj). Com isto, temos o

Teorema 2.1.17. Sob as hipoteses do anterior, se U0 ∈ D(Ak) com k ∈ N, então a solução U

do problema (2.5) satisfaz a seguinte condição

U ∈
k⋂
j=0

Ck−j([0,+∞), D(Aj)).

2.2 Uma noção sobre atratores globais

Nesta seção vamos introduzir alguns conceitos e resultados básicos da teoria de atratores

globais para semigrupos de operadores não lineares definidos sobre espaços métricos completos

em geral. Em particular, tais conceitos também são válidos para espaços de Banach e Hilbert,

os quais constituem objetos de nosso interesse.

Denotaremos o par (X, d) um espaço métrico completo e por C(X) o conjunto das

aplicações cont́ınuas de X em X. Porém, cabe ressaltar que os conceitos iniciais apresentados a

seguir são cab́ıbeis apenas para espaços métricos.

Definição 2.2.1. Uma famı́lia de operadores não necessariamente lineares {S(t)}t≥0 ⊂ C(X) é

chamada de C0-semigrupo não linear, se as seguintes condições forem satisfeitas:

(i) S(0) = I : X → X é o operador identidade.

(ii) S(t+ s) = S(t)S(s) para cada t, s ≥ 0.

(iii) A aplicação [0,∞)×X 3 (t, x) 7→ S(t)(x) ∈ X é cont́ınua para cada x ∈ X fixado.

As vezes o par (X,S(t)) é também chamado de sistema dinâmico e S(t) um semigrupo de

evolução.

Definição 2.2.2. Seja S(t) : X → X, t ≥ 0, com C0-semigrupo. Diremos que um conjunto

A ⊂ X é invariante ou (positivamente invariante) pelo semigrupo S(t), quando S(t)A = A
para todo t ≥ 0 (ou S(t)A ⊂ A)

Definição 2.2.3. Seja S(t) : X → X, t ≥ 0, com C0-semigrupo. Um conjunto fechado e

limitado A ⊂ X é chamado atrator global para S(t), quando as seguintes propriedades forem

satisfeitas:

(i) A é um conjunto invariante por S(t)

(ii)A atrai uniformemente qualquer subconjunto limitado de X sob a ação de S(t), ou seja,

para qualquer limitado B ⊂ X,

distH(S(t)B,A) := sup
x∈S(t)B

inf
y∈A

d(x, y)→ 0, quando t→∞.
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onde distH(A,B) é chamada de semi-distância de Hausdorff entre os subconjuntos A,B ⊂ X.

Para determinar a existência de atratores globais as seguintes noções constituem fun-

damental importância.

Definição 2.2.4. Seja S(t) : X → X, t ≥ 0, com C0-semigrupo. Um conjunto B ⊂ X é

chamado de conjunto absorvente para S(t) se para qualquer subconjunto limitado B ⊂ X,

existe T0 = T0(B) ≥ 0 tal que

S(t)B ⊂ B, ∀ t ≥ T0

Quando S(t) possui um conjunto absorvente limitado, diremos também que o par (X,S(t))

constitui um sistema dinâmico dissipativo.

Definição 2.2.5. Seja S(t) : X → X, t ≥ 0, com C0-semigrupo, é chamado assintoticamente

suave se para qualquer conjunto limitado e positivamente invariante B ⊂ X, existe um conjunto

compacto K ⊂ BX
tal que

distH(S(t)B,K)→ 0, quando t→∞.

Proposição 2.2.6. Seja (X,S(t)) um sistema dinâmico dissipativo definido sobre um espaço

de Banach X. Então, S(t) possui um atrator global compacto A ⊂ X se, e somente se, S(t) é

assintoticamente suave.

Com este resultado, que fornece uma condição necessária e suficiente para existência

de atratores globais compactos, vemos que é indispensável buscar critérios para C0-semigrupo

seja assintoticamente suave.

Definição 2.2.7. Uma pseudométrica m : X ×X → R definida sobre um espaço de Banach X

é chamada de pré-compacta, com respeito a norma de X, se toda sequência limitada em X

possui uma subsequência que é de Cauchy com respeito a m.

Proposição 2.2.8. Seja S(t) : X → X, t ≥ 0, um C0-semigrupo definido sobre um espaço de

Banach X. Suponhamos que para qualquer conjunto limitado e positivamente invariante B ⊂ X,

existam funções KB(t) ≥ 0 e QB(t) ≥ 0, tais que limt→∞QB(t) = 0, um tempo TB ≥ 0 e uma

pseudométrica pré-compacta m : X ×X → R tais que

||S(t)x− S(t)y||X ≤ QB(t)||x− y||X +KB(t)m(x, y); ∀ t ≥ TB, ∀ x, y ∈ B.

Então, S(t) é assintoticamente suave.

2.2.1 Condições suficientes para existência de atratores globais

Enfatizaremos mais alguns resultados que nos dão condições suficientes para determinar

a existência de atratores globais. No que segue segue denotaremos por (X, || · ||X) um espaço de

Banach e {S(t)}t≥0 um C0- semigrupo definido o espaço X.
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Definição 2.2.9. Um semigrupo S(t) : X → X, t ≥ 0, é chamado assintoticamente com-

pacto se para qualquer sequência limitada {xn} ⊂ X e uma sequência numérica tn →∞, existe

uma subsequência {S(tnk)(xnk)} de {S(tn)(xn)} convergente em X.

Teorema 2.2.10. Seja S(t) : X → X, t ≥ 0, um C0-semigrupo. Suponhamos que

(i) S(t) possui um conjunto absorvente limitado B ⊂ X.
(ii) S(t) é assintoticamente compacto.

Então, S(t) possui uma atrator global A ⊂ X, que é dado por

A = ω(B) :=
⋂
s≥0

⋃
t≥0

S(t)B
X

,

onde ω(B) é chamado de conjunto ω-limite de um subconjunto B de X.

Definição 2.2.11. Seja B um subconjunto limitado de X. Uma função φ(·, ·) definida sobre

X ×X é chamada de função contrativa sobre B × B, se para qualquer sequência {xn} ⊂ B,

existe uma subsequência {xnk} de {xn} tal que

lim
k→∞

lim
l→∞

φ(xnk , xnl) = 0

O conjunto das funções contrativas sobre B ×B será denotado por Ct(B).

Teorema 2.2.12. Seja S(t) : X → X, t ≥ 0, um C0-semigrupo que possui um conjunto

absorvente limitado B. Se para qualquer ε ≥ 0 existem um número T0 = T0(B, ε) ≥ 0 e uma

função φT (·, ·) ∈ Ct(B0) tais que

||S(T )x− S(T )y||X ≤ ε+ φT (x, y), ∀ x, y ∈ B,

então S(t) é assintoticamente compacta. Consequentemente, S(t) possui um atrator global A ⊂
X.

Teorema 2.2.13. Seja S(t) : X → X, t ≥ 0, um C0-semigrupo que possui um conjunto

absorvente limitado B. Suponhamos que S(t) pode ser decomposto com uma soma S(t) = P (t)+

T (t), com P (t) e T (t) satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) Para cada conjunto limitado B ⊂ X, temos

sup
x∈B
||P (t)x||X → 0 quando t→ +∞.

(ii) Para cada conjunto limitado B ⊂ X, existe T0 = T0B ≥ 0 tal que T (t)B é relativamente

compacto para todo t ≥ T0.

Então, S(t) é assintoticamente compacto. Em particular, o conjunto A = ω(B) é uma atrator

global para S(t) em X.
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2.2.2 Dimensão Fractal

Buscar uma forma de avaliar a dimensionalidade de atratores dentro do contexto de

sistêmas dinâmicos com dimensão infinita constitui propriedades dos mesmos. Abordaremos

uma medida comum para atratores globais, a saber, dimensão fractal.

Definição 2.2.14. Seja A um subconjunto compacto de um espaço métrico X. A dimensão

fractal de A, denotada por dimfA, definida por

dimfA := lim
ε→0

sup
ln(nA(ε))

ln(1
ε )

onde nA(ε) é o número mı́nimo de bolas fechadas de raio ε que é necessário para cobrir A.

Definição 2.2.15. Uma seminorma n : X → [0,∞) definida sobre um espaço de Banach X é

chamada de compacta se para qualquer limitado B ⊂ X, existe uma sequência {xn} ⊂ B tal

que n(xm − xn)→ 0 quando m,n→∞

Proposição 2.2.16. Sejam (X, || · ||X) um espaço de Banach e A ⊂ X um subconjunto fechado

e limitado. Suponhamos que existe uma aplicação T : A → X satisfazendo as seguintes propri-

edades:

(i) A ⊆ T (A)

(ii) T é Lipschitz sobre A, isto é, existe uma constante L > 0 tal que

||T y1 − T y2||X ≤ L||y1 − y2||X , ∀ y1, y2 ∈ A.

(iii) Existem seminormas compactas n1, n2 : X → [0,∞) tais que

||T y1 − T y2||X ≤ q||y1 − y2||X +K[n1(y1 − y2) + n2(T y1 − T y2)],

para todos y1, y2 ∈ A., onde 0 < q < 1 e K > 0 são constantes.

Então, A é compacto em X e possui dimensão fractal finita. Além disso, vale a seguinte esti-

mativa

dimfA ≤
[
ln

2

1 + q

]−1

lnm0

(
4K(1 + L2)

1
2

1− q

)
, (2.6)

onde m0(R) é o número máximo de pares (xi, yi) ∈ X ×X com propriedade

||xi||2X + ||yi||2X ≤ R2, n1(xi − yj) + n2(yi − yj) > 1, i 6= j

Lema 2.2.17. Sejam X e Y espaços métricos e K ⊂ X um subconjunto compacto. Se F : X →
Y é uma função α- Holder cont́ınua, então

dimY
f F(K) ≤ 1

α
dimX

f K.

Em particular, a dimensão fractal não aumenta sob ação de uma aplicação Lipschitz cont́ınua.
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Caṕıtulo 3

Um modelo de placas com

p-Laplaciano e memória

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo, estudaremos o problema da equação de placa com p-Laplaciano e com

o termo de memória. Estudarenos existência, decaimento esponencial das soluções e obtenção

de estimativas que envolva o termo de memória e o operador p-Laplaciano.

Seja N ≥ 1 natural e considere Ω um domı́nio limitado de RN com fronteiras sua

Γ = ∂Ω e R+ = (0,∞). Neste caṕıtulo estudaremos a existência e o comportamento assintótico

(decaimento exponencial de energia) de soluções globais para a seguinte equação de placas não

linear com memória

utt + ∆2u−∆pu+

∫ t

0
g(t− s)∆u(s)ds−∆ut + f(u) = 0 em Ω× R+, (3.1)

u = ∆u = 0 sobre Γ× R+, (3.2)

u(x, 0) = u0(x) = 0 e ut(x, 0) = u1(x) = 0 em Ω (3.3)

onde ∆pu denota o operador não linear p-Laplaciano introduzido na seção 1.3 do Caṕıtulo 1, g

é usualmente chamada de núcleo da memória e f(u) é uma não linearidade do tipo Lipschitz

local. As hipóteses sobre tais termos serão atribuidads na seção seguinte. O termo de memória de

segunda ordem que aparece na equação (3.1) representa complicações no decaimento de soluções.

O presente caṕıtulo está organizado da seguinte maneira. Na seção 3.2 fixaremos as

notações preliminares e as hipóteses sobre os devidos termos do problema (3.1)-(3.3). Na seção

3.3 apresentaremos o resultado de existência via método de Faedo-Galerkin, separando a demons-

tração em subseções para uma melhor leitura do texto. Por fim, na seção 3.4 determinaremos

um resultado de estabilidade exponencial para o sistema (3.1)-(3.3), ou melhor, que a energia

associada a este problema possui decaimento exponencial ao longo do tempo.
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3.2 Hipóteses e notações iniciais

Iniciaremos com as hipóteses precisas sobre o parâmentro p do operador p-Laplaciano

e sobre as funções g e f presentes em (3.1)-(3.3)).

Para N ∈ N assumiremos que

2 ≤ p ≤ 2N − 2

N − 2
se N ≥ 3 e p ≥ 3 se N = 1, 2. (3.4)

Assumiremos também que o núcleo da memória g : [0,+∞) → R+ é uma função limitada de

classe C1 satisfazendo as propriedades:

g(0) > 0 e l := 1− µ1

∫ ∞
0

g(s)ds > 0 (3.5)

onde µ1 > 0 é a constante de imersão para ||∇u||22 ≤ µ1||∆u||22, e existe uma constante k1 > 0

tal que

g′(t) ≤ −k1g(t), ∀ t ≥ 0. (3.6)

Consideremos ainda que o termo forçante f : R→ R satisfaz:

f(0) = 0, |f(u)− f(v)| ≤ k2(1 + |u|ρ + |v|ρ)|u− v|, ∀ u, v ∈ R, (3.7)

onde k2 > 0 é uma constante e

0 < ρ ≤ 4

N − 4
se N ≥ 5 e ρ > 0 se 1 ≤ N ≤ 4. (3.8)

Além disso, suponhamos que

0 ≤ f̂(u) ≤ f(u)u, ∀ u ∈ R, (3.9)

onde f̂(z) =
∫ z

0 f(s)ds.

Com a condição (3.4) segue do Teorema de Imersões de Sobolev, que vale a seguinte cadeia de

imersões

H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) ↪→W

1,2(p−1)
0 (Ω) ↪→ H1

0 (Ω) ↪→ L2(Ω).

Mais ainda, a condição (3.8) garante que

H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) ↪→ L2(ρ+1)(Ω).

Já as condições (3.7) e (3.9) incluem funções da forma

f(u) ≈ |u|ρu+ |u|αu, 0 < α < ρ.

Como de padrão, denotaremos por (·, ·) o produto interno em L2(Ω) e por ||·||p a norma

em Lp(Ω). Além disso, introduzimos os seguintes espaços de Hilbert

H = (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω))× L2(Ω) e H1 = H3

Γ(Ω)×H1
0 (Ω),

equipado com as normas

||(u, v)||2H = ||∆u||22 + ||v||22 e ||(u, v)||2H1
= ||∇∆u||22 + ||∆v||22,

que são provenientes dos respectivos produto internos em H e H1, onde

H3
Γ(Ω) = {u ∈ H3(Ω) | u = ∆u = 0 sobre Γ}.

Renata
Realce



29

3.2.1 Uma identidade para a memória

Agora vamos estabelecer uma identidade relativa ao termo de memória dada pela con-

volução

(g ∗ u)(t) :=

∫ t

0
g(t− s)u(s)ds.

Para facilitar a notação em considerações futuras, definamos:

(g�u)(t) =

∫ t

0
g(t− s)||u(t)− u(s)||22ds

Com isto em mente, temos o

Lema 3.2.1. Sejam g ∈ C1(R+) e u ∈ C1([0, T ], H2(Ω)). Então, as seguintes identidades se

verificam∫ t

0
g(t− s)(∇u(s),∇ut(t))ds = −1

2

d

dt

{
(g�∇u)(t)−

(∫ t

0
g(s)ds

)
||∇u(t)||22

}
= +

1

2
(g′�∇u)(t)− 1

2
g(t)||∇u(t)||,

∫ t

0
g(t− s)(∆u(s),∆ut(t))ds = −1

2

d

dt

{
(g�∆u)(t)−

(∫ t

0
g(s)ds

)
||∆u(t)||22

}
= +

1

2
(g′�∆u)(t)− 1

2
g(t)||∆u(t)||,

3.3 Existência e unicidade

Iniciaremos esta seção exibindo o conceito de solução fraca para o problema (3.1)-(3.3)

que abordaremos neste caṕıtulo.

Definição 3.3.1. Seja I = [0, T ] com T > 0, Diremos que uma função z := (u, ut) ∈ C(I,H) é

uma solução fraca para o problema (3.1)-(3.3) no intervalo I, se z(0) := (u0, u1) ∈ H e

d

dt
(ut, ω) + (∆u,∆ω) + 〈|∇u|p−2∇u,∇ω〉 +

+

∫ t

0
g(t− s)(∆u(s), ω)ds+ (∇ut,∇ω) + (f(u), ω) = 0, (3.10)

quase sempre em I, para todo ω ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω).

Pelas hipoteses (3.7)-(3.8) é simples verificar que, para u ∈ H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω), temos

f(u) ∈ L2(Ω). Assim, na definição acima faz sentido escrever (f(u), ω) como um produto

interno em L2(Ω), sendo o problema (3.1)-(3.3) bem posto.

Teorema 3.3.2. Sob as condições (3.4)-(3.9), temos:

(i) Se (u0, u1) ∈ H, então o problema (3.1)-(3.3) possui uma única solução fraca

(u, ut) ∈ C([0, T ];H), ∀ T > 0,
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satisfazendo

u ∈ L∞(0, T ;H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)) e ut ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H0

1 (Ω). (3.11)

(ii) Se (u0, u1) ∈ H1, então a solução fraca do problema (3.1)-(3.3) possui regularidade

u ∈ L∞(0, T ;H3
Γ(Ω)) e ut ∈ L∞(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)) (3.12)

3.3.1 Problema aproximado

Denotaremos por (ωj)j∈N a base ortonormal bem regular de L2(Ω), que também é

ortogonal em H1
0 (Ω) e H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω), constituida por autofunções do operador biharmônico

∆2 com condições de fronteira u = ∆u = 0 sobre Γ. Para m ∈ N considremos também o

subespaço de dimensão finita dado por

Vm := Span{ω1, ..., ωm} = [ω1, ..., ωm].

Dado (u0, u1) ∈ H, queremos determinar soluções da forma

um(t) =
m∑
j=1

ymj(t)ωj , (3.13)

para o seguinte problema aproximado

(umtt (t), ωj) + (∆um(t),∆ωj) +
〈
|∇um(t)|p−2∇um(t),∇ωj

〉
+

+

∫ l

0
g(t− s)(∆um(s), ωj)ds+ (∇umt (t),∇ωj) + (f(um(t)), ωj) = 0, (3.14)

com condições inciais

um(0) = um0 , umt (0) = um1 , (3.15)

onde um0 e um1 são escolhidos de forma que

um0 → u0 em H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) e um1 → u1 em L2(Ω). (3.16)

Contudo, observe que o problema aproximado (3.14)-(3.15) é equivalente a um sistema

de equações diferenciais ordinárias, cuja a existência de soluçõa local é assegurado pelo Teorema

de Carathéodory. Logo, o problema aproximado (3.14)-(3.15) possui uma solução local um(t)

da forma (3.13) em algum intervalo [0, Tm) com 0 < Tm ≤ T .

A seguir apresentaremos estimativas a priori que nos permitirão estender as soluções

locais um(t) ao intervalo [0, T ], para qualquer T > 0 dado, bem como extrair subsequências de

soluções convenientemente convergentes para a solução fraca procurada.
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3.3.2 Estimativa a priori 1

Multiplicando a equação aproximada (3.14) por umt (t) e integrando sobre Ω, obtemos

d

dt

{
1

2
||umt (t)||22 +

1

2
||∆um(t)||22 +

1

p
||∇um(t)||pp +

∫
Ω
f̂(um(t))dx

}
+ ||∇umt (t)||22 =

=

∫ t

0
g(t− s)(∇um(s),∇umt (t))ds.

Da identidade para a memória fornecida pelo Lema 2.2.1 vem que∫ t

0
g(t− s)(∇um(s),∇umt (t))ds = −1

2

d

dt

{
(g�∇um)(t)−

(∫ t

0
g(s)ds

)
||∇um(t)||22

}

+
1

2
(g′�∇um)(t)− 1

2
g(t)||∇um(t)||22.

Logo, substituindo esta última expressão na anterior, temos

1

2

d

dt
Em(t) + ||∇umt (t)||22 =

1

2
(g′�∇um)(t)− 1

2
g(t)||∇um(t)||22. (3.17)

onde

Em(t) = ||umt (t)||22 + ||∆um(t)||22 −
(∫ t

0
g(s)ds

)
||∇um(t)||22 +

2

p
||∇um(t)||pp+

+2

∫
Ω
f̂(um(t))dx+ (g�∇um)(t)

Das condições (3.5)-(3.9) e como (g�∇um)(t) ≥ 0, vem que

||umt (t)||22 + l||∆um(t)||22 ≤ Em(t). (3.18)

Além disso, da hipótese (3.6)

(g′�∇um)(t) ≤ −k1(g�∇um)(t) ≤ 0.

Com isto, o lado direito da igualdade em (3.17) é não positivo. Assim, integrando (3.17) de 0 a

t e usando (3.18) chegamos a seguinte estimativa

||umt (t)||22 + l||∆um(t)||22 + 2

∫ t

0
||∇umt (s)||22ds ≤ Em(0).

Usando agora as hipoteses (3.7) e (3.9) em conjunto com as convergências em (3.16), concluimos

||umt (t)||22 + ||∆um(t)||22 + 2

∫ t

0
||∇umt (s)||22ds ≤M1, (3.19)

para todos t ∈ [0, Tm) ⊂ [0, T ] e m ∈ N, onde M1 = M1(||u1||2, ||∆u0||2) > 0 é independente de

t e m. Isto nos permite estender as soluções um(t) ao intervalo [0, T ] e, em particular, notamos

que

(um) é limitada em L∞(0, T ;H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)), (3.20)

(umt ) é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), (3.21)
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3.3.3 Passagem ao limite e solução fraca

Das limitações em (3.20)-(3.21) e aplicando os Teoremas 1.2.18 (Compacidade fraca) e

1.2.19 (Compacidade fraca estrela), existe uma subsequência de (um), que ainda denotaremos

por (um), tal que

um
∗
⇀ u em L∞(0, T ;H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)),

umt
∗
⇀ ut em L∞(0, T ;L2(Ω)), (3.22)

umt ⇀ ut em L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

Além disso, afirmamos que

um → u em C([0, T ], H1
0 (Ω)). (3.23)

De fato, da estimativa (3.19) segue que (um) também é limitada no espaço

W := {u ∈ L2(0, T ;H2(Ω) ∩H1
0 (Ω));ut ∈ L2(0, T ;L2(Ω))},

munido da norma ||u||W = ||u||L2(0,T ;H2(Ω)∩H1
0 (Ω)) + ||ut||L2(0,T ;L2(Ω)). Logo, existe uma sub-

sequência de (um), que ainda denotaremos por (um), tal que

um ⇀ u em W.

Como (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)) ↪→↪→ H1

0 (Ω) ↪→ L2(Ω), então pelo Teorema de Aubin-Lions, segue que

W ↪→↪→ L2(0, T ;H1
0 (Ω)). Logo,

um → u em L2(0, T ;H1
0 (Ω)), (3.24)

de onde segue que

||∇um(t)−∇u(t)||2 → 0 q.s. em [0, T ] (3.25)

Agora observe que de (3.22) vem que um, u, umt , ut ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) e pelo Lema 1.2.14

resulta que um, u ∈ C([0, T ];H1
0 (Ω)). Disto e de (3.25) concluimos que (3.23) vale. Com estas

convergências podemos passar limite no problema aproximado (3.14) e obter a solução fraca para

o problema (3.1)-(3.3). De fato, em primeiro lugar consideremos uma função teste θ ∈ D(0, T )

e m, j ∈ N com m ≥ j. Multiplicando (3.14) por θ e integrando sobre (0, T ) resulta que∫ T

0

{
(umtt (t), ωj) + (∆um(t),∆ωj) +

〈
|∇um(t)|p−2∇um(t),∇ωj)

〉}
θ(t)dt +

+

∫ T

0

{∫ t

0
g(t− s)(∆um(s), ωj)ds+ (∇umt (t),∇ωj) + (f(um(t)), ωj)

}
θ(t)dt = 0.

Integrando por partes,

−
∫ T

0
(umt (t), ωj)θ

′(t)dt+

∫ T

0

{
(∆um(t),∆ωj) +

〈
|∇um(t)|p−2∇um(t),∇ωj

〉}
θ(t)dt + (3.26)
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+

∫ T

0

{∫ t

0
g(t− s)(∆um(s), ωj)ds+ (∇umt (t),∇ωj) + (f(um(t)), ωj)

}
θ(t)dt = 0

No presente caṕıtulo, enfatizaremos às convergências dos termos que envolvem o operador p-

Laplaciano e termo não linear f . Os limites dos outros termos em (3.26) segue imediatamente

de (3.22).

Com respeito ao termo que envolve p-Laplaciano, devemos mostrar que∫ T

0

〈
|∇um(t)|p−2∇um(t),∇ωj

〉
θ(t)dt

m→ ∞→
∫ T

0

〈
|∇u(t)|p−2∇u(t),∇ωj

〉
θ(t)dt.

ou seja,

−
∫ T

0
〈∆p(u

m(t)), ωj〉 θ(t)dt
m→∞→ −

∫ T

0
〈∆p(u(t)), ωj〉 θ(t)dt. (3.27)

De fato, em primeiro lugar, observamos que pelo Lema 1.3.1, existe uma constante M =

M(p,N) > 0 tal que∣∣|x|p−2x− |y|p−2y
∣∣ ≤M(|x|p−2 + |y|p−2)|x− y|, ∀ x, y ∈ RN

Em particular, para x = ∇um e y = ∇u, segue que∣∣|∇um|p−2∇um − |∇u|p−2∇u
∣∣ ≤M(|∇um|p−2 + |∇u|p−2)|∇um −∇u|.

Disto e usando a Desigualdade generalizada de Holder com
p− 2

2(p− 1)
+

1

2(p− 1)
+

1

2
= 1, a

hipótese (3.4), a estimativa (3.19) e a convergência (3.22), então∣∣∣∣∫ T

0
〈−∆p(u

m(t)) + ∆p(u(t)), ωj〉θ(t)dt
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫ T

0
〈|∇um(t)|p−2∇um(t)− |∇u(t)|p−2∇u(t),∇ωj〉θ(t)dt

∣∣∣∣
≤

∫ T

0

∣∣〈|∇um(t)|p−2∇um(t)− |∇u(t)|p−2∇u(t),∇ωj〉
∣∣ |θ(t)|dt

≤ ||θ||∞
∫ T

0

∫
Ω

∣∣|∇um(t)|p−2∇um(t)− |∇u(t)|p−2∇u(t)
∣∣ |∇ωj |dxdt

≤ Cp

∫ T

0

∫
Ω

(
|∇um(t)|p−2 + |∇u(t)|p−2

)
|∇um(t)−∇u(t)||∇ωj |dxdt

≤ Cp

∫ T

0

(
||∇um(t)||p−2

2(p−1) + ||∇u(t)||p−2
2(p−1)

)
||∇um(t)−∇u(t)||2||∇ωj ||2(p−1)dt

≤ Cp

∫ T

0

(
||∆um(t)||p−2

2 + ||∆u(t)||p−2
2

)
||∇um(t)−∇u(t)||2||∆ωj ||2dt

≤ Cp

∫ T

0
||∇um(t)−∇u(t)||2dt,

para alguma constante Cp > 0, isto é, existe uma constante C > 0 tal que∣∣∣∣∫ T

0
〈−∆p(u

m(t)) + ∆p(u(t)), ωj〉θ(t)dt
∣∣∣∣ ≤ C ∫ T

0
||∇um(t)−∇u(t)||2dt (3.28)

Renata
Realce
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Agora utilizando a convergência (3.23) em (3.28), então o limite (3.27) segue.

Por outro lado, com respeito ao termo não linear f , devemos mostrar∫ T

0
(f(um(t)), ωj)θ(t)dt

m→∞→
∫ T

0
(f(u(t)), ωj)θ(t)dt. (3.29)

Primeiramente, usando a desigualdade de Holder generalizada com
ρ

2(ρ+ 1)
+

1

2(ρ+ 1)
+

1

2
= 1,

as condições (3.7)-(3.8), a estimativa (3.19) e a convergência (3.22), então para qualquer φ ∈
H2(Ω) ∩H1

0 (Ω) ↪→ L2(ρ+1)(Ω), obtemos

|(f(um(t))− f(u(t)), φ)|

≤
∫

Ω
|f(um(t))− f(u(t))||φ|dx

≤ k2

∫
Ω

(1 + |um(t)|ρ + |u(t)|ρ)|um(t)− u(t)||φ|dx

≤ k2

(
|Ω|

ρ
2(ρ+1) + ||um(t)||ρ2(ρ+1) + ||u(t)||ρ2(ρ+1)

)
||um(t)− u(t)||2||φ||2(ρ+1)

≤ Cp

(
|Ω|

ρ
2(ρ+1) + ||∇um(t)||ρ2 + ||∆u(t)||ρ2

)
||um(t)− u(t)||2||∆φ||2

≤ Cp||um(t)− u(t)||2||∆φ||2,

para alguma constante Cp > 0. Assim, existe uma constante C > 0 tal que

||f(um(t))− f(u(t))||[H2(Ω)∩H1
0 ]′ ≤ C||um(t)− u(t)||2.

Disto e aplicando a convergência (3.23) vem que∣∣∣∣∫ T

0
(f(um(t))− f(u(t)), ωj) θ(t)dt

∣∣∣∣

≤
∫ T

0
|(f(um(t))− f(u(t), ωj)| |θ(t)|dt

≤ C

∫ T

0
||f(um(t))− f(u(t))||[H2(Ω)∩H1

0 (Ω)]′ ||∆ωj ||2dt

≤ C

∫ T

0
||um(t)− u(t)||2dt

≤ C

∫ T

0
||∇um(t)−∇u(t)||2dt

m→∞→ 0.

Isto prova o limite (3.29). Como já comentamos, os outros termos em (3.26) convergem de modo

padrão usando os limites obtidos em (3.22). Assim sendo, passando o limite quando m → ∞
em (3.26) resulta que

−
∫ T

0
(ut(t), ωj)θ

′(t)dt+

∫ T

0

{
(∆u(t),∆ωj) +

〈
|∇u(t)|p−2∇u(t),∇ωj

〉}
θ(t)dt +
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+

∫ T

0

{∫ l

0
g(t− s)(∆u(s), ωj)ds+ (∇ut(t),∇ωj) + (f(u(t)), ωj)

}
θ(t)dt = 0

ou seja ∫ T

0

d

dt
(ut(t), ωj)θ(t)dt+

∫ T

0

{
(∆u(t),∆ωj) +

〈
|∇u(t)|p−2∇u(t),∇ωj

〉}
θ(t)dt +

+

∫ T

0

{∫ l

0
g(t− s)(∆u(s), ωj)ds+ (∇ut(t),∇ωj) + (f(u(t)), ωj)

}
θ(t)dt = 0

para todo j ∈ N e θ ∈ D(0, T ).

Como (ωj)j∈N constitui uma base para H2(Ω) ∩H1
0 , então∫ T

0

{
d

dt
(ut(t), ω) + (∆u(t),∆ω)− 〈∆pu(t), ω〉

}
θ(t)dt+ (3.30)

+

∫ T

0

{∫ 0

l
g(t− s)(∆u(s), ω)ds+ (∇ut(t),∇ω) + (f(u(t)), ω)

}
θ(t)dt = 0,

para todo ω ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) e θ ∈ D(0, T ). Logo, de (3.30) deduzimos que

d

dt
(ut, ω) + (∆u,∆ω)− 〈∆pu, ω〉+∫ l

0
g(t− s)(∆u(s), ω)ds+ (∇ut,∇ω) + (f(u), ω) = 0 em D′(0, T ),

para todo ω ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω). Isto mostra a função u satisfaz (3.10) com

u ∈ L∞(0, T ;H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)), (3.31)

ut ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), (3.32)

de onde segue também a condição (3.11). Resta verifica que (u, ut) ∈ C([0, T ],H) e que vale as

condições inciais u(0) = u0 e ut(0) = u1. Concluindo que a função z = (u, ut) é uma solução

fraca para o problema (3.1)-(3.3)

Por outro lado, identificamos L2(Ω) := [L2(Ω)]′ com seu dual, por meio do Teorema de

Representação de Riesz-Fréchet, temos a seguinte cadeia de inclusões cont́ınuas

H2(Ω) ∩H1(Ω) ↪→W 1,p
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) ≈ [L2(Ω)]′ ↪→ (3.33)

↪→ H1
0 (Ω) ↪→ H−1(Ω) ↪→W−1,p′

0 (Ω) ↪→ [H2(Ω) ∩H1
0 ]′.

Com isto, podemos reescrever a expressão em (3.30), depois de integrar por partes, como

−
〈∫ T

0
ut(t)θ

′(t)dt, ω

〉
+

〈∫ T

0
∆2u(t)θ(t)dt, ω

〉
−
〈∫ T

0
∆pu(t)θ(t)dt, ω

〉
+

+

〈∫ T

0
(g ∗∆u)(t)θ(t)dt, ω

〉
−
〈∫ T

0
∆2ut(t)θ(t)dt, ω

〉
+

〈∫ T

0
f(u(t))θ(t)dt, ω

〉
= 0,
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onde relebramos que (g ∗∆u)(t) =
∫ t

0 g(t− s)∆u(s). Novamente usando integração por partes,〈∫ T

0
utt(t)θ(t)dt, ω

〉
+

〈∫ T

0
∆2u(t)θ(t)dt, ω

〉
−
〈∫ T

0
∆pu(t)θ(t)dt, ω

〉
+

+

〈∫ T

0
(g ∗∆u)(t)θ(t)dt, ω

〉
−
〈∫ T

0
∆2ut(t)θ(t)dt, ω

〉
+

〈∫ T

0
f(u(t))θ(t)dt, ω

〉
= 0,

para todo ω ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), onde nesta última igualdade a notação

〈·, ·〉 significa a dualidade 〈·, ·〉[H2(Ω)∩H1
0 (Ω)]′,H2(Ω)∩H1

0 (Ω).

Portanto, concluimos que

utt + ∆2u−∆pu+ (g ∗∆u)−∆ut + f(u) = 0 em D′(0, T ; [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]′) (3.34)

Mais ainda, usando (3.31)-(3.32) e as inclusões em (3.33) deduzimos facilmente que

∆2u ∈ L∞(0, T ; [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]′)

∆ut ∈ L2(0, T ; [H1(Ω)]′) ↪→ L2(0, T ; [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]′) (3.35)

(g ∗∆u), f(u) ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ↪→ L∞(0, T ; [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]′).

Resta verificar que

∆pu ∈ L∞(0, T ; [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]′) (3.36)

De fato, para φ ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) ↪→W

1,2(p−1)
0 , temos

|〈∆pu(t), φ〉| =
∣∣〈|∇u(t)|p−2∇u(t),∇φ〉

∣∣
≤

∫
Ω
|∇u(t)|p−1|∇φ|dx

≤
[∫

Ω
|∇u(t)2(p−1)|dx

] 1
2
[∫

Ω
|∇φ|2dx

] 1
2

= ||∇u(t)||p−1
2(p−1)||∇φ||2

≤ Cp||∆u(t)||p−1
2 ||∆φ||2,

para alguma constante Cp > 0. Assim, de (3.31) existe uma constante C > 0 tal que

||∆u(t)||[H2(Ω)∩H1
0 (Ω)]′ ≤ C q.s em [0, T ]

Finalmente, combinando (3.34) com (3.35)-(3.36) concluimos

utt + ∆2u−∆pu+ (g ∗∆u)−∆ut + f(u) = 0 em L2(0, T ; [H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)]′).

o que encerra a prova do item (i) do Teorema 3.3.2
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3.3.4 Estimativa a priori 2

Agora consideramos (u0, u1) ∈ H1 e seja um(t) da forma (3.13) uma solução do pro-

blema aproximado (3.14)-(3.15), onde agora

um0 → u0 em H3
Γ(Ω) e um1 → u1 em H1

0 (Ω). (3.37)

Pela escolha da base (ωj), podemos multiplicar o problema aproximado (3.14) por −∆umt e

integrando por partes, obtemos

1

2

d

dt

{
||∇umt (t)||22 + ||∇∆um(t)||22

}
+ 〈∆pu

m(t),∆umt (t)〉+ ||∆umt (t)||22 =

= (f(um(t)),∆umt (t)) +

∫ t

0
g(t− s)(∆um(s),∆umt (t))ds.

Notando que

〈∆pu
m,∆ump 〉 =

d

dt
〈∆pu

m,∆um〉 − J1,

onde

J1 = −
∫

Ω
{(p− 2)|∇um|p−4(∇um · ∇umt )∇um + |∇um|p−2∇umt } · ∇∆umdx,

derivamos a seguintes igualdade

1

2

d

dt

{
||∇umt (t)||22 + ||∇∆um(t)||22 + 2〈∆pu

m(t),∆um(t)〉
}

+

+ ||∆umt (t)||22 = J1 + J2 + J3, (3.38)

onde

J2 = (f(um(t)),∆umt (t)) =

∫
Ω
f(um(t))∆umt (t)dx,

J3 =

∫ t

0
g(t− s)(∆um(s),∆umt (t))ds.

No que segue vamos estimar o lado direito de (3.38). Para facilitar a notação o mesmo

śımbolo C denotará diferentes constantes que aparecerão no texto.

Da estimativa (3.19) e usando a desigualdade de Holder generalizada com
p− 2

2(p− 1)
+

1

2(p− 1)
+

1

2
= 1, temos

J1 ≤ (p− 1)

∫
Ω
|∇um(t)|p−2|∇utm(t)||∇∆um(t)|dx

≤ (p− 1)||∇um(t)||p−2
2(p−1)||∇u

m
t (t)||2(p−1)||∇∆um(t)||2

= Cp||∇umt (t)||2(p−1)||∇∆um(t)||2,

para alguma constante Cp > 0. Como H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) ↪→W

1,2(p−1)
0 (Ω) e umt é bem regular,

||∇umt (t)||22(p−1) ≤ µ2||∆umt (t)||22,
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onde µ2 > 0 é constante de imersão correspondente. Usando a desigualdade de Young, existe

uma constante C > 0 tal que

|J1| ≤
1

4
||∆umt (t)||22 +

C

2
||∇∆um(t)||22. (3.39)

Além disso, das hipóteses (3.7)-(3.8), da estimativa (3.19) e como H3
Γ(Ω) ↪→ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω) ↪→
L2(ρ+1)(Ω), segue que

||f(um(t))||22 =

∫
Ω
|f(um(t))|2dx

≤ 2k2

∫
Ω

(
|um(t)|2 + |um(t)|2(ρ+1)

)
dx

= 2k2

(
||um(t)||22 + ||um(t)||2(ρ+1)

2(ρ+1)

)
≤ Cρ

(
||∆um(t)||22 + ||∆um(t)||2(ρ+1)

2

)
= Cρ

(
1 + ||∆um(t)||2ρ2

)
||∆um(t)||22

≤ C

2
||∇∆um(t)||22,

para alguma constante C > 0. Assim, novamente aplicando a Desigualdade de Young,

|J2| ≤ ||f(um(t))||2||∆umt (t)||2

≤ ||f(um(t))||22 +
1

4
||∆umt (t)||22 (3.40)

≤ C

2
||∇∆um(t)||22 +

1

4
||∆umt (t)||22.

Usando mais uma vez a estimativa (3.19) e a desigualdade de Young,

|J3| ≤
(∫ t

0
g(t− s)||∆um(s)||2ds

)
||∆umt (t)||2

≤M1||g||L1(R+)||∆umt (t)||2 (3.41)

≤ C 1

4
||∆umt (t)||22.

Substituindo (3.39)-(3.41) em (3.38) e pondo

Fm(t) = ||∇umt (t)||22 + ||∇∆um(t)||22 + 2〈∆pu
m(t),∆um(t)〉+ 2C,

então
d

dt
Fm(t) +

1

2
||∆umt (t)||22 ≤ 2C + 2C||∇∆um(t)||22 (3.42)

Agora notamos que

|〈∆pu
m(t),∆um(t)〉| =

∣∣〈|∇um(t)|p−2∇um(t),∇∆um(t)〉
∣∣

≤
∫

Ω
|∇um(t)|p−1|∇∆um(t)|dx

≤ ||∇um(t)||p−1
2(p−1)||∇∆um(t)||2

≤ ||∇um(t)||2(p−1)
2(p−1) +

1

4
||∇∆um(t)||22

≤ Cp||∆um(t)||2(p−1)
2 +

1

4
||∇∆um(t)||22.
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Pela estimativa (3.19), existe uma constante C tal que

|〈∆pu
m(t),∆um(t)〉| ≤ C +

1

4
||∇∆um(t)||22,

de onde segue que
1

4
||∇∆u(t)||22 + 2C + 2〈∆pu

m(t),∆um(t)〉 ≥ 0. (3.43)

Combinando (3.42)-(3.43), existe uma constante C > 0 tal que

d

dt
Fm(t) +

1

2
||∆umt (t)||22 ≤ CFm(t). (3.44)

Agora, integrando (3.44) sobre (0, t) ⊂ [0, T ] e explorando os limites (3.37), resulta

Fm(t) +
1

2

∫ t

0
||∆umt (τ)||22dτ ≤ C + C

∫ t

0
Fm(τ)dτ.

Portanto, usando a desigualdade de Growall e novamente (3.43) concluimos

||∇umt (t)||22 + ||∇∆um(t)||22 +

∫ t

0
||∆umt (τ)||22dτ ≤M2, (3.45)

para todo t ∈ [0, T ] e m ∈ N, onde M2 = M2(||∇u1||2, ||∇∆u0||2, T ) > 0. Em particular,

(um) é limitado em L∞(0, T ;H3
Γ(Ω)), (3.46)

(umt ) é limitado em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)). (3.47)

3.3.5 Passagem ao limite e solução fraca mais regular

As limitações em (3.46)-(3.47) são suficientes para passar limite no problema apro-

ximado e garantir que, quando os dados iniciais (u0, u1) ∈ H1, a solução fraca de (3.1)-(3.3)

possuem mais regularidade

u ∈ L∞(0, T ;H3
Γ(Ω)), (3.48)

ut ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)). (3.49)

A conclusão do item (ii) do Teorema 3.3.2 segue, então, de maneira similar ao caso fraco. Além

disso, como também veremos mais adiante, podemos concluir que neste caso utt ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)),

ou seja, que u satisfaz a equação

utt + ∆2u−∆pu+ (g ∗∆u)−∆ut + f(u) = 0 em L2(0, T ;H−1(Ω)).

3.3.6 Unicidade

Sejam u e v duas soluções mais regulares do problema (3.1)-(3.3) e considere w = u−v.

Então w satisfaz a equação

wtt + ∆2w −∆wt = ∆pu−∆pv − f(u) + f(v)−
∫ t

0
g(t− s)∆w(s)ds
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em L2(0, T ;H−1(Ω)), com condições de fronteira w = ∆w = 0 sobre Γ e dados iniciais nulos.

Como wt ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), podemos multiplicar a equação acima por wt(t) e integrando por

partes, obtemos
d

dt

{
1

2
||wt(t)||22 +

1

2
||∆wt(t)||22

}
+ ||∇wt(t)||22 =

= 〈∆pu(t)−∆pv(t), wt(t)〉 − (f(u(t))p− f(v(t)), wt(t)) +

+

∫ t

0
g(t− s)(∇w(s),∇wt(t))ds.

Usando o Lema 3.2.1, deduzimos que

1

2

d

dt

{
||wt(t)||22 + ||∆w(t)||22 −

(∫ t

0
g(s)ds

)
||∇w(t)||22 + (g�∇w)(t)

}
+ ||∇wt(t)||22

≤ |〈∆pu(t)−∆pv(t), wt(t)〉|+
∫

Ω
|f(u(t))− f(v(t))||wt|dx. (3.50)

Como anteriormente segue do Lema 1.3.1 que

|〈∆pu(t)−∆pv(t), wt(t)〉| ≤ C
(
||∇u(t)||p−2

2(p−1) + ||∇v(t)||p−2
2(p−1)

)
||∇w(t)||2(p−1)||∇wt(t)||2

≤ C||∆w(t)||22 +
1

2
||∇wt(t)||22, (3.51)

para alguma constante C > 0

Além disso, das condições (3.7)-(3.8) e como
ρ

2(ρ+ 1)
+

1

2(ρ+ 1)
+

1

2
= 1, então usando

as desigualdades de Holder e Young, existe C > 0 tal que

|(f(u(t))− f(v(t)), wt(t))|

≤
∫

Ω
|f(u(t))− f(v(t))||wt(t)|dx

≤ k2

∫
Ω

(1 + |u(t)|ρ + |v(t)|ρ)|w(t)||wt(t)|dx

≤ k2

(
|Ω|

ρ
2(ρ+1) + ||u(t)||ρ2(ρ+1) + ||v(t)||ρ2(ρ+1)

)
||w(t)||2(ρ+1)||wt(t)||2

≤ C||∆w(t)||22 +
1

2
||wt(t)||22. (3.52)

Combinando (3.50) com (3.51)-(3.52), resulta em

d

dt

{
||wt(t)||22 + ||∆w(t)||22 −

(∫ t

0
g(s)ds

)
||∇w(t)||22 + (g�∇w)(t)

}
+

+ ||∇wt(t)||22 ≤ C||∆w(t)||22 + ||wt(t)||22. (3.53)

Pondo

Φ(t) = ||wt(t)||22 + ||∆w(t)||22 −
(∫ t

0
g(s)ds

)
||∇w(t)||22 + (g�∇w)(t)

e usando a hipótese (3.5), então

||∆w(t)||22 −
(∫ t

0
g(s)ds

)
||∇w(t)||22 ≥ l||∆w(t)||22 ≥ 0.
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Como já é sabido

(g�∇w)(t) ≥ 0.

Assim, existe uma constante C > 0 tal que (3.53) fica sob a forma

d

dt
Φ(t) ≤ CΦ(t).

Como Φ(0) = 0, obtemos

||wt(t)||22 + l||∆w(t)||22 ≤ 0,

provando que w = 0 em H2(Ω)∩H1
0 (Ω) (também em  L2(Ω)). Isto prova a unicidade. Portanto,

a prova do Teorema (3.3.2) está completa.

3.4 Decaimento exponencial de Energia

Afim de determinar estabilidade exponencial para o sistema (3.1)-(3.3), vamos definir

o funcional energia correspondente como

E(t) =
1

2
||ut(t)||22 +

1

2
||∆u(t)||22 +

1

p
||∇u(t)||pp +

∫
Ω
f̂(u(t))dx. (3.54)

Tendo como principal resultado o

Teorema 3.4.1. Sob as hipóteses do Teorema 3.3.2, a energia E(t) satisfaz, em ambos os casos,

o seguinte decaimento exponencial

E(t) ≤ CE(0)e−γt, t ≥ 0,

para constantes C > 0 e γ > 0.

Demonstração. Inicialmente provaremos o decaimento exponencial de energia considerando soluções

mais regulares u do problema (3.1)-(3.3). Usaremos o método de energia pertubado. Em pri-

meiro lugar, definamos a energia modificada

F (t) =
1

2
||ut(t)||22 +

1

2
||∆u(t)||22 +

1

p
||∇u(t)||pp +

∫
Ω
f̂(u(t))dx

−1

2

(∫ t

0
g(s)ds

)
||∇u(t)||22 +

1

2
(g�∇u)(t).

Usando as hipóteses (3.5) e (3.9), segue que

F (t) = E(t)− 1

2

(∫ t

0
g(s)ds

)
||∇u(t)||22 +

1

2
(g�∇u)(t) ≥ lE(t).

Assim,

E(t) ≤ 1

l
F (t).

Além disso, da condição (3.6) segue que F é decrescente, pois

F ′(t) = −||∇ut(t)||22 +
1

2
(g′�∇u)(t)− 1

2
g(t)||∇u(t)||22
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≤ −||∇ut(t)||22 −
k1

2
(g�∇u)(t).

Agora definamos a energia pertubada

Fε(t) = F (t) + εΨ(t), ε > 0,

onde

Ψ(t) =

∫
Ω
ut(t)u(t)dx

com isto, demonstraremos dois lemas auxiliares que serão cruciais para a conclusão do decai-

mento exponencial.

Lema 3.4.2. Existe uma constante C1 > 0 tal que

|Fε(t)− F (t)| ≤ εC1F (t), ∀ t ≤ 0, ∀ ε > 0.

Demonstração. Note que

|Ψ(t)| ≤ 1

2
||ut(t)||22 +

1

2λ1
||∆u(t)||22

≤ 1

l
max

{
1,

1

λ1

}
F (t),

onde λ1 é o primeiro autovalor do problema{
∆2w = λw em Ω

w = ∆w = 0 sobre Γ.

Então tomando C1 =
1

l
max

{
1,

1

λ1

}
, obtemos

|Fε(t)− F (t)| = ε|Ψ(t)| ≤ εC1F (t),

como desejado.

Lema 3.4.3. Existe uma constante ε1 > 0 tal que

F ′ε(t) ≤ −εF (t), ∀ t ≥ 0, ∀ ε ∈ (0, ε1).

Demonstração. É suficiente mostrar que existem constantes C2, C3 > 0 tais que

Ψ′(t) ≤ −F (t) + C2||∇ut(t)||22 + C3(g�∇u)(t). (3.55)

De fato, para ε > 0 pequeno o suficiente temos

F ′ε(t) = F ′(t) + εΨ′(t)

≤ −||∇ut(t)||22 −
k1

2
(g�∇u)(t)− εF (t) + εC2||∇ut(t)||22 + εC3(g�∇)(t)

= −εF (t)− (1− εC2)||∇ut(t)||22 − (
k1

2
− εC3)(g�∇u)(t)

≤ εF (t),

Renata
Realce
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o que concluiria a prova do Lema 3.4.3

Resta verificar a veracidade da identidade (3.55). Com efeito, usando a equação (3.1)

no sentido fraco, obtemos

Ψ′(t) = ||ut(t)||22 − ||∆u(t)||22 − ||∇u(t)||pp +

∫ t

0
g(t− s)(∇u(s),∇u(t))ds −

−
∫

Ω
∇u(t) · ∇ut(t)dx−

∫
Ω
f(u(t))u(t)dx.

Adicioando e subtraindo o termo F (t) na expressão acima, segue que

Ψ′(t) = − F (t) +
2

3
||ut(t)||22 −

1

2
||∆u(t)|| −

(
1− 1

p

)
||∇u(t)||pp

− 1

2

(∫ t

0
g(s)ds

)
||∇u(t)||22 +

1

2
(g�∇u)(t) + I1 + I2 + I3,

onde denotamos

I1 =

∫
Ω
f̂(u(t))− f(u(t))u(t)dx,

I2 =

∫ t

0
g(t− s)(∇u(s),∇u(t))ds,

I3 = −
∫

Ω
∇u(t) · ∇ut(t)dx.

Da hipótese (3.9) temos I1 ≤ 0 diretamente. Vanmos estimar a seguir os termos I2 e I3.

Usando a dessigualdade de Young, observe que

|I2| ≤
∫ t

0
g(t− s)||∇u(t)||2(||∇u(t)−∇u(s)||2 +∇u(t)2)ds

≤
(∫ t

0
g(t− s)ds

)
||∇u(t)||22 + ||∇u(t)||2

∫ t

0
g(t− s)||∇u(t)−∇u(s)||2ds

≤
(∫ t

0
g(s)ds

)
||∇u(t)||22 + η||∇u(t)||22 +

1

4η
||g||1(g�∇u)(t)

≤ 1

2

(∫ t

0
g(s)ds

)
||∇u(t)||22 +

µ1

2

(∫ t

0
g(s)ds

)
||∆u(t)||22 +

+ ηµ1||∆u(t)||22 +
1

4η
||g||1(g�∇u)(t).

onde η > 0 será escolhido de modo conveniente mais adiante. Também pela desigualdade de

Young, temos

|I3| ≤ η||∇u(t)||22 +
1

4η
||∇ut(t)||22

≤ ηµ1||∆u(t)||22 +
1

4η
||∇ut(t)||22.

Então,

F ′(t) ≤ −F (t) +

(
3

2
µ2 +

1

4η

)
||∇ut(t)||22 +

(
1

2
+

1

4η
||g||1

)
(g�∇u)(t)

−1

2

(
1− µ1

∫ t

0
g(s)ds

)
||∇u(t)||22 + 2ηµ1||∆u(t)||22.

Renata
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Agora note que de (3.5), obtemos

Ψ′(t) ≤ −F (t) + C2||∇ut(t)||22 + C3(g�∇u)(t) +

(
2ηµ1 −

1

2

)
||∆u(t)||22.

Logo, tomando η > 0 pequeno o suficiente temos que a desigualdade (3.55) é verdadeira.

Isto encerra a prova do Lema 3.4.3

Agora, usaremos os lemas anteriores para concluir a propriedade de decaimento. Seja

ε0 = min

{
1

2C1
, ε1

}
.

Com isto, tomando ε < ε0 segue do Lema 3.4.2 que

1

2
F (t) ≤ Fε(t) ≤

3

2
F (t), t ≥ 0. (3.56)

A segunda desigualdade em (3.56) em conjunto com Lema 3.4.3 implica que

d

dt
Fε(t) ≤ −εF (t) ≤ −2

3
εFε(t).

Logo,

Fε(t) ≤ Fε(0)e−
2
3
εt.

Usando novamente (3.56) obtemos

F (t) ≤ 3F (0)e−
2
3
εt.

Finalmente, comparando as funções F e E, e notando que F (0) = E(0), concluimos

E(t) ≤ 3

l
E(0)e−

3
2
εt, t ≥ 0.

Isto prova o decaimento exponencial de soluções mais regulares u ∈ H3
Γ(Ω), como era

desejado. O mesmo resultado pode ser estendido para soluções fracas u ∈ H2(Ω)∩H1
0 (Ω) usando

argumentos de densidade.

Isto conclui a prova do Teorema 3.4.1



Conclusão

Neste trabalho, consideramos um modelo de equação de placas com p-Laplaciano e

memória, a equação (3.1)-(3.3), a saber∣∣∣∣∣∣∣∣
utt + ∆2u−∆pu+

∫ t
0 g(t− s)∆u(s)ds−∆ut + f(u) = 0 em Ω× R+

u = ∆u = 0 sobre Γ× R+,

u(x, 0) = u0(x) = 0 e ut(x, 0) = u1(x) = 0 em Ω

O presente trabalho procurou fornecer resultados relacionados a existência global de soluções

para a equação (3.1)-(3.3) sob o efeito de um termo de memória, que posteriormente buscamos as

propriedades qualitativas das soluções com respeito a estabilidade assintótica ao longo do tempo

(evolução). Em nosso trabalho é interessante salientar, a importância de se ter tomado cuidado

com as ferramentas ao se trabalhar, com termo de memória e, com os operadores p-Laplaciano

e biharmônico.

Renata
Realce

Renata
Realce

Renata
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