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Resumo

No presente trabalho, estudaremos situacoes relacionadas @(isténcia, unicidade, taxas de de-
caimento e comportamentos assintéticos de solugoes para uma classe de equagoes de placas nao
linear e com meméria. Em particular, no primeiro capitulo revisamos alguns assuntos rela-
cionados a uma série de resultados oriundos da teoria geral da andlise funcional, tambem de
forma concisa e particular, semigrupos e atratores, os quais serao aplicados no decorrer dessa
dissertacao. No capitulo seguinte, abordaremos uma equacao da placa de quarta ordem dissipa-
tiva com pertubagoes nao lineares do tipo p - Laplaciano e localmente Lipschitz e com meméria.
Continuando, provamos a estabilidade exponencial de energia correspondente ao problema ho-

mogeéneo com memoria de segunda ordem.

Palavras-chave: Equacao de placa, p - Laplaciano, meméria, estabilidade assintética, decai-

mento de energid,analiticidade, exponencialmente estavel, semigrupos, atrator global.
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Abstract

In this paper, we study situations involving the existence, uniqueness, decay rates and asymptotic
behavior of solutions for a class of nonlinear equations cards and memory. In particular, in the
first chapter we review some issues related to a number of results derived from the general
theory of functional analysis, also concise and particular, semigroups and attractors, which will
be applied during this dissertation. The next chapter will discuss an equation of the fourth
order dissipative plate with nonlinear perturbations of type p - Laplacian and locally Lipschitz
and memory. Continuing, we prove the exponential stability of energy corresponding to the

homogeneous problem with second-order memory

Keywords: Plate equation p - Laplacian, memory, asymptotic stability, Energy decay, analy-

ticity, exponentially stable, semigroups, global attractor



INDICE DE NOTACOES

Geral

|| := medida de Lebesgue de Q c RY;

ol =a1+as+---+any e al =aglag!---ay paratodo a= (ai,...

p = expoente conjugado de p;

p_

ay o

— anN —
x® = (25?2 para todo x = (x1, 22, ...

supp(u) = {z € Q;u(z) # O}Q;
— inclusao continua;

—<— inclusao compacta;

(+,-) dualidade;

(X, || ||x) espago de Banach

Operacoes de derivacao

dloly,

pou={ Baaag a7 O
u , se a=(0,..
N 92
Au = gg
7j=1 l‘]
A%y = A(Au)

Ayu = div(|V][P~2Va)

10

,xn) € RY;

.0

,0)

,an!) € NV,
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Espacgos de funcgoes

C(Q) ={u:Q—R|ué continua}

CH(Q) ={u:9Q — R | uék- vezes continuamente diferenciavel}

C*(2) ={u: Q2 — R | u é infinitamente diferencidvel}

C3°(Q) = {u € C*(Q) | supp(u) C Q é compacta}, k € Nou k = oo

Cke(Q) = {u € C¥(Q) | Du é « - Holder continua}

D (2) := espaco das fungoes teste

LP(Q) ={u: Q= R | u é mensurdvel e [, |u(x)[Pdr < oo}

L>®(Q) ={u:Q — R | u é mensuravel e |u(z)| < Kq.s. em Q}

WmP(Q) ={u e LP(Q) | D% € LP(2), 0 < |a] < m}

W@ =@

H™(Q) = W™2(Q)

HE'(Q) = W™ (2)

LpRY X)) = {n:RY = X | [ u(s)lln(s)|kds < oo}

LP(0,7;X) ={u:(0,T) - X | u é mensuravel e fOT [|u(t)|[5dt < oo}
L>*0,T;X)={u:(0,T7) - X | u é mensuravel e [|u(t)||x < K q.sem (0,7)}
C([0,T]; X) ={u:[0,T] = X | u é continua de [0,7] em X}

C*([0,T); X) = {u:[0,T] — X | ué k - vezes continuamente diferencialvel de [0, 7] em X}

Cw([0,T); X) ={u:(0,T) - X | u é fracamente continua de [0,7] em X}
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L(X;Y)={T:X —Y | T élinear e continua}

Espacgos duais

X' = £ (X;R) dual de X

[LP(Q)) = LP(Q), 1< p < 0

Wo' ()] = W=7 (Q), 1<p<oo, meN
[HE (Q)) = H™™(Q), m € N

[LP(0,T; X)) = L (0,T; X'), 1 <p < o0

D'(0,7;X) = L(D(0,T), X)

Convergéncias

— convergéncia forte
— convergéncia fraca

* A~ .
— convergéncia fraca estrela

12



Memoria

(g % u) fo (t — s)u(x,s)ds
(g0u) (¢ fo —5) Jo lu(z,t) — u(z, s)|*dzds
Normas

1
lully = (Jq u(x)|Pdz)»

||ul|oc = supess |u(z)|
z€eQ

hSA

lu(@)llmp = | D [1D%ullf

la|<m

[|ullm 00 = max || D%ul|o

laj<m

lullys0 = [V,

N[

[Inllax = (Jo~ m()lIn(s)! 5 ds)

1

|7l e 0,7;x) = (fo lu(s)| % dt)

[[u(@)[| oo 0mx) = sup ess ||u(t)||x

tc(0,T)

B k d’u(t)
|\U||ck([o,T],X)—jzotgﬁ%H dty HX
lollxr = sup  [(p,2)]

€X ||l x <1
Tz||ly
Tl = sup |[|[Tz[ly = sup e
zeX ||z||x=1 zeX,z#0 H:CHX
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Introducao

Recentemente muitos estudos sobre equacao de placa (de quarta ordem) e equacag=da onda (de

segunda ordem), e também, pertubagoes n@o lineares das mesmas, tem sido estudeaos e desen-
volvidos por matematicos dentro da realidade de equacao de evolucao de segunda ordem, com
respeito ao tempo ¢ > 0. Dentro da linha de pesquisa de equacoes diferenciais parciais, cons-
titui uma primeiro passo, analisar questoes relacionados (@ existéncia, unicidade e dependéncia
continuas de @blemas de Valor Inicial e de Fronteira. Em um segundo momento, é impor-
tante estudar as propriedades qualitativas das solugoes globais obtidas inicialmente, como por
exemplo, comportamento assintético de solugoes, que consiste basicamente, em decaimento ex-
ponencial, ou polinomial de solugoes, ou mais ainda, a existéncia de atratores globais para o
sistema dindmico gerado por tais solucdes do Problemas de Valor inicial e de Fronteira.
Sendo mais claro e espedcifico, equagoes de placas com pertubagoes nao linear do tipo
¢ - Laplaciano
ug + A2y — divy (¢(Veu)) = F(x,u, uy) (1)

onde ¢(z) ~ |2|*=2), p > 2 e F(x,u,u;) representa, a adicio de uma forca externa e/ou uma
dissipagao linear(es) ou nao linear(es). Neste Exemplo, o operador div,(¢(V,u)) aparece como
uma pertubagao nao linear de or ordem do operador biharménico A2 na equagio (1).

Retornando a equagéo@;, observamos que esta ¢ um modelo de varios outros modelos
importante que se aplicam em situagoes do cotidiano no que diz respeito a pertubacoes da
equagao da placa. Vejamos outros casos:

No caso bidimensional, a seguinte equacao da placa nao linear referente um modelo de

Kirchhoff - Boussinesq
ug 4 kug + A%u = div{|Vu|*Vu} + o A{f1(u)} — fo(u)

definida sobre um dominio limitado R?, considerando trés condicoes de fronteira.
No caso N - dimensional trata - se de uma classe de modelos de Kirchhoff por meio da
equagao
g + A%y — div{|V!m_1Vu} — Aug = h(z, u,uy)

definida sobre um dominio de RY ,com N <1 natural e m <1 delimitando por uma constante
que depende de N em dimensdes mais altas, levando em consideracao as condigoes de fronteiras

pré - fixadas ou apoiadas.
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Para completar o raciocinio, lembramos que um modelo corresponde ao fluxo de mi-

croestruturas elastopldsticas da forma
Ut + Ugzze + a(’ux|2)x =0

onde a > 0, para o caso unidimensional. Assim sendo, ao observar o termo a(|uz|?), como um
operador do tipo p - Laplaciano, notamos que este ultimo modelo difere dos dois anteriores pelo
sinal da perturbagao oriunda do operardor p - Laplaciano.

Em dimensoées maiores com N > 3 a dissipacao forte —Awy, constitui papel importante

no modelo de placa com pertubacao de menor ordem do tipo p - Laplaciano
g + A%y — Apu = F(z,u,u) (2)

onde
Apu = div (|VuP~?Vu), p>2

e a > 0 é uma constante. De fato, para o = 1 a existéncia global e unicidade de solu¢ées podem
ser verificadas adicionando uma dissipacao forte —Aw;. Contudo, se considerarmos apenas uma
dissipacao fraca u;, entao, se torna dificil obter unicidade e a continuidade de solugoes globais
no caso N - dimensional, para N > 3. Ao contrario, para N =1 ou N = 2, a boa colocagao do
problema (2) adicionando uma dissipagao fraca, ja é conhecida.

O presente trabalho, procura fornecer resultados relacionados a existéncia global de
solucoes para a equacdo (2) sob o efeito de um termo de memdria. A seguir, buscaremos
as propriedades qualitativas das solugoes com respeito a estabilidade assintética ao longo do
tempo.

De forma mais concisa, estudaremos em um primeiro momento a existéncia de solucoes

e decaimento de energia para equacdo (2) em um dominio limitado de RY, considerando

onde a convula(; (3), representando um termo de memoria ndo local (memoria sem

histéria), sendo d&por

(g+)(t) = / gt — s)y(s)ds, t>0,

e a fungao g é chamada de nicleo da memdria. Sendo assim, relacionando (2) e (3), estudamos
no préximo capitulo um problema de valor inicial e de fronteira para a seguinte equacao da placa

nao linear com memoaria
t
wy + A% — Apu + / g(t — s)Au(s)ds — Aug + f(u) =0 (4)
0

em Q x (0,+00), onde @ =1 e © C RV é um dominio limitado.
E importante enfatizar que o procedimento utilizado para estudar (4) gerou, em um

primeiro momento, uma certa dificuldade técnica ao considerar um termo de meméria do tipo
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fo (t — s)A%u(s)ds. Contudo, com um pouco mais de pericia, também podemos concluir a

veracidade dos resultados de existéncia e comportamento assintético substituindo o termo de
memoéria de segunda ordem fot g(t — s)Au(s)ds por um termo de meméria de quarta ordem
fo (t — s)A2u(s)ds, a menos do sinal.

Continuando, nosso objetivo em um segundo momento foi de estender os conceitos
estabelecidos anteriormente e acoplando & equacao (2) uma memoria com histéria para ¢ < 0,
de onde teremos de introduzir a histéria com deslocamento relativo. O motivo (pra tal, é que a
equagao (4) nao corresponde a um sistema auténomo, justamente pela convulagao (g * Au)(t) =
fo (t — s)Au(s)ds, que depende de t > 0, e é de segunda ordem. Em funcao disso, nao
poderiamos estudar a dinamica assintética para as solucdes do problema por meio da teoria
estabelicida para problemas auntonomos. No entanto, para contornar essa situagao, estudamos
a existéncia de solugdes para a equacido (2) em domiminio limitado de RY, definindo F'(z,u, u;)
como

F(z,u,u) := / p(t — s)A%u(s) + Aug — f(u) + h(z) (5)

— 0o
O comportamento assintético de solugbes também foi estudado quando a forca externa h é
identicamente nula, ou seja, quando h = 0. Note que o termo integral (memoria original) que

surge em (5) pode ser reescrito como

/ p(t — s)A%u(s)ds = /000 w(8)A%u(t — s)ds (6)

—0o0

Assim, combinando a equacao (2) com as identidades (5) e (6), chegamos a seguinte classe de

equacoes da placa nao linear com meméria, com histéria ¢ < 0
o0
uy + A u — Apu — / w(8)A%u(t — s)ds — Aug + f(u) = h (7)
0

em 2 x (0,+00), com condicoes iniciais e de fronteira pré - estabelecidas, onde av = (0) > 0 é
uma constante interligada ao nicleo de memoéria p e @ C R™ é um dominio limitado.

Por outro lado, nos deparamos com uma forma de modelar a equagao da placa no caso
bidimensional, N = 2, por meio de um sistema de equacoes de segunda ordem, do tipo ”equagoes
de ondas”, a saber, o modelo de placas finas de Mindlin - Timoshenko. Mais precisamente,

consideremos o seguinte modelo de placas de Mindlin - Timoshenko

0 0 0 0
R
h3 0? 1—p0? 1 0%p 0
% w — D 63:15—'— 2”8;;) ;uax8y>+K<w+8Z> =0 ®
pih?’ B P 1—pd* 14+p 0% ow\
12 71 D<8y2+ 2 8x2+ 2 0x0y K SD—i_E)y =0

em  x (0,00), onde © é um dominio limitado de R%. As constantes positivas p representa a

densidade, h representa a espessura uniforme da placa, K exprime o mdédulo de cisalhamento,
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D denota o médulo de rigidez a flexao e a constante 0 < p < 1/2 é chamada coeficiente de
Poisson, sendo proveniente de consideragoes fisicas sobre a placa. Ja as fungoes ¢ = ¢ (x,y,t)
e ¢ = ¢(x,y,t) representam os angulos de rotagdo de um filamento de placa e a fungdo w =
w(z,y,t) denota o deslocamento transversal da superficie média da placa, para (x,y) € Q e
t > 0.

De modo mais conciso, demotando por Li1,Ls e L3 os seguintes operadores lineares

elipticos de segunda ordem

0 ow ow
L1(Y, p,w) = e (90+8x> + oy <(’0+8y>

0% 1—pd*p 14pu 0%
£2(¢’¢):8x2+ 2 Oy? + 2 Jxdy

B 8290+ 1—pd?p  1+4p 0%
e 2 Ox? 2 Qzdy

estudamos o comportamento assintético de solugoes para o seguinte sistema de placas de Mindlin

£3(9071/})

- Timoshenko com dissipacao viscosa

phwy  — KLi(¢, 0, w)) - Do Awy = 0
h3 0

% w — DL, )+ K <¢ + 5’:) — DiLo(Y,00) = 0
h3 0

%%t — DL3(p, ) + K <<P + (;;) — DiL3(pp, ) = 0

em 2 x (0,00), com condigoes iniciais e de fronteira pré - estabelecidas.



Capitulo 1
Preliminares

Este capitulo incial, tem um carater introdutério e particular sobre alguns conceitos.
Aqui, vamos introduzir as notacoes que serao utilizadas em toda a dissertagdo, bem como, apre-
sentar alguns dos resultados mais cldssicos da teoria geral de analise nao linear, analise funcional,
espacos de Sobolev, semigrupos lineares, semigrupos nao lineares e atratores. Faremos uso de tais
resultados no capitulo seguinte para facilitar a compreensao do conteiudo abordado e, também
de tornar este trabalho autossuficiente e didaticamente logico. Os teoremas, proposicoes, lemas
e outros, serdao apresentados sem nenhuma prova formal, salvo justificativas e execessdes bem

particulares.

1.1 Espacos de Banach e de Hilbert

Sejam Q C RY um aberto. Para 1 < p < co denotamos por LP(f) o conjunto das
classes de fungoes Lebesgue mensuraveis u, tais que |u[P é uma fungao integravel sobre 2. Em

termos de conjuntos
LP(Q) = {u Q>R jué mensurével,/ |u(z)Pde < oo}
Q

Em LP(§2) podemos definir a norma usual como segue

] = (/Qm(w)v”);, 1 <p<oo

Deste modo, (LP(€2);|| - ||,) é um espaco de Banach. No caso particular, quando p = 2, temos
também que L?(Q) é um espago de Hilbert com o produto escalar (u,v) = [, u(z)v(z)dz e a
norma ||ully = (u,u)%

Para p = oo, definimos L>°(2) com sendo o conjunto das classes de funcoes Lebesgue

mensuraveis u, limitadas quase sempre (q.s) sobre 2. Em termos de conjuntos

L*(Q) ={u:Q — R | u é mensuravel, |u(z)] < K q.s em Q}
5)



Neste caso, diz - se que o Unico numero real K é um majorante essencial de u e denotado por
A={K eR| |u(z)] < K q.s em Q}, podemos definir uma norma em L>(2) como

||u||co = supess|u(z)| = inf A
xeQ)

Neste modo, (L*(€Q); || - ||s) é um Espaco de Banach.
Dado um multi - indice & = (a1, ...,an) € N¥ e um ponto z = (z1,...,zy5) € RV,
defini-se

(03]

ol = ontant - tay, o=l 2l

x5 ai Y e ol = ajlag! - ay!
O operador de Derivagdo de ordem «, denotado por D%, é definido como

olely
DY =< 0x{0x5? - 0z’
U , se a=/(0,..,0)

se a#(0,..,0

Quando o multi-indice é da forma a = (0, ...,0,14,0, ...,0) € NV o operador derivacdo D® também

é representado pelas seguintes notacoes

D'=D; =0, = oz, =()g, 1=1,2,...,N.
Agora, para k = 0,1,2, ..., denotaremos por C*(2) o conjunto da funcdes k—vezes

continuamente diferencidveis sobre o aberto 2. Quando k = 0 dizemos simplesmente que C°((2)
é o conjunto das fungdes continuas sobre 2 e, também, o denotaremos por C(£2). Quando k = oo,
diremos que C*°(£2) é o conjunto das funcoes infinitamente diferencidveis sobre 2. Para uma

funcio u € C*(Q), defini-se o suporte de u como supp(u) = {z € Q;u(x) # O}Q C Qe por CF(Q)

denotaremos as funcoes u de C* cujo suporte é compacto em RYV. Em termos de conjuntos
C(Q) ={u:Q— R | ué continua}
C*(Q) ={u:Q — R | uék- vezes continuamente diferenciavel }
C*(Q) ={u:Q — R | u é infinitamente diferencidvel}
C(Q) = {u € C*(Q) | supp(u) C Q é compacta}, k € N ou k = oo
Definicao 1.1.1. Diremos que uma sequéncia (ou sucessoes) de fungoes {¢n} C C§° converge
a uma funcao ¢ € C§° se, e somente se, existe um subconjunto compacto K C €2 tal que

() supp(p) C K e supp(pn) C K,¥n € N.
(i1) D%p,, — D%p uniformemente sobre K,Vo € NV

Com esta nocao de convergéncia nos espagos C3°, o denotaremos também por D(€2) e o cha-
maremos de espacos das fungoes teste. Além disso, denotaremos também por L£(X,R) o espago
vetorial dos funcionais lineares e continuos de X em R, definimos o espaco das distribuicao sobre

Q) com valores em R por



onde a continuidade é entendida no sentido da convergéncia em D(€2).
Com relagao a derivada de uma distribuicdo a valores reais, lembramos que para f €

D'(Q), sua derivada de ordem o € NV ¢ dada por

(D*f,¢) = (=1)°I(f, D), ¥y € D(Q).

A seguir vamos relembrar a definicdo dos espagos de Sobolev, os quais constituirao
fundamental importancia em nossas consideragoes futuras. Para m € Ne 1 < p < oo, denota-
remos por WP (1) o conjunto da classes de funcoes u em LP(S2), tais que suas derivadas Du,
0 < |a < m, ainda pertengam a LP({2), onde a derivada se d4 no sentido das distribuigdes. Em

termos de conjuntos,
WmP(Q) ={ue LP(Q)| D € LP(Q), 0 < |a| < m}

Em W™P(Q) tem-se bem definida uma norma dada por

%
lullmp = | D IID*ulB| , 1<p<oo
0<|al<m
€
||| |mp = OglﬂjgmllDQUIl

No caso particular p = 2, o espaco W2 (W(;n ’2> é também um espaco de Hilbert com o
correspodente produto interno e, usualmente, é denotado por H™(Q2) (Hg"(2)).

No que segue, X denotard um espago de Banach com a norma || -||x e H denotard um
espago de Hilbert com produto interno (-,-)z e norma || - ||z.

Terminaremos esta primeira secao apresentando os espacos de Banach, ou Hilbert, a
valores abstratos LP(a,b; X), C*([a,b], X), Cy([a,b], X) e os espacos das distribuices vetoriais
D'(a,b;X), paral < p < oo, —o0 < a <b<+00 ek € N. Contudo, para nossos objetivos
futuros é suficiente compreender os espacos acima com a =0 e b =T, onde T > 0 é um ntmero
real positivo fixado ou T' = cc.

Para 1 < p < oo, representaremos por LP(0,7; X) o conjunto das classes de fungoes
vetoriais mensuraveis u : (0,7) — X, tais que ||u(t)||x pertence a LP(0,7). Em termos de

conjunto,
T
LP(0,T;X) = {u :(0,T) - X | u é mensurével, / |Ju(t)|[5dt < oo}
0
O espaco LP(0,T; X) munido da norma

T P
lull o) = ( / ||u<t>||§dt>

torna-se um espaco de Banach.

[



Quando p = oo, representaremos por L>(0,7; X) o conjunto das classes de fungoes
vetoriais mensuraveis u : (0,7) — X, tais que ||u(t)||x pertence a L>°(0,7). Em termos de

conjunto,

L>*0,T;X) ={u:(0,T) — X | u é mensuravel, ||u(t)||x < K q.s. em (0,T)}
Em L*(0,T; X) defini-se uma norma dada por

[ull oo 0,m,x) = sup ess||u(t)||x,
te(0,7)

o que o torna também um espaco de Banach.
Além disso, é facil ver que valem as seguintes propriedades:

a) Se X — Y, entao LP(0,7T;Y), 1 <p < oc.

b) L0, T; X) <5 L1(0, 75 X), 1< p < o0

Para k € N, definimos também o espaco de Banach
C*([0,T),X) = {u:[0,T] = X | u é k-vezes continuamente diferenciaveis de [0,7] em X}

munido da norma
k

HUHck([o,T],X) = Ztgﬁ}(]

dJu(t)
sl ||y

Para abrangir todos os espacos que surgirao mais adiante, lembraremos também o
conceito continuidade fraca de fungoes a valores abstratos. Denotaremos por Cy([0,7],X) o
espago de todas as fungdes u : [0,7] — X que é continua de [0,7] em (z,7), onde 7 = o(X, X’)
designa a topologia fraca de X, ou seja, para toda ¢ € X', onde X’ (é o dual de X), a fungao

t — (u(t), ) é continua em [0,7]. Em termos de conjunto temos
Cw([0,T],X) ={u:[0,T] = X | u é continua de [0,T] em (X, 7)}.

Um pouco mais adiante, em um subsecao separada, faremos uma breve revisao sobre
o conceito de topologia fraca para qua a definigdo néo fique vaga no texto. Antes disso, vamos
expor também o espaco das distribuicao a valores abstratos.

Denotando por £(X,Y') o espago vetorial das transformagoes lineares e continuas de X

em Y, definimos o espago das distribuicoes vetoriais de (0,T) com valores em X por
D'(0,T;X) := L(D(0,T), X).

Para f € D'(0,T; X), lembramos que sua derivada de ordem n no sentido das distri-

buicoes vetoriais é definida por
d"f d"p
— =(-1)" — D(0,T 1.1
(Ge) = (155 ), voepO.1) (11)

Além disso, se f é derivavel no sentido das distribuigoes vetoriais, entao podemos enxergar o

como um elemento de D’'(0,7; X), valendo a relagao (1.1).



Fazendo uma conexao entre os espagos definidos acima. De fato, dada f € LP(0,T; X),
entdo pode-se identificar f com uma distribuicdo vetorial, que ainda denotaremos por f, de

modo que .
(o) = /0 f(e(t)dt, Ve € D(O.T).

onde a integral é entendida no sentido de Bochner. Com isto, podemos dizer com um certo

abuso de notagao, que
LP(0,T;X) Cc D'(0,T; X).

1.1.1 Uma breve nogao (@o conceito de topologia fraca e fraca estrela

Vamos estabelecer a seguir os conceitos de convergéncia fraca e fraca estrela num espago
de Banach X com norma || - ||x. Consideremos inicialmente o dual topolégico X' = L(X,R),
que é também um espaco de Banach quando munido da norma

fllx = sup [(f,z)]

zeX,||z||<L1

Além disso, podemos considerar o espago de Banach Bidual X" = L(X',R) de X, munido da

norma

€llx» = sup (& f)l.

fEX NIfllxr<1

Como é bem sabido da teoria de analise funcional, a aplicagao

J: X — X"

Tz — Jy
com
J.: X' — R
fo— Ju(f)
onde J(f) := (f,z), é um isomorfismo de X sobre J(X). Isto nos permite identificar X com
J(X)c X",

Agora, para cada f € X' consideremos o funcional

o X — R
z — @¢(x)

onde ¢ (z) := (f,x). Assim, percorrendo f € X’ obteremos uma familia de aplicagoes {¢ ¢} fex.
Sob estas consideragoes dizemos que:
(i) A topologia fraca (X, X’) em X é a topologia mais grossa (menos fina) em X no

qual sao continuas todas as funcoes 5, f e X'

(i1) A topologia fraca estrela o(X’', X) em X' é a topologia mais grossa (menos fina) em

X’ no qual sao continuas todas funcoes J,, = € X.
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Defini¢ao 1.1.2. Diremos que uma sequéncia {x,}nen C X converge fraco para x € X,

quando {x,} converge a x na topologia fraca (X, X'). Isto é, para todo funcional f € X' temos

(fren) = (f,2).
Denotaremos a convergéncia fraca de {x,} a x por x, — x.

Definigao 1.1.3. Diremos que uma sequéncia {fn}tneny C X' converge fraco estrela para
f €X', quando {f,} converge a f na topologia fraca estrela o(X', X). Isto é, para todo funcional

r € X temos
<f:xn> — <f7x>

oncs e
Denotaremos a convergéncia fraca estrela de {fn} a f por x, — x.

Como ¢ usual a convergéncia forte (em norma) de {z,} a x € X, serd denotada por

Ty — .

Definicao 1.1.4. Um espaco de Banach X é chamado reflexivo quando J(X) = X", onde a
aplicacao J definida acima, € chamado de mergulho candnico. O espaco X é chamado separavel

quando existe um subconjunto enumerdvel e densoY C X.

Com relagao aos espagos mencionados na secao 1.1, valem as seguintes identificacoes

1 1
para 1 < p < oo, ¢ satisfazendo —+ - =1em > 1,
P q

[LP(Q)) = L9(Q) e [L¥(Q)] 2 L'(9),

Wy (@] = W),

[LP(0,T, X)) = L%0,T,X").

1.2 Alguns resultados importantes

Nesta secao faremos uma coletanea de alguns resultados classicos oriundos da teria
geral de andlise funcional e espagos de Sobolev, os quais serao extremamente tteis ao longo

desse trabalho.

Lema 1.2.1. Seja Q um dominio de RV,
(i) Se 1 < p < 0o, entio LP(Q) € reflexivo. Entretanto, L'(Q2) e L>() nao sdo reflexivos.
(ii) Se 1 < p < oo, entdao LP(QY) € separdvel. Entretanto, L*°(Q2) nao € separdvel.

Teorema 1.2.2 (Teorema de Densidade). Seja Q um dominio de RN
(i) Se k >0, entdo CE(Q) € denso em LP(Q), para 1 < p < oo.

(ii) Se Q € de classe C™, m > 1, entoa C"™ () € denso em W"™P(Q), para 1 < p < oo.


Renata
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Teorema 1.2.3 (Imersdes de Sobolev). Seja Q € RY um dominio limitado com fronteira de
classe C™.

(i) mp < N, entao a sequinte inclusao € continua

« 1 1
WmP(Q) < LI (Q), onde — = - — -2,
¢ p N
Além disso, a inclusdo € compacta para qualquer q, com 1 < g < ¢*.

(ii) Se mp = N, entdo a sequinte inclusdo € continua e compacta

WmP(Q) — L1(Q), para todo 1< q< oo

(iii) Sek—l—1>m—%>kz, k € N, entdo escrevendom—%:k—i—a, com 0 < a <1, temos

que a sequinte inclusdo € continua
WmP(Q) = CP(Q),

onde C*(Q) representa o espaco das funcées em CF(Q) cujas derivadas de ordem k sdo
a—Holder continuas. Além disso, se N =m—k—1, a =1 ep =1, entao a inclusdo vale

também para o = 1, e a inclusdo W™P(Q) < C*B(Q) é compacta para todo 0 < 3 < a.

Teorema 1.2.4 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg). Seja Q um dominio limitado com fron-
teira de classe C™ e uw € W™" N LYQ) onde 1 < r, ¢ < oco. Para qualquer inteiro j com

0 <j<m e qualquer @ com j/m < 0 <1, temos
j 0 -0
1D7ully < Cllully, |lullg™, (1.2)

desde que
1 g 1 m 1

—==40|-—-—= 1-0)-

ro(t-g)ra-o

g 0 ;
em —j— N/r nao é um inteiro ndo negativo. Se m — j— N/r € um inteiro nao negativo, (1.2)

vale com 0 = j/m.

Teorema 1.2.5 (Teorema de Interpolacio). Seja Q@ C RY um dominio limitado com fronteira
suave. Suponhamos que

p<qg<oo se mp>N,

p<qg<oo se mp=N,

N
péqéip se mp < N.
N —mp

Entao existe uma constante K = K(N, m,p,q,Q) > 0 talgue para todo uw € W™P(Q),

0
lullg < KTlull7 5

-0
Jull, ™,

onde = (N/mp) — (N/mgq).
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Teorema 1.2.6 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q C RY um dominio limitado e 1 < p < oo.
Entao eziste uma constante C' = C(p,|2]) > 0 tal que

[ully < Cl|Vullp, Vue Wy (Q).

Teorema 1.2.7 (Férmula de Green). Seja Q C RN um aberto limitado com fronteira T' suave.

Se u, v € H*(),
—/(Au)vdmz/Vu-Vvdx—/8uvd$’,
Q Q r Ov

o . ou _
onde v representa o vetor normal unitdario exterior a I' e = Vu-v a derivada normal de u.
v

1 1

Teorema 1.2.8 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 <p, g < oo com —+ - =1 e Q C RV, se
P q

u € LP(Q) ewv € LI(R), entdo uv € L1(Q) e

/wuwuwIsmmwm-
Q

Teorema 1.2.9 (Desigualdade de Holder Generalizada). Sejam 1 < pi,pa,...,pn < 00 tais que
n

1 1 1 1
—+ — 4+ —==<1. Se f; € LPi(Q) parai=1,...,n, entdof::HfieLT(Q) e
P p2 Pn T paiy

[1£1lr < TT1£illp.

=1

Lema 1.2.10 (Desigualdade de Gronwall). Sejam o > 0 uma constante e ¢ € L*>(a,b), B €
L'(a,b) tais que B3>0, ¢ > 0. Se

b
s <at [ Bos)ds, a<t<h

entao

o(t) < oaaftf Bls)ds ¢ < ¢ <.

1 1
Lema 1.2.11 (Desigualdade de Young). Seja 1 <p, ¢ < oo com — + — = 1. Entao
p q

P
ab< T 4+ vab<o.
p q

1 1

Lema 1.2.12 (Desigualdade de Young com €). Seja 1l < p, ¢ < oo com —+ - =1ee >0
p q

qualquer. Entao

ab < ea? + C.b4, Va,b> 0.

onde C, = (ep)*q/qul. No caso particular em que p = q = 2, a desigualdade de Young com
1

e > 0 se reduz em ab < ea® + 4—1)2, Va,b > 0, sendo conhecida como deseigualdade de Cauchy
€

com €.
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Teorema 1.2.13 (Aubin-Lions). Sejam X, X1, X trés espagos de Banach com Xy e X1 re-
flexivos. Suponhamos que Xg —— X — Xy, e para quaisquer pg, p1 com 1 < py, p1 < 00,

consideremos o espago
W ={u|ue LP0,T;Xo),u € LP*(0,T; X1)},
munido da norma ||u|lw = |[u|Lro(0,7;x) + l[uell L1 0,1:x,)- Entao,

W e—— LP°(0,T; X).
. df .
Lema 1.2.14. Seja X um espago de Banach. Se f € LP(0,T;X) e = € LP(0,t;x), entdo
fe€C(0,T],X),a menos de um conjunto de medida nula em [0,T].

Lema 1.2.15. Sejam X e Y espacos de Banach tal que X — Y. Entdo
[L>°(0,T; X)NCyw([0,T],Y)] C Cw([0,T], X).
Se a inclusao de X em Y for densa e X for reflexivo, entdo vale também a inclusao contrdria.

Teorema 1.2.16 (Teorema de Representacao de Riesz-Fréchet). Seja (H, ||-||, (-,-) &) um espago
de Hilbert. Para todo funcional ¢ € H', existe um inico f € H tal que

(o, v)urm = (f,v)u, YveH.
Além disso, |||l = [|f]|a-

Teorema 1.2.17 (Teorema de Lax-Milgram). Seja (H,|| - ||,(-,")n) um espaco de Hilbert e
a(u,v) wma forma bilinear continua e coerciva. Entdo para todo funcional ¢ € H', existe um
unico u € H tal que

a(u,v) = (¢, v)g m, Yv € H.

Além disso, se a(u,v) € simétrica, entdo u se caracteriza pela propriedade
! (u,v) = {p,u) = mi ! (u,v) = (p,v)
uwe H e —alu,v w) g min § —a(u, v V) g .
ot W H,H = I g Sald, yU)H! \H

Teorema 1.2.18 (Compacidade Fraca). Seja X um espaco de Banach reflexivo. Se B C X é
limitado, entdo B é compacto na topologia fraca o(X,X'), isto €, qualquer sequéncia {x,} C B

possui uma subsequéncia {xy, } convergente em X na topologia fraca o(X,X").

Teorema 1.2.19 (Compacidade Fraca Estrela). Seja X um espaco de Banach separdvel. Se
F c X' é limitado, entio F é compacto na topologia fraca estrela o(X', X), isto €, qualquer
sequéncia { f,} C F possui uma subsequéncia { fy, } convergente em X' na topologia fraca estrela
o(X', X).
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1.3 O operador p-Laplaciano

O operador pseudo Laplaciano, que neste trabalho serd chamado simplesmente de ope-

rador p-Laplaciano, e denotado por A, é definido sob duas formas:
Apu = div(|VulP~2Vu), Yue Wy (Q),
ou

7 ou
6$j

u
al'j

;)
Apuzzawj<
7j=1

onde Q C RY e p > 1. Estas duas formas assumidas pelo operador p—Laplaciano correspondem

) . Yue WP (Q),

as derivadas de Fréchet em Wy () dos funcionais

1 e
— | |VulPdx e 72
PJa P /e

respectivamente. Cabe ressaltar que Aju é um operador de segunda ordem nao linear, sendo
N 9%y
Jj=1 81‘? :
Por questoes técnicas vamos utilizar, por todo esse trabalho, a primeira das formas estipuladas

p

ou dr.

Oz

que no caso particular p = 2 0 mesmo se reduz ao operador (linear) Laplaciano Au =)

para o operador p—Laplaciano.
E interessante lembrar também que o operador p—Laplaciano aplica I/VO1 P(2) no espacgo

, /
WL (Q) — [W(}’P(Q)] ,onde2<p<ooel+d =1 ousea,

A WeP(Q) — W (Q)

U — Apu

onde Ayu = div(|Vu[P~2Vu).

Vale a pena lembrar, que A, é um operador limitado, isto é, leva conjuntos limitados
de W, ?(€) em conjuntos limitados de W17’

Vamos introduzir agora uma importante condicao relacionada ao operador p—Laplaciano

que usaremos com certa frequéncia mais adiante desse trabalho, a saber, a seguinte identidade

~{Bpus vy i) = (VU T2V, V) 0 g

vale para todos u, v € W&’p(Q).

1.3.1 Uma desigualdade importante

A seguir fornecemos uma desigualdade que serd util ao trabalharmos com termos que
envolvem o operador p—Laplaciano em nossas consideragoes futuras. Além de eficaz, veremos
que esta desigualdade segue como consequéncia da desigualdade do valor médio para aplicagoes

em RY.
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Lema 1.3.1. Ezite uma constante M = M (p, N) > 0 tal que
[l2lP~22 — |ylP~2y| < M (1272 + [y ~2)|z — yl, Vz,y € RY,
o simbolo | - | denota a norma euclidiana em RN e p > 2.

Demonstracao. Definamos inicialmente a seguinte aplicagao

F: RV — RN

onde F(z) := |z[P %z, == (21,...,2N).

Note que as fungoes componentes de F', dadas por
Fj(x) = |z|P 2z, j=1,..,N,

sao diferenciaveis em RYV. De fato, simples célculos implicam

0 _ L,
%Fj(x) = (p = 2)|z["~wiz; se i # j,
0

%FJ(Z‘) = (p - 2)’1“17_4.%']' + ’x‘p_z se i =7,
J

parai,j = 1,...,N. Assim é claro que Fj(x) sao continuas em RN — {0} e também é simples

8:@-

verificar pela definicao que

0 .0

para i,j = 1,...,IN. Isto implica que as derivadas parciais das fungoes componentes F; existem
e sdo continuas em RY, ou seja, as funcoes F}; sao diferencidveis em RN e, consequentemente,
a aplicacdo F é também diferencidveis em RY. Logo, fica bem definida a aplicacdo derivada
operador linear
F' : RVN — LRNRY)
T — F'(x)
onde
F'(z) : RN - RN

Além disso, temos

[|F'(z)|| < N?(p — 1)|z[P72, VzeRY (1.3)
onde || - || menciona a norma no espaco £L(R,RY). Com efeito, note que
OF (x 8F1 aFN
|F'(z)]|= sup |F'(z)-v]= sup a( )(l’) = sup = ‘(8(:6)”8(56))
vERN|v|<1 veRN, |v[<1 v veRN, |v|<1 v v

o que aplica em

oF;

IF'(@)]] < N sup max |92 (z)
lo|<1 1<J<N | Qv

. (1.4)
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Agora, tomando v = (o, ..., ) e observando que as funcoes F; sao diferencidveis em RY segue

que
N
8Fj BF](x) .
—(x) = ; =1,.,N
8U (aj) ; axl al? j b b
Logo,
N N 3 /N 3
OF; OF;(x) OF;(x)[*)” ’ OF;
udalt ) < 2T oyl < 2 1?1 <N -
ov (x)‘ - Z‘ i Joil < ; 0z; ; o] =255 Ox; ()] [ol;
de onde segue que
8Fj 8Fj —2
—_—J < < _ p
o (55 0) < ¥ max [559@)] ll < NG = Dlal 21l
ou ainda,
sup max @(m) < N(p—1)zP? (1.5)

Substituindo (1.5) em (1.4), obtemos (1.3) com desejada.
Dado z,y € RY considere o segmento [y, z] C RY. Para todo ¢ € [y, z] segue de (1.3)

que
IF' (Ol < N?(p— 1)[¢]P~2.

Mais ainda, para { € [y, 2| existe uma constante 6 = 0(x,y) € [0,1] tal que £ = (1 — 0)y + 0z =
y+ 0(x —y). Logo,

€772 < (lyl + 6l — y))P > < 2072 (ly| + |27~ < 222 (|7 + |2 P2).

Assim,
IF' 1] < (2P2N)*(p — D(Jy|P 72 + [2P~2), V€ € [y, 2] (1.6)

Como F ¢ diferencidvel no segmento aberto (y, z), continua no segmento fechado [y, z]

e vale a estimativa (1.6), entao a Desigualdade de Valor Médio para aplicagoes implica que vale
|F(a) = F(y)] < M(J2[P~2 + [y["~2) |z — ],

onde M = (2P"2N)?(p — 1). Concluindo a Demonstracao. O

1.4 Operadores lineares nao limitados

Iniciaremos esta secao fazendo uma breve sintese sobre a construcao de operadores
lineares nao limitados associados a uma forma bilinear. Posteriormente, relembraremos alguns
fatos sobre os operadores com poténcia fracionaria, os quais terao papel importante em nossas

consideragoes futuras.
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1.4.1 Operador A associado a uma forma bilinear

Sejam (V. || - ||lv, (-, )v) e (H,]|| - ||z, (+,-) ) dois espacos de Hilbert tais que V' é denso
em H, com inclusao V < H continua e compacta. Denotaremos por V' o dual de V' e por (-, -)
a dualidade entre V' e V. Identificando H com seu dual, por meio do Teorema da representacao

de Riesz, obtemos a seguinte de inclusoes
Ve H~H V.

Considerando uma forma bilinear e continua a(-,-) : V x V — R, podemos definir um operador
linear A : V — V' dado por
(Au,v) = a(u,v), Yu,v e V.

Mais ainda, o dominio do operador A é dinido como
DA)={ueV | Auc H},

e dizemos ainda que o operador linear A é definido pela terna {V, H,a(-,-)}.

Relembrando ainda ada teoria de anélise funcional, que se a(-, -) for uma forma bilinear
continua, coerciva e simétrica, entao o operador linear A : D(A) C H — H é fechado, nao
limitado, positivo e definido, autoadjunto e uma bijegao (isomorfismo). Além disso, dotando o
dominio D(A) com norma ||ul|pa) = [|Aul|#, que é equivalente a norma do gréfico ||ul|Z, =
[ull? + || Aul|3; obtemos que D(A) é um espago de Hilbert denso em H. Um cléssico exemplo
de uma forma bilinear satisfazendo as condi¢oes acima é dada pelo produto interno (-, -)y em V.
Neste caso, considerando o operador A dado pela terna {V, H, (-, )y}, entdo A : D(A) C H - H
é tal que

(Au,v)g = (u,v)y, YveV

Mediante as condicgoes satisfeitas pelo operador A acima e usando também que a in-
clusao H — H é compacta, segue da teoria espectral que existe uma base ortonormal completa

{wj}jen de H e uma sequéncia de niimeros reais {\;};jen tais que
0< A <A<+ com \j — 0o quando j — oo,

wj € D(A) e ij = )\jw]', Vj e N.

Note que vale ainda as seguintes relacoes
(wi,wj)H = 51‘]‘ e a(wi,wj) = /\iéij, \V/’l,j c N,

onde 0;; denota o delta de Kronecker.
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1.4.2 Poténcias fracionarias do operador A

Sob as hipdteses da subsecao anterior, podemos definir também os operadores com
poténcias fracionarias A°, s € R, do operador A. Mais ainda, os operadores A® podem ser
caracterizados em termos da base {w;}jen.

Iniciamos observando que para s > 0 o operador A® : D(A%) C H — H é um operador
linear nao limitado, positivo definido, autoadjunto e injetivo, cujo o dominio D(A*) é denso em

H. Além disso, munindo D(A?®) com o produto interno e norma
(u,v)pasy = (A%u, A®0) g e ||ul[pas) = [|A%u|m,

obtemos que D(A®) é um espago de Hilbert. Mais ainda, D(A™*) é definido como sendo o dual

de D(A?®) e com isto o operador A° pode ser estendido como um isomorfismo de H em D(A™%).

Em D(A™*) consideramos o produto interno e norma como acima substituindo s por —s.
Usando novamente que a inclusdo V < H é compacta, pode-se definir A%, para s > 0,

em termos da base {w;};en por

A’y = Z N (u, wj)pwy, Vu € D(A®),
j=1

onde
[e.e]
D(A*) =Sue H| > N¥|(u,w;)n|* < oo
j=1
Neste caso, a norma em D(A®) pode ser reescrita como

2

llullpasy = | D AP Nwwiul® | Vue D(A%).
j=1

Ademais, D(A™*) é o complemento de H para a norma (372, )\st (u, wj)H|2)% e A% é definido

como acima, com —s no lugar de s.

Lema 1.4.1. Se a >0 ¢ 8> 0, entio D(A*T8) < D(A%).



Capitulo 2

Nocoes de semigrupos lineares e

atratores globais

No presente capitulo, relembraremos alguns conceitos e resultados oriundos de teoria
geral de semigrupos lineares e atratores globais. Inicialmente, teremos varias definigoes e, em

seguida, daremos os principais resultados que nos interessa.

2.1 Cjy-semigrupos de operadores lineares

Como ja foi mencionado e definido anteriormente, (X, || - ||x) ¢ um espaco de Banach,
(H,|| - |z, (-, ) ) um espaco de Hilbert e (£(X, X),|| - ||) o espaco dos operadores lineares e

continuo em X.

Definicao 2.1.1. Uma familia {T'(t)}+>0 de operadores lineares e limitados definida sobre um
espaco de Banach X € chamado de semigrupo de operadores lineares limitados ou sim-
plesmente semigrupo, quando

(i) T(0) =1:X — X (Operador Identidade em X )

(i) T(t+s)=T(t)T(s), para cada t,s >0

Ademais, dizemos que {T'(t)}+>0 € um semigrupo de classe Cy ou simplesmente Cp-semigrupo,
se além dons itens acima, tivermos que

(iti) im T'(t)x = x, para todo x € X.
t—0

Definicao 2.1.2. Um operador A é chamado de gerador infinitesimal de um semigrupo
{T'(t)}+>0 quando A é definido como

t—0t+

T(t)x —
D(A) = {x € X | lim ();cac existe}

e para cada x € D(A) temos
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As vezes diz-se também que o semigrupo T(t) é gerado por A. Usaremos com frequéncia a
sequinte notacdo T(t) = e, Note também que o dominio D(A) do operador A pode ser reescrito
como

DA)={re X | Az € X}.

Definicao 2.1.3. Um semigrupo {T'(t)}+>0 € chamado de uniformemente limitado se existe
uma constante M > 1 tal que
|T(t)]| <M, vt=>O0.

Quando M =1, diremos também que {T'(t)}+>0 € um semigrupo de contragoes.

Definicao 2.1.4. Um semigrupo {T'(t)}+>0 € chamado de exponencialmente estavel se exis-

tem constantes a >0 e M > 1 tais que
IT@)|] < Me™", Vit >0.

Definicao 2.1.5. Seja R = {z := re?? e C | 61 < 0 < 09, 01 <0 < 6O3}. Uma familia de
operadores lineares limitados {T'(2)}.cr definido em R, é chamada de semigrupo analitico
sobre R quando
(i) z — T(z) € analitica em R
(i) T(0)=1e lim T(z)xr ==z, para todo x € R.
2€R,z—0
(111) T(z1 + 22) = T(21)T(22), para todos z1,22 € R.
Definigao 2.1.6. Um Cy-semigrupo real T(t) := et é chamado de analitico se ele possui uma

extensdo analitica T'(z) em algum setor R que contém o eizo real ndo negativo.

Pelas defini¢oes acima, podemos ver que a restrigdo de um semigrupo analitico ao eixo

real é, em particular, um Cp-semigrupo.

Definigao 2.1.7. Seja A um operador linear, nao necessariamente limitado, definido sobre o

espaco de Banach X. O conjunto resolvente denotado por p(A), € definido como
p(A) ={N e C | X — A ¢ invertivel e (\I — A)™' € L(X, X)}.
O conjunto o(A) = C\p(A) é chamado de espectro de A.

Definicao 2.1.8. Seja A um operador linear definido sobre um espaco de Hilbert H com dominio

D(A) C H. Dizemos que A é um operador dissipativo quando

Re(Az,x)y <0, Vze D(A).

2.1.1 Caracterizacao dos geradores infinitesimais de Cy-semigrupos

Teorema 2.1.9 (Hille-Yosida). Um operador linear nao limitado A é gerador infinitesimal de

um Cop-semigrupo de contragoes {T(t)}tzo se, e somente se,
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(a) A é fechado e D(A) = X.
(b) O conjunto resolvente p(A) (dé contém R* e para cada X > 0

1
I—A) <=,
[[(A )H_A

O teorema seguinte, nos fornece a caracterizagao dos geradores infinitesimais de Cy-
semigrupos de contragoes sobre os espacgos de Hilbert. O mesmo resultado vale em espacos de

Banach, sendo de grande valia neste trabalho somente os resultados sobre espacos de Hilbert.

Teorema 2.1.10 (Lumer-Phillips). Seja A um operador linear com dominio D(A) denso em
um espaco de Hilbert H. Temos:

(a) Se A é dissipativo e existe um niumero X\ > 0 tal que Im(A\ —A) = H, entao A é um gerador
infinitesimal de um Co-semigrupo de contragdes em H.

(b) Se A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragées em H, entao Im(N —A) =

H para todo A >0 e A € dissipativo.

Coroldrio 2.1.11. Seja A um operador linear dissipativo com dominio D(A) denso em um
espaco de Hilbert H. Se 0 € p(A), entdo A é um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de

contracoes em H.

2.1.2 Analiticidade e estabilidade assintética de Cy-semigrupos

Nesta secao vamos apresentar alguns resultados que lidam com analiticidade, estabili-
dade exponencial e que geram decaimento do tipo polinomial de Cy-semigrupos definidos sobre

espacos de Hilbert.

Teorema 2.1.12. Seja T(t) = et um Cy-semigrupo de contracées em um espacds de Hilbert
H tal que
iR = {if; B €R} C p(A) (2.1)

Entao, T(t) € analitico se, e somente se,

ﬁmHWWh—M”H<w, (2.2)

onde a norma || - || € dada no espago L(H, H).
O préximo resultado concede estabilidade exponencial para um semigrupo. Onde ob-
servamos que exist@ duas maneiras equivalentes de se obter estabilidade exponencial para Cjy-

semigrupo de contragoes em espacos de Hilbert, a saber, uma versao que fornece uma condicao

necessaria e suficiente para estabilidade exponencial.

Teorema 2.1.13. Seja T(t) = et um Cy-semigrupo de contragées em um espago de Hilbert H.

Entao, T(t) é exponencialmente estdvel se, e somente se, as condi¢ées se verificam

iR = {if; B € R} C p(A) (2.3)
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Wl|im 18(iBI; — A)7H| < . (2.4)

Estamos interessados em aplicar esses resultados gerais em problemas de evolugao dis-
sipativos, enxergando a solugao do sistema por meio de um semigrupo. Contudo, tal semigrupo
nem sempre é exponencialmente estavel. Neste caso, devemos procurar outra forma de estabili-

zar o sistema, como por exemplo, determinar decaimento polinomial de solugoes.

Teorema 2.1.14. Seja {T'(t)}+>0 um Cy-semigrupo limitado em um espago de Hilbert H com
gerador infinitesimal A tal que iR C p(A). Entdo, para alguma constante fizada o > 0 as se-

guintes afirmacdes sao equivalentes:

181 — A)7H = O(|8]), B — <.
IT(t)(-A) =0, t— oc.
| T(t)(—A)%ul|g = o(t™!), t — oo, uec H.
ITHA™ | =O0@t=), t— oo.
IT() A ullg = o(t= ), t— o0, uc H.
Na cadeia de sentencas acima, relembramos que a notagao || - || menciona norma no espago

L(H, H).

2.1.3 Problema de Cauchy abstrato

Comi é bem conhecido, a teoria geral de semigrupos nos permite estudar problemas de

valor inicial para equacoes de evolugoes abstratas do tipo

d
SUW) = AUW £, (2.5)
O,

onde A é um operador linear com dominio D(A) C X, sendo X um espaco de Banach ou de
Hilbert.

Definicao 2.1.15. Uma solugao do problema de Cauchy (2.5) é uma fungdo U : [0, +00) — X
tal que U(t) € continua para t > 0, continuamente diferencidvel com U(t) € D(A) parat >0 e

satisfaz (2.5) em [0,+00) quase sempre.

Teorema 2.1.16. Seja A um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragées T'(t) :=
et em X. Se Uy € D(A), entdo o problema de Cauchy abstrato (2.5) possui uma tinica solugdo
U em D(A) dada por

U(t) = T(t)Uy == MUy, ¥Vt >0,

tal que
U e C(]0,40), D(A) N CL([0, +0), X))
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Para obter solugoes mais regulares introduzimos o seguinte espaco de Banach, ou de

Hilbert
D(AF) = {U € D(AFY) | AU € DAY}, keN,
k
munido da norma HUH%(M) = Z HUH%(AJ-). Com isto, temos o
=0

Teorema 2.1.17. Sob as hipoteses do anterior, se Uy € D(A¥) com k € N, entdo a solucio U

do problema (2.5) satisfaz a sequinte condi¢ao

k
U e () CH ([0, +00), D(AT)).
=0

2.2 Uma nocao sobre atratores globais

Nesta secao vamos introduzir alguns conceitos e resultados basicos da teoria de atratores
globais para semigrupos de operadores nao lineares definidos sobre espagos métricos completos
em geral. Em particular, tais conceitos também sao validos para espacos de Banach e Hilbert,
0s quais constituem objetos de nosso interesse.

Denotaremos o par (X,d) um espago métrico completo e por C(X) o conjunto das
aplicacoes continuas de X em X. Porém, cabe ressaltar que os conceitos iniciais apresentados a

seguir sao cabibeis apenas para espagos métricos.

e

Definicao 2.2.1. Uma familia de operadores nao necessariamente lineares {S(t)}+>0 C C(X) é
chamada de Cy-semigrupo nao linear, se as sequintes condi¢oes forem satisfeitas:

(i) S(0) =1:X — X € o operador identidade.

(ii) S(t+s) = S(t)S(s) para cada t,s > 0.

(iii) A aplicagio [0,00) x X 3 (t,x) — S(t)(z) € X € continua para cada x € X fizado.

As vezes o par (X,S(t)) € também chamado de sistema dindmico e S(t) um semigrupo de

evolugao.

Definicao 2.2.2. Seja S(t) : X — X, t > 0, (@@m Cy-semigrupo. Diremos que um conjunto
A C X éinvariante ou (positivamente invariante) pelo semigrupo S(t), quando S(t)A = A
para todo t >0 (ou S(t)A C A)

Definigao 2.2.3. Seja S(t) : X — X, t > 0, [eom Cy-semigrupo. Um conjunto fechado e
limitado A C X é chamado atrator global para S(t), quando as sequintes propriedades forem
satisfeitas:

(i) A € um conjunto invariante por S(t)

(ii)A atrai uniformemente qualquer subconjunto limitado de X sob a agdo de S(t), ou seja,
para qualquer limitado B C X,

distp (S(t)B, A) :== sup inf d(z,y) — 0, quando t— oc.
z€S(t)BYEA
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onde distg (A, B) é chamada de semi-distancia de Hausdorff entre os subconjuntos A, B C X.

Para determinar a existéncia de atratores globais as seguintes nogoes constituem fun-

damental importancia.

e

Definicao 2.2.4. Seja S(t) : X — X, t > 0, éom Cy-semigrupo. Um conjunto B C X ¢
chamado de conjunto absorvente para S(t) se para qualquer subconjunto limitado B C X,
existe To = To(B) > 0 tal que

S(t)BcCB, Vt>1

Quando S(t) possui um conjunto absorvente limitado, diremos também que o par (X,S(t))

constitui um sistema dinamico dissipativo.

Definigao 2.2.5. Seja S(t) : X — X, t > 0,€om Cy-semigrupo, € chamado assintoticamente
suave se para qualquer conjunto limitado e positivamente invariante B C X, existe um conjunto

compacto K C B tal que
distg (S(t)B,K) — 0, quando t — oc.

Proposicao 2.2.6. Seja (X, S(t)) um sistema dinamico dissipativo definido sobre um espago
de Banach X. Entao, S(t) possui um atrator global compacto A C X se, e somente se, S(t) €

assintoticamente suave.

Com este resultado, que fornece uma condicao necessaria e suficiente para existéncia
de atratores globais compactos, vemos que € indispensavel buscar critérios para Cp-semigrupo

seja assintoticamente suave.

Definicao 2.2.7. Uma pseudométrica m : X x X — R definida sobre um espaco de Banach X
¢ chamada de pré-compacta, com respeito(@ norma de X, se toda sequéncia limitada em X

possui uma subsequéncia que é de Cauchy com respeito a m.

Proposigao 2.2.8. Seja S(t) : X — X, t > 0, um Cy-semigrupo definido sobre um espago de
Banach X. Suponhamos que para qualquer conjunto limitado e positivamente invariante B C X,
existam fungoes Kp(t) >0 e Qp(t) > 0, tais que limy_oo Qp(t) = 0, um tempo T > 0 e uma

pseudométrica pré-compacta m : X X X — R tais que
IS(t)z = S(t)yllx < @p(t)|lx —yllx + Kp(t)m(z,y); Vt>Ts, Vx,yeB.

Entao, S(t) € assintoticamente suave.

2.2.1 Condigoes suficientes para existéncia de atratores globais

Enfatizaremos mais alguns resultados que nos dao condigoes suficientes para determinar
a existéncia de atratores globais. No que segue segue denotaremos por (X, ||-||x) um espaco de

Banach e {S(t)}+>0 um Cp- semigrupo definido o espaco X.
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Definicao 2.2.9. Um semigrupo S(t) : X — X, t > 0, é chamado assintoticamente com-
pacto se para qualquer sequéncia limitada {x,} C X e uma sequéncia numérica t,, — oo, existe

uma subsequéncia {S(t,,)(xn,)} de {S(tn)(xn)} convergente em X.

Teorema 2.2.10. Seja S(t) : X — X, t >0, um Cp-semigrupo. Suponhamos que
(i) S(t) possui um conjunto absorvente limitado B C X.
(ii) S(t) € assintoticamente compacto.

Entao, S(t) possui uma atrator global A C X, que é dado por

A=wB) = S0

§30t>0

onde w(B) € chamado de conjunto w-limite de um subconjunto B de X.

Definigao 2.2.11. Seja B um subconjunto limitado de X. Uma fungao ¢(-,-) definida sobre
X x X € chamada de fungao contrativa sobre B X B, se para qualquer sequéncia {z,} C B,
existe uma subsequéncia {xy, } de {x,} tal que

lin@n d(Tny, Tn,) =0

k—o0 l—00

O congunto das funcdes contrativas sobre B x B serd denotado por Cy(B).

Teorema 2.2.12. Seja S(t) : X — X, t > 0, um Cy-semigrupo que possui um conjunto
absorvente limitado B. Se para qualquer € > 0 existem um nimero Ty = To(B,e) > 0 e uma

fungao ¢r(-,-) € Ci(Bo) tais que
1S(T)z = S(Tyllx < e+ ¢r(z,y), Va,yeb,

entao S(t) € assintoticamente compacta. Consequentemente, S(t) possui um atrator global A C
X.

Teorema 2.2.13. Seja S(t) : X — X, t > 0, um Cy-semigrupo que possui um conjunto
absorvente limitado B. Suponhamos que S(t) pode ser decomposto com uma soma S(t) = P(t)+
T(t), com P(t) e T(t) satisfazendo as sequintes propriedades:

(i) Para cada conjunto limitado B C X, temos

sup ||P(t)z||x — 0 quando t — +oc.
zeB

(ii) Para cada conjunto limitado B C X, existe Ty = ToB > 0 tal que T(t)B ¢ relativamente
compacto para todo t > Tj.
Entao, S(t) € assintoticamente compacto. Em particular, o conjunto A = w(B) € uma atrator

global para S(t) em X.
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2.2.2 Dimensao Fractal

Buscar uma forma de avaliar a dimensionalidade de atratores dentro do contexto de
sistémas dinamicos com dimensao infinita (€onstitui propriedades dos mesmos. Abordaremos

uma medida comum para atratores globais, a saber, dimensao fractal.

Definicao 2.2.14. Seja A um subconjunto compacto de um espagco métrico X. A dimensao

fractal de A, denotada por dimysA, definida por

In(n.4(e
dim A := lim sup il())
e—0 ]n(z)
onde n4(€) € o numero minimo de bolas fechadas de raio € que € necessdario para cobrir A.

Definigao 2.2.15. Uma seminorma n : X — [0,00) definida sobre um espago de Banach X é
chamada de compacta se para qualquer limitado B C X, existe uma sequéncia {x,} C B tal

que n(Ty, — xp) — 0 quando m,n — oo

Proposigao 2.2.16. Sejam (X, ||-||x) um espag¢o de Banach e A C X um subconjunto fechado
e limitado. Suponhamos que existe uma aplicagdo T : A — X satisfazendo as sequintes propri-

edades:
(i) ACT(A)

1) T é Lipschitz sobre A, isto €, existe uma constante L > 0 tal que
( ) P ’ ’ q
Ty — Tyllx < Lllyr — y2llx, ¥V yi,y2 € A
i) Existem seminormas compactas ny, ng : X — [0, 00) tais que
(iii) P ; ; q
Ty — Ty2llx < dqllyi — v2llx + K[ni(ya — y2) + na(Tyr — Ty2)],

para todos y1,y2 € A., onde 0 < g <1 e K > 0 sdo constantes.

Entdao, A é compacto em X e possui dimensao fractal finita. Além disso, vale a sequinte esti-

2 17! AK(1+ L2)2
+q} Inmyg () , (2.6)

mativa

dimy A < [ln1 -

onde mo(R) € o niumero mdzimo de pares (x;,y;) € X x X com propriedade

il % + lwillx < R ma(as —yy) +na(yi —y;) > 1, i #

Lema 2.2.17. Sejam X e Y espacos métricos e K C X um subconjunto compacto. Se F : X —

Y ¢ uma funcdo a- Holder continua, entao
. 1.
dzm}/}'(lC) < adzm}(lC.

Em particular, a dimensdo fractal nao aumenta sob acao de uma aplicagao Lipschitz continua.
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Capitulo 3

Um modelo de placas com

p-Laplaciano e memoria

3.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos o problema da equacao de placa com p-Laplaciano e com
o termo de memoria. Estudarenos existéncia, decaimento esponencial das solugoes e obtencao
de estimativas que envolva o termo de memdria e o operador p-Laplaciano.

Seja N > 1 natural e considere {2 um dominio limitado de RY com fronteiras Sua
' =00 e R = (0,00). Neste capitulo estudaremos a existéncia e o comportamento assintético
(decaimento exponencial de energia) de solucoes globais para a seguinte equagao de placas nao

linear com memoria

t

wy + A%u— Aju + / gt — 8)Au(s)ds — Aug + f(u) =0 em Q x RT, (3.1)
0

u=Au=0 sobre I'x R, (3.2)

w(z,0) =up(x) =0 e u(z,0) =u1(z) =0 em Q (3.3)

onde Apu denota o operador nao linear p-Laplaciano introduzido na sec¢ao 1.3 do Capitulo 1, g
é usualmente chamada de nicleo da meméria e f(u) é uma nao linearidade do tipo Lipschitz
local. As hipdteses sobre tais termos serao atribuidads na se¢ao seguinte. O termo de meméria de
segunda ordem que aparece na equacao (3.1) representa complicagoes no decaimento de solugoes.

O presente capitulo estd organizado da seguinte maneira. Na secao 3.2 fixaremos as
notagoes preliminares e as hip6teses sobre os devidos termos do problema (3.1)-(3.3). Na secao
3.3 apresentaremos o resultado de existéncia via método de Faedo-Galerkin, separando a demons-
tragao em subsecoes para uma melhor leitura do texto. Por fim, na secdo 3.4 determinaremos
um resultado de estabilidade exponencial para o sistema (3.1)-(3.3), ou melhor, que a energia

associada a este problema possui decaimento exponencial ao longo do tempo.

27
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3.2 Hipodteses e notagoes iniciais

Iniciaremos com as hipdteses precisas sobre o paramentro p do operador p-Laplaciano
e sobre as fungoes g e f presentes em (3.1)-(3.3)).

Para N € N assumiremos que

2
2§p§N se N>3 e p>3 se N=1,2. (3.4)

Assumiremos também que o niicleo da meméria g : [0, 4+00) — RT é uma fungao limitada de

classe C'! satisfazendo as propriedades:
o0
g(0)>0 e [:i=1— ,ﬂ/ g(s)ds > 0 (3.5)
0

onde p11 > 0 é a constante de imersdo para ||Vu||3 < u1||Aull3, e existe uma constante k; > 0
tal que
g ) < —kig(t), Vt>0. (3.6)

Consideremos ainda que o termo forcante f : R — R satisfaz:

f(0)=0, [f(u) = f(v)| < k(X + |uf” + [v]’)|u—2], VuveR, (3.7)
onde k9 > 0 é uma constante e
4
0<p§N_4 se N>5 e p>0 se 1< N <4 (3.8)

Além disso, suponhamos que
0< f(u) < fu)u, VueR, (3.9)

onde f(z) = [ f(s)ds.
Com a condigao (3.4) segue do Teorema de Imersdes de Sobolev, que vale a seguinte cadeia de

imersoes
H2(Q) N HY(Q) < WP D(Q) < H(Q) — L3(Q).
Mais ainda, a condicao (3.8) garante que
H%(Q) N H(Q) — L2eHD(Q).
J& as condigoes (3.7) e (3.9) incluem fungoes da forma
fu) = ulPu+ |ulu, 0<a<p.

Como de padrio, denotaremos por (-, -) o produto interno em L?(€2) e por |||, a norma

em LP(Q). Além disso, introduzimos os seguintes espagos de Hilbert
H=(H*(Q)NH)(Q) x L*(Q) e Hi = H(Q) x Hi(Q),
equipado com as normas
[1(w, 0) 1, = Aul3 +[[0]13 e [I(u0)[[3, = ||VAu|3 + [|Av]]3,
que sao provenientes dos respectivos produto internos em H e H1, onde

HEQ)={uec H}Q) | u=Au=0 sobre I'}.
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3.2.1 Uma identidade para a memoéria

Agora vamos estabelecer uma identidade relativa ao termo de meméria dada pela con-

volugao
t
(g% u)(t) = /0 ot — s)u(s)ds.
Para facilitar a notacao em consideracoes futuras, definamos:
! 2
(aT0(0) = [ gt = 9)llu(t) = u(l s
Com isto em mente, temos o

Lema 3.2.1. Sejam g € C*(R") e u € CY([0,T], H*(Y)). Entdo, as sequintes identidades se

verificam
[ ot = 9wt vunas = 55 {@avao - ([ aws) Ivuoiz)
= 45OV ) — 3oVl
[ ot auts. aunas = 55 {@ano - ([ awis) lauoiz]
= 45 (g0M) ) — HoDlIAuD)]

3.3 Existéncia e unicidade

Iniciaremos esta segao exibindo o conceito de solugao fraca para o problema (3.1)-(3.3)

que abordaremos neste capitulo.

Definigao 3.3.1. Seja I =[0,T] com T > 0, Diremos que uma fun¢ao z := (u,u;) € C(I,H) é

uma solugao fraca para o problema (3.1)-(3.3) no intervalo I, se z(0) := (ug,u1) € H e

d
a(ut,w) + (Au, Aw) + (|VulP2Vu, Vw) +

t
+/ g(t — 5)(Au(s),w)ds + (Vug, Vw) + (f(u),w) = 0, (3.10)
0
quase sempre em I, para todo w € H?(2) N HL ().

Pelas hip6teses (3.7)-(3.8) é simples verificar que, para u € H?(Q) N H}(Q), temos
f(u) € L*(9). Assim, na definigio acima faz sentido escrever (f(u),w) como um produto

interno em L?(Q), sendo o problema (3.1)-(3.3) bem posto.

Teorema 3.3.2. Sob as condigdes (3.4)-(3.9), temos:

(i) Se (up,u1) € H, entao o problema (3.1)-(3.3) possui uma unica solug¢ao fraca

(u,us) € C([0, T);H), VT >0,
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satisfazendo
u € L0, T; HX(Q) N H(Q)) e ug € L0, T; L*()) N L*(0,T; HY(Q). (3.11)
(ii) Se (ug,u1) € Hi, entdo a solugao fraca do problema (3.1)-(3.3) possui regularidade

u € L0, T; HX(Q)) e up € L0, T; H () N L?(0,T; H*(Q) N H (Q)) (3.12)

3.3.1 Problema aproximado

Denotaremos por (wj)jen a base ortonormal bem regular de L%(f2), que também §é
ortogonal em H}(2) e H2(Q) N H} (), constituida por autofungdes do operador biharménico
A? com condicdes de fronteira u = Au = 0 sobre I. Para m € N considiémos também o

subespaco de dimensao finita dado por
Vin = Span{wi, ...,wm } = (w1, ..., Wi

Dado (ug,u1) € H, queremos determinar solugbes da forma
m
u™(t) =Y Ymy (s, (3.13)
j=1

para o seguinte problema aproximado

(uff (£),wj) + (Au™ (1), Aw;) + ([Vu™ ()P 2Vu™ (1), Ve )+

l
-l—/o g(t —s)(Au"(s),w;)ds + (Vui*(t), Vw;) + (f(u™(t)),w;) =0, (3.14)

com condicoes inciais
u™(0) = ug', uy*(0) =uf", (3.15)

onde ug' e u" sao escolhidos de forma que
ul' = up em HA2Q)NHI(Q) e ul* = up em L*(Q). (3.16)

Contudo, observe que o problema aproximado (3.14)-(3.15) é equivalente a um sistema
de equagoes diferenciais ordinarias, cuja a existéncia de solugéa local é assegurado pelo Teorema
de Carathéodory. Logo, o problema aproximado (3.14)-(3.15) possui uma solugao local u™(t)
da forma (3.13) em algum intervalo [0,7},) com 0 < T, <T.

A seguir apresentaremos estimativas a priori que nos permitirdo estender as solucoes
locais u™(t) ao intervalo [0, 7], para qualquer 7' > 0 dado, bem como extrair subsequéncias de

solugoes convenientemente convergentes para a solugao fraca procurada.


Renata
Realce

Renata
Realce

Renata
Realce


31

3.3.2 Estimativa a priori 1

Multiplicando a equacao aproximada (3.14) por u}*(t) e integrando sobre (2, obtemos

d

IO+ A @I + Vel + [ Fum@nds |+ 9@l -

:/0 g(t —s)(Vu"(s), Vui"(t))ds.

Da identidade para a memoria fornecida pelo Lema 2.2.1 vem que
t 1d t 9
[ ate= 9w vareyas = -5 4 { wovumo - ([ atis) vl

45OV (1) = 2900 Va0,

2
Logo, substituindo esta iltima expressdao na anterior, temos
1d m m 2 1 / m 1 2
s 2" @)+ Va2 = 5(gDVu™)(t) = 59O V™ @B)]]3- (3.17)
onde

E™(t) = [lu" @0)]5 + [|Au™ (®)]] ~ (/0 g(S)dé’) [Vu™ ()15 + ;HVum(t)HﬁJr

+2/f t))dx + (¢gadVu™)(t)

Das condigoes (3.5)-(3.9) e como (¢00Vu™)(t) > 0, vem que
[lu ()13 + Ul Au™ (#)][3 < B™(2). (3.18)
Além disso, da hipétese (3.6)
(¢'OVu™)(t) < —k1(gOVU™)(t) < 0.

Com isto, o lado direito da igualdade em (3.17) é nao positivo. Assim, integrando (3.17) de 0 a

t e usando (3.18) chegamos a seguinte estimativa
I O + Ui @1 +2 [ 196 ) 3ds < £7(0),
Usando agora as hip@teses (3.7) e (3.9) em conjunto com as convergéncias em (3.16), concluimos
o O + [ @ +2 [ 1907 6) s < s, (3.19)

para todos t € [0,T,,) C [0,T] e m € N, onde My = M;(|u1]|2, ||Auol|2) > 0 é independente de
t e m. Isto nos permite estender as soluges u™(t) ao intervalo [0, 7] e, em particular, notamos
que

(u™) é limitada em L°°(0,T; H*(Q) N HY()), (3.20)

(u) 6 limitada em L°°(0,T;L*(Q)) N L2(0,T; HY()), (3.21)
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3.3.3 Passagem ao limite e solugao fraca

Das limitacoes em (3.20)-(3.21) e aplicando os Teoremas 1.2.18 (Compacidade fraca) e
1.2.19 (Compacidade fraca estrela), existe uma subsequéncia de (u™), que ainda denotaremos
por (u™), tal que
u™ S em L0, T; HA(Q) N H(Q)),

u Sy em L(0,T; L*(Q)), (3.22)
W = em LA(0,T; HY(S),

Além disso, afirmamos que
u™ —u em C([0,T], H}(Q)). (3.23)

De fato, da estimativa (3.19) segue que (u"") também é limitada no espago
W= {ue L*(0,T; H*(Q) N Hy(Q));us € L*(0,T; L*(Q))},

munido da norma ||ullw = [[ullp20.1;m2@)nmi @) T luellz20,7;02(0))- Logo, existe uma sub-

sequéncia de (u"™), que ainda denotaremos por (u"), tal que
u™ —u em W.

Como (H?(2) N H(Q)) —— HE(Q) — L*(Q), entdo pelo Teorema de Aubin-Lions, segue que
W << L*(0,T; H}(Q)). Logo,

u™ —u em L2*0,T; H(Q)), (3.24)

de onde segue que

[|Vu™(t) — Vu(t)|]2 = 0 q.s. em [0,7] (3.25)

Agora observe que de (3.22) vem que u™, u, u}*, u; € L*(0,T;HE(Q)) e pelo Lema 1.2.14
resulta que u™, u € C([0,T); Hi(Q2)). Disto e de (3.25) concluimos que (3.23) vale. Com estas
convergéncias podemos passar limite no problema aproximado (3.14) e obter a solucao fraca para
o problema (3.1)-(3.3). De fato, em primeiro lugar consideremos uma funcao teste 6 € D(0,T)

e m,j € N com m > j. Multiplicando (3.14) por 6 e integrando sobre (0,7") resulta que

T
/0 { (W (1), wj) + (Au™(t), Aw;) + <\Vum(t)|p_2Vum(t), Vw;))} 0(t)dt +

T t
+ /0 {/0 g(t — 5)(Aum(5)awj)d5 + (Vu;n(t),ij) + (f(um(t))’wj)} H(t)dt —0

Integrando por partes,

T T
—/O (u;”(t),wj)e’(t)dt—l—/o {(Au(t), Aw;) + (|[Vu™ () [P2Vu™(t), Vw;) } 0(t)dt + (3.26)
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T t
+ /0 {/0 g(t — 5)(Aum(8),w]')d8 + (Vui”(t), ij) 4 (f(um(t))’wj)} e(t)dt _0

No presente capitulo, enfatizaremos (@as convergéncias dos termos que envolvem o operador p-
Laplaciano e termo nao linear f. Os limites dos outros termos em (3.26) segue imediatamente
de (3.22).

Com respeito ao termo que envolve p-Laplaciano, devemos mostrar que
T T
/ (IVu™(t)[P2Vu™(t), Vw; ) 0(t)dt "5 / (|Vu@®)[P~2Vu(t), Vw; ) 0(t)dt.
0 0
ou seja,
T m—ro0 T
- [ e omi "5~ [ w).0) o0 (3:27)

De fato, em primeiro lugar, observamos que pelo Lema 1.3.1, existe uma constante M =
M(p, N) > 0 tal que

|zP~%z — |yP 2y < M(JalP~2 + yP~?)e —yl, Va,yeRY
Em particular, para z = Vu™ e y = Vu, segue que

[[Vu™P2Vu™ — |VuP~2Vau| < M(|Vu™ P72 + [VulP )| Vu™ — Vul.

-2 1 1
Disto e usando a Desigualdade generalizada de Holder com P + + =
2p—1)  2(p—-1) 2

hipétese (3.4), a estimativa (3.19) e a convergéncia (3.22), entao

=1, a

T
/0 (—Ap(u™(t)) + Ap(u(t)), WjW(t)dt‘

T
/O (VU™ () [P2Vu™(t) — |[Vu(t)|P2Vu(t), ij>9(t)dt‘

IN

T
/ [{(Vu™ (O ~2Vu™(8) — [Vu®) P> Vu(t), V) | 10(1)]dt

IN

0
T
||0||OO/ / |\Vum(t)|p_2Vum(t) - |Vu(t)|p_2Vu(t)] |Vw;|dxdt
0o Jo

IN

T
m () [P—2 w(t)|P2 u™(t) — Vu wildz
Cp/o /Q(Wu O~ + [Vu(t)[P~2) [Vu™(t) = Vu(t)||Vw;|dzdt

IN

T
Gy / (Ve @Il52, + Va2, ) V™ () = Vu(t) ol s -1y

IN

T
Gy / (112w @15 + [[Au@) 5 ) 176 (@) = Fut) ||| A 2dt

IN

T
Cy [ I9u"(®) ~ Vu(®)|dt,
0

para alguma constante C, > 0, isto é, existe uma constante C' > 0 tal que

T T
/ <—Ap<um<t>>+Ap<u<t>>,wj>0<t>dt\ <C [ IV - Vu)lhar (329
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Agora utilizando a convergéncia (3.23) em (3.28), entao o limite (3.27) segue.

Por outro lado, com respeito ao termo nao linear f, devemos mostrar

T T
| eyepama "= [, owa. (329)
. . . p 1 1
Primeiramente, usando a desigualdade de Holder generalizada com + +-=1,

20+1) 2(p+1) 2
as condigoes (3.7)-(3.8), a estimativa (3.19) e a convergéncia (3.22), entao para qualquer ¢ €

H?(Q) N HY(Q) < L*P+D(Q), obtemos

|(f (™ (#) = f(u(?)), o)l

< [1ram©) - fuelields

< ks /Q (L [u™ (£)]F + Ju(8) ) ™ (£) — u(t)]|$ldz

< ke (11 4 [[um (D115, + N ) 1167 0) = w211l
< G (191750 + IV (1)]1§ + | Au(®)lI§) 11u™ (1) = u(t) 12| Ad]le

< Gyllu™(t) — u(t)] |2l Ad)

para alguma constante Cj, > 0. Assim, existe uma constante C' > 0 tal que

f (™ (@) = Fu)rz@nmy < Cllu™(#) = u@)|l2-

Disto e aplicando a convergéncia (3.23) vem que

T
/0 (F™(8)) — F(ult)). ;) 6(t)dt

T
< / (P (1)) — Flu(t),w)] [0t
0
T
< c / 17 (6)) = £ 2y oy | A ladt
T
< c /0 [[u™ () — u(t)]odt

T
< 0/ IVu™(#) — Vu(t)|Jadt "5 0.
0

Isto prova o limite (3.29). Como ja comentamos, os outros termos em (3.26) convergem de modo
padrao usando os limites obtidos em (3.22). Assim sendo, passando o limite quando m — oo

em (3.26) resulta que

T T
—/0 (ut(t),wj)e’(t)dtJr/o {(Au(t), Awj) + (|Vu(t)[P7>Vu(t), Vw;) } 0(t)dt +
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T l
+ /0 {/0 g(t — 3)(AU(5)aWj)dS + (VUt(t), VUJ]') + (f(u(t))’wj)} e(t)dt -0

ou seja
o o(t)d (Au(t), A VO 2Vu(t). Yo\ 0(6)d
/0 g (ue(), )0t t+/ {(Au(t), Awj) + {|Vu(t)] u(t), Veo;) } O(t)dt +
T l
+/O {/0 g(t—s)(Au@),wj)ds—i-(Vut(t),ij)—i—(f(u(t)),wj)}g(t)dtzo

para todo j € Ne 6 € D(0,T).

Como (w;)jen constitui uma base para H?(2) N Hy, entao

T(a
/0 {dt (ue(t),w) + (Au(t), Aw) — <Apu(t),w>} O(t)dt+ (3.30)

T 0
—I—/O {/1 g(t — s)(Au(s),w)ds + (Vu(t), Vw) + (f(u(t)),w)} O(t)dt = 0,

para todo w € H2(Q) N H}(Q) e § € D(0,T). Logo, de (3.30) deduzimos que

%(ut,w) + (Au, Aw) — (Apu, w)+

/Ol g(t — s)(Au(s),w)ds + (Vug, Vw) + (f(u),w) =0 em D'(0,7),
para todo w € H2(Q) N H} (). Isto mostra a fungao u satisfaz (3.10) com
u € L°°(0,T; H*(Q) N Hi(Q)), (3.31)
ug € L°°(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H} (Q)), (3.32)

de onde segue também a condicao (3.11). Resta verifica que (u,u¢) € C(]0,T],H) e que vale as
condigoes inciais u(0) = ug e u4(0) = u;. Concluindo que a fun¢ao z = (u,u;) é uma solugao
fraca para o problema (3.1)-(3.3)

Por outro lado, identificamos L?(2) := [L?(£2)]’ com seu dual, por meio do Teorema de

Representacao de Riesz-Fréchet, temos a seguinte cadeia de inclusdes continuas
H2(Q) N HY(Q) = W, P(Q) — L2(Q) = [LA(Q)] — (3.33)
< HY(Q) — HY(Q) = Wy 7 (Q) — [H2(Q) N HY'.

Com isto, podemos reescrever a expressao em (3.30), depois de integrar por partes, como

_</0Tut() dtw> </ A2y dtw> </ Apu(t) dtw>
i) ) (f )



36

onde relebramos que (g * Au)( fo (t — s)Au(s). Novamente usando integracao por partes,

</OTW() dtw> </ A2y dtw> </ Apu(t) dtw>
+</OT(9*AU)() dtw> </ A%u,(t) dtw> </f dtw>:0,

para todo w € H2(Q) N H}(2), onde nesta tdltima igualdade a notagao
(,+) significa a dualidade (-, )2 Q)nmi Q)),m2 Q)N H (©)-

Portanto, concluimos que

ug + A%u — Apu+ (9% Au) — Aug + f(u) =0 em D'(0,T;[H*(Q) N H(Q)])) (3.34)
Mais ainda, usando (3.31)-(3.32) e as inclusoes em (3.33) deduzimos facilmente que

A%y € L0, T; [H*(Q) N HE(Q)])
Auy € L2(0,T; [HY(Q))) < L*(0,T;[H*(Q) N HY(Q)]) (3.35)
(9% Au), f(u) € L¥(0,T5 L*(Q)) — L=(0, T3 [H*(2) N Hy (Q))).

Resta verificar que
Apu € L®(0,T; [H*(Q) N H(Q)]) (3.36)

De fato, para ¢ € H2(Q) N H} (Q) — W&,z(pq)’ temos

(Apu(t), &) = [(Vu®P-2Vu(t), Vo)
< /Q Fu(t) P |V olda
<[/ Vu<t>2<p—1>rd:cf | \w;?dxf

= [[Vu(®)lly,_ | IVll2
< Gyllau(®) 1A |2,

para alguma constante Cp, > 0. Assim, de (3.31) existe uma constante C' > 0 tal que
1Au®)l 2 @)nmy @)y < € as em [0,T]
Finalmente, combinando (3.34) com (3.35)-(3.36) concluimos
g + A%u— Apu+ (9% Au) — Aug + f(u) =0 em L*(0,T;[H*(Q) N Hg(Q)]).

o que encerra a prova do item (i) do Teorema 3.3.2
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3.3.4 Estimativa a priori 2
Agora consideramos (up,u1) € Hi e seja u(t) da forma (3.13) uma solugao do pro-
blema aproximado (3.14)-(3.15), onde agora

ul = up em HE(Q) e uf® = u; em H(Q). (3.37)

Pela escolha da base (wj), podemos multiplicar o problema aproximado (3.14) por —Auj" e

integrando por partes, obtemos

2dt {HV O3 + VAU ()5} + (Apu™ (£), A () + || A" (1)][3 =

= (f(u™ (1)), Aui(1)) +/0 g(t — s)(Au™(s), Aui™(t))ds.
Notando que

d
S AT, Au™) — 4,

(Apu™, AuZ”) ==

onde

= - / {(p = 2)|Vu"P~H(Vu™ - Vu)Vu™ + |Vu™[P2Vu"} - VAu™dz,
Q

derivamos a seguintes igualdade

S LIV O + VA1) + 2(Ap™ (1), A (1)} +

+ [|Au (@05 = J1 + T2+ I, (3.38)

onde
B = () Awe) = [ o) s,
Jy = /0 "ot — 5)(Aum(s), A (1)) ds.
No que segue vamos estimar o lado direito de (3.38). Para facilitar a notagdo o mesmo

simbolo C' denotara diferentes constantes que aparecerao no texto.
-2

p
2(p—1)

Da estimativa (3.19) e usando a desigualdade de Holder generalizada com +

1
7:1 t S
Q(p—1)+2 , temos

Lo< (o) /Q IV () P2 Vi, ()| V A (1) | d

< (= DIIVa" @), ) IV )l lag—1) IV AU (1)) ]2
= GplVui ()l L2l [VAU™ (B)]l2,

para alguma constante Cp, > 0. Como H?(Q) N H}(Q) — Wol’z(p_l)(ﬂ) e uy” é bem regular,

IV ()| 31y < pal|Au" (D],
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onde po > 0 é constante de imersao correspondente. Usando a desigualdade de Young, existe

uma, constante C' > 0 tal que
1 m C m
il < 1186 @1 + S IV A" (1) (3.39)

Além disso, das hipéteses (3.7)-(3.8), da estimativa (3.19) e como HE(Q) < H?(Q) N HL(Q) —
L>P1)(Q), segue que

@ = [ )P
um 2 u™ 2(p+1) T
< 2k2/9(r ()P + [ ()00 d
= 2y (Jl 1 + Il 01135 7)
< C, (HAum(t)H%HIAu (t)!\gp+1)>
= G, (1+Iaum @13 [|Au @)

Cropym
SIvaum @),

IN

para alguma constante C' > 0. Assim, novamente aplicando a Desigualdade de Young,
[Jo| < {1F(u™ (@)l la]| Aug™ (#)]]2
m 1 m
< |If@™ @)z + llAu®ll3 (3.40)
C m 1 m
< SIvAwr @3 + FIAup @1,
Usando mais uma vez a estimativa (3.19) e a desigualdade de Young,
t
gl < ([ att = sl1aw@)lads ) 1 0]
< Mullgllpr ey l[Aug® ()] |2 (3.41)
1 m
< Cllaur @,
Substituindo (3.39)-(3.41) em (3.38) e pondo

F™(t) = ||V (015 + || VAu™ (0)]]3 + 2(Apu™ (t), Au™ (1)) + 2C,

entao
d m 1 m m
ZE )+ S llAu (1)]15 < 2C + 201 VA" (1)][3 (3.42)
Agora notamos que
[(Apu™ (1), Au™(8)] = [([Va™(O)P">Vu™ (1), VAu(t)]
< /]Vum(t)|p_1|VAum(t)|d:E
Q
< [[Vum(@)lih lumum )|z
< Ivum@)lpEo) + fI\VAu ®)l3
< Gllaum )P +1||VAum<t>||%.
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Pela estimativa (3.19), existe uma constante C' tal que
1
[(Apu™(t), Au™ ()| < C + EHVAum(t)H%a

de onde segue que

1
ZHVAu(t)H% +2C + 2(Apu™(t), Au™(t)) > 0. (3.43)
Combinando (3.42)-(3.43), existe uma constante C' > 0 tal que
d m 1 m 2 m
@F (t) + §]|Aut (t)|]z < CF™(¢). (3.44)

Agora, integrando (3.44) sobre (0,¢) C [0, 7] e explorando os limites (3.37), resulta
1 t t
Fr@)+ 5 [ s ar < oo [ Frar
0 0
Portanto, usando a desigualdade de Growall e novamente (3.43) concluimos
¢
IV O + VA @1+ [ 187 (7) B < Mo (3.45)
para todo t € [0,T] e m € N, onde My = Ms(||Vuil|2,||VAug||2,T) > 0. Em particular,
(u™) é limitado em L°°(0,T; HE(RQ)), (3.46)

(u™) é limitado em L°°(0,T; H}(Q)) N L2(0,T; H*(Q) N HE(Q)). (3.47)

3.3.5 Passagem ao limite e solugao fraca mais regular

As limitagoes em (3.46)-(3.47) sdo suficientes para passar limite no problema apro-
ximado e garantir que, quando os dados iniciais (ug,u1) € Hi, a solugao fraca de (3.1)-(3.3)

possuem mais regularidade
u € L0, T; H3(Q)), (3.48)

up € L0, T; HY(Q)) N L2(0,T; H*(Q) N HH(Q)). (3.49)

A conclusao do item (ii) do Teorema 3.3.2 segue, entao, de maneira similar ao caso fraco. Além
disso, como também veremos mais adiante, podemos concluir que neste caso uy; € L2(0,T; H=1(R)),

ou seja, que u satisfaz a equacao
wy + A%u— Apu+ (g% Au) — Aug + f(u) =0 em L*(0,T; HH(Q)).

3.3.6 Unicidade

Sejam u e v duas solug¢oes mais regulares do problema (3.1)-(3.3) e considere w = u—wv.

Entao w satisfaz a equacao

wy + A%w — Awy, = Apu — Apv — fu) + f(v) — /tg(t — s)Aw(s)ds
0
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em L2(0,T; H-'(Q2)), com condigdes de fronteira w = Aw = 0 sobre I' e dados iniciais nulos.
Como wy € L*(0,T; HE(Q)), podemos multiplicar a equacio acima por wy(t) e integrando por

partes, obtemos
o {3l OIB + JllawI ) + 19w
— (Apu(t) — Ayolt).wn(t)) — (Fut)p — F0(E).w(®) +

t
+/ g(t — s)(Vw(s), Vw(t))ds.
0
Usando o Lema 3.2.1, deduzimos que

3.3t {1 + 1800l - ([ ao)ds) IVl + GOvw)) | + Va1
< [(8y(t) = Apu(® )] + [ 170 = (o)l (3.50)

Como anteriormente segue do Lema 1.3.1 que
[{Aput) — Apo (1), wee))] < € (V52 ) + 190052 0 ) 190 ooy [ Fu(t)

1
< CllAw®)l[3 + SlIVwi(®)ll;, (3.51)

para alguma constante C' > 0

Pt 1o d
— = 1, entao usando
200+1) 2(p+1) 2

as desigualdades de Holder e Young, existe C' > 0 tal que

Além disso, das condigdes (3.7)-(3.8) e como

|(f (u(t)) = F(v(t), wi(D))]

< /Qlf(U(t))—f(v(t))\lwt(t)!dl’

< ke [ (1 P + o) (o) u(0)ds
Q
< b (1205 a1y + O ) [0 D
1
< CllAw(]B + g lun o)l (3.52

Combinando (3.50) com (3.51)-(3.52), resulta em

& {13+ ol - ([ otoras) 19w+ GOvw0} +

+ IVw(0)]]3 < CllAw®)[[3 + [Jwr (1|13 (3.53)

Pondo
O(t) = |Jwe(1)][3 + [|Aw(t)][5 — (/0 9(8)d8> IVw(t)|5 + (9OVw)(t)

e usando a hipétese (3.5), entao

[1Aw(t)]|3 - (/0 g(S)d8> Vw®II > UlAw(®)[5 > 0.
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Como ja é sabido
(gOVw)(t) > 0.

Assim, existe uma constante C' > 0 tal que (3.53) fica sob a forma

%@(t) < OB(1).

Como ®(0) = 0, obtemos
[lwe(®)][3 + UlAw(t)]]3 < 0,

provando que w = 0 em H2(Q) N H}(Q) (também em L?(Q2)). Isto prova a unicidade. Portanto,

a prova do Teorema (3.3.2) estd completa.

3.4 Decaimento exponencial de Energia

Afim de determinar estabilidade exponencial para o sistema (3.1)-(3.3), vamos definir

o funcional energia correspondente como

1 1 1 .
E(t) = Sllu@®|l; + 5 1au@®)]]z + ZZHVU(t)H? + /Q fu(t))dz. (3.54)
Tendo como principal resultado o

Teorema 3.4.1. Sob as hipdteses do Teorema 3.3.2, a energia E(t) satisfaz, em ambos 0s casos,

o sequinte decaimento exponencial
E(t) < CE(0)e™ ™, t>0,
para constantes C >0 ey > 0.

Demonstragdo. Inicialmente provaremos o decaimento exponencial de energia considerando solucoes
mais regulares u do problema (3.1)-(3.3). Usaremos o método de energia pertubado. Em pri-

meiro lugar, definamos a energia modificada
1 1 1 .
F(t) = 5\|Ut(t)|!§ + §HAU(t)H§ + Z;HVU(?f)H%Z + /Q fu(t))dz

_% (/0 g(s)ds) | Vu(t)||3 + %(gﬂvw(t)-

Usando as hipéteses (3.5) e (3.9), segue que
P = 50) ~ 5 ( [ o(e)ds ) V)13 + 5a07u)0) = 150

Assim,

E(t) <

1
TF).

Além disso, da condic@o (3.6) segue que F' é decrescente, pois

F/(t) = V@)l + 5 OVu)(6) ~ So(0)|Vu(r)I}



< —|[Vu®)l3 ~ SGOVu)0),

Agora definamos a energia pertubada

onde

Fe(t)

mento exponencial.

F(t) +eW(t),

e >0,

m@:%ﬁﬁm@@

com isto, demonstraremos dois lemas auxiliares que serao cruciais para a conclusao do decai-

Lema 3.4.2. Eziste wma constante C1 > 0 tal que

|Fe(t) — F(t)] <eC1F(t), Vt<0, Ve>0.

Demonstracao. Note que

W ()|

<

<

1 1
5”%@)”% + TMHAU@)H%

1
— max

l

onde A1 é o primeiro autovalor do problema

{

{

11
7)\1

501

A2w =Xw em

w=Aw=0 sobre T

1 1
Entéao tomando Cq = 7 max {1, /\}, obtemos
1

como desejado.

[Fe(t) = F(1)] = e[¥ ()] < eCLF (1),

Lema 3.4.3. Eziste wma constante €1 > 0 tal que

Demonstracao. E suficiente mostrar que existem constantes Cy, (Cg > 0 tais que

£

U'(t) < —F(t) + Ca|[Vue(t)| |5 + C3(90Vu)(¢).

De fato, para € > 0 pequeno o suficiente temos

(t)

Il IN

IN

F'(t) +eV'(¢)

~lIVu(®)llz - %(gmth) = eF(t) +eCo|[Vu(t)]l3 + £Cs(g0V) (¢)

CeF(t) — (1 - Co)|[ Va3 — (2L — ) (9O (2)

eF(t),

2

Fl(t) < —eF(t), Yt>0, Vee(0,e).
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(3.55)
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o que concluiria a prova do Lema 3.4.3
Resta verificar a veracidade da identidade (3.55). Com efeito, usando a equagao (3.1)

no sentido fraco, obtemos

V'(t) = [Jue()]3 = [|Au®)| 3 — IVu(t)]]} +/0 9(t = 5)(Vu(s), Vu(t))ds —

/Vu(t) - Vug(t)dz —/ fu(t))u(t)dz
Q Q

Adicioando e subtraindo o termo F'(t) na expressao acima, segue que
W)=~ P+ 3l - glaul - (1- 1) IVuol

( )Wu N+ 26OV a)(O) + I + T+ I,

N | —

onde denotamos
L - /Q Flu(t)) — flu(t))u(t)dz,
L = / g(t — 5)(Vuls), Vu(t))ds,

I3 = /Vu - Vuy(t)dez.

Da hipétese (3.9) temos I1 < 0 diretamente. Valnmos estimar a seguir os termos Iy e I3.

Usando a dessigualdade de Young, observe que

L < /0 ot — )[[Vu®)| (I Vu(t) — Vu(s)||s + Vu(t))ds

IN

</ g(t — 8)d8> IVu(t)]f5 + HVU(t)II2/ g(t = 8)[[Vu(t) = Vu(s)][2ds
0 0

IN

( /0 g(s)ds) V()] 2 + 7l [ ()] 3 + L]ngh(gmwxw

3 ([ atas)iwatons+ 2 ([ otoyas) it +

1
+ 77M1|’Au(t)|’%+%HQHKQDVU)@)-

IN

onde 1 > 0 serd escolhido de modo conveniente mais adiante. Também pela desigualdade de

Young, temos

1
13| < nl[Vu)|l3 + %\!Vut(t)llg
2, 1 2
< nul|Au(®)]lz + ﬁllvw(t)llg-
Entao,
, 3 9 1 1
Fit) < —F@)+ 2u2+ [V (2)]2 + §+@HQH1 (90Vu)(t)

1

- (1 [ g(s)ds) IVa(®)]12 + 20| Au(t) .
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Agora note que de (3.5), obtemos
1
V(1) £ (o) + Tl + CalaTu)e) + (2 3 ) I1Au(o

Logo, tomando 1 > 0 pequeno o suficiente temos que a desigualdade (3.55) é verdadeira.

Isto encerra a prova do Lema 3.4.3 O

Agora, usaremos os lemas anteriores para concluir a propriedade de decaimento. Seja

. 1
E0 = — & .
0 mln{201 1}

Com isto, tomando ¢ < gy segue do Lema 3.4.2 que

L)y <R <

5 F(t), t>0. (3.56)

A segunda desigualdade em (3.56) em conjunto com Lema 3.4.3 implica que

%Fg(t) < —eF(t) < —ger(t)-

Logo,

Usando novamente (3.56) obtemos
F(t) < 3F(0)e 3.

Finalmente, comparando as fungdes F' e F, e notando que F(0) = E(0), concluimos

E(t) <

Isto prova o decaimento exponencial de solugoes mais regulares u € Hfl(Q), como era
desejado. O mesmo resultado pode ser estendido para solugdes fracas u € H2(Q)NHE () usando
argumentos de densidade.

Isto conclui a prova do Teorema 3.4.1 ]



Conclusao

Neste trabalho, consideramos um modelo de equacao de placas com p-Laplaciano e

memoria, a equagao (3.1)-(3.3), a saber

ug + A%u — Apu + fg g(t —s)Au(s)ds — Auy + f(u) =0 em Q x RT
u=Au=0 sobre I x R*,
u(z,0) =up(z) =0 e u(z,0) =ui(zr) =0 em Q

O presente trabalho procurou fornecer resultados relacionados a existéncia global de solugoes
para a equagao (3.1)-(3.3) sob o efeito de um termo de memdria, que posteriormente buscamos as
propriedades qualitativas das solucoes com respeito(a estabilidade assintdtica ao longo do tempo
(evolucao). Em nosso trabalho é interessante salientary a importancia de se ter tomado cuidado
com as ferramentas ao se trabalhar, com termo de meméria €, com os operadores p-Laplaciano

e biharmonico.
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