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Resumo

O objetivo deste trabalho é dissertar sobre alguns tépicos dos sistemas dinamicos
hiberbdlicos. Nos coletamos resultados e definicoes que em sua maioria encontram-se
dispersos, ou ainda, em obras de contexto generalizado. Assim, nos propomos a fazer
uma caminhada que comeca com a definicao de Orbita, passa por resultados classicos
como o Teorema de Hartman-Grobman e o Lema de Sombreamento, e termina com o

teorema da Omega estabilidade.

Palavras-chave: Hiperbolicidade, Lema de Sombreamento, 2-estabilidade.



Abstract

The main goal of this work is to discuss some topics about hyperbolic dynami-
cal systems. We collect results and definitions that are dispersed, or even in works of
generalized context. Thus, we propose a tour that begins with the definition of orbit,
passes through classical results like Hartman-Grobman Theorem and shadowing lemma,

and ends with the Omega stability theorem.

Keywords: Hyperbolicity, Shadowing Lemma, (2-stability.
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Introducao

A nocao geral de um sistema dinamico consiste em um espaco de fase X e uma
regra f : X — X, a tempo discreto ou continuo, que relaciona seu estado presente
com seu estado passado e futuro. A teoria dos Sistemas Dinamicos busca descrever a
evolugao temporal das orbitas do sistema através da identificacao de padroes e do seu
comportamento assintético.

A estrutura do espaco de fase é um ingrediente fundamental para o entendimento
da dinamica. De acordo com o tipo de propriedade a ser obtida pode-se considerar
como espaco de fase uma variedade diferenciavel, um espaco topoldgico, um espaco de
probabilidade, entre outros.

Um sistema dinamico tempo-discreto é um mapa f : X — X, em que a observacao
da érbita de um ponto x € X é feita através dos iterados naturais da dinamica: o n-ésimo
iterado do ponto x pelo sistema f é dado por f*(z) = fo---o f(z) (n composigoes
de f). Quando o mapa é inversivel podemos ainda considerar a evolu¢ao no passado
f(x) = flo---of7Yz) (n composigoes de f~1). Um sistema dinamico tempo-continuo
é uma familia de mapas {f* : X — X}, em que a evolugao temporal é considerada para
t e Rout c R esatisfaz f5 = 5o fl e fO = I, em que I é a aplicacao identidade.
Neste trabalho consideraremos sistemas dinamicos f : M — M a tempo-discreto e com
espaco de fase M uma variedade diferenciavel.

Desde Poincaré, Liapunov e Birkhoff, o comportamento de um sistema dinamico
¢ um tema que desperta interesse de grandes matematicos. Muitas contribuigoes foram
dadas para o fortalecimento desta teoria, como exemplo citamos os trabalhos de Franks
[3], Grobman [4], Hartman [5], Kupka [7], Palis e Smale [11], Peixoto [12].

Na busca por propriedades genéricas e estaveis para um sistema dinamico, mui-
tos trabalhos mostraram que estas propriedades estavam diretamente relacionadas com o
comportamento hiperbdlico do sistema. O conceito de hiperbolicidade produziu o desen-
volvimento de uma teoria rica em definicoes e resultados extremamente interessantes. A
importancia dos seus problemas culminou na formacao de um tema de pesquisa na teoria

dos sistemas dinamicos conhecida como Dinamica Hiperbdlica.
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O objetivo deste trabalho é dissertar sobre alguns resultados classicos da teoria
dos sistemas dinamicos hiperbdlicos. No primeiro capitulo apresentamos algumas de-
finicoes basicas que sao essenciais para a compreensao do texto. No Capitulo 2 definimos
conjunto hiperbélico e apresentamos alguns exemplos. O capitulo seguinte é dedicado ao
teorema de Hartman-Grobman, o qual estabelece o comportamento da dinamica préximo
a um ponto fixo hiperbdlico. No Capitulo 4 apresentamos o teorema da variedade estavel
para conjunto hiperbdlico, este por sua vez fornece o entendimento da dinamica ao longo
de conjuntos estavel e instavel qualquer que seja o ponto de um conjunto hiperbdlico.
Demonstraremos neste capitulo uma versao Lipschitz deste teorema para ponto fixo hi-
perbdlico. No Capitulo 5 abordamos o Lema de Sombreamento e algumas de suas varias
aplicagoes. Por fim, no tltimo capitulo, explanamos um pouco a decomposicao espectral

e mostramos como resultado principal o teorema (2-estabilidade.



Capitulo 1
Preliminares

Com o objetivo de deixar este trabalho auto contido, apresentamos neste capitulo
alguns conceitos e resultados classicos da teoria dos sistemas dinamicos que serao utiliza-
dos ao longo do texto. Como referéncia bibliografica, utilizamos [8], [10] e [17].

Consideremos M um espago métrico compacto e f : M — M uma aplicagao

continua. Dado x € M en € Z, definimos a rbita positiva de z por: Of (z) = U {f"(z)}.
n>0

Quando f ¢ invertivel, definimos a dérbita negativa por Oy (z) = (J {f"(z)}. Finalmente,
n<0
a Orbita de = é definida por

Os(x) = Of (x) U O () = [ J{f"(@)}.
nez

Um ponto x € M ¢é chamado fixo pela dinamica f : M — M, se f(z) = =.
Dizemos que x é periédico de perfodo k¥ € N se z é um ponto fixo para f*, ou seja
f¥(z) = x. Denotaremos o conjunto dos pontos fixos de f por Fiz(f) e o conjunto dos
pontos periddicos por Per(f).

Dizemos que f : M — M ¢é aplicagao transitiva se para quaisquer dois abertos
U,V C M existe n > 0 tal que f*(U)NV # 0.

A defini¢ao de transitividade é equivalente a existir x € M tal que O(x) é densa
em M. Quando Tx’) = X para todo x € X dizemos entao que f é minimal. A seguir,

apresentamos um exemplo de transformacao minimal.

Exemplo 1.0.1 (Rotagoes no circulo). Considere o circulo S' = R/Z. Defina uma

métrica em S! da seguinte forma:
d(z,y) = min(|z —y |, 1= [z -y )

Uma rotagao de S' é uma aplicagao R, : S' — S' definida por R,(z) = = + a mod 1.
Temos dois casos distintos: « é um ntimero racional e o é um numero irracional.

O primeiro caso é bastante simples, pois se a = § com p e ¢ primos entre si entao:

3



Ri(z) ==x

Portanto, neste caso, todos os pontos de S! sdo periédicos de perfodo g.

O segundo caso, « irracional, é de maior relevancia, pois as rotagoes irracionais do
circulo sdo minimais, ou seja todos os pontos de S* tem 6rbita densa, consequentemente
sao também transitivas. De fato, o principio da casa dos pombos garante que para todo
€ > 0 existem m,n < < tal que m < n e d(RZ, R?) < €. Dessa forma R~ é a rotagao por
um angulo menor que ee assim cada érbita positiva é e-densa em S*. Sendo e arbitrario,

conclui-se que toda orbita positiva é densa e portanto R, é minimal.

A seguir apresentamos conjuntos que guardam o comportamento relevante de um

sistema dinamico.
Definicao 1.0.2. Dado x € M, seu conjunto w-limite é definido por:

w(z) ={y € M;3In; — oo tal que f"(z) — y}
e o seu conjunto a-limite por:

a(z) ={y € M;3In; — oo tal que f"(z) = y}
O conjunto limite de f é a uniao:

L(f) = L+(f) U L-(f)

em que Ly (f) = | J w(@) e L_(f) = | al@).

zeM xeM

Note que o conjunto w(x) é dado pela intersegao

wiw) = (V@ n = F)
k>1

e portanto é fechado. Além disso, dado y € w(x) existe uma sequéncia de pontos (f™(x))
tal que f™(x) — y quando n; — oo logo, fixado m € Z, temos que f™+"(x) — f™(y).
Deste modo f™(y) € w(zx) prova que w(z) é um conjunto f-invariante. De maneira analoga
prova-se que a(x) é fechado e f-invariante.

Observe que se p € M é ponto periddico de f entdo w(p) = a(p) = O(p). Vale
também que se f é homeomorfismo crescente definido em um intervalo compacto entao

para todo z tem-se w(z) = () ou w(z) um unico ponto fixo.

Exemplo 1.0.3. Considere f : [0,1] — [0,1] definida por f(z) = 2*, k € N fixo. Note

que f é uma bijecao cuja inversa é f~(y) = {¥/y. Tomando um ponto g qualquer temos:



L. O(Q) = {7 kQ;L/aa“'a kW7 k\Q/@ W7Qaqkaqk2>qk4>"'7q2na"'};

2. Para que p € [0,1] seja ponto fixo de f devemos ter f(p) = p & p* = p &
p(p" 1 —1)=ps p=0oup=1,dessa forma Fix(f) = {0,1}. O grafico de f nos

mostra que ela nao possui ponto periédico que nao sejam seus pontos fixos

3. Para os pontos 0 e 1 tomamos os limites laterais e vemos que os resultados sao 0 e
1 respectivamente. Para x € (0,1) temos

lim (zF)" =0 e lim (y)" =1

n—+oo n—+oo
assim, w(x) = {0,1} = a(x) para todo z € [0, 1].

Exemplo 1.0.4. Considere o mapa f : R — R definido por f(z) = 2 — 1. Os pontos
fixos de f sao: x2—1:x=>x2—x—1:O=>x:%gex: 1_2\/5,0bserveaindaque
a 6rbita do ponto —1 é periédica de perfodo 2, pois f(—1) = 0 e f3(=1) = f(0) = —1,

dessa forma sua 6rbita é a sequéncia (0, —1,0,—1,0...).

Um ponto x € M é dito nao errante, se para qualquer vizinhanca U de x existe
n € N tal que f"(U)NU # . Caso contrdrio dizemos que z é errante. Denotamos por
Q(f) o conjunto dos pontos nao errantes da dindmica. A préxima proposigao estabele que

o conjunto dos pontos nao errantes é fechado e invariante pela acao do sistema dinamico.

Proposicao 1.0.5. O conjunto ndo errante Q(f) € fechado e positivimente invariante

isto € f(QUf)) C Qf). Se f é homeomorfismo entao Q(f) = Q(f1) e f(QS)) = Q(f).

Demonstracao. Seja x um ponto errante. Entao existe uma vizinhanca U, de x tal que
f5(U,) NU, = 0. Em particular, U, C M \ Q(f). Logo, M \ Q(f) é aberto e portanto
Q(f) é fechado.

Dados x € Q(f) e U uma vizinhanga de f(x), pela continuidade de f temos que
f~Y(U) é vizinhanga de x. Logo existe k tal que f*(f~4(U)) N f~YU) # (. Assim,

FURSTHON N THU)) = fHU)NT #0

e portanto f(Q(f)) C Q(f).
Suponha agora f homeomorfismo. Se x € Q(f) entao para cada vizinhanga U de

x existe k € N tal que f5(U)NU # 0. Logo, f*(fX(U)NU) # 0, isto 6 UN f~*U) # 0,
assim x € Q(f~'). O mesmo raciocinio mostra que se z € Q(f~!) entao z € Q(f). Logo,
Qf) =Q(f ).

Finalmente, note que

Q(f) = fo f7HQUN) = fo fHQUT) C FQT)) = Q)
e portanto f(Q(f)) = Q(f). O



Como consequéncia da proposicao anterior temos que W C Q(f). De fato, se
f¥(z) = x entao z € f*(U) NU para qualquer U vizinhanga de z. Logo, Per(f) C Q(f).
Sendo Q(f) um conjunto fechado, concluimos a afirmagao.

O conjunto nao errante ainda contém o conjunto limite, de acordo com a préxima

proposicao.
Proposicao 1.0.6. L(f) C Q(f)

Demonstra¢ao. Dado = € M, considere y € w(x) e U uma vizinhanca de y. Por defini¢ao
existem inteiros m > n > 0 tais que f™(z) e f"(x) estao em U. Logo f™"™(U)NU # 0.
O caso para o conjunto a(f) é andlogo. Como Q(f) é um conjunto fechado, concluimos

a Proposicao. ]

Pelo que ja vimos até aqui, temos as inclusoes

Per(f) C L(f) € Q(f) (1.1)

Um exemplo em que L(f) é hiperbdlico mas L(f) # Q(f) estd representado na

seguinte dinamica:

Figura 1.1: Dinamica onde L(f) # Q(f)

Note que L(f) = Per(f) = {f1, f2,b1,b2,p,q}, onde fi, fo sdo fontes e by, by s@o
pocos. Por outro lado, aplicando o A-lema em y concluimos que y € Q(f), ou seja,
y € Q(f) mas y & L(f).

E natural entdo questionarmos se as inclusoes acima sao estritas para a maio-
ria dos mapas. Para responder tal questionamento precisamos saber, antes de tudo, o
significado de maioria:

Defini¢ao 1.0.7. Dizemos que R é um conjunto residual se R = () A,, em que cada

neN
A, € um conjunto aberto e denso. Uma propriedade € genérica em um espago topoldgico

M, quando existe um residual em M com todos os pontos do residual satisfazendo essa

propriedade.



Vale lembrar que, para um espaco métrico completo temos a propriedade Baire: a
intersecao enumeravel de abertos densos ¢ densa. Logo, em um espaco métrico completo,
um conjunto residual é em particular, um conjunto denso.

Em nosso contexto, o espaco topoldgico a ser tratado é o espago dos difeomorfis-
mos. Vamos inserir uma topologia apropriada neste espaco e, assim poderemos falar de
conjuntos residuais e genéricos, sendo este tltimo o significado para a palavra 'maioria’
aqui estabelecida.

Considere M uma variedade diferencidvel compacta sem bordo, denotaremos por
Diffr(M) o conjunto dos difeomorfismos f : M — M de classe C", com r > 1. A

topologia que procuramos é gerada pela seguinte mética:

dr(f,9) =
maX{Sup{Il f(@) —g(x) I}, sup{|| Dfe — Dga I}, , sup{|| D" fo — D"ga II}}
zeM xeM xeM

para quaisquer f,g € Dif f"(M).

Em palavras, dois difeomorfismos de classe C" estao C"-proximos se eles e suas
derivadas, até ordem r, estao uniformimente proximas.

Agora que esta clara a nocao de maioria em sistemas dinamicos, enunciaremos o
surpreendente resultado de Pugh [13] o qual estabelece que para a maioria dos sistemas
dindmicos a inclus@o em (1.1) nao é estrita: o conjunto recorrente de um difeomorfismo é

o fecho dos seus pontos peridédicos.
Teorema 1.0.8. Eziste um conjunto residual em Dif f1(M) para o qual

Per(f) =Q(f)

Dessa forma, genericamente, temos:

Per(f) = L(f) = Q).



Capitulo 2
Conjunto Hiperbdlico

Conjunto hiperbdlico é a ideia central da dinamica hiperbdlica, sua definicao é
tradicionalmente dada em termos das iteradas da diferencial em cada ponto desse con-
junto, assim, ela nos diz, grosso modo, que o espaco tangente dos pontos de um conjunto
hiperbdlico se decompode como soma direta de dois subespacos, um dos quais contrae ve-
tores desse conjunto e o outro expande. Em verdade a situacao é mais geral, de modo
que, pode-se usar a parte linear de um mapa para tirar conclusoes sobre o comportamento

local do préprio mapa, essa é a ferramenta central dos sistemas dinamicos hiperbdlicos.

Definicao 2.0.9. Considere f : M — M um difeomorfismo definido em variedade M.
Seja A C M um conjunto compacto e f-invariante. Dizemos A € um conjunto hiperbdlico
se existe uma decomposicao D f-invariante do fibrado tangente TA\M = E° ® E* de A, e
constantes C' > 0, 0 < XA < 1 tais que para todo x € A vale:

D) < CXoll, Vo€ EZ, e |DF"(0)] < CXlol, Vo € E7.

Df,

~

Figura 2.1: Conjunto hiperbdlico

E usual considerar a norma em M de maneira que C' = 1. Tal norma é chamada de

adaptada. Note que a diferencial contri os vetores do subespaco E? e expande os vetores
8



do subesepaco EY, deste modo esses subespacos sao denominados, estavel e instavel,
respectivamente. A seguinte proposicao mostra a continuidade de E* e E" com respeito
aos pontos do conjunto hiperbdlico, isto é, olhando E* e E* como funcoes de z € A,

provaremos que elas sao continuas.
icao 2.0.10. e variam continuamente com relag¢ao a x .
Proposicao 2.0.10. E e EY t ¢ l €A

Demonstra¢ao. Uma maneira de provar que uma func¢ao f é continua consiste em mostrar
que, dado uma sequéncia qualquer (z,), no dominio de f tal que limx, = a entao
lim f(z,) = f(a). Iremos provar a continuidade de E? e E¥ dessa maneira. Assim,
devemos mostrar que se (x,), é uma sequéncia em A tal que x, — = quando n — +00
entao F; — Ej e E} — EY quando n — +oo.

Seja (', )n, uma subsequéncia de (x,), tal que dim(E*(z,,)) = j. Considere
{vi, ...,vi} uma base ortonormal para E;nk e {vi“, ..., U} uma base ortonormal para
E};ﬂk. Como os vetores dessas bases estao na esfera unitaria que é compacta e portanto
tem subsequéncia convergente, podemos supor, tomando subsequéncia se necessario, que
vi — v, para cada i = {1,--- ,j}. Dessa forma {v',...,v7} e {07! ... 0"} sdo conjuntos
ortogonais de T, M.

Considere agora o subespaco E gerado pelos vetores v!,--- v/ e F' o subespaco

gerado pelos vetores v/t ... ™.

Tome v € E com |[v]| = 1, tomando subsequéncia se
necessario, podemos escolher vy, € E2 com [lv|| = 1 tal que v, — v. Logo, fixando m
k

temos,
|IDfo|| = Um ||Df" || < CA™
k—oo "k

isso mostra que £ C E? analogamente mostra-se que F' C E¥, em particular ENF = {0},
como ES @ EY =T, M, conclui-se que £ = E} e ' = E. ]

A seguir apresentamos alguns exemplos de conjuntos hiperbdlicos. No primeiro
deles tratamos de transformacoes lineares. Neste caso, o conjunto hiperbdlico é um tnico

ponto.

Exemplo 2.0.11 (Isomorfismo hiperbdlico). Seja 7 : R™ — R™ um isomorfismo
linear, isto é, uma transformacao linear invertivel. Se todos os autovalores de T tém
modulo diferente de 1 entao seu unico ponto fixo, o vetor nulo, é um conjunto hiperbélico.
De fato, denotando por E) o espago de todos os vetores v € R™ tais que (T'— A\ )v =0

defina os seguintes espagos:

[Al<1 IA|>1
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Deste modo, DTy =T e E°, E* sao DT-invariantes. Além disso:
| T"v || = 0 quando n — oo, Yv € E® e || T "v ||— 0 quando n — oo, Yv € E“.
Neste caso podemos tomar C'=1e A = 1 /2 e teremos
IDT5 ()] < (%)"HvH, Voe B e [|[DTg"(v)]] < (%)”HUH, Vv e B

e portanto 0 é um ponto fixo hiperbdlico. A transformacao 1" é chamada de isomorfismo

hiperbdlico.

Com as ideias acima podemos exibir exemplos de ponto fixo hiperbdlico para uma

aplicagao qualquer.

Exemplo 2.0.12 (Ponto fixo hiperbdlico). Sejam f : M — M um difeomorfismo e
p € M um ponto fixo. Considere o isomorfismo linear D, f : T,M — T,M. O conjunto
A = {p} é hiperbdlico se e somente se, 0 médulo da parte real dos autovalores de D, f sao
diferentes de 1. Neste caso, o espago estével EJ é o autoespago associado aos autovalores
de moédulo menor do que 1 e o espago instével £ € o autoespago associado aos autovalores

de moédulo maior que 1.

No exemplo anterior poderfamos ter considerado uma 6rbita periédica (de periodo
k, por exemplo) ao invés de um ponto fixo. Neste contexto, o conjunto A cujo os elemntos
sao os pontos da érbita de p, isto é, A = {p, f(p), -+, f¥71(p)} é hiperbdlico se e somente
se f/(p) é um ponto fixo hiperbélico para f*, para cada j =0,--- , k — 1.

Daremos agora um exemplo em que o conjunto hiperbdlico é o espago ambiente.

Quando este fenomeno acontece a dinamica é denominda um Difeomorfismo de Anosov.

Exemplo 2.0.13 (Difeomorfismo de Anosov). Seja A : R? — R? o isomorfismo linear

2 1
A= :
11
Como os coeficientes de A sao inteiros e o seu determinante é igual a 1 entao A induz um

automorfismo linear f : T? — T? no toro T? = R?/Z? com D f(z) = A, para todo x € T?.

Note que os autovalores de A sao A\; = 3_2‘/5

dado pela matriz

<lel= % > 1 logo, os autoespacos
E,, e E,, associados a estes autovalores formam uma decomposi¢ao do fibrado tangente
de T? em subfibrados estével e instdvel, respectivamente. Deste modo, o espaco ambiente

T? ¢ um conjunto hiperbélico para o difeormorfismo f.

Mais geralmente, uma matriz em SL(n,Z) induz um difeomorfismo de Anosov f
no toro T" = R"/Z" se e somente se, a parte real dos autovalores da matriz tem mdédulo
diferente de 1.
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Descreveremos agora um exemplo nao-trivial de conjunto hiperbélico. Este exem-
plo devido a Steven Smale [19] mostra, em particular, a existéncia de conjuntos hi-

perbolicos em variedades compactas tipo esfera.

Exemplo 2.0.14 (Ferradura de Smale). Para melhor compreender, primeiramente
pensemos na sua construcao geométrica: dado um quadrado (), vamos estica-lo vertical-
mente formando um retangulo, em seguida o dobramos na forma de uma ferradura e o
reposicionamos sobre o quadrado (). Com a figura obtida repetimos os mesmos passos, ou
seja, esticamos na vertical e dobramos em forma de ferradura e assim continuamos o pro-
cesso. O conjunto cujo os pontos nunca saem do quadrado serd um conjunto hiperbdlico.

De fato, de maneira mais analitica, considere @ o quadrado @ = [0,1]x [0, 1] C R?

2

e o divida em tres regioes delimitadas pelas retas de equacao y = % ey = 3. Seja

f: Q — R? uma aplicacao de modo que

1

5 € expande uniforme-

1. f contrai uniformemente a dire¢ao horizontal em uma taxa

mente a direcao vertical em uma taxa 3;

2. f(Hy) e f(H,) estao contidos em () como na figura abaixo.

bz 441/ F Y 2
2/3 . - &
- —> . S y /M
My /
< o s o / v

Figura 2.2: Construcao da ferradura de Smale para o futuro

Podemos ainda definir f~! que atua em faixas verticais, ou seja, se f(Hy) =V e
f(H,) =V, entao f~1(Vy) = Hy e f~1(V}) = H, como na figura abaixo.

Considere o conjunto dos pontos que permanecem em () por todos os iterados.
Isto é, os pontos para os quais é possivel iterar infinitas vezes para o futuro e para o

passado

A=) Q).
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e S
Y N i A D

Figura 2.3: Construgao da ferradura de Smale para o passado

Pela construgao, A é um compacto f-invariante. Além disso, como as retas hori-
zontais sao uniformemente contraidas enquanto que as retas verticais sao uniformemente
expandidas, segue que A é um conjunto hiperbélico. O sistema dinamico f [y: A — A é

chamado Ferradura de Smale.

Encerramos o capitulo com as defini¢coes de conjugacao topoldgica e estabilidade
estrutural. Estas nocoes sao essenciais na classificacao de sistemas dinamicos uma vez
que, aplicacoes que sao conjugadas a outras suficientemente proximas nao se alteram
por pequenas pertubacoes. E portanto, o entendimento do comportamento de uma delas

implica no entendimento de todas conjugadas a esta.

Definicao 2.0.15. Sejam M e N espacos topoldgicos. Dizemos que dois sistemas dinamicos

f:M — Meg: N — N sao topologicamente conjugados se existe um homeomorfismo
h: M — N que satisfaz: goh = ho f.

g
N—N.

Figura 2.4: Diagrama de conjugacao topoldgica

Quando a aplicacao h nao é injetiva, isto é, apenas continua e sobrejetiva, dizemos

que h é uma semi-conjugagao.

Exemplo 2.0.16. Considere duas contragdes lineares em R, f(z) = c1z e g(x) = cox,
1,02 €]0,1[. Vamos mostrar que elas sao conjugadas.

Tomemos os pontos a > 0 e b < 0 e os intervalos [f(a),al, [b, f(b)], [9(a),a]
e [b,g9(b)]. Definimos um homeomorfismo da seguinte forma: h : [f(a),a] U [b, f(b)] —
9(a),al U b, g(b)] tal que h(a) = a, h(b) = b, h(f(a)) = g(a) e h(f(D)) = g(b). Para os

demais pontos observe que para todo z € R, z # 0, existe um inteiro n de maneira que
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f(x) € [f(a),a] U [b, f(b)]. Agora colocamos h(x) = (g~ "hf™")(z) e h(0) = 0. E facil ver

que h estd bem definida e é um homeomorfismo, logo, uma conjugagao entre f e g.

Observe que, no exemplo acima se tivéssemos tomado f(z) = c1x e g(z) = coz,
com ¢; €]0,1[ e c3 €] — 1,0], isto é, contragoes com orientacoes contrarias, entao elas nao
seriam conjugadas. Dessa forma, usando o argumento acima, temos que duas contragoes
lineares em R sao conjugadas se somente se ambas preservam ou invertem a orientacao

de R.

Vamos exibir agora um exemplo de um semi-conjugacao.

Exemplo 2.0.17. Sejam f : [~1,1] — [~1, 1] dada por f(z) =22*—1eg:[0,1] — [0,1]
dada por:

o
IN
VAN

N[ =

2y, se Yy <3
2y —1, se <y .

N |+
IN
—_

Defina h : [0,1] — [—1,1] por h(y) = cos(my). Para todo y € [0, 1], observe que:
foh(y) = f(cos(my)) = 2cos?*(my) — 1 = cos®(my) — sen?(my) = cos(2my) = ho g(y)

Note que h nao é homeomorfismo, sendo apenas continua e sobrejetiva, logo, f e

g sao semi-conjugadas.

Consideremos M uma variedade diferenciavel e Dif f"(M) o espago dos difeo-

morfismo munido da topologia C".

Definigao 2.0.18. Um difeomorfismo f € Dif (M) é estruturalmente estdvel se eziste

uma vizinhanca U de f tal que toda g € U € topologicamente conjugada a f.

A estabilidade estrutural guarda estreita relacdo com a dinamica hiperbdlica, e
é um dos temas centrais desta teoria. A seguir apresentamos dois conceitos que nos
permitirao enxergar esse fato.

Quando o conjunto nao-errante (f) de f é hiperbdlico e coincide com o fecho
do conjunto dos pontos periédicos Q(f) = W, dizemos que f é Axioma A.

Considere uma variedade diferenciavel M e um difeomorfismo f : M — M, dado

x € M defina:

B ={v e T,M:||Dfiv)|| "5 0}
e
EY={veT,M:|Dfrv)| "==° 0}
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Dizemos que f satisfaz a condicao de transversalidade forte se, somente se, T, M =
E? @ EY para todo xz € M.

Pales e Smale [11] conjecturaram que um sistema dindmico é estruturalmente
estdavel se, somente se, satisfaz o Axioma A e a condicao de transversalidade forte. Que
um sistema dinamico satisfazendo estas condigoes é estruturalmente estavel foi provado
nos trabalhos de Robbin [14] e Robinson [15]. A questdo da necessidade foi reduzida a
provar que estabilidade estrutural implica Axioma A (Robinson [16]). Este ultimo caso
foi provado por Mané [9)].

Em resumo, podemos enunciar o seguinte teorema sobre estabilidade estrutural,

dadas as contribuicoes acima citadas:

Teorema 2.0.19. f: M — M é Axioma A e satisfaz a condicdo forte de transversalidade

se, somente se, f é Ct-estruturalmente estdvel



Capitulo 3
Teorema de Hartman-Grobman

Como dissemos na introducao deste trabalho, as aplicacoes lineares hiperbdlicas
sao uma boa ferramenta para o estudo dos sistemas dinamicos hiperbdlicos. Nestes casos,
a estratégia é abordar o problema entendendo primeiramente a dinamica de sua apro-
ximacao linear e depois, estender os resultados para o sistema inicial. O teorema que
trataremos neste capitulo, denominado Teorema de Hartman-Grobman, estabelece que
na vizinhanca de um ponto fixo hiperbédlico a dinamica na variedade é indistinguivel, do
ponto de vista topoldgico, da dinamica de sua aproximacao linear no seu espaco tangente.
Como o espago tangente de um ponto fixo hiperbdlico decompde-se em subespacos que
contraem/expandem uniformemente pela acao da derivada, temos que este é o compor-
tamento das érbitas em torno de um ponto fixo hiperbélico. A prova que apresentamos

pode ser encontrada em Palis e De Melo [10].

Teorema 3.0.20 (Hartman-Grobman). Sejam f : M — M um difeomorfismo de classe
C',r>1ep e M um ponto fixzo hiperbolico. Considere A = Df, : T,M — T,M a
diferencial de f em p. Entao existem vizinhacas U C M de p em M,V C T,M de 0 em

T,M e um homeomorfismo h : U =V tais que
h o} f ’U: A ‘V Oh

Como o problema ¢ local, podemos inserir coordenadas por meio de uma carta
local e supor, sem perca de generalidade, que f : R™ — R™ ¢ difeomorfismo tendo 0 como
ponto fixo hiperbdlico.

Note que sendo A = Df, um isomorfismo hiperbélico entao existe uma decom-
posicao A-invariante R™ = E® @& E" e uma norma em R™, equivalente a ja existente em
R™, segundo a qual

A <a<l e [(A") 7 <a<1

onde A5 = A

Es e A=A |E”
15
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Figura 3.1: Representacao geométrica do teorema de Hatman-Grobman

Nesse contexto, denotando por CP (R™) o espaco de Banach das aplicagoes continuas

e limitadas de R™ nele mesmo com a norma uniforme, temos a decomposicao
CP(R™) = CR(R™ : E*) ® CQ(R™ : E*)

uma vez que R™ = E* @ E“ e portanto podemos escrever toda aplicagao B € CP(R™)

como
B=B"® B"
onde B* ¢ um elemento de CP(R™ : E*) e B* é um elemento de CP(R™ : E“).
A prova do teorema de Hartman-Grobman é consequéncia dos seguintes lemas.

Lema 3.0.21. Sejam E um espaco de Banach, I a aplicagdo identidade e L,G € L(E, E)
isomorfismos lineares tais que ||L|| <a <1 e |G| <a < 1. Entao:

(i) I + L € isomorfismo e |[(I + L)' < (1 —a)™;

(ii) I + G € isomorfismo e |[(I + G)7'|| < a(l —a)™t.

Demonstragao. (i) Precisamos provar que I + L é uma bijegao. Nesse sentido, dadoy € E
considere a aplicacdo U : E — E, dada por U(z) =y — L(z), vamos provar que U é uma

contracao e portanto tem um tnico ponto fixo. De fato, note que
[U (1) = Ulwo)|| = | = Lay + Lao|| = [[ Ly — @) || < |ILI| - [l — 22l < afley — 2]

logo, I + L é bijegao e portanto isomorfismo. Agora vamos calcular a norma de (I + L)~

Tomando y € E unitario e x € E, temos que

r=I+L)y)ey=I+L)(r)sy=z+L(z).
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Aplicando a norma segue que
(I =a)llzll < [lzll = LI} - =l < ]l = [ L(2)]] < llz + L(=)[| = [lyll = 1

e portanto ||[(I + L)7Y| < (1 —a)™t.

(it) Observe que (I + G) = G(I + G™'), aplicando o item anterior temos que
I+G~1 éisomorfismo, como G ¢ isomorfismo e a composicao de isomorfismo ¢ isomorfismo,
a primeira parte do resultado segue. Para o célculo da norma ||(I + G)~'|| basta notar
que (I +G)™' = (I +G1)7*G™! e aplicar o item anterior para (I + G™')~! juntamente
com a hipétese ||G7| < a:

1
1—a

I+&)'=I+GH1t.G 1<

a
U

Lema 3.0.22. Seja A um isomorfismo linear hiperbdlico no espago de Banach R™, isto

é, existe uma decomposicio R™ = E* @ E* e um escalar X € (0,1) tais que

1A <A e AT g <A

Es

FExiste € > 0 tal que se ¢1,¢o : R™ — R™ sao e-Lipschitz e limitadas, entdo a equacdo

(I +v)o(A+¢1)=(A+d2)o (I +v) possui uma tnica solugao v € CP(R™).

Demonstragdo. Queremos encontrar uma aplicagao v € Cp(R™) de modo que (A + ¢;) e

(A + ¢2) sejam conjugadas por um homeomorfismo da forma h = I + v. Como

(I +v)o(A+¢1)=(A+¢2)o (I +v)
& (A+¢1)+vo(A+¢1)=A+Av+ ¢y0 (I +v)
& Av—vo(A+¢)=A+p1—A—¢10(I+0)
< Av—vo(A+¢1) =¢1 —¢o0 (I +v).

entdo mostraremos que a ultima equagdo acima possui tinica solucao v € CP(R™). Defi-
nindo o operador L : CP(R™) — CP(R™) por L(v) = Av — v o (A + ¢1) comecemos por
mostrar que L é invertivel e que ||[L7!| < [J[A7Y] - (1 —a)t.

Observe que Av —v o (A+ ¢1) = Alv — A7 (A + ¢1)], logo podemos escrever
L= AL sendo A, L : C)(R™) — CP(R™) dadas por

Alw)=Aov e L=v— A" ovo(A+¢).

Sendo A(v) = A o v inversivel, para mostrar que L é inversivel basta provar que
L o é. Dado v, € C)(E : E*) temos
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L(vs) = vy — AL o v, (A + ¢1).

Como E* ¢ invariante por A~ segue que v; — A™! o v,(A + ¢;) é uma aplicacio como
imagem em em E?, logo, L € C)(R™ : E®) e portanto C)(R™ : E®) é L-invariante. De
maneira analoga, CP(R™ : E*) é L-invariante e daf podemos escrever

E = Es &b E“ onde Es = E ‘CS(E:ES) (§] Eu = E ’CE(EE“) .
Por outro lado, para e suficientemente pequeno a aplicacao A + ¢ é homeomor-

fismo, logo o operador

vy — Al ovg0 (A+ ¢y)

1 e como observamos no inicio do capitulo, é

¢ inversivel com inversa A°® o vs(A + ¢1)”
contracdo com norma limitada por a < 1. Isto é, [|A* o vg(A+ ¢) 7| < a < 1.

Como (L*) = I — A~ o vy(A + ¢1), podemos aplicar a segunda parte do lema
anterior e concluir que L* é isomorfismo e vale ||(L*)7!|| < a(1 —a)~".

Aplicando a primeira parte do mesmo lema concluimos que L* é inversivel e

(L")~ < (1 — a)~t. Tomando max{a(1 —a)~'; (1 — a)~'} concluimos que
IL7H = AT LY = AL < AT = a) ™

Sendo L inversivel, a equagdo L(v) = ¢ — ¢ o (I + v) é equivalente a v =
L7Y(¢1 — ¢ o (I +v)), que admite solugio se, sé se, v for ponto fixo do operador T :
CP(R™) — CY(R™) definido por T'(v) = L™ (¢1 — g2 0 (I +v)).

Mostremos entao que 7' é contracao.

De fato, dados vy, v € C(R™) temos,

IT(v1) = T(va)|| = [[L7'(¢1 — 20 (I +v1)) = L (p1 — 20 (I +w2))]]
= [[IL7H (1) = LN ¢po (I +v1) = L7 (1) + L7 (g2 0 (I 4 03))]]
= [IL7(¢20 (I +1v2)) — L (g2 0 (I + )]

< L7z o (1 + ) = (G20 (I + )]
A
< el —uil
—a

Dessa forma, para € > 0 tal que ||[A7![|(1 —a)~te < 1 temos que T é contragao e

portanto possui um tnico ponto fixo que satisfaz
Av—vo(A+¢1) =¢1 — Pao (I +0)
e daf encontramos o unico v € CP(R™) solugao da equagao

(I+wv)o(A+¢1)=(A+ )0 (I +0)
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Para terminarmos o lema resta provar que I + v é homeomorfismo. Note que
utilizando a mesma construgao acima obtemos um tnico w € CP(R™) que também ¢é
solugao da equacao

(A+d1)o(I+w)=I+w)o(A+ ¢o).

Se provarmos que (I +v)o (I +w) = (I +w) o (I +v) = I o resultado estara
provado.

Observe que
(I+v)o(I4+w)o(A+¢y) = (I+v)o(A+¢1)o(I+w)
= (A4+¢a)o(I+v)o (I +w)

Por outro lado (I +v)o (I +w) esta a uma distancia finita de I, pois (I +v)o (I +
w)=IT+w+vo(Il+w),logow+vo(l+w) € CP(R™) e como [o(A+¢s) = (A+¢a)ol.

pela unicidade da solucao da equagao
(L +u)o(A+d2) = (A+ ¢2)o (I +u)

conclui-se que (I +v) o (I +w) = I. De igual forma prova-se que (I +w)o (I +v) =1,

completanto a prova do lema. O

Lema 3.0.23. Dado € > 0 existe uma vizinhaga U = U(0) de 0 € R™ e uma extensdo de
f v da forma A+ ¢, em que ¢ € CP(E) é Lipschitz com constante limitada por €.

Demonstrag¢ao. Considere o : R — R uma fungao C'*° satisfazendo:
1. a(t)=0set >1;

2. aft)=1set <

Y

N |+

3. | () |< K,VteRe K > 2.

Escreva f = A+ p com p(0) = 0 e Dpy = 0. Considere B, uma bola de raio r > 0

e centro na origem tal que ||[Dp,|| < 5% para todo = € B,. Tomemos

o) =a (1) o)

Observe que ¢(z) = 0, se [[z]| > 7 e que ¢(z) = p(z), V||z|| < 5, logo A+ ¢ é extensao de

J restrita a bola B, ;. Mostraremos que ¢ ¢ Lipschitz com constante limitada por €. De
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fato, dados x1, x5 € B, temos

foten) = oall = o (F20) e - (120 o)

= [ (B 0) (122 ey (B2 Bt - gt

B —1‘2||L
2K
< €|z — z2]|-

IA

€
1] + ﬁ“iﬁ — To|

Se v1 € B, e 33 ¢ B, temos que ||¢(r1) — ¢(z2)|| < §||lz1 — 2] < ]|z — 22| E para

Ty, 29 ¢ B, temos ||¢(x1) — ¢(z2)|| = 0 < €||lz1 — x2]|. Isso conclui a prova do lema. O
Agora estamos prontos para demonstrar o teorema.

Prova do teorema de Hartman-Grobman . Seja € > 0 como no Lema 3.0.22. Aplicando
o Lema 3.0.23 considere A + ¢ uma extensao de f |y(), sendo U(0) vizinhaca de 0 e
¢ com constante de Lipschitz limitada por e. Utilizando mais uma vez o Lema 3.0.22
existe um homeomorfismo h : R™ — R™ tal que ho A = (A + ¢) o h, e isso que nos da
hoA= fluw h

O

Uma consequéncia imediata do teorema de Hartman-Grobman consiste no fato

de que todo ponto fixo hiperbdlico é isolado.

Proposicao 3.0.24. Seja f : E — E um difeomorfismo de classe C' definido em um
espaco de Banach E. Se py € E € um ponto fixo hiperbolico para f entdo existem wvizi-

nhangas U C E de py e U de f tais que toda g € U possui um unico ponto fixo py € U.

Ainda sobre o teorema, observe que sendo a conjugagao h : U — V um home-
omorfismo com h(0) = p, entdo dado o aberto U C {U N E*}, podemos considerar a

variedade topolégiva h(U) = V. Para todo y € V tal que h(z) = y tem-se

f"(y) = f*(M(x)) = h(Df)(z)) = h(0) = p, quando n — oo

Logo se z € |J f?(V) teremos f™(z) — p quando n — oco. Por outro lado se f"(z) — p,
jEN B
para n suficientemente grande vale h™'(f"(z)) — 0 logo h='(f"(z)) € U. Deste modo,

temos a seguinte relagao:

fr(z) »pe=ze U fAWV).

jeN
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Em outras palavras, sendo |J f~/(V) também uma variedade topolégica, o te-
orema de Hartman-Grobman garant]eezue o conjunto dos pontos que tem como w-limite
um ponto fixo hiperbdlico é uma variedade topoldgica. Esta variedade é chamada de
Variedade Estavel. Quando f é inversivel de forma andloga podemos ver que o conjunto
dos pontos que tem como a-limite um ponto fixo hiperbdlico é também uma variedade
topolégica, chamada de Variedade Instavel.

No préximo capitulo daremos uma prova da existéncia dessas variedades que
independe do teorema de Hartman-Grobman. Mostraremos que estas variedades sao
graficos de uma aplicacao Lipschitz e tém como espagos tangentes os seus respectivos

espacos estavel e instavel. KEsse é basicamente o conteido do Teorema da Variedade

Estavel.



Capitulo 4

Teorema da Variedade Estavel

(versao Lipschitz)

O Teorema da Variedade Estavel é um dos resultados mais importantes na teoria
dos sistemas dinamicos hiperbdlicos. Ele estabelece que o conjunto estavel de um ponto
em um conjunto hiperbélico é uma variedade diferenciavel. Esta variedade é tangente
neste ponto ao seu espacgo estavel e é tao regular quanto o sistema dinamico.

O objetivo deste capitulo é demonstrar uma versao Lipschitz deste teorema para

ponto fixo hiperbdlico, neste sentido comecaremos com algumas defini¢oes.

Definicao 4.0.25. Considere f : M — M um sistema dinamico definido em um espaco

métrico (M, d). Dado x € M, o conjunto estdvel do ponto x € definido por:
We(x)={y e M; d(f"(x), f"(y)) = 0 quando n — +o0}.
Se f € invertivel, o conjunto instdvel de x é:
W z)={ye M; d(f"(z), f "(y)) — 0 quando n — 400}

Os conjuntos estavel e instavel geralmente apresentam uma estrutura topologica
bastante complicada. O propdsito do teorema da variedade estavel é mostrar que local-

mente esses conjuntos sao bem comportados.

Definicao 4.0.26. Fizado ¢ > 0 seja B(x,e) C M a bola centrada em x e raio €. O

congunto estavel local W2 (x) de = € definido por:
We(x) ={y € B(z,€); f"(y) € B(z,¢€) para todon € N e d(f™(x), f*(y)) ="~ 0};
Quando f € invertivel, o conjunto instdvel local W*(x) de x é:

W¥(x) ={y € B(z,¢); f™"(y) € B(z,¢€) para todon € N e d(f"(z), f"(y)) ="~ 0}.
22
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De acordo com a definigao acima, W*(z) = W(z, f71) e W¥(x) = W(z, f71),
por isso nos restringirmos a falar do conjunto estavel no que se segue. Utilizaremos

também a notagao W} (x) para a variedade estével local.

Definicao 4.0.27. Sejam duas variedades diferencidveis M, N. Uma aplicacao fM — N
de classe C*, k > 1, € uma imersao se Df, € biunivoca para todo p € M. Um mergulho
¢ uma imersao biunivoca em que f: M — f(M) C N é um homeomorfismo, f(M) com

a topologia induzida de N.

Nos exemplos abaixo f; é uma imersao que nao é mergulho enquanto f; é um

mergulho.

R2

R

Figura 4.1: Imersoes de R em R?

Se f6C* k> 1edimE* = n, o mergulho da variedade estével local serd denotado
pelo mapa ©° : A — Embf(D", M) tal que ©°(z)(0) = z e ©°%(x)(D") = Wi(x, f), para
todo x € A, isto é, ©° associa a cada x € A a variedade local de , C* mergulhada, & > 0.

Apresentamos agora o enunciado geral do Teorema da Variedade Estavel.

Teorema 4.0.28. Considere f : M — M um difeomorfismo de classe C*, k > 1, definido
em variedade diferencidvel compacta M. Seja A C M um conjunto fechado hiperbolico
com constante de hiperbolicidade \. Entao existe € > 0 tal que para cada v € A seu

conjunto estdvel W2(x) é uma variedade C* mergulhada, neste caso chamada de variedade

estavel local, a qual satisfaz:
1.d(f"(z), f"(y)) < A"d(z,y), Vy € We(z), Vn > 1;
2. f(We(x)) € We(x);
3. T,W?(zx) = E*(z);

4. A aplicacio ©° : A — Emb*(D", M), que associa a cada x a variedade estdvel

Ws(x) € continua.
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A estratégia da prova deste teorema é considerar A como um ponto fixo hi-
perbdlico de uma aplicacao definida em um espaco de Banach apropriado. Apesar da
prova ser basicamente uma aplicagao da sua versao para ponto fixo hiperbdlico nés nao
iremos demonstra-lo aqui pois algumas defini¢coes e resultados fogem o objetivo da dis-
sertagao, sua demostracdo pode ser encontrada em [18]; Demonstraremos uma versao
Lipschitz do teorema para ponto fixo hiperbdlico.

Os resultados da seguinte proposicao serao utilizados neste capitulo. A prova da

proposigao pode ser encontrada em [6].
Proposicao 4.0.29. Considere E e F' espagos de Banach.

1. (Perturbagdo do isomorfismo) Sejam T : E — F um isomorfismo e g : E —
F Lipschitz com constante satisfazendo Lip(g) < ||[T'|7'. Entio g+ T é um

homeomorfismo sobrejetivo.

2. (Perturba¢ao de uma aplicagao bilipschitz) Seja ¥ : E — F uma aplica¢ao bilips-
chitziana sobrejetiva. Se ® : E — F Lipschitz com Lip(®) < Lip(¥~1)~! entdo

U + ® ¢ um homeomorfismo sobrejetivo.

4.1 Teorema da variedade estavel para ponto fixo hi-

perbdlico

Para deixar clara a versao do teorema que iremos demonstrar, iniciamos a se¢ao

enunciando o resultado.

Teorema 4.1.1 (Variedade Estéavel para Ponto Fixo Hiperbdlico - Versao Lipschitz). Con-

sidere B = E° x E* um espaco de Banach e T : E — E um isomorfismo hiperbolico com

ps e (T |pu)™t menores que A < 1. Entao todo homeomorfismo Lips-
chitz f : E — E tal que Lip(f—T) < min{(1—X\)/2, (1—X)/(2max{ Lip(T~")?, Lip(T~")})

possui as sequintes propriedades:

ratos espectrais T

1. Existe um unico ponto fixo p € E para f.

2. Eziste uma unica aplicagao Lipschitz g : E® — Ecujo grdfico é W*5(p). Em parti-

cular, o conjunto estavel W*(p) é uma variedade topoldgica, neste caso Lipschitz.

3. Escrevendo p = ps+ pu, se B(p,r) = B*(ps, ) X BY(pu,r) € uma bola qualquer vale:

graflgr = 9lBwn) = ﬂ FE(r) x B (r)).
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4. A restricao de f ao graf(g) € contracao: d(f"(p), f*(x)) < A"d(p,x), Yo € W?*(p).

Em virtude da Proposi¢ao 4.0.29, nao ¢ dificil verificar o item 1 do teorema. De
fato, basta provar que f — I é homeomorfismo. Como T hiperbdlica (1 ¢ Spec(T)), segue
que T'— I é isomorfismo. Sendo (1—X) < ||(T'—I)(v)]| entdo (1 —X) < 1”% (T —1)(v)|| =
I[T — I]7*|7'. Deste modo

Lip(f =T) < (1 =N < [T =17~

Aplicando a Proposicao 4.0.29 a T'— I, temos que f — I é homeomorfismo, pois f — [ =
(f=T)+ (T —1) e portanto existe um tinico ponto p € E tal que (f—1)(p) = f(p)—p =0,
que é o unico ponto fixo de f.

A prova dos outros itens do teorema requer uma construcdo mais sofisticada.
Existem duas formas de demonstra-los: o método da transformada de grafico, devido a
Hadamard (1901) e o método da variacdo dos parametros, devido a Perron (1924). A
prova que apresentamos aqui segue o método de Hadamard e pode ser encontrada com
detalhes em Castro [2], Hirsch, Pugh e Shub [6], ou Shub [18].

O que iremos fazer é tomar uma variedade mergulhada &, préoxima de E*, devido
Lip(f — T) ser pequeno, essa variedade expande na diregao estdvel e contrai na diregao
instavel por f~!, dessa forma, as iteradas ¢ por f~! devem convergir para a variedade

estavel de f.

E'"""""""'jt """""""""" :
araf(p) 20

- Mho)(x)
Fllgrafie) — ]

Figura 4.2: Construcao da transformada de grafico

Sabemos que toda variedade mergulhada é localmente o grafico de uma aplicacao.
Fixando a decomposicao ' = E*@®E" a representacao de £ e suas pré-imagens é localmente

unica como grafico de uma aplicagao com dominio contido em E? e contradominio em E™.
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Seja r > 0 fixo, considere E*(r) = B*(ps,7) = B(p,r) N E* C E® e também
E"(r) :m:B(p,r)ﬂE“ CE'comp=ps+p,€F ps€E°ep, € B

Dada uma aplicacao Lipschitz ¢ : E*(r) — E*(r) com Lip(¢) < 1, seja & =graf(yp).
Note que para aplicarmos f~! a £ devemos definir um operador I' ;-1 de modo que o grafico
de Tj1¢ : B5(r) — E“(r) parametrize f~1(£) N (E*(r) ® E“(r)). Nos préximos passos
construiremos esse operador.

Suponha que seja possivel escrever f~1(£) N E*(r) como grafico de uma aplicagao
Lipschitz I'y-1¢ : E*(r) — E“(r). Entao dado um ponto (z4,z,) € f(§) teremos
(50r ) = (0, (1) (22)) € (20, 2) = [ (o> 9(5s))- B portanto z, = 1,0 f~ (g 9(35))
e, =m0 [ (ys,0(ys)), donde y, = w0 (fH(Id, ) (zs). Com estas informagoes

segue que
Ffflgo(xs) =Ty = TyuO f_l(y57 So(ys))
=m0 fT(Id,¢)(ys)
= [muo fTI(Id @) o [mo (f71(1d, )" (w)
ou seja

Lr-rp(@s) = [ruo f7H(Id, @) o [ms 0 (f71(Id, )" )(2s)

Esta é a aplicacao que procuravamos, chamada de Transformada de Gréfico. O
proximo passo é mostrar que I'y-1 esta bem definida.

Observe que a variedade estavel da transformacao T é E*, a qual é parametrizada
por o7 : E¥ — E" com pr(zs) = 0 para todo x € E”.

Como se espera que f seja uma contragao na variedade estavel de é admissivel su-
por que, ao menos localmente, a variedade estavel de f seja dado como Lipschitz pequeno.
Provaremos portanto que I'y-1 : Lip, (E*(r), E*(r)) — Lip,(E*(r), E*(r)).

Consideraremos F com a norma do maximo
[v]| = max{||vs]|, [[vu]} onde v=v,+ vy, vs € E* e v, € E".

Como Lip, (E*(r), E*(r)) é subconjunto fechado do espago de Banach das aplicagoes limi-
tadas de E*(r) em E* com a norma do sup, tem-se que Lip,(E*(r), E*(r)) é um espaco
métrico completo.

Os dois lemas que seguem mostram que para Lip(f —7T') pequena a transformada

de grafico estda bem definida.

Lema 4.1.2. Seja T : E — E um isomorfismo hiperbolico em um espaco de Banach com
T <Ael|T7' g || <A 0< A< 1. Entdo dado 0 < € < \7! existe §(T,¢) > 0

Es
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tal que, para Lip(f — T) < § existe f~' : E — E com Lip(f~' —T7') < e. Além disso,

w0 f7U(I,p) : 5 — E* é homeomorfismo bilipschitz cuja inversa possui constante

Lip(fws o [T @) < 5

Em particular, para e < \™* — 1, dado r > 0 se Lip(f — T) < min{d,1 — A} entdo para

toda p € Lip(B*(ps,r), B4(py,r)) vale que

mso 1L, @) (B*(ps. 1)) D B*(ps, ).

Demonstragdo. Suponhamos, sem ter fixado d, que § < ||T!{|~!. Usando a Proposigao 4.0.29
em T temos que Lip(||f — T|) < 6 < |77, logo f =T + (f —T) é homeomorfismo,

assim essa hipétese ja garante a existéncia de f=1.

Como E? é T-invariante, podemos considerar T° =T |gs, T é invertivel por que

T o é. Pela Proposicao 4.0.29 da pertubacao da aplicacao bilipschitz se
Lip(ms o f7(I,) — (T°)7") < Lip(T*) ™"
entao w0 f1(I,p) serd invertivel. Sabendo que A™' < Lip(7*)~! basta mostrar que
Lip(ms o fH(I,0) — (T*)71) < A7

Como T' deixa E* invariante e sabendo que 7 |47, ¢ a inversa da aplicacao
s — (s, p(xs)) temos:

(75 0 f_l(zsa p(s))) — (TS)_1($S) = (7o f_l(xsv p(rs))) — T |gs (z5)

= TsO0 (f_l - T_1> © (x& QO(IES))

Logo,

ge) < Lip(m)Lip(f~" =T "Lip(Z, ¢)
= Lip(f~' =T7).

Lip(rso f~1(1,0) =T

Dado 0 < € < A™! temos que obter uma cota para Lip(f — T) de maneira que
Lip(f~' =T < AL
Note que,
=10 = (T+(f-1)" -1
= (T(f +TH(f-T))"
I+T Y f-T)] " oT =T
(L+T(f-T) " =1DoT!
= [-[I+T(f-DoI+T(f=T) " oT™
(=T (f=T)o[I+T7(f-T) " 0T
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logo,
Lip(f~' =T7") < Lip(=T"")Lip(f — T)Lip([[ +T7*(f — T)]"")Lip(T™")
= Lip(T~")’Lip(f — T)Lip([I + T~} (f = 7))
< Lip(T P LinlS ~ D)=
Tomando § = ¢/2max{Lip(T~1)2, Lip(T-1)} e Lip(f — T) < & temos que
2Lip(f — T)max{Lip(T~')* Lip(T™")} < e.
Como

Lip(f~" = T71)(1 = Lip(T")Lip(f — 7)) < Lip(f — T)2max{Lip(T)2, Lip(T~)}.

segue que Lip(f~' — T7') < € e portanto Lip(f~! —T71) < e.

Se e < A7' — 1 entdo —— < 1, donde

Lip([ms o fHL )] ™) <

Assim 7,0 f71(I, ) é a inversa de uma contragao, logo expande em todas as diregoes e

como p ¢ fixo, segue-se que

5o fTHL, @)(B*(ps,7)) D B (ps,7)
0

Lema 4.1.3. Seja T : E — E um isomorfismo hiperbolico em um espag¢o de Banach
tal que ||T <A<lel|[T g™t ||€ XN < 1. Suponha e < 1— X e tomed dado

no lema anterior. Nessas condigoes, se Lip(f —T) < min{d,1 — A} entdo para todo

Es

r >0 a transformada de grdfico T'p-1 : Lip,(E*(r), E%(r)) — Lipi(E*(r), E%(r)) estd bem
definida.

Demonstragdo. Como 0 < A <1 = A1-)) <1—-XA=1-—X< X! —1e portanto

estamos nas hipoteses do lema anterior. Assim, ja sabemos que

Lr-a(p)(@s) = [(muo f) o (L) o[(ms 0 f71) o (1,9)] ()

faz sentido para x5 € B*(p,r) e ¢ € Lip,(B*(p,r), B*(p,7)).
Para concluir a prova do presente lema resta verificar que

L. Fffl(gp) € Llpl(BS(pa T), Eu) se ¢ € Llpl(BS(pa T)a Bu(p’ T));
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2. Tpa(p)(ws) € BU(pu,7) se x5 € B(ps, 1) e ¢ € Lipy (B*(ps, 1), BY(pu, 7))

No primeiro caso temos

Lip(Tp-1(p)) < Lip((m, o 1) o (I,9))Lip((ms o f7H(1,9)) )
< Li((ro )0 (1,9) 77—
< Lip((m, o f7) o (I,¢))
< Lip(my o f7H)Lip((1, )
< Lip(m, 0 f7)
< Lip(m,T~" + (mf ' =7, T7Y))
< Lip(T™) +Lip(f' =T7") <A+e<1

Para o segundo caso, vale lembrar que no lema anterior vimos que

[moo fTHIL @)™ B (ps,m) = B (ps, 1)

dessa forma, para mostrar o segundo item basta verificar que se x5 € B*(ps,r) entao
(myo f71)o(zs, p(xs)) € BY(py,r) com ps € E* e p, € E*. Como no final do item anterior
concluimos que Lip(m, o f71) <A +ee [ (ps,pu) = (s, pu) temos

||7Tuf_1(x87 o(rs)) —pull = Hﬂ'uf_l(xm p(zs)) — Wuf_l(pmpu)n
Lip(my o f 1) [[(2s, 0(25)) = (ps; pu)
< (A =emax{|lzs — pull, [[o(zs) — e Pu)l[} < A+ €)r

IN

uma vez que assumimos (s, p(z5)) € B*(ps, ). O

No que se segue admitiremos I'y-1 sob as hipéteses que a tornam bem definida,
fixamos 0 < e <1—Xed >0 tal que Lip(f —T) < ¢, assim as teses aqui elencadas estao
todas satisfeitas. Mostraremos agora que I'y-1 ¢ uma contracao e portanto tem um tinico

ponto fixo.

Lema 4.1.4. Dado (zs,7,) € B(p,r) tal que 7, f (x5, 7,) € B(ps,r). Entdo para toda
¢ € Lip(B(ps,r), B(py,r)) tem-se

I f (2, 0) = (Cpmr@) (ma(f 7 @s, 2a)) | £ (A4 26) |20 — ()]

Demonstragdo. Somando e subtraindo (I j-1) (7 (f~! (s, ¢(z5))) e aplicando a desigual-
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dade triangular na norma |7, f (25, 2u) — (Dp-10) (ms(f 71 (25, 24))|| segue que

||7Tuf_1(xS>xU) - (Ff*1¢)(78(f_1($87mu)))”

< lmaf Has wa) = [(muo f7) o (1)) o (s 0 f7HITL @) ™M (ms (7 (s, )
+ (T r-r0) (s (f 7 (s, (@) = (Tp-10) (s (f 7 (@s, 7))

= N7 (@5, 20) = [(ma o f71) o (1, 0)](xs)l]

+ T pr0) (s (f 7 (s, (@) = (Tpm10) (s (f 7 (s, 7))

< Lip(my o f7) (@, 2u) — (25, () |

+ Lip(Tp-1)llms(f 7 (s, (@) — m(f~H (@s, 7))

< A+ Ol(s, 2a) = (s, 0(@s) | + 17 (f 7 (s, 0(25)) = ms(f 7 (@, 7))

Na ultima desigualdade foram usados os fatos que Lip(m, o f~1) < (XA +¢€) e que
Lip(T'j-1¢) < 1. Sendo 7T (s, 2,) = 7T (25, ¢(x5)), para concluir basta observar

que
175 (fF (s, () = s (f (s, )
= ||7Ts(f_1(x87 o(xs)) — 7T5T_1(:E8, p(rs)) — ﬂs(f_l(x& ) + 7TsT_l(xsv o) ||
Lip(ms f~! = w7 [|zw — @() || < Lip(f ™ = T7H) [z — @(z)||

€llzu — p(xs)]-

IN

IA

]

Lema 4.1.5. Dado r > 0 sejam € < (1 — \)/2 e o correspondente 6 dado nos lemas
anteriores de modo que para Lip(f —T) < § tem-se a transformada de grdfico I' ;-1 bem

definida e Lip(f~' —T~') <e. Entao I';-1 é uma (X + 2€)-contragdo.

Demonstracdo. Sejam @, @ € Lip, (B*(ps,r), B“(pu,7)). Dado x, € B(ps,r) pela segunda
parte do Lema 4.1.2, existe y, € B(ps,r) tal que x, = my0 f (I, ¢)(ys). Assim, aplicando

o lema anterior

[P p-1p(5) = T'p—10(2)|
= {muof ol p)o(mso fTH(I,9) " =L@} (ma(f (Ys 0 (ys))l
= (7w o F7) (s 0(ys)) — (T10) (m(f (s, 0(ws) |
< (A +2¢)[le(ys) — oys)ll-

Tomando o supremo em x; na expressao acima obtemos

I -1 = Tpagl] < (A4 26)[lp — ¢l
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Com esses resultados podemos finalizar a prova do teorema da variedade estavel

em sua versao Lipschitz:

Demonstragao. (Prova do Teorema da variedade estavel - versdo Lipschitz) Pelo lema

anterior I'y—1 é uma (\ + 2¢)-contracao em Lip, (B*(ps, r), B%(py, r)) na métrica uniforme.

Sendo Lip, (B*(ps, ), B*(pu,r)) fechado no espago de Banach das aplica¢oes continuas

e limitadas CP(B*(ps,T), B(pu,T)), seque que este espaco é também de Banach. Deste
modo o teorema do ponto fixo para contracoes garante que I'y—1 possui um tnico ponto
fixo g, € Lipy(B*(ps, ), B*(pu,T))-

Fixemos 0 < € < 1 — A. Para cada r > 0 seja g, o tinico ponto fixo de I'j-1 em

Lip, (B*(ps,r), B*(py,7)). Defina g : £ — E* da segunte forma: dado z, € E* exite

r > 0 tal que x5 € B*(ps, 1), colocamos

9(xs) = gr(s)

A unicidade local de cada g, garante que g estd bem definida e pertence a Lip, (E*, E*).
De fato, dados x5, ys € E*, existe 7 > 0 tal que x4, ys € B*(ps, 7). Assim

d(g(zs), 9(ys)) = d(gr(xs), 9r(ys)) < Lip(gr)d(7s,ys) = d(zs, ys).-

Além disso note que, por construgao, dado r > 0 e ¢ € Lip,(B*(ps, ), B*(pu,r)) temos

graf(Cy-1(¢)) C f~ (graf(y))

Como g, é ponto fixo de I'y-1 entdo graf(g,) C f~'(graf(g.)) logo, f(graf(g,)) C graf(g,)
nos dé a invariancia do grafico de g por f e também que, fixado r > 0, graf(g,) C
[ (graf(g,)) C f%(graf(g,)) C --- C f"(graf(g,))--- donde obtemos

graf(g) N E(p,r) = graf(g,) C ﬂ F(E(r) x E*(r))

A inclusao contrdria serd provada usando inducao. Note quese z = (z,,2,) € [ [/ (E*(r)x
=0
E“(r)) existe y = (ys,yu) € E(p,r) tal que = (z5,2,) = f'(y),x = (25, 2,) =
2(y), -,z = (vs,74) = f"(y),-+-. Vamos provar que se v = (x,,z,) é dessa forma,
entao pertence ao grafico de g,.
Tomemos a semi-érbita positiva de z: f=*(y), -+, f"(y) =2 = (24, 24), - - -

No caso em que n = 1, tem-se v = (x4, 2,) = f ' (y) com y = (ys,y.) € E(p,7),

pelo Lema 4.1.4 temos

s = gr(@) | < N7 f = (s, ya) = 9o (ms(F 7 W ) DI < (A +26) [l — 9 (y5)1-
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Supondo vélido para n — 1 temos que se y = (ys,%,) ¢ tal que y, f 1 (y), -, f"(y) =

r = (xg,x,) pertencem a E(p,r) entao

IN

(7 f ™" = g (ms(f ) (Ys, )|
A+ 26) |7 f T (Y, yu) — 9o (T f T (Y )
< (A+20)0A+20)" Hyu — g, ()]

2 = gr ()l

IN

Portanto ||z, — g-(zs)|| < (A+ 2€)"r. Deste modo, como 0 < (A+ 2¢) < 1 quando
Ts)

n — +oo teremos x,, = g.(zs), isto é, x € graf(g,), o que equivale a

ﬂ F(E(r) x E*(r)) C graf(g,),

demonstrando o item 3 do teorema.

Provemos agora o item 4, isto é, que f |gagq) ¢ contragdo. Basta provar que
[ | grat(g,) € contragao qualquer que seja r > 0. Primeiro note que, em vista da norma fixada
(norma do maximo), tomando-se dois pontos quaisquer u = (x5, g-(zs)) € v = (Ys, gr(Ys))

no grafico de g, e lembrando que Lip(g) < 1 temos

d(u,v) = [[(zs, gr(2s)) = e, g (W)l = max{l[zs — wsll, [lgr(2s) — gr(ys) [}
= llzs = ysll = d(ms(u), 74(v)).

Como f(graf(g.)) C graf(g,) a igualdade acima mostra que a projegao
Ts |graf(gr)3 graf(g,) — B*(ps,7)

é uma isometria, a qual é a inversa da aplicacao =, — (s, g-(z5)). Deste modo f e a
COMPOSICA0 Ty | gras(g,) Of © (I, 9r) : E°(ps,7) — E°(ps,7) possuem a mesma constante de

Lipschitz. Além disso, sendo grafico de g, invariante vale a igualdade
s ‘graf(gr) Of o ([7 gr) = ([> gr)il o [fil]il © [7Ts ’graf(gr)]il = [71-5 © fﬁl(la gr)]il

Istro mostra que, Lip(f | graf(g,)) = Lip(7s | grat(er) ©F © (I, 9r)) = Lip([ms o f71(1,g,)]7") e
pelo Lema 4.1.2 obtemos

Lip(f | grat(g,)) = Lip([ms 0 [T < 1

Como a constante de Lipschitz nao depende de r concluimos que f | oraf(y) é uma con-
tracao.

Por fim provaremos que graf(g|p(,») = W*(p) (item 2).
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Pelo item anterior f ’graf(g) é contracao, sendo p € E(p, r) ponto fixo de f, segue-
se que as iteradas positivas dos pontos pertencentes ao graf(g) por f convergem para p,
ou seja, graf(g,) C Wi,.(p).

Reciprocamente, dado r > 0, se x € W*(p), existe jo € N tal que f/(x) € E(p,r)
para todo j > jo, ou seja, f°(x) € ﬁ [ (E%(r) x E“(r)) = graf(g,), isso nos diz que
x € fio(graf(g,)). Pela invariancia fzg")af(g)) = graf(g) segue que x € graf(g). Portanto

graf(g) = W*(p), isso conclui a prova da versao Lipschitz. O



Capitulo 5
Lema de Sombreamento

Nesta capitulo veremos uma propriedade extremamente forte dos conjuntos hi-
perbdlicos cuja ideia inicial é devido a Bowen, em resumo mostraremos que: toda pseudo-

orbita é sombreada por um oérbita.

Definicao 5.0.6. Seja f : M — M uma aplicagao continua invertivel definida em um
espago métrico (M,d). Fizado o > 0, uma sequéncia {x,}nez em M € dita uma a-pseudo
orbita se vale

d(f(xn), Tpi1) < a  para todo n € Z.

Se existe N > 0 tal que x4, = x,, para todo v € N entdo a sequéncia {x,}nez € dita

uma a-pseudo orbita periodica.

Figura 5.1: Uma a-pseudo orbita

Fixado § > 0, dada uma a-pseudo érbita {z, },cz diremos que um ponto y € M,

p-sombreia a pseudo érbita {x, }nez se
d(f"(y),z,) < B, paratodo n € Z.

Fixado € > 0, dados dois pontos x e y dizemos que um conjunto finito {xg, - ,z,} é

uma e-cadeia de x a y se xg =z, x, =y e d(f(z;), x;i11) < € para todo i =0, --- , n.
34
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Figura 5.2: Sequéncia -sombreada

Um ponto x é chamado recorrente por cadeia se para todo e existir uma e-cadeia

de x a x. Denotaremos o conjunto dos pontos recorrentes por cadeia ou cadeia recorrente

por CR(f).
Observe que CR(f) é fechado, pois dado y € CR(f) existe xx, € CR(f) tal que

xr, — y. Dado € > 0, pela continuidade de f, podemos tomar um vizinhanga U de raio
d >0, com § < €/2, e xg, € U tal que d(f(y), f(xg,)) < . Como z, € CR(f), existe
uma d-cadeia recorrente de xy, para xy,, seja {xy,, T1, - , Tk, } €ssa cadeia.

Perceba que,

d(f(y)axl) < d(f(y)7 f(xkb)) + d(f(xko)’xl) < 6/2 + 6/2 =€

d(f(mn—l)ay) < d(f(xn—l)7$ko) + (:Bkoa y) < E/2 + E/2 =€
Logo, {y,x1, - ,xp_1,y} é uma e-cadeia recorrente para y, como € foi tomado
arbitrdrio segue-se que y € CR(f).

Proposicao 5.0.7. Q(f) C CR(f).

Demonstragao. Considere x € {2 e € > 0. Escolha 6 > 0 com 4 < 5 tal que:

dla,y) < 6 = d(f(2), f(y)) < &

Seja U uma vizinhanga de x contida na bola de centro x e raio 6. Como x é nao
errante, existe n € N tal que f™"(U) NU # 0. Observe que se n = 1 entao f(U)NU # ()
e portanto {x,z} é uma e-cadeia de x a . Se n > 1 podemos encontrar y € U tal que
f"(y) € U. Assim {z, f(y), -+, f"*(y),z} é parte de uma pseudo érbita periddica e em

particular, é uma e-cadeia de = a x. O

Uma consequéncia deste ultimo resultado ¢ a sequéncia de inclusoes:



36

Per(f) C L(f) CQ(f) € CR(f)

Definicao 5.0.8. Sejam f : M — M um difeomorfismo e A C M wum conjunto hi-
perbolico. Dizemos que A tem estrutura de produto local (EPL), se existe § > 0 tal que

dados x,y € A com d(z,y) < 0 tem-se [z,y] := Wi(x) N W*(y) € A e é um tnico ponto.

Para garantir a unicidade do ponto que sombreia a pseudo 6rbita no lema de
sombreamento usaremos a definicao de transformacoes expansivas.

Uma transformacao continua f : M — M num espago métrico M é dita expansiva
se existe 4 > 0 (chamado de constante de expansividade) tal que, dados x,y € M com
r # y, existe n € N tal que d(f™(z), f*(y)) > §. Em outra palavras, quaisquer duas
6rbitas distintas podem ser distinguidas por um tamanho ¢ em algum momento de suas
iteradas.

Quando f é invertivel pode-se estender a definicao de transformacao expansiva
do seguinte modo: f serd expansiva se existe & > 0 tal que, dados x,y € M com x # y
existe n € Z tal que d(f"(z), f"(y)) > 0. Esta propriedade é vélida em todo caso, uma
vez que N C Z.

Equivalentimente: uma transformacao continua f : M — M num espaco métrico
compacto é expansiva se existe 0 > 0 tal que d(f™(x), f"(y)) < 0 para todo n € N implica
que z = y. Quando f : M — M invertivel, dizemos que ela é expansiva, se existe § > 0

tal que d(f"(x), f"(y)) < d para todo n € Z implica que = = y.

Proposicao 5.0.9. Seja A € M um conjunto hiperbdlico para um C* difeomorfismo f |

k > 1, sobre um variedade diferencidvel M. Entao f|n € expansiva.

Demonstracao. Tome € como no Teorema 4.0.28 e sejam © € M e y € A. Se tivermos
d(fi(z), f(y)) < e para todo j € Z entdo, olhando as iteradas para o futuro concluimos
que z € W#(y) e olhando as iteradas para o passado concluimos que x € W¥(y), ou seja,

x € Wi(y) N WH(y), assim x = y e portanto f|, é expansiva. O

Agora estamos prontos para enunciar e demonstrar o tema deste capitulo. Assu-

miremos que a métrica usada seja do tipo adaptada.

Teorema 5.0.10 (Lema de Sombreamento). Sejam f: M — M um difeomorfismo e
A C M um conjunto hiperbolico. Dado B > 0 existe a > 0 tal que toda a-pseudo orbita

em A € B-sombreada por um ponto de M. Além disso:

1. Se A tem EPL entdo a pseudo orbita é sombreada por um ponto de A;

2. Se A tem EPL e B < %, onde & > 0 € a constante de expansividade de f, e a

sequeéncia for infinita para o passado e para o futuro, entao o ponto que [3-sombreia

é unico.
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3. Se o ponto z € M que [3-sombreia € unico e a a-pseudo orbita € periodica, entio z

serd periddico'
Demonstracao. Seja > 0. Considere U uma vizinhanga compacta de A tal que

A=) )
nez
ainda seja um conjunto hiperbélico 2. Podemos supor que 3 é suficientimente pequeno de
maneira que o conjunto {y : d(y,A) < g} C U.
Tomemos € > 0 e A > 0 como no Teorema 4.0.28 aplicado a A, tais que e+5\ < 3,

ou melhor, 5 < . Perceba que

fFWe () € WR(f () (5.1)

e que
W () € Wii(f (). (5.2)

Escolha a < € de modo que se z,y,2 € A, d(z,y) < a e z € W;.(y) entdo
WE(z) N W(z) # 0 e é um tnico ponto. Seja {x,}neny uma a-pseudo érbita positiva em

A. Para cada n > 0 considere pontos z, € M por recorréncia, da seguinte forma:
1. zZ0 — Ig
2. paran > 1, z, = Wi (z,) N WX(f(zn-1)).

Suponhamos que temos definido z,_, provemos que z, esta bem definida. De
fato, como 2, 1 € W2(,_1) € 2,1 € A por (5.1) vale que f(2,_1) € Wi (f(x,_1)). Como
{Zn }nen é a-pseudo Orbita temos que d(f(z,-1),2,) < «, logo pela meneira como « foi
escolhido concluimos que W2 (z,) "W (f(2,-1)) tem interse¢ao nao vazia constituida por
um tnico ponto, que chamaremos de z,. Temos que provar agora que 2, € A. Observe
primeiro que d(f7(2,), f/(x,)) < Me < 3,V > 0. Por outro lado, para qualquer 0 < i <n

e 7 > 1 temos

d(f ™ (=), [~V (zim0)) = d(f 77 (), f(F(2im))) < Ne

Entao, se 1 < j < n segue que

LA unicidade pode ocorrer sem que A tenha EPL, como exposto em [18]
2Sempre podemos fazer isso em tais condigdes: coroldrio 2.2.1 de [17]



f Weu(f(zn-1)) Weu(f(zn))

. Wgs(xn) Wes(xn+1)

f1(zn+1)

W, (f(z,.2)

Wes (X n- 1) y ‘

Figura 5.3: Construcao de z,

d(f_j<zn)a anj) S Z d(f_(j_i)(znfi)? f_(j_i_l) (anifl))

i=0

-1 J

< D NTe=3 e
=0 i=1
e portanto
J
d(f J(Zn)a xn—j) S \d(f_] (Zn>7 Zn_]) + d(Zn_], ZL'n_]) S Ae < 11— < 6

Além disso, se j > n analogamente a (5.3) concluimos que
d(f 7 (zn), 97 (20)) = d(f(za), [T (20))
n—1
DA i), 7O (i)
i=0

IN

n—1

< > NTe<p

1=0
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Logo, temos que d(f7(z,),A) < 8 e portanto z, € A. Além disso, se definirmos

Yn = f"(2,) temos por (5.5) que

d(f? (yn),z;) < B para 0<j<n.
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Agora se y é um ponto de acumulagao de y,, temos que d(f’(y),z;) < j, para
todo j > 0. Ou seja, dado uma a-pseudo-érbita arbitraria positiva, encontramos um
orbita positiva que a [-sombreia.

Finalmente se {x,},cz é uma a-pseudo-6rbita, para cada m > 0 consideramos
Wy, que sombreia {x, }n>_m, ou seja, d(f(f™(wn)),z;) < B para todo —m < j < +oo.
Logo, se z é um ponto de acumulagao de f™(w,,) temos que d(f™(z),x,) < f para todo
n € Z. Concluimos a afirmagao principal do teorema, agora vamos provar os itens (1) e
(2).

Item (1): se A tem E.P.L. vemos, por construcao, que os pontos z, € A, como A
é fechado, também z € A, finalizando a prova do item.

Item (2): Como A tem EPL, pelo item anterior, se y1,ys S-sombreiam {x, },ecz
entao 1,42 € A, donde decorre que f serd expansiva para iteradas positivas ou negativas,

com constante de expansividade § > 2/ (por hipétese), como

d(f" (1), ["(y2)) < d(f"(y1), 2n) + d(@n, [ (42)) S B+ 5 <0, Vn € Z

por expansividade concluimos que y; = y»
Item (3): se {,}nez for uma a-pseudo 6rbita periédica de periodo k, teremos

que {f™"(2)}nez € {f"(f¥(2)) }nez B-sombreiam {, }necz, por unicidade f*(z) = z e isso
conclui a prova do teorema. O

5.1 Consequéncias do Lema de Sombreamento

Nesta se¢ao vamos demonstrar alguns resultados bem interessantes em Dinamica
Hiperbdlica que sao consequéncias do Lema de Sombreamento.

Recordemos que o conjunto limite de f, L(f), é a unidao: L(f) = Ly(f) U L_(f)

em aue Ly (f) = |J wl@) e L(f) = U a().

xeM zeM

Corolario 5.1.1. Se o conjunto L(f) € hiperbdlico entao

L(f) = Per(f).

Demonstragao. J& sabemos que Per(f) C L(f), para concluir o resultado provemos que

L(f) C Per(f).

Seja x € L(f), por definicdo, = é acumulado por alguma sequéncia, digamos
x, € w(yn), dessa forma, basta provar que se z € w(y) entdo pode-se aproximar z por um
ponto periddico arbitrariamente proximo de z. Tome S e a como no lema de sombreamento

e sejam € = 23 e n > 0. Considere a vizinhanca

V={exeM:dxz L(f)) <n}
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Note que, existe ng tal que, para n > ng f"(y) € V. Considere agora ny, > ny > ng
tais que d(f™ (y),z) < min{d/2,¢/2} e d(f™(y),z) < min{d/2,€/2}. Assim podemos

construir a d-pseudo dérbita periddica

{' o 7fn2(y)7fnl(y)7fnl+1(y)7 T 7fn2_1(y)7fn2<y)7fn1(y)7 o }

Portanto existe um tinico ponto® y, que estd 8 préximo de f™(y), pelas desiguldades
vistas acima, isso implica que gy, estda € proximo de z, como ¥y é unico, pelo item 3 do

lema de sombreamento g, é periédico, o como que conclui a prova. O

Um conjunto compacto A, f-invariante, é chamado de maximal se existe uma

vizinhanga U de A tal que

A=) fU)

ne”

Corolario 5.1.2. Um conjunto hiperbolico A é maximal se e somente se A tem E.P.L.

Demonstracao. Primeiro suponhamos que A é maximal, ou seja, existe uma vizinhaca U

de A satisfazendo

A=) 1)

nez
Seja € > 0 tal que d(A,x) < € para todo x € U. Tome 6 > 0 pequeno de maneira
que d(z,y) < ¢ implica que W?(z) N W*(y) = [z, y] é um ponto, seja z este ponto.
Note que se z,y € A temos, para j > 0,

d(f(2),A) < d(f(2), f/(2)) < Ne<e

d(f7(2),A) < d(f7(2), [ (@) Ve < e
portanto f"(z) € U, para todo n € Z, ou seja, z € A.

Por outro lado, suponha que A tem E.P.L., usando o lema de sombreamento
para A, tome «, 5,7 > 0, tais que toda a-pseudo orbita em U = B(A,n) é unicamente
[-sombreada.

Seja z € () f™(U), entao f*(z) € U, ¥Yn € Z, {f™(z)} é uma a-pseudo 6rbita e

nez
logo é sombreada por y € A. Por unicidade, z =y € A. O

Corolario 5.1.3. Se A € um conjunto hiperbdlico maximal entao

Per(fla) = Q(f]a)

3Nota de rodapé do item 3 do lema de sombreamento
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Demonstracdo. Ja vimos que m C Q(f|a). Para a reciproca usaremos o lema de
sombreamento para conjuntos maximais. Seja x € Q(f|5) e considere a bola de raio € > 0
e centro x, U. = B(x,€), como z é nao errante existe algum z € U, N f" para alguma
iterada n € N, logo {--- ,x,2, f(2), -, f"(2),x, -+ } é uma e-pseudo Orbita periddica.

Se ela é §-sombreada por um w, temos que w € AN B(x,d), logo x € Per(f|x) ]

Uma outra consequéncia importante do lema de sombreamento consiste no fato

de que todo transversalidade homoclinica é acumulada por pontos periédicos.

Definig¢ao 5.1.4. Sejam f: M — M um difeomorfismo e p um ponto fixo (ou periddico)
hiperbélico. Um ponto q # p é chamado homoclinico em relagdo ap se ¢ = W5 (p)NW*(p).

O ponto q serd dito homoclinico transversal se em q a intersecao for transversal.

Corolario 5.1.5. Se g € um ponto homoclinico transversal entio q € Per(f).

W(p)

- —
| -

p+ q] w*(p)

Figura 5.4: Ponto homoclinico transversal

Demonstragao. Seja g € W#5(p) h W*(p) ponto de interse¢ao transversal, podemos supor
p fixo, entdo A = {p}UO(q) é hiperbdlico. Para k suficientemente grande, podemos tomar
uma e-pseudo 6rbita {p, f7*(q), - ,q,- -, f*(q), p} para todo € > 0, logo o ponto que
sombreia é periédico e pode ser tomado arbitrariamente préximo de ¢, além disso, por

expansividade, é tinico. O

Encerraremos o capitulo com um resuldado sobre estabilidade, sua demonstracao

é consequéncia do lema de sobreamento e pode ser encontrada em [18].

Corolario 5.1.6 (Estabilidade do conjunto hiperbdlico maximal). Seja A; hi-
perbolico mazimal para f: M — M. Entao existe uma vizinhangca U de Ay e Vi de f na

topologia C* tal que Ay =,y g*(U) é conjugada a Ay para toda g € V.



Capitulo 6

Teorema da ()-Estabilidade

Neste tultimo capitulo apresentamos uma andlise mais descritiva do compor-
tamento das Orbitas de um sistema dinamico hiperbdlico. Iniciamos com o teorema
da decomposicao espectral e como resultado principal, demonstramos o teorema da €2-
estabilidade.

6.1 Decomposicao Espectral

O teorema da decomposigao espectral estabelece que se o conjunto limite L(f)
de um difeomorfismo é hiperbdlico entao este conjunto se decompoe em pecas invariantes
com estrutura de produto local e a dinamica nestas pecas é transitiva. A demonstracao

deste resultado é consequéncia do teorema que segue.

Teorema 6.1.1. Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C* definido em uma
variedade compacta M. Se o fecho do conjunto dos pontos periddicos Per(f) é hiperbélico

entao existe uma decomposicao

Per(f)=AU---UA,

em conjuntos N\; hiperbolicos, com estrutura de produto local, dois a dois disjuntos e a

restricao de f a cada A; € transitiva.

Observe que a questao central da prova consiste em construir uma particao ade-
quada do conjunto Per(f). Como classes de equivaléncia geram uma parti¢ao do conjunto,
esse problema é resolvido se construirmos uma boa rela¢ao de equivaléncia em Per(f), isto
é, precisamos de uma relagao de equivaléncia cujas classes sejam fechadas, hiperbdlicas,

com EPL e transitivas.

42
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Construiremos uma tal classe da seguinte forma: denotando por M uma intersecao

transversal, dados p, ¢ € Per(f) dizemos que p e ¢ estao relacionados (p ~ ¢) quando

W*(O(p)) h W*(O(q)) e W*(O(q)) h W*(O(p)).

Figura 6.1: Construcao da relagao de equivaléncia

Devido ao A-Lema, nao é dificil ver que temos uma relacao de equivaléncia. De-

note por H(p) o fecho da classe de equivaléncia de p. Vamos a prova do teorema.

Demonstrag¢ao. Considere H(p) definido acima. Provaremos que H(p) satisfaz todas as
propriedades listadas aos A;, dai tomaremos os A; como sendo os H(p).

Como estamos considerando H (p) como sendo o fecho da classe de equivaléncia
de p € Per(f), precisamos provar que sao duas a duas disjuntas.

Considere entao p,q € Per(f), como H(p) # H(q) se existe z € H(p) N H(q)
entdo tomando-se pontos periddicos p; € H(p) e ¢1 € H(q) suficientimente proximos de
x, pela continuidade da variedade estavel, as variedades estaveis e instaveis de p1,q; se
intersectam transversalmente, logo p; ~ ¢ e portanto H(p) = H(q). Absurdo!.

Como estamos querendo tomar os A; como sendo conjuntos da forma H(p), deve-
mos provar que existem finitos H(p). Sabemos que W(f) ¢é compacto hiperbdlico, assim,
existe € > 0, tal que se dois pontos de W estao e-distantes, suas variedades estaveis

e instaveis tém pontos de intersecao transversal. Definimos
V,={x € M :d(z,H(p)) <¢€/3}

Note que, se H(p) # H(q) e x € V, NV, entao existem P, € H(p) e ¢ € H(q)
periédicos com d(py, z) + d(z,q1) < €/3+€/3 = d(p1,q1) < € e portanto p; ~ ¢, ou seja
H(p) = H(q), contrariando a hipétese, logo V, NV, = ().

Como W C Upeper(f) V,, por compacidade, existem finitos H(p).

Provaremos agora que H(p) tem E.P.L.

Na verdade provaremos um resultado mais geral, a saber: se z € W*(x) h W"(y)
cw € W(y) h W*(z), com z,y € H(p), entdo z,w € H(p). Como H(p) ¢ fechado e as
variedades estaveis e instaveis sao continuas, podemos nos restrigir ao caso em que x,y

sao periddicos.
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Para esse fato precisamos mostrar que z, w sao aproximados por pontos periodicos
em H(p).

Usando o mesmo argumento do colorario 5.1.5. definido o conjunto hiperbdlico
A={p,q} UO(z) UO(w)

Teremos, pelo lema de sombreamento, uma érbita periddica perto e como po-
demos tomar tao préximo quanto queremos, por continuidade da variedade estavel e
instavel, essa orbita deve estar na mesma classe de x e y, assim podemos aproximar z, w
como queriamos.

Por fim, provaremos que os H(p) sdo transitivos.

Para isso considere dois abertos U,V C H(p) e sejam p € U e g € V periddicos
em H(p). Usando o mesmo argumento acima e o lema de sombreamento concluimos que
a intersecao transversal das variedades estaveis e instaveis de um ponto periddico em
relagdo a outro estd em H(p). Assim, se z é um tal ponto, entdao z € H(p), tomando
se n suficientimente grande teremos f"(z) € U e f7"(z) € V, donde concluimos que

fM(U)NV # ) e portanto os H(p) sdo transitivos. Isso completa a prova do teorema. [

Observe que pelo Teorema 5.1.1 o conjunto limite L(f) coincide com o fecho do
conjunto dos pontos periédicos W(f), quando L(f) é hiperbdlico. Logo, como con-
sequéncia do teorema que acabamos de provar, temos que o conjunto limite L(f) se
decompode em conjuntos hiperbélicos transitivos com E.P.L.; esta propriedade é conhecida

como decomposicao espectral de um conjunto hiperbdlico.

Teorema 6.1.2 (Decomposicao Espectral). Se o conjunto L(f) é hiperbélico entao

existe uma decomposicao

L(f)=AU---UA,

em conjuntos N\; hiperbolicos, com estrutura de produto local, dois a dois disjuntos e a

restricao de f a cada A; € transitiva.

Os conjuntos A; da decomposigao espectral sao chamados de pegas basicas do

conjunto hiperbdlico.

Definig¢ao 6.1.3. Sejam f: M — M um difeomorfismo tal que seu conjunto limite L(f)
¢ hiperbolico e Ay,--- , A, as pecas bdsicas da sua decomposicao espectral. Definimos a

relacao de ordem parcial
Dizemos que f tem um r-ciclo se

Ay << <<\, = Ay
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O teorema da proxima secao mostra que quando nao existem ciclos entre as
pecas béasicas da decomposicao espectral do conjunto limite entao, em um certo sentido,

o difeomorfismo ¢é estéavel por pequenas perturbacoes.

6.2 ()-Estabilidade

No capitulo sobre conjuntos hiperbdlicos vimos a definicao de estabilidade, em
termos geral vimos que um difeomorfismo é estruturalmente estavel na topologia C" (ou
C"-estéavel), para r > 1, se existe uma vizinhanga na topologia C" desse difeomorfismo em
que todo difeomorfismo nessa vizinhanca é conjugado a ele. Veremos agora uma nocgao

mais fraca de estabilidade: a 2-estabilidade.

Definicao 6.2.1. Um difeomorfismo f : M — M ¢é Q-estdvel na topologia C", r > 1, se
existe uma vizinhanga Uy de f nesta topologia tal que para todo elemento g € Uyexiste uma

conjugacao topologica entre os conjuntos nao-errantes de f e g: existe homeomorfismo
h:Q(f) = Qg) tal que ho f o= g lag) ©h-

O teorema que vamos provar agora estabelece a ()-estabilidade para difeomorfis-

mos Axioma A e sem ciclo.

Teorema 6.2.2 (2-estabilidade). Seja f : M — M um difeomorfismo Azioma A e sem

ciclo. Entao f € Q-estdvel

Demonstracao. Sejam Aq,--- , A as pecas basicas da decomposicao espectral do conjunto
limite. Provaremos a (-estabilidade a partir da estabilidade local das pegas bésicas.

Para cada ¢ = 1, ...,k consideremos as vizinhancas U; de A;, disjuntas duas as
duas, satisfazendo f(U;) NU; = () quando @ # j.

Afirmamos que existe vizinhanca Vy de f tal que se g € Vs entao
Qg)cUU---UU

e além disso
Qg)NT; C () g (V).

nez
A ideia é que se isso nao acontecer entao existem difeomorfismos g, proximos a f que
sombreiam a dinamica de f e por isso fazem f possuir um ciclo.
Por absurdo, suponha que uma tal vizinhanga V; nao exista, logo podemos exibir
uma sequéncia g, — f e uma sequéncia x,, € Q(g,) com z,, ¢ U;U;. Como cada x,, € Q(g,)

entao existem y;, sz, e IS 5 00 tais que gﬁ{” (yr) — x, quando m — oo.
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Considere z; um ponto de acumulagao da sequéncia (z,,). Para nao carregar ainda
mais a notagao, vamos continuar indexando por n, isto é, z; é tal que z,, — z;. Note que
z ¢ U;U; pois x,, ¢ U;U; para todo n € N.

Considere agora iy, tais que a(z1, f) C Aj, e w(z, f) C A;,. Em particular

21 € WH*(A;)) e 21 € WH(A,,) e portanto temos que W*(A;,) N W#(A,,) # 0, isto é,
A <A,

Sendo z; um ponto da varidade estavel W*(A;,) da pega bésica A;, podemos tomar k; tal
que f*(z1) € Uy, Vk > k. Como

gn_>f7 l‘n—>Z1eyﬁLi>l‘n
concluimos que, para n ¢ m suﬁcientemente grandes gffbl (y;ll) c Uig- Fixemos
[y (m) = min{j > k1 : ¢}, (yn,) ¢ U }-

Observe que tal [T(m) existe porque ¢ (y,) — x, e z, ¢ U;,. Observe também que
IFim) <17.
Por outro lado {7(m)—k; — oo, caso contrério nio seria verdade que f*(z;) € Uy,

para k > ki. Seja z2 ponto de acumulagao da sequéncia (gg(m)(yfn)) e zy ponto de

2
n

acumulagao de (22). Temos que f~(z2) € Uy, para todo j > 0, pois If'(m) — k; — oc.
Dai, a(z, f) € A, e portanto z, € W*(A;,). Note que z; ¢ OT(z3) caso contrario
terfamos A;, < A;, o que é absurdo uma vez que, por hipdtese, nao existe ciclo. Assim

existe i3 tal que w(z2) C Ay, e portanto
Ay <A\ <A,

Deste modo, existe ko tal que f*(23) € Uy, para k > ko. Como z; ¢ O1(29) temos para n
e m suficientimente grandes [}(m) + ko < I",.

Procedendo da mesma forma que antes, fixemos % (m) e 23 ponto de acumulacao
de (gm+EmM)(yn)) e 23 ponto de acumulacdo de (23). Dessa forma, indutivamente,

construiremos uma sequéncia iy, io, « -+ + , iy, - - tal que
VAR R I VIR

Como existe uma quantidade finita de pecgas basicas, este processo acabara for-
mando um ciclo, absurdo! Isto demostra que existe uma vizinhanca Vy de f tal que se
g € Vs entao

Qg) cULU---UUy.

Uma vez que podemos diminuir V; de modo que g(U;) N U; = () para todo g € Vy,
concluimos que se = € Q(g) N U; entao g"(x) € U;, para todo n € Z.
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Vamos agora a prova da estabilidade local. Provaremos que se definirmos
Ai(g) = () 9"(U)
nez
entao existe h; : A;(g) — A;(f) tal que foh; =h;og.
Para tanto, assumiremos que para cada ¢ = 1, ..., k as vizinhancas U; e também

V; sao pequenas o suficiente para satisfazarem:

1. Existe uma constante v > 0 tal que a restri¢do g |4,(5) tem constante de expansivi-

dade vy para toda g € Vy;

2. Considerando a > 0 tal que toda a-pseudo érbita em A;(f) para f é v/4 sombreada

por uma érbita em A;, exigimos entao:

(a) Existe § < min{«a/3,7/4} tal que se z,y sdo tais que d(x,y) < J entao
d(g(z),9(y)) < a/3 para toda g € Vy;

(b) Ailg) C{y € M = d(y, Ai(f) < 6}

(¢) d(g(x), f(x)) < a/3 para todo z € M e toda g € Vy.

Dados x € A;(g) e n € Z, considere x,, € A;(f) tal que d(z,,g"(x)) < 6. Deste

modo, (z,) é uma a-pseudo érbita para f pois

A(f(@n), Tns1) < d(f(@n), 9(xn)) + d(g(wn), 9(9" (%)) + d(g™ " (2), Tns1)
<

Pelo lema de sombreamento, existe y € A;(f) tal que d(f"(y), x,) < /4, para todon € Z.
Concluimos entao que dado = € A;(g) é possivel encontrar y € A;(f) tal que

d(f"(y), 9" (2)) < d(f"(y), ) + d(@n, g"(2)) < y +0 < 0.
Observe que y é Unico, pois v é constante de expasividade em A;. Portanto, para cada
i=1,---,k estd bem definida a aplicacdo h; : A;(g) — Ai(f) por h(x) =y, ou seja, h(x)

é o unico ponto que satisfaz
d(f"(hi(z)), g"(z)) < % para todo n € Z.

Segue da definicao de h; que foh; = h;og. Além disso cada h; é continua e injetiva, pois
~ também é constante de expansividade de g em A;(g).
Verificaremos agora que h; é sobrejetiva. A estratégia serd mostrar que h; é

sobrejetiva no conjunto dos pontos periodicos de f |4, (), isto é, mostraremos a inclusao

Per(f |a,p) C hi(Ai(g))
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dai, sendo Per(f |a,(s)) denso em A;(f) e A;(g) um conjunto compacto, concluiremos a
sobrejetividade de cada h;.

Podemos supor que a vizinhanga V; é conexa. Dada g € Vy considere um arco
continuo ¢; € Vy com t € [0, 1] satisfazendo go = f e g1 = g. Seja pp um ponto periédico
de periodo k£ de f. Como pgy é hiperbdlico, existe s > 0 e uma unica funcao continua
p: [0,s] — M tal que p(t) é um ponto periédico de g; para todo t € [0, s] e p(0) = p.
Afirmamos que é possivel estender p, de maneira tunica a todo intervalo [0,1]. De fato,
considere

8o = i%%]{ap : [0, 8] = M continua, g;(p(t)) = p(t) ep(0) = po}.
Suponha que sg < 1. Denote por p(sg) o ponto limite de p(¢) quando ¢t — sg. Note
que p(sp) é um ponto periddico de g5, de periodo menor ou igual a k. Além disso, como
O(p(so)) C U; concluimos que p(sg) é hiperbdlico. Assim, para todo t perto de sy existe
um tnico ponto periédico p(t) de periodo igual ao de p(sy) em uma vizinhaga de p(sp).
Entao o periodo é k£ e podemos estender p a uma vizinhanca de sq. Isso contradiz o fato
de sg ser o supremo, e portanto a afirmacao é verdadeira.

Considere agora py e qo pontos periddicos distintos de f. Utilizando o mesmo
argumento temos que p(t) # ¢(t) para todo t € [0,1]. Deste modo, concluimos que o
nimero de pontos periddicos de periodo k de g em A;(g) é igual ao de f em A;(f). Como
h; é injetiva e manda pontos periddicos de periodo k£ em pontos periddicos de periodo k,

temos a inclusao

Per(f [a:n) C hi(Ai(g))-

Como comentamos anteriormente, esta inclusao € suficiente para concluir a sobrejetividade
de cada h;. Uma vez que ja provamos a injetividade e a continuidade concluimos entao
que h; é um homeomorfismo.

Para concluir a prova do teorema, basta definir b : Q(g) — Q(f) por h(z) = h;(z)
se x € A;(g). A aplicagao h nos da a Q-estabilidade. O

No teorema acima é essencial que a dinamica nao tenha ciclos, caso contrario nao

teremos a (2-estabilidade, como podemos ver no exemplo abaixo.

Exemplo 6.2.3 (Axioma A com ciclo nao é Q-estavel ). Considere a dinamica f
abaixo conhecida como coracao de Palis, onde p e q sao selas hiperbdlicas.
Note que p << q << p, ou seja, f tem um 2-ciclo. Tomemos uma perturbacao g
de f em uma vizinhanga de x € W*(q) N W*(p) criando uma tangéncia homoclinica.
Aplicando o A-lema a uma vizinhanca de x contendo a secao transversal criada

pela perturbacdo g, vemos que todos os pontos dessa secao pertencem a €(g), ou seja
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Figura 6.2: Coragao de Palis

Q(g) € infinito,como Q(f) € finito, concluimos que f nao é Q-estdvel. Mas ainda, g ndo

¢ Azioma A, pois em x nao temos a decomposicao em E°, E.

No inicio desta secao dissemos que a 2-estabilidade é uma nocao mais fraca de
estabilidade do que a estabilidade estrutural, vamos finalizar este trabalho exibindo um

exemplo que deixa claro essa afirmativa.

Exemplo 6.2.4 (Q-estavel nao estruturalmente estavel). Tome a dindmica a se-

guinte dinamica no toro:

P4

Figura 6.3: Dinamica Q-estdvel nao estruturalmente estavel

Onde py € repulsor, ps e py sao selas e py € atrator, todos hiperbolicos. Entao
Per(f) = Q(f) = {p1,p2, p3, pa} € um conjunto hiperbélico e, portanto, Azioma A. Note
que a dinamica nao tem ciclos, logo € 2-estdvel.

Por outro lado, como W*(py) = W"(ps) = I, I intervalo, nao temos a condi¢ao
de transversalidade forte, o que implica que a dinamica nao é estruturalmente estavel.

Poderiamos ainda tomar uma perturbagdao g de f com tangéncia entre Wi (ps) e
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Wi (ps), donde seque que W (p2) "W, (ps) € um conjunto enumerdvel e W (p2) N W} (ps3)

¢ um intervalo, logo f e g ndao sao conjugadas.
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