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Resumo

Neste trabalho, dissertamos sobre solugoes homograficas, configuracoes centrais
e sobre a conjectura de Saari, tendo como foco o artigo “Saari’s conjecture of N-body
problem in the colinear case”devido Diacu, Pérez-Chavela e Santoprete [7]. Nesse artigo,
consideram o problema colinear de n corpos regido por um potencial que depende ape-
nas das distancias mutuas. Nessas condicoes, eles conseguem verificar a veracidade da
conjectura de Saari e mostrar que apenas as solucoes colineares momento angular nao
nulo, regido por um potencial de grau de homogeneidade o # —2, sao homograficas e

balanceadas.

Palavras-chave: Solucao homografica; Configuracao central; Conjectura de Saari.



Abstract

In this work, we discuss homographic solutions, central configurations and the
Saari conjecture, focusing on the article “Saari’s conjecture of N-body problem in the
colinear case”due to Diacu, Pérez-Chavela and Santoprete [7]. In this paper consider the
collinear problem of n bodies governed by a potential that depends only on mutual distan-
ces. Under these conditions, they can verify the veracity to Saar’s conjecture by showing
that only the non-zero angular momentum colinear solutions governed by a potential

homogeneity o # —2 are homogenous and balanced.

Keywords:.Homographic solution; Central configuration; Saari’s conjecture.
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Introducao

Os astros celestes, como planetas, estrelas, cometas e satélites naturais, cativam
o ser humano desde os primérdios da histéria. Apesar de existirem muitos registros
antigos descrevendo o movimento dos corpos celestes, as primeiras evidéncias de uma
teoria aceitdvel sobre esses fenomenos surgiu em 1687, ver [21], quando Newton apresentou
o seu tratado sobre a forca gravitacional e as leis do movimento, no qual ele conseguiu
descrever o movimento de dois corpos influenciados somente pela forca gravitacional.
Essas descobertas deram inicio ao que hoje conhecemos como Mecanica Celeste.

Em busca de estender os resultados obtidos por Newton para uma quantidade
maior de corpos, Poincaré percebeu que nao era possivel encontrar uma solugao analitica
para o problema de 3 corpos utilizando as equagoes obtidas por Newton. Entretanto, no
século XVIII, Euler, estudando o sistema formado por Lua, Sol e Terra, conseguiu mostrar
a existéncia de solucoes onde trés corpos permanecem alinhados para cada instante e
cada um desses corpos descreve trajetérias elipticas, ver [9]. Apds cinco anos, Lagrange,
obteve as mesmas solucoes encontradas por Euler e descobriu a existéncia de solugoes
particulares para o problema formado por trés corpos, onde esses corpos configuram um
triangulo equildtero em cada instante, ver [11].

O questionamento que surge é sobre a existéncia de solugoes para o problema
formado por n corpos e, até os dias atuais, a resposta para o caso geral é negativa,
mas, tomando restrigoes sobre o movimento dos corpos, é possivel mostrar a existéncia de
solugao para esse problema. Uma dessas restri¢oes é parte do objetivo desse trabalho, essas
solugdes sao conhecidas na literatura por “solugoes homogréficas”, ver [26], essa solugao
tem por caracteristica reduzir as distancias mituas entre os corpos a um valor constante,
0 que, como veremos, equivale a garantir a preservagao das configuracoes iniciais por meio
de rotacoes e translagoes. Em particular para n = 3, tanto a solugao de Lagrange quanto
a de Euler sao homograficas [26]. Para solugoes desse tipo, a aceleracao de cada corpo
é proporcional a posicao, essas configuracoes passaram a ser muito importantes devido
as suas relagoes com solugoes homograficas e passaram a ser chamadas de “configuracoes
centrais”. Esse tipo de configuracao também possibilita entender mudancas na topologia

dos conjuntos de nivel de energia e no momento angular do problema de n corpos.



Mesmo com a importancia das configuracoes centrais para solugoes homograficas,
pouco se sabe sobre esse problema para n qualquer. Um problema ainda sem solucao
completa é sobre a finitude de classes de configuracoes centrais, o qual esta presente na
lista de Smale sobre problemas mateméticos para o século X XTI, ver [25], e foi sugerido

por Wintner como uma conjectura, enunciada da forma:

Conjectura 0.1. Para n massas positivas, o numero de configuracoes centrais planares

ndo equivalentes (mdédulo rotagées, translagoes e dilatagioes) é finito.

Para n qualquer ainda nao se tem uma resposta completa, exceto para o caso
colinear, em que Moulton, ver [19], provou que o nimero de configuragoes é finito, e mais
precisamente sao %' classes de configuracoes, uma para cada ordenacao das massas. Para
o caso planar, dado n massas iguais, é possivel garantir que esses corpos localizados nos
vértices de um n-agono regular formam uma configuragao central, permitindo generalizar
o que Lagrange obteve para n = 3.

Apesar do problema de n corpos possuir mais interpretacoes fisicas quando cada
corpo esta em um espago de dimensao 2 ou 3, do ponto de vista matemaético, surge a
necessidade de generalizar o problema para dimensoes maiores, assim o problema de n
corpos passa a ser estudado em R, onde d indica a dimensdo onde cada corpo pon-
tual esta inserido, ou seja, quando d = 2 e d = 3, estamos no caso planar e espacial,
respetivamente, como R é um espaco euclidiano, é natural considerar o problema com
as configuragoes em um espago euclidiano qualquer E. Albouy, em [1], descreve como o
problema pode ser estudado nesse caso.

Voltando as solugoes homograficas, um tipo de restricao muito estudada para esse
tipo de solugao é conhecido como equilibrio relativo, ocorre quando consideramos que nao
existe dilagao ou translagao na solugao homografica. Passando, assim, a ser influenciada
apenas pela rotacao. Dentre as aplicacoes desse tipo de solu¢ao, podemos citar sua relacao
com as configuragoes centrais e uma conjectura devido a Saari, quem relaciona equilibrio
relativo e o momento de inércia, ver [22]. Saari, estudando o problema de n corpos, provou
em [23] que, quando a solugado tem potencial constante em um intervalo de tempo finito,
tanto o potencial quanto o momento de inércia também sao constantes para todo tempo,
notando que, quando ha solugao de equilibrio relativo, o momento de inércia é constante.
Nesse sentido, Saari levantou um questionamento sobre a reciproca dessa afirmacao em

forma de conjectura.

Conjectura 0.2. Toda solugao do problema de n corpos com momento de inércia cons-

tante € um equilibrio relativo.

Em outras palavras, em um sistema com momento de inércia constante, as

particulas se comportam como corpos rigidos. Com o passar do tempo, muitos esforgos



tém sido feitos para entender essa conjectura, mas muitos trabalhos falharam ao ten-
tar obter o resultado crucial. Mas, recentemente, utilizando métodos variacionais, Alain
Chenciner e Richard Montgomery provaram a existéncia da solugao “figura oito”, em [6],
que foi descoberta por Cristopher Moore, em 1993. Carles Simé6 [24] fez um estudo
numérico sobre essa solucao e descobriu que o momento de inércia é aproximadamente
constante, mas nao é um equilibrio relativo. Isso tem motivado varias pesquisas na direcao
de tentar mostrar a veracidade da conjectura em casos particulares.

Nessa dissertagao, mostraremos com base no artigo [7] devido a Diacu, Pérez-
Chavela e Santopreti, que para o caso colinear de n corpos com momento angular nao
nulo a conjectura ¢ verdadeira.

No primeiro capitulo desse trabalho, procuramos apresentar as principais de-
finicoes e resultados que permitem a compreensao dos proximos capitulos, dessa forma,
fazendo papel de capitulo preliminar. No capitulo 2 baseados em Livro do Wintner [26],
apresentamos os principais resultados sobre solugoes homograficas e sobre suas solucoes
particulares, encerrando o capitulo com o teorema de Lagrange-Pizzetti. No terceiro
capitulo, definimos o que sao configuracoes centrais e suas principais relagoes com as
solugoes homograficas, em seguida, falamos sobre a conjectura de finitude e localizacao
de particulas, sendo esse capitulo baseado em [26] e [13]. Por fim, no capitulo 4, falamos
sobre a conjectura de Saari, mais precisamente o caso colinear presente no artigo [7], mas,
antes, definimos alguns itens importantes e citamos alguns resultados presentes em [1],
[4] e [5], servindo de preliminar para o artigo. Concluimos o capitulo falando sobre a
extensao da conjectura de Saari, e comentamos sobre sua veracidade no caso colinear de

N COrpos.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos defini¢oes e nogoes bésicas sobre Mecanica Celeste,
bem como alguns teoremas e proposicoes que auxiliam como pré-requisitos para a com-
preensao dos capitulos subsequentes. Todos esses resultados podem ser encontrados no
livro do Wintner [26].

1.1 O Problema de n Corpos

O problema de n corpos preocupa-se em estudar a dinamica de n particulas com
massa m; > 0, posicoes r; € R com i = 1,...,n e d = 1,2, 3, movendo-se de acordo com

as leis de Newton:

durante todo o texto iremos considerar G = 1.

Seja r = (ry,...,r,) € R, o potencial Newtoniano serd dado pela expressao
Z i
vy — 1y’
onde U ¢é de classe C*°. Quando r; = r;, a equagao (1.1) nao estd bem definida, o que
motiva as defini¢oes abaixo:
Defini¢ao 1.1. O conjunto A= U A;; é chamado conjunto pontos de colisao, onde
Aij= {I‘ S Rd"/rl- = I'j}.

Definigao 1.2. O conjunto X = R/ A é chamado de espaco das configuracoes para
a equacdo (1.1). O conjunto X = (R%/ A) x R ¢ chamado de espago de fase para a
equagao (1.1).



Segue da Segunda Lei de Newton que a forga de atragao gravitacional entre uma

particula 5 e uma particula ¢ é dado por

FMZTWWKW—FJ

vy — 3
A forca total sobre a particula 7 é dada por
F, =) Fy
J#1
de outra forma
Reformulando a equagao (1.1), para d = 3, temos

oU (r oU (r ou (r)
or;1 ’312‘2 731“13 ’

Wm:mmm:(

onde VU simboliza o gradiente U em r. Note que, devido ao grau de suavidade de VU (r),
o teorema de existéncia e unicidade para EDO (Equacao diferencial ordinéria) garante
que, dado uma condicao inicial, o problema (1.1) admite uma tnica solugao.

No capitulo 4, a funcao potencial U serd considerada em um contexto mais geral,

sendo escrita em funcao de um nimero real o da seguinte forma

1
Ur) == > mamylri =], (1.2)
1<t
onde o potencial newtoniano é obtido pondo o = —1.
Observacao 1.3. Quando a = —2, a equacao modela o movimento de vértices pontuais

no plano. Nesse caso, as massas sao interpretadas como vorticidades. Tal problema possui

uma formulagdo similar ao problema de n corpos. Ver [20].

Definicao 1.4. Sejam m; e r;, respectivamente, massas e as posi¢coes dos corpos com

i =1,..,n. O vetor escalar
n
1
- g m;ry,
gt
é chamado centro de massa, onde j1 =Y, m; € a massa total do sistema.

Lema 1.5. Ao longo de cada solu¢ao da equagao (1.1), existem vetores constantes A e B

dependendo apenas das condigoes iniciais, tais que
C(t) = At + B,

ou seja, o centro de massa desloca-se em linha reta com velocidade angular constante.



Demonstragao. Ver [26].

]

Lema 1.6. O centro de massa nao depende da escolha da origem do sistema de coorde-

nadas.

Demonstragao. Ver [26].

]

Observacao 1.7. Devido aos dois lemas anteriores, vamos considerar, no restante do

trabalho o centro de massa fixado na origem do sistema de coordenadas, também conhe-

cido como referencial inercial baricéntrico. Durante esse trabalho, salvo quando houver

alguma necessidade, consideraremos C(t) = 0 para todo t.

Definicao 1.8. O momento linear é dado por
P = Z m;v;,

onde v;(t) = ¥;(t) é a velocidade da particula i.

Definigao 1.9. Uma solugao para um problema de valor inicial tal que r(t) = r(to),

Vt € I, é chamada solucao de equilibrio.

Proposicao 1.10. O problema de n corpos nao admite solugoes de equilibrio.

Demonstracao. De fato, se o problema de n corpos admitisse uma solucao de equilibrio,

terfamos ¥;(t) = 0, consequentemente,

oU
3ri N

0,2=1,...,n.

Como a fungao potencial é homogénea de grau —1, mediante o teorema de Euler para

grau de homogeneidade (ver [26]), temos

ou
' 8ri
Por outro lado,
Sorg =0
or;

entao segue

logo U = 0, mas isso nao é possivel pois U é o somatério de termos positivos.

forma, concluimos que o problema de n corpos nao admite solugoes de equilibrio.

Dessa
O

Observagao 1.11. Apesar de o problema de n corpos nao admitir solugoes de equilibrio

é possivel restringir as solucoes a casos particulares de tal forma que algumas solugoes

possam ser vistas como equilibrios. Esse tipo de solucao sera estudada mais adiante e

serda denominada de Solucao de equilibrio Relativo.



1.2 Integrais Primeiras para o Problema de n Corpos

Definicao 1.12. Uma funcao diferenciavel £ : W C R" x R — R é uma integral primeira

para o sistema
T = f(x,t)

se ela é constante ao longo das trajetdrias, ou seja, se z(t) é uma solugdo da equagao,

entao

d
af(:v(t),t) =0.

O problema de n corpos ¢é regido por um sistema de EDO’s 6n dimensional, para

esse problema existem 10 integrais classicas, entre as quais estao:
1 Energia total;

2 As componentes do momento linear total;

3 As componentes do centro de massa do sistema;

4 As componentes do momento angular total.

Com essas integrais, é possivel baixar a dimensao no problema de n corpos para
6n — 10, mas ainda nao é suficiente para a solucao por integrais primeiras. O questiona-
mento que surge € se existem outras integrais primeiras para o problema de n corpos. O

proximo teorema que sera enunciado da uma resposta negativa para essa questao.

Teorema 1.13. No problema de n corpos, toda integral primeira que seja algébrica com
respeito as posicoes, momentos e tempo € uma funcao algébrica das integrais primeiras

cldssicas.
Demonstragao. Ver ([10]). O

Defini¢ao 1.14. (Momento Angular Total) A fungao vetorial definida por

n
K= E m;r; X ]Z'Z
i=1

chama-se momento angular.

Defini¢ao 1.15. (Momento de Inércia) A fungao escalar definida por

[ = %Zml\rl‘Q

chama-se momento de inércia.



Definicao 1.16. A funcao escalar definida por

I~ o

chama-se energia cinética. Denotaremos por H a energia total do sistema, definida por
H=T-U.

Proposicao 1.17. (Identidade de Lagrange-Jacobi) Para o problema de n corpos, temos
a sequinte identidade
[=2T-U=T+H=2H —2U, (1.3)

onde H € energia total do sistema.

Demonstra¢ao. Derivando o momento de inércia [ em relagao ao tempo, temos

n
I = E ML,
i

consequentemente,
I = Z m;rT; + Z m;T;T;
~ U
2"
= =2T-U,
assim, obtemos
1=2T-U.

]

Observacao 1.18. Como consequéncia da identidade de Lagrange-Jacobi, se I é cons-
tante, entao U e T sao constantes e a energia total H é negativa. De fato, sendo I é

constante, da relacao I =T+ H, obtemos que
T=-H. (1.4)

Além disso, substituindo a igualdade (1.4) na expressao I =2T—U e como I é constante,

temos
I =—-2H. (1.5)

Das relagoes (1.4) e (1.5), concluimos que H é negativo.



1.3 Distancias Mutuas

Uma variavel muito util que sera utilizada durante esse texto é chamada de
distancias mutuas, a qual é dada por r;; = |r; — r;|. Para todos os resultados dessa

se¢ao, supomos que o centro de massa esta fixado na origem.

Proposicao 1.19. O momento de inércia I pode ser escrito em funcao das distancias

1 oS mamir = 1
(]
Demonstracao. De fato, note que
DD mimgry =) Y mimglr — 1
i i
= 2.2 mamgle =23 3 mam;(riw) £ 3 ) mamg el
i i i

= 2ul — QZmi(ri . ijrj) +2ul.

J

mautuas, como seque

Como o centro de massa estd localizado na origem, ou seja, > ;myr; =0, concluimos que

Z Z ml-mjrfj =4ul.
i

De forma analoga, provam-se as duas proposicoes a seguir.

Proposicao 1.20. O momento angular K pode ser escrito em funcao das distancias
mutuas, como seque
1 n n
K= Z—ZZmimjnj X Tz]
.
Proposicao 1.21. A energia cinética T pode ser escrita em func¢ao das distancias mituas,
como seqgue
1 n n
T = @ Z Zmimjrij . Tz'j-
i=1 j=1
Observacao 1.22. Note que a energia potencial ja estd expressa em termos de distancias

mutuas

Proposigao 1.23. Se o momento de inércia € constante, entao todas as distancias mituas

ri; sao limitadas superior e inferiormente.
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Demonstragao. Da observacao (1.18), se I constante, entdo U é constantes. Assim, temos

1
I=-— Zmimjrfj > mmyry, (1.6)
P
=N Dy Ty (1.7)
i<j U "ij
Portanto, temos
; 1
0< DM << |2
mg;m;
O]

Essa proposicao mostra que, se o momento de inércia é constante, entao o movi-

mento ¢é limitado e nao existe colisao entre as particulas.

1.4 Sistemas Hamiltonianos

Definicao 1.24. Um sistema de equagoes diferencias ordinarias é dito Hamiltoniano se é

dado por um sistema de equacoes da forma

4 0H
€r = ==
9 (1.8)
{ =%

A funcao H : R*™ — R é chamada de Hamiltoniano do sistema.

Sistemas Hamiltonianos sao de suma importancia pois servem de ferramenta para
a modelagem de problemas onde a energia é conservada. A teoria de sistemas hamilto-
nianos ajuda a estudar o problema de n corpos, permitindo estudar singularidades do

problema e estabilidade de solucoes tanto do ponto de vista linear quanto nao linear.

Proposicao 1.25. O hamiltoniano é uma integral primeira do sistema hamiltoniano.

Demonstracao.

: 0H OH o0H o0H OH OH
Hiz,y) = VH(z.y) (‘a—y’ a—x) = (_0_3/) Ty e 0
O

Proposicao 1.26. Em sistemas Hamiltonianos, os volumes nos espacos de fase sao pre-

servados.
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Demonstracao. De fato, basta notar que o divergente do campo de vetores é nulo.

0 0N (L0 O\ 00 00N s~( 0H 0y,
ox’ Oy oy’ ox )  0Oxdy Oy dxr - oy;0x;  Ox;0y; )

O

Em determinados contextos, também é comum um sistema hamiltoniano ser de-
notado da seguinte forma:
z=JVH,

onde

VH = : :

Ozon

-()

¢ um vetor de dimensao 2n dimensional e J é a matriz antissimétrica dada por
J— 0 I,
-1, 0
com I, sendo a matriz identidade de ordem n x n.

Observacao 1.27. Note que, da definicao de J, que valem as seguintes propriedades:

J7'=J"=-J

J2 = _[271

Observagao 1.28. Note-se, ainda, na ultima defini¢ao, estamos considerando o sistema

hamiltoniano no caso autonomo. Para o caso nao autonomo, teriamos

H: R"xR"xR >R

z=JV,H,
onde JV,H ¢ gradiente de H relativo a z.

No problema de n corpos, podemos utilizar a notagao hamiltoniana para o sistema

(1.1), substituindo x por r e y por p = > . m,r;, obtendo-se o sistema

f:%_HZE
. ob e (1.9)

p:—W:VU
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onde H(p,r) =T (p) — V(r), isto é,

n

1 1 9
H(p,r) = Z E!m —U(r).
Utilizando a notacao hamiltoniana, podemos descrever o problema de 2 corpos

com varidveis r = (r1,r2) e p = (p1, p2), assim, temos

1 1
H(p1,pa,11,T2) = 5(29% +p§) - (r2 4 r2)1/2
1 2

com o sistema hamiltoniano assumindo a forma abaixo

. _ oH
I = Op1

. OH

o = 70—

Op

o _@ (1.10)
= ory

. _ o
P2 = Ors

Para o problema de n corpos, até os dias de hoje, nao existe uma solucao geral
analitica, mas algumas classes de solugoes ja foram encontradas. Neste trabalho, faremos
um estudo sobre uma classe de solucoes que possui uma relacao direta com configuragoes
centrais, dita solucao homografica.

Antes de discutir sobre solu¢oes homograficas, serao necessarias algumas propri-
edades sobre matrizes ortogonais. Daqui em diante, vamos assumir que {2(¢) uma matriz
ortogonal tal que Q(t) € SO(3), com entradas de classe C*. O préximo resultado garante

como obter uma matri antissimétrica a partir da uma matriz ortogonal.

Proposigao 1.29. Se Q(t) € SO(3) € diferencidvel, entao a matriz dada por
T(t)=0"-Q

€ antissimétrica.

Demonstracao. Se Q uma matriz ortogonal, entdo Q7 = Q7' = Q7 . Q = Id. Assim,

obtemos
OTQ + 07O =0,
portanto
Q)T +QTQ =0.
Logo, Q1Q é antissimétrica. O]

Pela proposicao anterior I'(¢) é antissimétrica e como existe um isomorfismo entre

o espaco das matrizes antissimétricas de dimensao 3 e R?, podemos fazer uma associacao
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de T' a um vetor v = (v1, vp,v3) € R? da forma

0 —7Us (%)
—V2 (%1 0

Derivando a expressao para I['(t), temos

r=07'0— (00 H0 =010 -1?

logo
) 5 el
r+r-=Q Q.
Usando essas expressoes, obtemos
—Ug — U% V1V2 V1U3
2
= Vol —v? —v? VoUs
U3y V3V —v? — 02

Proposicao 1.30. Dada uma matriz antissimétrica I'(t) continua com condi¢do inicial
Q(ty), entao existe uma unica matriz de rotagao 2(t), tal que a expressio (1.11) é satis-
feita.

Demonstra¢ao. Dada uma matriz antissimétrica I'(¢) e uma condigao inicial 2(¢y), a equi-

valéncia

() =070 < Q) = Qt)I(t)

garante que Q(t) = Q(t)['(t) é uma equacéo diferencial linear homogénea com valor inicial

Q(to). Pelo teorema de existéncia e unicidade de EDOs, §2(t) é dada por
Qt) = Q(ty) - elto O,

Por outro lado, a integral de uma matriz antissimétrica é antissimétrica, portanto expo-

t
nencial de M = / I'(7)dr também ¢ antissimétrica, ou seja,
to

Como M ¢é antissimétrica, segue que (e™)™! = ()7 logo Q(t) é ortogonal. Além disso,
pela identidade

det(eM) = erD),

temos det(€2) = 1. Portanto €2 é uma matriz de rotagao. O



Proposicao 1.31. Seja a matriz I'(t) antissimétrica, com Q(ty) = 14, entdo

0 —wv3 O cosf) —sinf O
F'=]vs 0 0 |<Q=]| sinf cosf 0
0 0 0 0 0 1
onde 0 = V3.
Demonstracao. Supondo que I' é da forma
0 —7U3 0
I'= V3 0 0 y
0o 0 0
temos que I' = v3 - W, onde W é a matriz
0 -1 0
W=11 0 ,
0 0 0

entao = eV, onde 0 = ft vs(T
oW
e, por calculo direto, obtemos
Wk =
e
Wk—l _

onde k = 2n, portanto

()
N n!

1=0
1 00

0 0
0 —1 0

(_]—)k/Qa

0 0

< gn 1 00 < gon 0 -1
Q=" =1 — . (=1)" —1)ntt.
e d +Z; ol (1) 010 |+ Z; on — 1)! ) Lo
= 000 = 0 0
logo
cosf —sinf 0
Q0= sin@ cosf@ O

0 0 1

7)d7. Da definicao de matriz exponencial, segue que

o O O

14
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Por outro lado, se
cos) —sinf 0

Q=1 sinf cosh 0 |,
0 0 1

entao () assume a forma

—fsind —fOcosh 0

Q0= Ocos —Osind 0
0 0 0
Como I' = QT - ), temos
—0sind —0Ocosf 0 cosf —sinf O 0 —wv3 O
I'= Ocos® —Osinf 0 |-| sinf cos®@ 0 | = vs 0 0
0 0 0 0 0 1 0O 0 0
onde se queria chegar. O

Com um argumento analogo, prova-se que

0 0 v cos# 0 sind
I' = 0O 0 O s 0= 0 1 0 ,
—vy 0 0 —sinf 0 cos6
onde 0 = V3, €
0O 0 O 1 0 0
'=10 0 —v |&eQ2=| 0 cosf —sind |,
0 v O 0 sinf cos@

onde 0 = v1, bastando tomar

0 1 0 0
00 |eW=| 0 0 —1 |, respectivamente.
0 0 0

0
0
-1

Como o momento angular total é uma constante ao longo de solucoes, natural-

mente surge a necessidade de uma notacao para o plano perpendicular a esse vetor.

Definicao 1.32. O plano invariante para uma solugao com momento angular constante,
K = C = (¢1,¢9,¢3), onde C é constante, é definido como o plano que passa pelo centro de
massa e é perpendicular ao momento angular. Assim, o plano fica definido como C'-v =0

com v € R3.
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Esse plano invariante nao é apenas constante, mas também invariante para todo
sistema inercial de coordenadas baricéntricas. De fato, seja T = rf2, entao o momento

angular para T que serd denotado por C' é dado por
n n
C=> mFxt=0Y mrxi=Q-C
i=1 i=1

Assim temos C = C - €, isso implica que
C-t=QC- Qr.
Como o operador §2 é ortogonal temos que |Q|*> = 1, portanto
C-t=C"r,
onde se queria chegar.

Defini¢ao 1.33. Seja r(¢) uma solugao para o problema de n corpos, dizemos que essa
solugao é planar, se existe um plano fixo 1y tal que r;(¢) € m, Vt € I no intervalo maximal

de solucao.

Definigao 1.34. Seja r(¢) uma solugao para o problema de n corpos, dizemos que essa
solugao é flat, se existe um plano 7 nao necessariamente fixo, tal que Vt € I, 7 = 7 (t) tal

que r; € 7(t).

Proposicao 1.35. Sempre que necessdario € possivel escolher um sistema de coordenadas
baricéntricas tal que
C = 0762 = 0763 =C,

com ¢ = |C| = c3

Demonstra¢ao. Temos que avaliar dois casos: Se C' = 0 ou C' # 0. No primeiro caso,
como C' = (0,0,0), o resultado segue trivialmente. Se C' # 0, tomamos um novo sistema
de coordenadas (&, 7, () tal que o plano invariante m* seja (£,n) com o eixo £ na diregao
da reta que faz intersegdo entre o plano invariante 7 com o plano (z,y). Além disso, o

eixo ¢ estd na diregdo do momento angular. Dessa forma, o novo plano (£, 7, () é obtido

do anterior através de uma rotacao €2. Assim, o novo momento angular assume a forma
C =QC =(0,0,c).
O

Vamos adicionar algumas notagoes que sao muito uteis para solugoes flat. Pela

definicao de solucgao flat, para cada t existe um plano que contém os corpos. Seja a posi¢ao
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desses corpos dada por T; = (&, 1, <;) no sistema de coordenadas (&;, 1, <;) centrada origem
do sistema (z,y, z). Uma solugao flat pode ter seu movimento no plano definido por uma
rotacao ao redor da origem do sistema, alterando,assim, a posicao dos corpos. Dessa

forma, valnos escrever
&
=05=0| n |, (1.12)

Gi
com ¢ = 0 ,Vi € N. Além disso, vamos definir algumas relagoes sobre coordenadas do

momento de inércia

1% = Z mil, I =y man?, I =y miay.

i i

Note=se que, para a; e b; escalares com ¢,j = 1,..,m, temos
m

EEESS

i=1 j=1

‘ i= 1 a; Zz 1@ a;
Zz 1az 3 Zz 1 z
1

O fator ; significa que estamos excluindo repeti¢oes na soma. Além disso, vale

M

(1.13)

Q;

Q

lembrar que a rotacao nao muda a distancia dos pontos até a origem, assim r? = £ +n?,

portanto, utilizando a expressao para momento de inércia, obtemos

J6€  [én & 5]

1 m m
5222223 ni M

Jén  J&€

onde I& 4+ [ =],
Como preparacao para a prova da proxima proposi¢ao, € importante verificar a

seguinte relacao:

0 ’Ulme — '1}2[&7
o'l o — 0o I8 — p € , (1.14)
C 22i(&m; = mi&)) + vs(I%€ + 1)

onde Q é tal que, QC = (0,0,|C]) e vy, va, v3 sao as entradas da I'(¢).
De fato, primeiro pela proposicao anterior e pela definicao do momento angular,

segue que

2
0 ! v11); — 2&ili

f— _I —_— fr—
T, X T, = 0 eT; X vy | XTi| = | né —uv&n

(&mi — mi&i) U3 vs(n7 +17)
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Assim, podemos provar que o lado direito da expressao (1.14) é o vetor
E m;T; X f; + E m;T; X T; X V2 X T s
i i

pela, defini¢gdo do momento angular, temos que Q'C' = Q71> m;(r; x r}). Para provar

a expressao (1.14), resta mostrar que
Qfl(ri X I’;) =T; X f; +71; X Vo X T;

De fato, derivando a expressao (1.12) em relagao ao tempo e usando W = Q1Q, obtemos
que
&t
Q =Wt +7,=| vy | XT; +T;.
U3
Com isso, temos que Q7' (r; x ') = Q7r; x Q7 vl =T, x Q7'r!, e portanto a expressio
(1.14) fica verificada.

Proposicao 1.36. Se a solug¢io € flat e nao tem plano invariante (C' = 0), entdo a

solucao € planar.

Demonstragao. Note que, pela expressao (1.14) e por C' = 0, temos o sistema

Tm — o I = ()
{ ne T (1.15)

'Ug[’)35 — Ullgn =0
Como I > 0, entao I e I nao podem ser iguais a zero simultaneamente, supondo que

I'M #£ 0, pela primeira equagao do sistema (1.15), temos que

Jén
v = UQW’
substituindo essa ultima igualdade na segunda equagao de (1.15), obtemos
Jén
UQWI@ — 0l =0 = vp((I)? — (1) (I™)) = 0

logo, v1 = vy = 0 ou (I¥7)2 — (I*¢)(I™) = 0. Assim, temos dois casos para analisar.
No primeiro caso, temos a matriz de rotacao em torno do eixo z, como r = r, segue
z; = ¢ durante a rotacao em relagao ao eixo z, assim z; = 0 para todo tempo, portanto, o
movimento é descrito no plano (z,y). Logo a solugao é planar. No segundo, pela expressao

(1.13), temos que
&inj — &ni =0,
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para todo i, j € N. Assim, temos

(&,1:,0) x (&,n;,0) =0.

Dessa forma, todos os vetores r; sao colineares com a origem, e as coordenadas do sistema
(&,m,¢) podem ser escolhidas de tal forma que todos os corpos estejam no eixo £ para

todo tempo, dessa forma, segue
i =0,1"=0,1 = 0,&; — ni& = 0.

Como I% = I e C' = 0, da expressao (1.14), temos que v/ = 0. Além disso, I > 0 implica

que v3 = vo = 0, logo

0 0 O
W = 0 0 —U1 s
0 U1 0

por isso os corpos estdo no plano paralelo ao plano (y, z), portanto a solucao é planar.
Com isso, concluimos a demonstragao.

]

Definigao 1.37. Seja r(t) uma solu¢do para o problema de n corpos, dizemos que essa
solugdo é retilinear, se existe uma reta fixa Ag tal que r;(t) € Ag,Vt € I, onde I é o

intervalo maximal de solucao.

Definigao 1.38. Seja r(¢) uma solucao para o problema de n corpos, dizemos que essa

solugdo é colinear se IA = A(t),Vt € I nao necessariamente fixo, tal que r;(t) € A(t).

Proposicao 1.39. Toda solugao colinear é planar.

Demonstracao. Da geometria analitica, se r; e r; sao colineares, entao r; x r; = 0,V

i,j € N. Assim, podemos tomar o produto interno
(I‘i X I'j) . I'Z =0.
Pelas propriedades do produto vetorial, segue que

(I'i X I'l) ‘T = 0= Z(mzrz X I'l) ‘T = 0.

Portanto, K -r; = 0, como a tltima expressao nao depende do tempo, entao que todos os

corpos se movimentam no mesmo plano cujo vetor normal é K. O

Observacao 1.40. Note que essa proposicao também segue imediatamente da proposicao

1.36, pois toda solucao colinear é necessariamente flat.
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Proposicao 1.41. Seja r uma solucdo colinear, mas nao retilinea. Entdo, temos que
K # 0.

Demonstragao. Como r(t) é uma solugao colinear e o centro de massa estd fixado na

origem do sistema de coordenadas, as posicoes dos corpos podem ser dadas da forma

ri(t) = Bi(t)e(t),

onde (;(t) € R e e(t) é um vetor unitario varidvel. Note que, ambas sdo func¢oes continuas

que variam com o tempo, pois a solucao nao é retilinea. Dessa forma, temos que

Bi(t) = Bi(t)e(t) + Bi(t)é(t),

7

K =Y (mifie) x (B()e(t) + B(1)e(t) = (D maibi (t))e x &,
como e é unitario, segue que el é, logo e x é # 0 para todo t, portanto K # 0. [

Proposicao 1.42. Uma solugdo colinear nao tem plano invariante (K = C = 0) se, e

somente se, € retilinea.

Demonstracao. Pela proposicao anterior, se a solugao ¢ colinear mas nao retilinear, entao
K = C # 0, consequentemente, possui plano invariante, o que contradiz a hipdtese
K = C = 0. Reciprocamente, se a solucao ¢ retilinear em particular é colinear, além
disso, pela definigdo de solugao retilinear, existe uma reta Ay que contém todos r;(t)
alinhados a origem, para todo tempo, isso implica que sua velocidade 1 esta na mesma
reta Ag. Entdor xi =0eque K=C =), m;r; x1 = 0, logo a solugdo nao possui plano

Invariante. ]

Proposicao 1.43. Se r ¢ uma solugcdo colinear e nao retilinear, entao a configuracao

geométrica dos n corpos permanece a mesma quando t varia.

Demonstragao. Pela proposicao 1.39, se r(t) é colinear, entao é um solugao planar, assim
o plano de movimento pode ser escolhido como (z,y) do sistema de coordenadas, consi-
derando outro sistema de coordenadas (nao necessariamente inercial) (£, ) tal que a reta
A(t) que contém todos os corpos coincide com o eixo &, entao n; =0, Vi = {1,....n} € N.
O eixo ¢ juntamente com os n corpos irao rodar com uma certa velocidade 0 ao redor do
eixo z. Assim, é suficiente provar que &;(t) = v(t) - &(0), com o mesmo v = v(t) que nao

depende de ¢, para isso, vamos supor que

i
rlzﬁﬂzQ n; ,CIIO,VZ:{17,'H}€N,

Gi
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onde
cos@ —sinf 0

Q)= sinf cosd 0 |,
0 0 1

assim, derivando r;(t) = Q(t)T;(t), segue que
=0 T+QF=50)=Q-T,+20-T, + QT (1.16)

Multiplicando (1.16) por Q' e lembrando que I'(t) = Q- Qe I'(t) = Q1. Q-T2

obtemos

Q) = QI0-F 42070 -+ Q70 T =

Q7 '(t) = T +20-1+ (T +1?) %
Em coordenadas,
3 0 -0 0 & 0 -6 0 2 0 0
Q') =17 [+2] 66 o o || [+l 6 o of+] 0 6* 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Ap6s um calculo direto, temos que

& — 29ﬁi - 92&' - 97}2
Q) = | i+ 206 — 0% + 06
0

Como todos os corpos estao no eixo £ para todo tempo, entao n; = 0 para todo i =
{1,..,n} € N, e cada componente de T; sobre o eixo 1 é zero, assim 7); = 7j; = 0, portanto

obtemos a igualdade

& — 0%
Q') = | 206 +6¢ |- (1.17)
0
Pelo mesmo argumento usado no ultimo caso, temos que a componente 7 da forca gra-
vitacional de cada um dos ¢ deve ser nula, portanto o valor absoluto de cada uma das

projegoes da aceleragao no eixo 1 deve ser zero. Assim, o lado direito da expressao (1.17)

satisfaz a equacao

20€; + 0 = 0,¥i = {1,..,n} € N. (1.18)

Note que 0 # (0 para todo t, pois a solugao é nao retilinear, assim podemos supor

que 6 > 0. Além disso, como o centro de massa esta fixado na origem, entao & # 0 para
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pelo menos n — 1 dos valores de ¢ (temos no méximo 1 corpo na origem, no instante ).

Logo podemos dividir a equagao (1.18) por 9@; para os n — 1 corpos, segue que

2§_ _ _g, (1.19)

como &; e 0 sdo analiticas, podemos integrar a equagao (1.19) de 0 a ¢, obtendo

e, [, a0 o
2), e T / oo™ =2 @-(0)“ |~
&1\ 6(0) o
() = J3m| =50
Chamando v(t) = ’%,temog

§it) = v - &(0),

onde &(t) depende apenas de §(t) para todos os n — 1 corpos e v(t) # 0. Resta mostrar
que o mesmo vale para o n-ésimo corpo. Como esse corpo esta situado no centro de massa

do sistema, para algum ¢, pela expressao do centro de massa, temos

Z?:_f mifi(o)
E?:_ll m;

isso mostra que uma das duas coisa acontece,

&nlto) = v(to) =0,

n—1
Z mifi(o) =0
=1

ou
I/(to) =0.

Mas, em qualquer um desses casos, segue que &,(t) = v(t) - £,(0). Portanto
&i(t) = v(t) - £(0)
para todos os corpos. O

Corolério 1.44. Sob as condi¢oes da proposi¢ao anterior, temos que v(t) = const <

0(t) = const.

Demonstracdo. Tomando
&
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e substituindo &;(t) = v(t) - £&(0) e n = 0 obtemos

cosf —sinf 0 v(t) - &(0) v(t) - cosf - &(0)
ri(t)=| sind cosf 0 0 =1 v(t)-sinf-&(0) |,
0 0 1 0 0

entao, por um calculo direto, o momento angular assume a forma

0
K= 0

0 v2(1) - o1, mi€l (0)
Portanto, o plano de movimento é o plano invariante e

2

Cl =161 - v*(t) - Y _€(0) > 0.

i=1

Como C' = const e v(t) # 0, v(t) = const < O(t) = const. Além disso, a solucao pode ser
escrita na forma

ri(t) =v-Q-1;0).
[

Observacao 1.45. Note que, o resultado anterior mostra também que os corpos giram
mais rapidamente ou mais lentamente conforme estejam mais préximos ou mais afastados

do centro de massa. Isso ocorre devido a expressao

que motiva um tipo de solucao particular extremamente importante para o problema de

n corpos, que sera estudada no proximo capitulo.



Capitulo 2
Solucoes Homograficas

O objetivo desse capitulo é definir uma classe de solugoes para problema de
n corpos chamadas de solucoes homograficas, em seguida, apresentar alguns resultados
presentes na literatura [26] sobre esse tipo de solugao. A tltima parte desse capitulo
é dedicada a solugoes de equilibrio e solu¢oes homotéticas, por fim, demonstramos o
teorema de Lagrange-Pizzetti, que dé condicoes necessarias e suficientes para a existéncia

de solucoes de equilibrio relativo e solugoes homotéticas.

Definigao 2.1. (Solu¢ao Homogréfica) No problema newtoniano de n corpos, uma solugao
r(t) é dita homogréfica se existem fungoes diferenciaveis v: I — R e Q: I — SO(3) tais
que

r(t) = v(t) - Q) - r(to)
com r(ty) € R\ A e para todo ¢ pertencendo ao intervalo maximal da solugao.
Intuitivamente, solugoes homograficas sao solugoes que giram, dilatam ou se con-

traem, mantendo a mesma forma, assim, cada corpo executa um movimento kepleriano

(podendo ser eliptico, parabdlico ou hiperbdlico), com a mesma excentricidade &€ € [0, 1].

Note que dada uma solugdo homografica, r = v(t)Q2(t)r(ty), entdo, a razao entre as

distancias mutuas é constante. De fato, se

r; (t)’ r; (t)7 Iy <t>7 rm (t)
sao posicoes dos corpos da solucao homografica, entao com v > 0,

rij  ri(to) — r;(to)]

= = const.
Tem  |Te(to) — Tm(to)|

Proposigao 2.2. Se r(t) = v(t) - Q(t) - v(to) € uma solu¢do homogrdfica, entio podemos

admitir a sequinte caracteriza¢ao:

24
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Figura 2.1: Solu¢ao Homogréfica £ = 0, animagao ver [17].

K- ’I’i(to) = Q; (21)

onde K é uma matriz 3 X 3 que depende de v, () e a; sao as componentes de um vetor a

constante que depende de T;(to).
Demonstracao. Derivando r;(t) = v(t) - Q(t) - r;(to), temos

Pi(t) = [b(t) Q) + 20(t) - O + v(t) - Q(t)} - 1i(to).
Como Q(t) = Q1)L (t) e Q(t) = Q(t) - D(t) + Q(t) - T'(t), segue que
(1) = Q- |9(E) - Lo+ 20() - T() + v(t) - (T2(0) + T(2))] - rito),

Substituindo essa tltima expressao na equagao (1.1), obtemos

oy o(t) - J(8) - (T2 ] gy = 20§ (T to) — rito))
Q- [i(8) - La+20(8) - T(8) + v(t) - (T2(1) + (1)) | xito) VW; YR ST
m;(x;(to) — ri(to))

[ri(to) — r;(to)]

V() - [(0) - L+ 20(1) - D)+ w(t) - (P2(0) + T{)] - wilho) =
i#]

Seja
K = v(t) [5(t) - Ly + 20(t) - D(t) + () - (D2(t) + r(f))] , (2.2)

de forma mais explicita

U+ (—vi—v3) —20v3 + v(vivg — 03) 2009 + r(vauy + V3)
K=v*| 20vs+ v(vovy + 03) v+uv(—vi—vi)  —20v +rv(vuy —1p) |,
—20vy + v(v3v; — D2) 2001 + v(v3ve + Uy) U+ v(—v? — i)

(2.3)
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onde v1,vy e v3 sao elementos da matriz anti-simétrica I'. Logo, se r é uma solucao

homografica para o problema de n corpos com condigao inicial r(ty), concluimos que

K . I'Z‘(to) = ay,

m;(r;(to)—ri(to))

onde a; = Zi;ﬁj [ri(to)—r;(to)l
O

Teorema 2.3. Toda solugao colinear nao-retilinea do problema de n corpos é homogrdfica.

Demonstracao. Note que esse resultado segue imediatamente da Proposicao 1.43 e do
Corolario 1.44. O

Lema 2.4. Seja §2(t) uma rotagdo, 2(t) tem um eizo fizo se, e somente se, existe uma
matriz ortogonal P, tal que todos os elementos da terceira linha e terceira coluna da matriz

P'I(t)P sdo iguais a zero para todo tempo, onde T'(t) = Q0.
Demonstragao. Ver [26]. O
Corolario 2.5. SeI'(t) = I'g = const, entdo a rotagdo ocorre em relagao ao eixo fizo.

Demonstracao. O teorema de Wintner e Murnaghan (ver [26]P.340- 341) garante que, para
uma matriz 'y constante, existe uma matriz ortogonal P, tal que P~'I'\P é uma matriz
triangular superior. Como I'y ser anti-simétrica, P7'T'P também é anti-simétrica e a

terceira linha e coluna sao nulas. Logo, o corolario segue diretamente do lema anterior. [

O proéximo resultado da uma condicao suficiente para a solugao ser planar.
Teorema 2.6. Se a solu¢ao homogrdfica € flat, entdo € planar.

Demonstragao. Seja r(t) uma solugdo homogréfica, se r(t) é colinear, o resultado segue
trivialmente nesse caso, pois toda solucao colinear é planar. Suponhamos que a solucao é
nao colinear, entao existem pelo menos dois corpos nao colineares, ou seja, existem indices
[, v tais que

I'l(to) X I'v(t0> 7£ 0.
Como a solucao é flat, entao, para cada instante ¢, existe um plano que contém todos os
corpos e cada um desses planos passa pela origem do sistema de coordenadas baricéntricas.

Seja (z,y) o plano quando t = ty, entdo as posi¢oes dos corpos sdo dadas por
r;(t) = (rir(to), ria(to), 0),
com ¢ = 1,...,n. Da relagao (2.1), segue que

ki1 ki Kis r; Q41
ko1 koo Fkos : rio = (079)

k31 ksa  kas 0 0
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Essa expressao matricial é equivalente ao sistema
k?j1<t)ri1(t0) + l{jg(t)rZQ(to) = aij, (24)
com j=1,2,3ei1=1,...,n. Tomando i =1 e i = v, obtemos o seguinte sistema

{ ki (B (to) + kja(H)ri(te) = ay;

(2.5)
kj1<t)rv1 (to) + k’jg(t)rvz(to) = Qy;,

esse sistema € possivel de resolver, ja que

i koo
rl(tO) X rv(to) = | I'n (to) I’lg(to) 0 7é 0=
ryi(to) Tua(to) O

ri1(to) Ti2(to)

ry1(to) Toa(to)

£ 0.

Assim, kj; e kjp sao combinacoes lineares cujos coeficientes sao dados em termos das
constantes r;;(fy), logo também sao constantes, onde i € {v,l} e j = 1,2. Note que

k31 = k3o = 0, ja que, para j = 3, o sistema (2.5) passa a ser homogéneo e assume a forma

{ ks (t)ri (to) + ksa(t)ria(to) =

0
kgl(t)rvl(to)—kagQ(t)I‘ ( ) O

Pela igualdade (2.3), temos

ki = v (2003 + v(vevy + 03))

(

kor = v*(—20v3 + v(vivg — 03))
(¥
(¥

kn = V(0 +v(—vi — i)
kp = V(+v(- U3 3 — 1))
k31 = v*[—20vy + v(vsv; — )]
ksp = v?[200; + v(vsvg + 01)].
Logo,
Kig + ko1 = 20090,
e

ki1 — koo = 1V° (v} — 03).

Portanto, obtemos os seguintes sistemas:

203090 = const 4302 (V30?) = const
2V1 - ( 1)( 1) (26)
v3(v? — v3) = const v3(v? — v3) = const
e
V2 [ =200 + v(vgvy — 19)] = 0 —2009 + V(v3v1 — U9) =0
[ 2 (v3v1 — D9)] N 2 (v3v1 — 02) @7)
V22001 + v(vgvy 4+ 01)] = 0 2001 + v(vgvg +01) =0
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Pelo sistema (2.6) e pela relacao, v*vi = L[(v3vf + 1%03)] + (v30f — v303)], temos que v3v?
e v3v3 sao constantes. Logo,
V30?2 = const = vy = c,p /2 (2.8)
V302 = const = vy = cov /> (2.9)

Substituindo vy e v9 no sistema (2.7), obtemos

—vcy +2v(vscy) =0
2v(v3e9) + ey = 0.

C1 2vvy —U . . -
Tomando A = e B= , temos a implicagao
Co v 2vvs
C1 21/'03 —v
A= , B = = B-A=0.
Co v 2vvs

Como det(B) = 4v%v2 + 12, temos que det(B) = 0 < v3 = v = 0, para todo t.
Por outro lado, se det(B) # 0, entao ¢; = ¢o = 0, pois o sistema é homogéneo. Portanto,

uma das condigoes deve ser satisfeita
1) O sistema é possivel e determinado, det(B) # 0 < 4v%0v3 4+ v # 0, entdo ¢; = ¢y = 0.

2) O sistema é possivel mas indeterminado, det(B) = 0 < 4v2v2+12 = 0, entao v3(t) = 0
ev(t)=0.

No caso 1) devido as equagoes (2.8) e (2.9), segue que ¢; = ¢ =0 = v; = vy =0 . Assim

I" assume a forma

0 —7Us3 0
I'=|w 0 0
0 0 0

Logo, a matriz €(t) é uma rotagdo em relacdo ao eixo z. Como escolhemos
o sistema de coordenadas de modo que r;3(tg) = 0, entdo, pela definigdo de solugao
homogréfica, temos que r;3(t) = 0, para todo ¢ = 1,...,n e t no intervalo de solugao.
Portanto, a solucao r é planar.

Supondo que 2) seja verdadeiro, entao, pelas equagoes (2.8) e (2.9), temos que
V1 e vy 880 constantes, e consequentemente vz também é constante, portanto I'(t) = T’y é
constante. Por outro lado, pelo lema 2.4, existe uma matriz P tal que P~'T'yP possui os
elementos da terceira linha e coluna iguais a zero. Portanto, o corolario 2.5 diz que existe

um eixo u tal Qu = u, ou seja, garante que a rotagao ocorre em relacao a um eixo fixo.
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Como u é fixo, entdo Qu = 0. Usando a relacao I' = Q71(), obtemos que ['u = 0. Vamos

provar que esse eixo deve ser dado na dire¢ao do vetor v = (v, vq,0). De fato,
t
Q) = Qto)elo "D = Q(t) = Q(to)e" 1.

Tomando T' = T'(t — ty), temos que
Q(t) = Q(to) Z

Como I'u = 0, entao Tu = 0. Segue que

n n—1

Qtyu =Y R Thing Q(t)u = Qto)u,

pois os termos da soma acima a partir de ¢ = 2 tornam-se todos nulos. Dessa forma,
supondo Q(ty) = I4, obtemos
Q(t)u = u.

Logo, a rotagao ocorre em relagao ao eixo u. Como vz = 0, temos

0 0 V2
I'= 0 0 —U1
—V2 V1 0

Resolvendo o sistema I'u = 0, com u = (uy, ug, u3), chegamos ao sistema

Va2Usg = 0
—vuz =0
—VolU1 + VU = 0.

Logo, o eixo de rotacao ¢é a reta —vou; +wviug = 0. Por outro lado, por hipétese v = const,
entao cada corpo move-se em um circulo de raio constante, centrado no eixo fixo, ao longo
de uma solucao espacial. Isso é fisicamente impossivel, pois a forca resultante deve ter
componentes que obrigam o corpo a sair desse plano. Portanto, 2) nado pode ocorrer. Por
1) a solugao é planar. Mas, de modo mais preciso, temos que se v = const, I = const e

v1 e vy s@0 nao nulos, entao, pela expressao (2.2), obtemos
K(t) = v°T%

Agora, como v3 é nulo, entdo det K = r®det(I'?) = 0. Seja K, a restricio de K primeira
e segunda linha e colunas, temos det K = 0. Por outro lado, por definicdo de K, temos

que

K(I‘l(to), I'Q(fo)) = ((ll, CLU> = F = (al, av)(rl(to), I'Q(to))_l =

K = det(ay,a,)det((r;(to), r2(to))) "

Entdo det K # 0, que é uma contradicdo. Assim, concluimos que de fato 2) ndo deve

acontecer. O
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2.1 Solucoes Particulares

Definigao 2.7. Seja r(t) uma solugao homografica para o problema de n corpos, dizemos
que essa solugao é de equilibrio relativo, quando v(t) = 1, ou seja, a solugao pode ser

escrita na forma
r(t) = Q(t) - r(to).

Desse modo, a solugao roda sem dilatagao ou contracao.

Substituindo na equacao do movimento (1.1), temos que

2 — m; (Qt) - r;(to) — Q) - 13(t0)) IR m;(r;(to) — 1ilto))
A(1)-x(to) = = QY (0)2(0) (o) = |
Z 1Q(t) - rilto) — Q- 1;(to)| ; ri(to) — 1;(to)]

i=1

Definigao 2.8. Seja r(t) uma solu¢ado homogréfica para o problema de n corpos, dizemos

que essa solugao é homotética, se Q(t) = I, ou seja, a solu¢do pode ser escrita da forma

r(t) =v(t) - r(to).

Assim, a solugao se dilata ou contrai, sem girar.

T _____1""‘&\__ .
.’__,/ fz_.-"'--'_l . e, > \_\ .\ 1
a
p ,
I-'.‘lllr I.-':r .'-. h "
L1 ¢ |
| ' | -,
| ||.| ® |'I [ 1 o 1
b . £ @
% ; ). >
N A S /
\\ il _..f___z P y /.-' ;
o3 -
e e -
i rd
’
)
4 s -2
Fy

Figura 2.2: A esquerda, uma Solucao de Equilibrio Relativo, a direita, uma Solucao

Homotetia, animagao [17].

Proposicao 2.9. Se r(t) € uma solu¢ao homogrdfica, entdo essa solu¢do nao pode ser

homotética e equilibrio relativo simultaneamente.
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Demonstracao. De fato, suponhamos por absurdo que isso seja verdade. Entao r; é ho-

motética e equilibrio relativo, ou seja,
r; = vri(to)
r, = QI'Z' (to)

Entao, temos

vri(ty) = Qr;(tg) = (vly — Q)ri(ty) =0,Vi=1,...,n.

Assim, v(t) =1 e Q(t) = I;. Com isso r; = r;(to). Portanto, a solugao é de equilibrio.
Mas nao existem solugoes de equilibrio para o problema de n corpos.

]

Teorema 2.10. Se a solugcdo homogrdfica nao € flat, entdo € homotética, isto €, ) é

constante.

Demonstracao. Note que, se n = 3, a solucao é sempre flat. Desse modo, vamos supor
que n > 3. Entao, como a solucao nao é flat, deve existir um instante t, tal que a
configuragao nao é flat nesse instante. Escolhemos um corpo, com ¢ = ¢, nao situado
no centro de gravidade O (nado faz sentido fisico ter mais que um corpo no centro de
gravidade). A configuracao dos corpos nao pode ser colinear no instante t,, portanto,
podemos encontrar um corpo, com i = v, que nao esteja na direcao de r,. Consideremos
outro corpo, com ¢ = g, que nao esteja no plano formado por r, e r,,, entao, claramente,

obtemos
det(ry(to), r.(to), ro(to)) # 0.
Para seguir a demonstragao, primeiro vamos provar que K = const. De fato, como a

solucdo é homografica, segue que Kr(ty) = a. Entdo, para i = ¢, v, g, temos
K(t)(r,,ry,1,) = (a,,ay,a,) = K(t) = (awawag)(rurwrg)_1>
pois como det(r,(to),r,(to), r,(to)) # 0, segue que (r,(to),r.(to), r,(to)) # 0 é invertivel,
logo K (t) = const. Note que (I'*)T = T'?, pois, I'" = —T', entao, pela defini¢ao de K dada
pela igualdade (2.2), temos que
KT =12 |ily— 20T + v(I? + 1) .
Como K = const, temos que

1
§(K + KT) =01, + v°*T? = const,

segue que os elementos da diagonal dessa matriz sao dados por
Vi + V3 (—v? — vd) = const
V2 + 13 (—v2 — v3) = const

Vi 4 13 (—v3 — v?) = const
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enquanto os elementos que nao estao na diagonal sao dados por

v3v1v9 = const

v3u3vy = const

v3u3v; = const.

Por esses sistemas, somando os termos dois a dois na diagonal da matriz

1
T
(K +K7),
2
temos que
3
s 9 o v3v? = const vav; = const
vi(vi — v3) = const 5 5 3
3/ o ) = v°vy = const = v2v9 = const
v°(v3 — v3) = const 5 o 3
vovy = const V203 = const

entdao existe uma matriz constante I'y e uma fungao real f(¢) tais que I' = f(¢)[g. De

fato, dos sistemas anteriores, se

0 —Us (%)
I'= U3 0 —U1 )
—vy U 0
entao
3 3
0 —V2V3  V2U9
_3 3 3
I'=v2 V2v3 0 —v20;
3 3
—V2Vy V21 0

3 3
0 —V2VU3 U2y
3 3
[y = v2v3 0 —v20;
3 3
—V2Uy V213 0

/ . _3 s . ~
¢ uma matriz constante, segue que I' = v~ 2I'y. Pelo corolario 2.5, temos que a rotacao

ocorre em torno de um eixo fixo. Supondo que a rotagao ocorre em torno do eixo z, temos

que
cosf) —sinf O 0 —v3 O

0= sinf cos@ O |<=I'=]|v3 0 0

0 0 1 0 0 0

logov1:v2:Oeézv3.
O proximo passo € mostrar que a solugao é homotética, ou seja, f=0cv # const.
De fato, seja r;(t) = vQr;(t), logo ;(t) = [1:(t)Q + v(t)Qr;(to) e que Q" = I, como
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o momento angular é constante, temos

C = Zmiri X 1'7, = ZmlO/er(to)) X (VZQ + I/Q)ri(to)
=1 =1

— %0 Z(miri(to)) X (Q710mi(t)) = P2 Y (myri(to)) x (Trilty))-

i=1
Noque que
0 —v3 O ri — U359
Iri(to)) =1 vs 0 0 rp | = U3l
0 0 0 i3 0
Assim,
_ 2 - I'ri(to)
C=v ng; (miri(to) X o ) ,
como
j k
(I‘z‘(to) X Fr;(t@) = rg T Ty | = (@ TRk
’ —Irp rip 0

segue da ultima igualdade e pela rotagao ser em torno do eixo z, que
n
C = v Z m;(r? +13).
i=1
Se Y7 m;(ry +13) =0, entdo r;; = r;n = 0, e pela representacdo de r;, temos que os
corpos estao situados no eixo z, mas isso contradiz o fato da solugao nao ser flat. Portanto,
> i mi(rh +13) # 0. Logo,
C
D im1 Mi(Th + 1)
2

como v*v: = const e V3v3, entao

= 1/21}3 = 1/21}3 = const,

(V2’U3)2

2

3 = const = v.
v°vs

Por outro lado, se v = const, entao %(K + KT) = 13I". Como v; = vy = 0, obtemos que

det(K) = 0. Mas anteriormente vimos que
K = (au Ay, a9)<ru ry, rg)_l'

Concluimos que,
det(K) = det(a,, a,, a,) det(r,, r,,r,) " # 0,

o que é um contradicao. Portanto, v3 = 0 = 0, v é nao constante e {2 = I;. Isso prova o

teorema. O
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Pelos Teoremas 2.6 e 2.10, temos que uma solu¢ao nao planar pode nao ser flat.

Como corolario, temos o seguinte resultado.

Corolario 2.11. Se a solu¢ao homogrdfica do problema de n corpos ndao € planar, entao

€ homotética.

2.2 Teorema de Lagrange-Pizzetti

Para provar o Teorema de Lagrange-Pizzeti, primeiro vamos dar uma caracte-
rizacao para algumas integrais primeiras para solucoes homograficas planares. J& vimos
que nesse caso podemos tomar r;; = 0 e o plano pode ser (zy). Dessa forma, podemos

escolher a rotacao em torno do eixo z. Da proposicao 1.31, segue que

cosf —sinf 0 0 —0 0
Q= sinf cosfd 0 |.T=|6 0 0
0 0 1 0 0 O

Como Q7 'v; = (v1;+vT)ri(ty), entdo ¥; = Q(vI;+vT)r;(tg). Assim, temos que, a energia

cinética é dada por
1 — Lo
T =3 ;mim(ﬂd +D)rite)* = T = 5 ;mimﬂ(ﬂd + D) 2 (to) 2
te 2 Zmi|ri(to)|2(1/2 +70%) =T = §](to)(y2 + 1%0%).
Se r; = vQr;(ty), entdo, pela expressdo do momento de inércia, temos

I = E:mZ|rZ|2 =1 = ZmJuQr, (t))P=1=v z:mZ|rZ (to)? = I = 21 (ty).

Utilizando a expressao do potencial, obtemos as implicacoes

m;mm ;e ; ;M ;
U= N v = U= L
Zm—m ZW@ (t0) — v42r, (t0) v Hmzrn (to) — 1,10

1 mim;
= U = — v J = U — _1U t .
y E v (to)
Agora, utilizando a definigdo de solugao homografica r; = vQr;(tg), temos

(vcosO)ry(to) — (vsin)ry(to) (v C(:)S Oy (to) — (v sin O)ria(to)
r; Xr; = | (vsinf)r;(ty) + (vcosOri(ty) | X | (vsin)ry(to) + (v cosb)ria(ty)
0 0
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depois de simplificacoes, chegamos a igualdade
r; X 1; = (0,0,0(vr(ty))?).

Pelas expressoes anteriores, o valor absoluto do momento angular total K = """ | m,;r X 1;

pode ser expresso da forma

n
K| = |Zmi9(yr(t0))2| = K| = évQI(to). (2.10)

i=1
Como K = C é constante, por ser uma integral primeira para o movimento, segue que 0
nao pode mudar o sinal durante o movimento. Portanto, podemos supor que a orientacao
do sistema de coordenadas é tal que a configuragao gira no sentido anti-horario. Assim,
temos 6 > 0, fazendo sentido a expressao para o médulo do momento angular total. Agora

podemos provar o teorema de Lagrange-Pizzetti.
Teorema 2.12. (Lagrange-Pizzetti)

o Uma solugao homogrdfica € homotética se, e somente se, o momento angular total €

ZETO0.

e Uma solugao é um equilibrio relativo se, e somente se, é planar e gira com uma velo-

cidade angular constante.
Demonstracao. Vamos analisar separadamente o caso planar e nao planar.
Caso planar: Como a solugao é homogréfica e planar, temos pela expressao (2.10) que
K| = 6021 (t,).

Como v > 0, temos que |K| =0 < 6 = 0. Além disso, § = 0 = Q(t) = I;. Entao,
por definicao, a solucao é homotética, o que prova o primeiro item. Por defini¢ao,
para que a solugao seja de equilibrio relativo, devemos ter v = const > 0 e 0 # 0.
Segue da expressao (2.10) que K = C # 0 < 0 = const # 0. Reciprocamente,
0 = const # 0, entao, pela expressao (2.10), temos que v = const. Logo, a solugao

é de equilibrio relativo.

Caso nao planar: Como toda solu¢ao homografica nao planar é homotética, entao, para
o primeiro item, resta mostrar que |K| = 0. De fato, como a solugdo é homotética,

r; = vri(ty), segue da definigdo de momento angular que

K= Zmir X I'l = K= Zmil/l)r(to) X I’l(t[)) =0.

i=1 i=1
O segundo item segue diretamente do corolario 2.11, ja que nao existe solucao de

equilibrio relativo nao planar.
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]

Temos algumas consequéncias sobre solugoes colineares para comentar a partir do
Teorema de Lagrange-Pizzetti. Primeiro, para uma solugao colinear ser equilibro relativo,
é necessario nao ser retilinear, mas isso nao ¢ suficiente. Segundo, se a solugao for colinear
e nao retilinear, entao possui plano invariante e portanto K = C' # 0. Além disso, é
uma soluc¢ao homografica, mas, do primeiro item do teorema de Lagrange-Pizzetti, nao
é homotética. Por outro lado, se a solugao homotética e colinear, entao, pelo primeiro
item do Teorema de Lagrange-Pizzetti, temos K = C' = 0. E portanto essa solugao é

homografica e retilinear.



Capitulo 3
Configuracoes Centrais

O objetivo deste capitulo é apresentar as configuragoes centrais. Estabeleceremos
relacoes entre solugoes homograficas e configuracoes centrais, comentaremos o problema
da finitude e mostraremos alguns resultados sobre a posicao dos corpos numa configuragao

central.

Definigao 3.1. Uma configuracio de n corpos, r = (ry, ...,1,), onde r; € R? com d = 1,2

ou 3 e massas m;, é dita configuracdo central se existe X\ € R, tal que

m;m;
Z ————(r; — r;) + Am;r; = 0. (3.1)
A equacao das configuracoes centrais também pode ser escrita da seguinte forma
M~'VU(r) + Ar = 0,

onde M = diag(m,...,m,) é a matriz das massas. Para d = 3, M possui dimensdo
3n X 3n. De outra forma, podemos dizer que configuragoes centrais sao posigoes especiais
das particulas, onde o vetor aceleracao é proporcional ao vetor posicao, e a constante de
proporcionalidade A é a mesma para todos os corpos. Encontrar configuracoes centrais
¢ uma problema algébrico e nao da dinamica, como buscar estabilidade ou periodicidade
solugoes.

No caso onde o potencial depende apenas das distancias mituas, segue que a

expressao (3.1) assume a forma

Zmimﬂri — I'j|a(I'l' — I'j) + Am;r; = 0.

J#i
Quando o = —1, recafmos no caso newtoniano. Sendo I =3 _; m;|r;|?, a expressao (3.1)
assume a forma o a1
2\ = 0. 3.2
81"2- + 31"2- ( )

37
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Vamos mostrar que A > 0. De fato, como U é homogénea de grau —1 e I é homogénea

de grau 2, temos

oU
e —Ue Z ar 1y =21, (3.3)

tomando o produto interno da expressao (3.2) por r; , obtemos que

—U+ M =0,
logo U
A=—>0.
o1 ~

Portanto, a equagao (3.2) pode ser escrita como

oU ol
2[U— + U?==— = 0.
8ri 8ri
Concluimos que as massas m; formam uma configuragao central se, e somente se,

r = (ry, ..., 1r,) satisfaz as equacoes %IU = 0. Isto é, se, e somente se, r ¢ um ponto critico
Z

da funcao 1U2.

O proéximo resultado da uma caracterizacao para as solucoes homotéticas.

Proposicao 3.2. Se r(ty) é uma configuracio central com constante X e v uma solu¢do

para o problema de Kepler unidimensional

(3.4)

entao r(t) é uma solugao homotética do problema de n corpos. Além disso, toda solu¢ao

homotética tem a forma (5.4).

Demonstragao. Substituindo r = v - r(t) na equagao (1.1), temos

mym;(v(t) - r(to); — v(t) - r;(to))
Z () - ri(to) — v(t) - r;(to)]?
SO (i) — 1 mym;(rs(to) — r;(t0))
U(t) - r(to) (1) Z I3 (to) — 1;(to) [
S0 28 — 1 mim;(ri(to) — r;(to))
00 = 10 2= T nlio) - 5P

como o segundo membro da ultima igualdade é ndo nulo para todo r(ty), entao a equagao

m;v(t) - Ti(to) =

é satisfeita se, e somente se, existe uma constante —\ tal que

b(t) - V2 (t) = -\
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_ mm; (ri(to) — r;(to))
Ar(t) = Z ri(to) —r;(to)|*

]

O proximo resultado mostra que as configuragoes centrais possuem uma relagao

muito forte com as solugoes homograficas

Teorema 3.3. (Teorema de Laplace). Seja r(t) uma solugdo homogrifica, entdo, para

cada instante ty, os corpos formam uma configuracao central.

Demonstra¢ao. Vamos analisar o caso planar e nao planar separadamente.

Caso planar: Identificando C com R2, a solucao homografica pode ser expressa da se-

guinte forma
ri(t) = o(t)ai, (3.5)

onde p : R — C e a; € C sao constantes. Como o produto de ntimeros complexos
para cada t, entao geometricamente temos em cada instante uma rotacao seguida
de uma homotetia, logo a solucao definida dessa forma é homografica. Entao, subs-

tituindo (3.5) em (1.1), segue que

77”L2g0(t)aZ = Z mzm] )a'|3 (gp(t)az — gp(t)aj) =
Z#J J
(o(b)a;) = ot UL, —a;).
mlen) = o) Z i —a,p

Assim, temos

)P ety = Y L (a; — ay)a; (3.6)

como o lado esquerdo da expressao (3.6) nao depende do tempo, existe A € R tal

que |90(t)|390_1(t)<ﬂ(t) = —\, portanto

Substituindo (3.7) em (3.6), temos
) = —aj)+Aa; =0
; |az_aj|3 Z |a1_a3|3 ’

como essas relagoes nao dependem do tempo, para cada t, fixado, r(ty) é uma

configuragao central.
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Caso nao-planar: Uma solu¢cao homografica nao planar é necessariamente homotética,
assim r;(t) = v(t)r;(to), para algum to. Substituindo essa expressao na relagao do
problema de n corpos (1.1), o resultado segue andlogo & proposi¢ao 3.2, ja que
pode ser escrito em fungao de tg na equagao do problema de n corpos, assim r(ty) é

uma configuracao central para cada t; fixado. Isso conclui a prova.

O préximo resultado serve como reciproca para o teorema anterior.

Teorema 3.4. Seja r(ty) uwma configuracao central para os n corpos. Entao existem
fungoes v(t) e QU(t), tal que a solugdo homogrdfica r(t) € da forma r(t) = v(t)Q(t)r(ty),

ou seja, r(ty) serve de condi¢do inicial para essa solugdo.
Demonstra¢ao. Vamos analisar dois casos.

Caso Planar :
Da observagao (3.20), toda configuracao central planar da origem a um equilibrio

relativo que consequentemente é uma solucao homografica.

Caso nao Planar :
Seja r(ty) uma configuracao central nao planar com A > 0, se existe uma solugao
homografica nao planar, entao essa solucao deve ser homotética. Por outro lado,
pela proposicao 3.2, temos que uma solugao com condicao inicial formando uma
configuragao central é homotética para o problema de n corpos se, e somente se,

satisfaz o problema de Kepler, ou seja,
r(t) = v(t)r(ty) < v(t)v3(t) = -\
entao r(t) é uma solugdo homotética para o problema de n corpos.

]

O proximo resultado mostra que uma configuracao central é invariante por di-

latagoes e por rotagoes relativas ao centro de massa.
Teorema 3.5. Seja (ry, ..., 1,) uma configuragdo central, entao
a) 7, =ar;, a>0,i=1,..,n é uma configuragao central .

b) 7 =Qr;, Qe O(3),i=1,..,n é uma configuracao central.
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Demonstra¢ao. Vamos provar primeiro o item a). De fato,

_ mm; & mim;
VUE) = 2 T ) S o g n )
i#]
1 m;m
= £Z|r‘_r]|3( _rj)
i#j J
1
= ?VrJU(I'J)

Como r é uma configuracao central, temos V.. U(r;) = Am;r;. Portanto,

— A
VriU(I'i) = o2 U( ) o2 —m;T;
a A A A
= szrz = 3miari = —szrz
a o (67

denotando \ = %, temos V. U(T;) = Am,T. Logo T é uma configuracao central. Podemos

provar o item b) de maneira andloga, basta notar que
V”U(I',L'> = )\miri,
multiplicando ambos os membros por Q2 € SO(3), temos

QZ i mJ I‘j) = Q)\mlrl =

i#j |r7f - r]‘g
pois || = 1, segue que

Z _omymy (Qr; — Qr;) = Am,;Qr; = Z #(Qrz —Qr;) = Im;Qr; =

oy €2 fr; — rj’?’ fr; |
mim; . . N
Z ﬁ(rl —1;) = U(t;) = Myt
iz T
Concluimos que r; é uma configuracao central. n

Devido a esse resultado, podemos definir uma relacao de equivaléncia sobre confi-
guragoes centrais da seguinte forma: dizemos que duas configuragoes centrais estao relaci-

onadas quando podemos passar de uma para outra por meio de uma rotacao e dilatacao.

3.1 Localizacao de Particulas numa Configuracao Cen-

tral

Os préximos dois resultados sao devidos a C. Conley. O objetivo é mostrar como

eles nos dao boas ideias de como localizar uma particula numa configuragao central. Mas,
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antes, é necessario fazer alguns comentarios sobre fluxo de solucoes e campo de vetores
para o problema de n corpos. Mais detalhes sobre a localizacao de particulas podem ser

encontrados em [13].

Do ponto de vista dinamico, as configuracoes centrais podem ser vistas como

ponto de equilibrio de determinados fluxos gradientes. Tomando a métrica
() :R™ xR™ — R,
definida por
(r,r) — (r,r) =" Mr

Seja S = {r : (r,r) = 1,> m,;r; = 0}, o elipsoide unitario das massas, com referencial
baricéntrico. Note que, se S estd contido em um subespaco de R*" de dimensao 3n — 3,
temos que S possui dimensao 3n — 4. Como sabemos que uma configuragao central é
invariante por rotacao e translagao, entao nao existe perda de generalidade em tomar r

restrito & esfera S.

Proposigao 3.6. O campo vetorial F(r) = M~'VU(r) + U(r)r € gradiente para o po-
tencial restrito a esfera S, com respeito a métrica (,). Além disso, os pontos de equilibrio

do campo sao exatamente as configuracoes centrais em S.

Demonstracao. Vamos provar que F é tangente a S e para todo u € T,.5, espaco tangente

a S em r, a derivada de U em r na direcao do vetor u é dada por
DU(r)(u) = (F,u).
De fato, como r é normal a S em relagdo & métrica definida (, ), temos
(F,r) = (M 'VU(r) + U(r)r,r) = (M 'VU(r),r) + U(r){r,r).
Utilizando a homogeneidade do potencial, obtemos
(M~'VU(r),r) + U(r)(r,r) =" MM VU (r) + U(r) = -U(r) + U(r) =0
logo (F,r) =0, assim F é tangente a S. Tomando u € 7,.S, temos (u,r) = 0 e portanto
(F,u) = (M~'VU(r) + U(r)r,u) = (M~'VU(r),u) + U(r){r,u) = (M~ 'VU(r),u).
Da definigao da métrica (, ), segue que
(M~'VU(r),u) = (M 'VU(r))" Mu = VU ()" (MY Mu = DU(r)u.

Assim, se V for o gradiente de U, temos V|g = 0, desde que a configuracio central
esteja na esfera. Concluimos que as configuragoes centrais sao pontos de equilibrio para
o problema.

m
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Defini¢ao 3.7. Seja r = (ry,...,r,) uma configuragdo central planar do problema de n

corpos e L uma reta fixa no plano, vamos denotar por
L(r; —r;, L)

o angulo formado por L e a reta que liga as particulas r; e r;. Além disso, seja O(r, L) =
max{Z(r; —r;,L)|i,j € {1,...,n},i # j}. Note que O(r, L) é nulo se, e somente se, r é
paralelo a L. E por fim, seja ©(r) = miny O(r, L), o qual é nulo se, e somente se, r é

colinear ao longo de alguma reta.

Observacgao 3.8. A fungao O(r) mede o quanto uma configuragao deixa de ser colinear.

Como exemplifica a figura 3.1:

Figura 3.1: Os pontos em verde representam os corpos. Em azul temos a reta L e, em
vermelho, temos uma configuragdo em forma de quadrado com o angulo ©(r) = 67,5°,
ver [13].

Proposicao 3.9. © ¢ uma fungdo continua em S\ A

Demonstragao. Note que a funcao Z(r; —rj, L) é continua em S\ A, se fixarmos indices
i,j e fixarmos L. Dessa forma, O (r) também é continua para L fixado, pois o méximo
Z(r; —rj, L) é atingido para um conjunto finito de pares de indices 7, j. Por outro lado,
como O(r) é apenas a minimizagao de O (r) sobre L e somente os angulos estao envolvidos,
podemos restringir a L, a reta passando pela origem. Como o conjunto de retas passando

pela origem é compacto, temos que O(r) é continua. O



44

O préximo resultado é conhecido como Teorema Bissetor, ou Teorema da Me-
diatriz, o qual possui aplicagoes no problema de 3 corpos, como veremos adiante. Esse
teorema possui como base uma construgao feita usando o plano bissetor. Para essa cons-
trucao, consideremos: O segmento de reta (rp — r;) que liga a posigao de dois corpos; £,
o plano bissetor desse segmento; um vetor u € § perpendicular ao segmento (ry — r;); e
um plano v, que contém o segmento e é normal ao vetor u. Dessa forma, § e v dividem

o espago em 4 quadrantes, como mostra a figura 3.2.

Teorema 3.10. (Teorema Bissetor de Conley) Dada uma configura¢ao central planar
de n corpos e escolhidas arbitrariamente duas massas m; e m; com posi¢oes T; € Tj, Se
um dos cones abertos formados pelo bissetor, definido a partir de r; e rj, possuir algum
elemento de r, o outro cone também possui pontos de r, em outras palavras, se os (n—2)

corpos restantes pertencerem a apenas um dos cones, entdo a configura¢do nao € central.

Demonstragao. Ver [13] O

Figura 3.2: Essa figura representa um caso no qual, pelo Teorema Bissetor, os corpos
nao formam uma configuracao central, onde o plano horizontal corresponde a A, o plano
vertical corresponde ao plano bissetor §, vetor u em preto, o segmento (ry — r;) em

vermelho e os corpos estao representados por verde.

O lema a seguir nos diz intuitivamente que ,se r esta proximo de L, entao o fluxo

gradiente também estd préximo de L.

Lema 3.11. O(r) ¢ estritamente decrescente em x = {r € S|0 < O(r) < T} ao longo do
fluzo gradiente dado por
r=VU(r)|s,

onde S ¢ o elipsoide unitdrio das massas.
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Demonstragao. Para provar que O(r(t)) < O(r(ty)) para todo t > ty, com L arbitrario,
vamos escolher L adequado tal que ©(r(ty)) = O(r(ty), L). Por definicao O(r(t)) <

O(r(t), L), entao é suficiente ver que
O(r(t), L) < O(r(to)).
Dessa forma, tomando indices i, j tal que
O(r(to), L) = £(ri(to) —1;(to), L) = o,

¢ suficiente mostrar que o angulo decresce para cada ponto escolhido, entao a distancia
méxima entre r;,r; também decresce ao longo do fluxo gradiente. Note que & < 0, de

fato, pela proposicao 3.6, o fluxo gradiente para esse problema assume a forma
¥, =m; 'V,U(r) + U(r)r,

e, portanto,
I..i — I"j = mz_lle(I') — m_lij(r) + U(I‘)[I’z — I'j].

Vale recordar da Algebra Linear que o angulo « entre dois vetores genéricos u, w é dado

pela relagao, cos(a) = %, sendo assim, seja v um vetor unitario ao longo de L, tal que

= .~ . . <
cos(a(t)) = moo] |V € ndo negativo, derivando essa expressao, segue que

—sina(t)a(t) = % . <v _mmmve rj]) |

v — 1, |r; — ;2

(ri—rj)v
ri—r;|*

Note que u = (v — (r; — rj)> ¢ a componente de v projetada no plano bissetor
e ortogonal ao plano determinado por v e (r; — r;), entdo a derivada ao longo do fluxo

assume a forma

—sina(t)a(t) = (m;'V;U(r) —m;'V;U(r) + U(r)[r; — 1)]) - u,

|r; —l“j|

como u.l(r; —r;), temos que (U(r)[r; —r;]) -u =0, logo

—sina(t)a(t) = (m; 'V;U(r) —m;'V;U(r)) -u

i — 1]

:%ka{(rk—_?)-u—uu. (3.8)

Note que, sobre r;, r;, podemos construir cones de angulo ©(r), com os eixos
centrados sobre a reta que contém (r; —r;), assim as massas das particulas rj, com k # 4, j
estdo na diregao de L, sobre os cones ou sobre a reta que contém o segmento (r; —r;). A

interagao desses cones é dada pelo segmento (r; —r;) e a metade exterior dos cones, como
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Figura 3.3: Os pontos em verde representam os corpos r; e rj. Em azul, temos o vetor v

sobre a reta L e, em vermelho, temos o vetor u.

esta representado na figura 3.3. Mais precisamente, como O(r()) < 45°, pelo teorema
bissetor, a metade desses cones se encontram em lados opostos da reta que contém o
segmento (r; —r;). Resta mostrar que todos os termos da soma (3.8) sdo nao-negativos.

De fato, analisando cada possivel posicao para as massas de ry, temos:

e Se i < k < j, temos rj, sobre a reta determinada por r; e r;, nesse caso
(rp —rj)u=(ry —r;)u=0,

dessa forma, na expressao (3.8), temos

S [(rk —r)u (v — rj)u} o

o, — P o -

j<k<i

e Se k > i, entdo ry estd na metade direita do cone centrado em r;. Nesse caso, (ry —

r;) - u > 0, assim, na expressao (3.8), temos

Z mk(rk - l“z') ! - !
v — 2 e — 13

k>i,j5

‘u >0, (3.9)

pois, como r; estd na metade direita do cone, obtemos

1 - 1
L A N

Logo, a expressao (3.9) é necessariamente nao-negativa.
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e Se k < j, entao rj estd na metade esquerda do cone centrado em r;. Nesse caso,

(rp —r;) - u < 0, assim, na expressao (3.8), temos

Z mg(ry — ;) [ L — L -u > 0, (3.10)

Py |t — ;)3 |ty — rj|3

pois, como r; estd na metade esquerda do cone, temos

1 1

v — 2y =

Logo, a expressao (3.10) é necessariamente nao-negativa.

Dessa forma, a expressdo (3.8) é nao-negativa, como 0 < O(r(ty)) < 45° e

—sin(a(t)) < 0, temos «a(t) < 0. Portanto O(r) ¢é estritamente decrescente. O

Teorema 3.12. Ndo ewiste configuragao central planar, com 0 < ©(r) < 7.

Demonstragao. Por defini¢ao, ©(r) é positiva definida, pelo lema anterior, O(r) é negativa
definida em y, entdo ©(r) é uma funcao de Lyapunov em Y, ao longo do fluxo dado por
r = VU(r)|s, portanto a configuracao tende a ser cada vez mais colinear, ou seja, a
configuragao esta arbitrariamente préxima de uma configuragao colinear, que por sua vez

nao é central. 0

Observacao 3.13. O teorema acima também prova que o conjunto x é positivamente
invariante, e portanto seu complemento contém todas as configuracoes centrais nao co-
lineares, ou seja, qualquer configuracao central é colinear ou esta distante de ser uma

configuragao colinear.
Voltando para o Teorema Bissetor, valem as seguintes observacoes:

Observacao 3.14. Uma demonstracao do teorema Bissetor, pode ser dada da forma :

Considere r;—r; para o fluxo gradiente. Se r é uma configuragao central, entao r; = 1; = 0.
Mas, a férmula para (f; — ;) - u é a mesma que aparece na demonstragdo do Lema 3.11.
Dessa forma, pelos mesmos argumentos do lema 3.11, temos que esta é estritamente

positiva, o que é uma contradicao.

Observacao 3.15. Como foi visto, o Teorema Bissetor é muito importante visto que,
dentre suas aplicagoes, permite garantir que a tunica configuracao central nao colinear
para o problema de 3 corpos é aquela em que as 3 massas encontram-se nos vértices
de um triangulo equildtero, que correspondem a solucao de Lagrange. De fato, entre 3
massas, dado um par de massas m; e m; com ¢ # j, a massa restante deve estar no
plano bissetor relativo a reta definida por r; e rj, caso contrario deveria estar em um

dos quatro quadrantes abertos e isso violaria o Teorema Bissetor. Como as massas m; e
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m; sao arbitrarias, devem estar nos vértices de um triangulo equildtero. Um argumento
similar mostra que as configuracoes centrais nao planares possiveis para o problema de 4
corpos, de massas arbitrarias, é tal que os corpos devem estar nos vértices de um tetraedro

regular.

3.2 Configuracoes Centrais Colineares

Uma diregao natural para estudar configuracoes centrais é analisar o caso colinear.

Vamos assumir que r; € R, com ¢ = 1,...,n e o conjunto C' dado por

C = {rGRn\A:Zmiri:O,Zmir? = 1},

entdo C' é um subconjunto aberto n — 2 dimensional do elipsoide (topologicamente uma

esfera S"72).

Para n = 2, toda configuragao é colinear ao longo de alguma reta e toda confi-
guragao é central. Para n = 3, C é topologicamente um circulo com 6 pontos excluidos
(interse¢oes com o plano ry = re,ry = r3,ro = r3). Uma interpretacdo mais visual pode
ser encontrada em [13]. Com isso, temos que, no todo, existem 3! = 6 componentes co-
nexas para C', correspondendo a 6 ordenacoes das particulas ao longo da reta. Fixada
uma ordenagao tal como r; < ry < rz, temos que U|c — oo, quando r — A, entdo
Ulc tem um minimo em cada componente conexa, claramente temos um ponto critico em
cada componente para Ulc. Além disso, como C' é um conjunto invariante para o fluxo
gradiente, o gradiente de Ulg é tangente a C, entdao o ponto critico de Uz é também
ponto critico para Ulg. A unicidade dos pontos criticos em cada componente vem do que
foi obtido sobre configuracoes centrais de Euler, ver [13]. Devido & simetria do problema,

. | ~ . .
obtemos que, para n = 3, existem 35 = 3 configuracoes centrais colineares.

3.3 Finitude de Configuracoes Centrais

Um questionamento que surgiu durante os estudos sobre configuragoes centrais
diz respeito a existéncia de um numero finito, n € N, para o qual pode-se escolher ao
menos um conjunto de massas positivas, de modo que forme uma configuracao central.
Essa foi uma questao proposta por Wintner. Posteriormente, Winter e Smale propuseram
0 que se tornaria um dos principais problemas em aberto sobre configuracoes centrais,
o qual estd presente na lista de Smale, ver [25], conhecido como 6° problema de Smale,

sendo enunciado da forma
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Conjectura 3.16. Para um dado conjunto de n corpos com massas positivas mq, ..., My,

o numero de classes de equivaléncia de configuragoes centrais planares € finito?

No caso onde n = 2, existe somente uma solucao, a qual é dada por uma conica
que depende do valor da energia com o centro de massa em um de seus focos. Assim, existe
apenas uma classe de configuracoes centrais para n = 2. Quando n = 3, Euler mostrou,
em 1767, que existem exatamente 3 solugoes colineares, as quais correspondem a 3 classes
de configuragoes centrais. Até hoje, a conjectura nao foi completamente respondida para o
caso geral de n corpos, entretanto, devido a esforcos de muitos pesquisadores, alguns casos

particulares foram respondidos. Abaixo, listamos alguns dos resultados mais conhecidos :

e Sen = 3, existem ao todo 5 classes de configuragoes centrais, trés classes devido a Euler

e duas devido Lagrange, ver [9] e [11], respectivamente.

. . | ~ .
Moulton provou que, para n corpos colineares, existem % classes configuragoes centrais.
Ver [19].

Albouy provou que, para 4 corpos com massas iguais, existem 50 classes de configuracoes

centrais, Ver [2].

Hampton e Mockel, provaram que, para n = 4, o nimero de classes é finito e estd entre
32 a 8472 classes, usando Teoria BBK. Ver [18].

Albouy e Kaloshin provaram a finitude para o problema de 5 corpos, ver [3].

Para n > 5, o problema encontra-se em aberto.

Moulton generalizou o resultado obtido por Euler sobre configuracoes centrais no

problema de 3 corpos, para o caso colinear de n corpos, na forma do teorema abaixo.

Teorema 3.17. O numero de configuracoes colineares de um problema de n corpos € igual

n!
a—.
2

Demonstragao. Ver [13] e [19]. O

O questionamento que pode surgir é o que acontece quando algum dos corpos
possui massa negativa. Em [13], é apresentado um exemplo interessante em que, quando
n = 5 e um dos corpos tem massa negativa, o nimero de configuragoes centrais nao é

finito.
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3.4 Exemplo de Configuracoes Centrais

O préximo teorema, devido a Euler, ver [9], mostra quantas configuragoes centrais

existem para o problema colinear de trés corpos.

Teorema 3.18. (Euler) Para o problema de trés corpos colinear, com 3 particulas de
massa my, ms, ms localizadas sobre uma linha reta, existem exatamente 3 configuracoes

centrais colineares, uma para cada ordenac¢ao das particulas modulo rotagao por .

Demonstracao. Primeiro, note que as equagoes das configuragoes centrais podem ser es-

critas da forma

ma ms3
Ar; = +
! (I’Q — I'1>2 (I’g — r1)2
—1 ms
Ary = +
’ (rg —11)?  (r3—ry)?
Ars = —mg ma

(r3 —1y)? - (r3 —1rp)%’

utilizando-se a seguinte mudanca de coordenadas
T =T9 —TI
Yy=7rI3—I

Z=T3—TI1 =7 +Y,

as equagoes podem ser escritas em termos das variaveis x,y, da forma

g — my + Mo ms ms

B T
1 mip Mo+ ms

Ay = — — =

ER
Como estamos analisando a classe de configuragoes centrais, podemos normalizar fazendo

x = 1. Dessa maneira, a primeira equagao assume a forma

ms m3

A: —_———
(mq +ma) + 2 O+

substituindo essa expressao na segunda expressao, obtemos

ms msy mq
(m1+m2)+—y (1+y)2+(1+y)2 my +my + ms

Por célculo direto, obtemos o polinomio de Euler

Ply) = —(m1+ma)y® — (3my + 2ma)y* — (3my + ma)y® +
+ (2ms + mo)y® 4+ (3ms + 2ma)y + (mg + ms) = 0.
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Pela regra de sinais de Descartes, o polindmio de Euler tem exatamente uma raiz positiva.
Fixando a posicao de duas particulas, existe uma terceira particula, tal que esses tres

corpos formam uma configuragao central. O]

Outro exemplo de configuragao central pode ser dado pela solucao encontrada
por Lagrange para o problema de trés corpos, a qual pode ver vista em [13], onde mostra

que essa solucao forma uma configuracao central para um instante de tempo fixado.

3.5 Configuracoes Centrais e Equilibrios Relativos

Essa secao tem como objetivo mostrar a relagao entre configuracoes centrais e
equilibrios relativos. E, por fim, concluir que toda configuragao central planar da origem

a um equilibrio relativo, argumento este que foi usado na demonstragao do teorema 3.4.
Considere r(t) uma solugao planar para o problema de n corpos, tomando o

sistema de coordenadas (£,7n) nao inerciais com o velocidade angular w constante. Se

ri(t) = (z;,y;) no sistema inercial, entdo r;(t) = Q(t)¢; onde ¢; = (&, 7). De maneira

coswt —sinwt &(t)
r, = .
sinwt  coswt ni(t)

Por outro lado, derivando r(t) = Q(t)(;, em relagdo ao tempo, obtemos

mais explicita, temos

ii(t) = Q)G + QG
E,(1) = QG + 200G (1) + Q)G 0),

substituindo essas expressoes na equagao (1.1), temos

. .. . oU
Note que
O —wsinwt —w coswt _Q 0 —w (3.12)
wcoswt —wsinwt w 0
.. w?coswt —w? sin wt 9
w?sinwt  w? coswt

substituindo as expressoes (3.12) e (3.13) na equagao (3.11), obtemos
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ou N
9Gi

w

mi(—w’G + 2w ( _; ) +G) = g—g,

mi(—w?Q¢; + 290 ( 0 —w ) G+QG) =0

analisando cada coordenada de (, chegamos ao sistema

{ mi(—w?€; — iy + &) = 8 (3.14)

m;(—w?n; + 2wE; + ;) = gg

A préxima proposigao nos diz que, a partir do sistema (3.14), conseguimos uma condigao

necessaria e suficiente para uma solucao ser equilibrio relativo.

Proposicao 3.19. r(t) € uma solucio de equilibrio relativo para o problema (1.1) se, e

somente se, T;(to) = (&(to), mi(to)) € uma solugao para o sistema

—wGi(t) = o o, (3.15)
—w?n(t) = m%_gg,

onde w € uma velocidade angular constante.

Demonstra¢ao. Como r;(t) é uma solu¢do de equilibrio relativo, entao existe w tal que

para esse valor, o sistema (3.15) possui uma solugao de equilibrio, ou seja,

{ &i(t) = &ilto), D2 mii(to) (3.16)
i() ),

0
= i(to), 22 mani(to) = 0
Dessa forma, &(t) = &(t) = 0 ,ij;(t) = 7;(t) = 0. Logo, o sistema (3.14) assume a forma

(3.15), além disso, como &;(t) = &;(to) e n:i(t) = ni(to), temos

&l(t
{ ~wllo) = i
(to)
)

—w2n, 19U
Wi m; On;

Reciprocamente, seja (&;(t),n;(t
tomar r(t) = Q(¢)((t) , logo

= (;(t) uma solugao do sistema, (3.15) entao podemos

r;(t) = (&(t) coswt — n;(t) sinwt, & (t) sinwt + n;(t) cos wt) (3.17)
pelo sistema (3.15), obtemos que &(t) = — ggU cujo lado direito é constante, para todo

t, entdo £(t) = &(t) = 0. Com o mesmo argumento, obtemos que 7j;(t) = 7j;(t) = 0,
derivando duas vezes a expressao (3.17) e substituindo 51 = SZ =1; = 1n; = 0. Obtemos
que ¥;(t) = 1r;(t) = 0 e, portanto, r;(t) = r;(tp). Dessa forma, a solugdo é um equilibrio
relativo.

]
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Observacao 3.20. Como consequéncia desse resultado, temos que toda configuracao
central planar d& origem a uma solugao de equilibrio relativo. De fato, fazendo (;(to) = a;

e A = w? | temos, na expressao (3.15), que

—)\miaizz S 3J i=1,..,n.
— o —qy



Capitulo 4
Conjectura de Saari

Dentro da Mecanica Celeste, existem muitos problemas em aberto, um deles é a
conjectura de Saari, que relaciona equilibrios relativos e o momento de inércia. Entre 1960
a 1980, Saari publicou uma série de artigos e, em um deles, estabeleceu o que é conhecido

como Conjectura de Saari:

Conjectura 4.1. (Saari - 1970) Toda solugdo do problema de n corpos que tem o mo-

mento de inércia constante € um equilibrio relativo.

Segundo Saari [22], assumir que a conjectura é verdade poderia implicar em algu-
mas consequéncias na astronomia, como por exemplo, se uma galdxia esta contida em um
plano, entao nessa galaxia os corpos movimentam-se como corpos rigidos. Nesse capitulo,
faremos um breve estudo sobre a conjectura de Saari, além de apresentarmos alguns re-
sultados obtidos e analisarmos o caso colinear para o potencial que depende apenas das
distancias mutuas. Por tltimo, faremos uma generalizacao para a conjectura de Saari,
conhecida como Conjectura Homografica de Saari, apresentando e comentando alguns re-
sultados. Abaixo, citamos alguns resultados importantes obtidos sobre a conjectura nos

ultimos anos.

1 McCord, em [12], mostrou que as tnicas solugdes para o problema planar de 3 corpos
com massas iguais que possui momento de inércia constante sao equilibrios relativos,
reduzindo o problema a localizacao de raizes de varias funcoes de variavel-singular

e investigando essas raizes para o caso de massas iguais.

2 Diacu, Pérez-Chavela e Santoprete, em [7], mostraram a veracidade da conjectura para
o problema colinear de n corpos com o potencial, dependendo apenas das distancias
mutuas entre os corpos. Nas segoes seguintes discutiremos mais detalhes sobre

artigo.

3 Moeckel, em [16], mostrou que uma solu¢do do problema de trés corpos planar tem

momento de inércia constante se, e somente se, essa solugao é um equilibrio relativo,

o4
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em particular, concluindo que a conjectura de Saari é verdadeira nesse caso, para
isso, a ideia da prova passa por derivar a expressao momento de inércia para obter
trés equagoes algébricas para as trés distancias mutuas do problema de 3 corpos

planar, utilizando o programa Mathematica para analisar as raizes das equacoes .

4.1 Resultados sobre o problema de n corpos em R™

Nessa secao, vamos apresentar alguns resultados sobre o problema de n corpos
para R que terdo muita importancia para a préxima secao nesse capitulo. As principais
referéncias sao [1], [4], [5], [15] e [14].

De [11] o potencial do problema de n-corpos pode ser escrito como
i<j

1

onde ®(s) = G's*, com k = —5es= r?

7;» IO caso newtoniano.
Definicao 4.2. Uma configuracao do problema de n corpos tal que
A"B—BA=0

é dita balanceada ou equilibrada, onde

AH L L
T2 Tin

ma mi

2 Agy 2
A= 12 2n

mn mi

sl Ann

- 1n 2n -

com
. Z my
AZ‘Z = — Aij = — T_3
i ij Y
e - —
mi 2
0 % AT
2 2
B riy 0 ... 13,
2 2
| T Ton e 0 |

O termo “equilibrado” surge do fato de que essas configuracoes sao exatamente
aquelas que admitem um equilibrio relativo no espaco de dimensao grande. Toda confi-
guracao central é equilibrada, mas, por outro lado, existem configuracoes balanceadas que
nao sao configuragoes centrais. Ver [1] e [15]. Uma abordagem para configuragoes balan-

ceadas é dada por Albouy, em [1], nesse artigo, é apresentado um tratamento algébrico,
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utilizando endomorfismo. Outra abordagem, utilizando matriz de Gram, é feita em [15],

por Moeckel, onde é mostrado que ambas as abordagens sao equivalentes.

Daqui em diante, nos referiremos as solugoes homograficas cuja razao das distancias
mutuas é dada por um valor que também depende das massas dos corpos por solucoes ho-
mogrdficas com configuracoes centrais, isto esta relacionado a configuragao ser equilibrada,
pois, como foi visto da defini¢ao, esse tipo de configuracao depende de duas matrizes, en-
tre elas a matriz A, que depende nao apenas das distancias mituas como também das
massas dos corpos envolvidos. Vale lembrar que uma solugao homografica possui a razao
das distancias mutuas constante, mas Euler, ao pesquisar as solucoes do problema de 3
corpos colineares para cada instante de tempo, notou que, para cada escolha de massas
arbitraria, a razao entre as distancias mutuas dependia das massas, entao podemos dizer

que a solucao de Euler é homografica com configuracao central.

O proximo resultado diz que uma solugao homogréfica pode deixar de ser equili-
brada em dimensao maior que 2. Esse resultado sera importante para o desenvolvimento

da secao seguinte.

Proposigao 4.3. Se r(t) é uma solu¢ao homogrifica, entao essa solugao € equilibrada, ou

seja, central. Em dimensao maior que dois, se o grau de homogeneidade 2k é —2(k = —1,
isso € 0o mesmo que o = —2), podem existir excegoes.
Demonstragao. Ver [1]. O

Em [1], a desigualdade de Sundman ¢ tratada de maneira mais ampla, pois estd
relacionada ao momento angular que, por sua vez, depende da dimensao do problema.
Para isso, sao utilizadas as redugoes por translagoes e rotagoes para comparar o problema
com o caso planar de dois corpos e, para a prova do resultado, é necessaria a utilizacao

de um estrutura hermitiana no espaco euclidiano, ver [1].
Teorema 4.4. (Desigualdade de Sundman) Se z = (x,y) € 2D, entdo
2IT — J* > C?,
onde D € o espaco das disposicoes e C' € valor do momento angular.
Demonstragao. Ver [1],[5] e [4]. O
Corolario 4.5. Quando a igualdade
2IT — J* = C”?
¢ satisfeita, a solu¢do € homogrdfica.

Demonstracao. Ver[l] e [4] O
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4.2 Caso Colinear da Conjectura de Saari

O objetivo dessa secao é apresentar os resultados estudados no artigo Saari’s
Conjecture for the Collinear n-Body Problem, escrito por Diacu, Chavela e Santoprete [7].
Esse artigo procura estudar a conjectura de Saari para o caso colinear de n corpos com
o potencial dependendo apenas das distancias mutuas. O artigo possui trés resultados
principais: O primeiro resultado mostra que, se a solugao ¢é colinear, com potencial que
depende apenas das distancias mituas, e momento angular é nao nulo, entao a solucao
deve ser homografica. Esse resultado generaliza aquele obtido no teorema 2.3, pois naquela
ocasiao o potencial é newtoniano. O segundo resultado do artigo mostra que, se a solugao
for colinear com momento angular nao nulo e o potencial depende apenas das distancias
mutuas, entao, nesse caso, a conjectura de Saari é verdadeira. O ultimo teorema mostra
que, se a solucao colinear do problema de n corpos dada por um potencial de grau a = —2
(ou k = —%) tem o momento angular nao nulo, entao a solugao é homografica com
configuracao central, isto é, a solucao é equilibrada. Vamos recordar as equacoes do
movimento, fixando o centro de massa na origem do sistema de coordenadas, se todos os
corpos estao contidos inicialmente uma uma reta e projetados no mesmo plano, entao,
devem permanecer nesse plano. Consequentemente, se existem solugoes em que as n
massas estao sempre em linha reta, as drbitas sao curvas planas. Além disso, como os n
corpos sao colineares, podemos tomar o problema em R?",

Para o restante dessa secao, vamos supor que £n é o plano que contém os n
corpos e denotar por r = (£1,71), ..., ({4, M) as respectivas coordenadas desses corpos e,

my, ..., m, suas massas. Dessa forma, temos a seguinte equacao do movimento:

th= LU (i=1,..,n)

C{jtgi — milgglj (1=1, ,n) (A1)
U= Zz;j m;z;y

rig = V(&= &)+ (i — )

\
Teorema 4.6. (Teorema A) Se r é uma solugdo colinear do problema de n corpos com

um potencial que depende apenas das distancias mutuas e o momento angular é nao nulo,

entdo essa solugcao € homogrdfica.

Demonstragao. Como r; e F;; sao colineares, temos

n
K,L' = Zmiri X sz = 0,
i
segue, da equagoes do movimento (4.1), que

- dy, d& X~ dbi(t
K=Y m(e 2y 5y e @ _ (4.2
i=1 =1

d
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onde r; = /&2 +n?, e K é a componente do momento angular total ortogonal ao movi-
mento.

Note que K; é um vetor constante. De fato, se K; é a componente do vetor K;, ortogonal
ao plano do movimento, entao K; = ¢;, onde ¢; € uma constante. Assim, podemos escrever

cada componente do momento angular da forma

Ki = c; = myri (t)w;(t), (4.3)

onde w; = ‘izi ¢é a velocidade angular. Como os corpos estao na mesma reta, temos que w

¢ 0 mesmo para todos os corpos, ou seja,

e,  db,

d — dt
Considerando a razao entre as componentes do momento angular de dois corpos
quaisquer, usando a equacao 4.3 e o fato de w(t); ser constante para todos os corpos,

obtemos

2

C; myr;
o omar?
c;  myT;
isso implica que
7”1<t> . iji .
ri(t)  \ mic; s>
j iCj

onde a;; sao constantes. Isto é, se uma solucao colinear existe, a razao entre as distancias
dos corpos a origem é constante, e consequentemente as distancias mutuas sao constan-
tes. Dessa forma, se n corpos sao colineares, a razao entre suas coordenadas também é
constante e igual a razao das suas distancias a origem. Consequentemente, a configuragao
geométrica dos corpos permanece similar para todos os corpos quando o tempo variar.
Portanto o movimento é rigido e, concluimos que, a solugao é homogréafica.

m

Corolario 4.7. (Conjectura de Saari no caso colinear) Considerando o problema de n
corpos dado por um potencial que depende apenas das distancias mituas, entdo as unicas
solugoes que sao colineares tém momento angular nao-nulo e possuem momento de inércia

constante sao os equilibrios relativos.

Demonstragao. Pelo teorema 4.6, temos que a componente do momento angular total que

¢é ortogonal ao plano do movimento pode ser escrita como

K = z”: K, = zn:w(t)m,-ri?.
i=0

i=0
Pelo teorema 4.6, segue que, se a solugao é colinear, entao w é constante, dessa forma a

equagao (4.2) pode ser escrita como
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K=uw Z mr?. (4.4)
=0

Utilizando a definigdo de momento inércia em (4.4), temos
K=wl=C, (4.5)

onde C' é constante, logo w é constante para todo t, pois K e I sao constantes. Para
concluir a demonstracao, resta provar que as distancias mutuas sao constantes, mas isso
segue da equacao (4.3). Entdo mostramos que, se o momento de inércia é constante,
as correspondentes solugoes possuem movimento rigido e giram com velocidade angular
constante, ou seja, sao equilibrios relativos. Isso completa a demonstracao da conjectura
de Saari para esse caso.

m

Observacao 4.8. Vale ressaltar que acabamos de mostrar que, se I é constante, entao
w ¢ o mesmo para todo t. Também vale observar que o corolario 4.7 poderia ser obtido
de outra forma, notando que, se o momento angular é nao nulo, a solucao é colinear
nao retilinear e por isso, para cada instante ¢, existe uma reta tal que os n corpos estao
localizados, permitindo que a solugao seja colinear para cada instante. Assim, podemos
olhar para a solucao colinear r = (ry,...,r,) com apenas um corpo movendo em relagao
a um eixo fixo passando pela origem do sistema, com isso, podemos calcular o momento
angular em funcao do momento de inércia e sua velocidade angular w pela expressao
K= Iw.

O préximo teorema apresenta uma resposta a seguinte questao: “existe alguma
solucao colinear que seja homografica com configuracoes centrais?”. A resposta para essa
pergunta é positiva se o potencial é homogéneo de grau a # —2, de maneira mais precisa

temos :

Teorema 4.9. (Teorema B) Apenas as solugées colineares do problema de n corpos com
momento angular nao nulo, dado por um potencial com grau de homogeneidade o # —2,
sao movimentos homogrdficos com configuracao central. Em particular, se o momento de

mércia € constante, a solucao € equilibrio relativo.

Demonstragdo. Da equagao (4.3), temos K; = ¢; = m;r?(t)w(t), olhando para a derivada
de K;, temos
Kz' = 2m17’z7’,w(t) -+ mﬂ”Qw(t) = 0,

)

assim, obtemos

r;w

(4.6)

py= -2
! 2w
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Com essa preparacao, podemos reescrever a energia cinética como

n

_ .2 2 2
T = 5 Z(mﬁi + myr;w?), (4.7)

i=1
substituindo a equacao (4.6) na equagao (4.7), temos

2,42
[

1 riw 2 9 [~ re® | ¢ 2 2
T = EZ (mi e +mriw ) =3 (z:mZ e +;miriw . (4.8)

i=1 i=1
Lembrando que o momento de inércia pode ser escrito da forma I = %, substi-

tuindo em (4.8), temos que

1 /Cuw?

T o= (—4w3 +Cw) (4.9)
C [ w?

= 5 (m +w) . (4.10)

Agora, considerando a desigualdade de Sundmam
2T — J* > |C)?,

onde
n n
=1 1=1

Usando (4.6), podemos escrever

R QW W
J——;mﬂ‘z%——fﬂ,

como C' = [w, obtemos '
J=-"c. (4.11)

22

Através das equagoes ( 4.10 ) e ( 4.11), podemos escrever o lado esquerdo da desigualdade

de Sundman, da forma

C? [ 2 WO\ ?
P 2:_ —_— — _— = 2
i r - C (L) (<L) e

a qual torna-se uma igualdade nesse caso. Portanto as solugoes sao homograficas e,
como U é homogénea de grau a # —2, pela proposi¢ao 4.3 a solu¢ao é homografica e
equilibrada, ou seja, homogréfica com configuracao central, portanto apenas as solugoes
colineares nao retilineares com o potencial possuindo grau de homogeneidade o # —2
podem ser homogréficas com configuracao central. Para concluir o teorema, vale notar
que, se a solucao é homografica com configuracao central, entao por ser colinear nao
retilinear, K # 0, e como toda solugao colinear é planar, o Teorema de Lagrange-Pizzetti
garante que a solucao é de equilibrio relativo. Caso a solucao seja um movimento rigido, a
hipdotese do momento de inércia ser constante nos permite utilizar os mesmos argumentos

do corolario 4.7, concluindo que a solucao ¢é de equilibrio relativo. O
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Observacao 4.10. Uma demonstragao alternativa e também presente no artigo [7] para
o Teorema B pode ser feita notando que teorema 4.6 garante que a solu¢ao é homogréfica
para qualquer «. Pela proposicao 4.3, se o potencial tem grau de homogeneidade o # —2,
entao a solugao homografica é equilibrada, em particular homografica com configuracao
central. Se o momento de inércia é constante, pelo corolario 4.7, a solucao é de equilibrio
relativo para o potencial com qualquer grau de homogeneidade «, em particular se a # —2,

Ccomo se queria provar.

4.3 Conjectura Homografica de Saari

Essa sec@o é baseada no artigo [8] , onde F. Diacu, T. Fujiwara e M. Santoprete
extenderam a conjectura de Saari. Para enunciar essa conjectura, vamos precisar da

seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 4.11. Seja r(¢) uma solugdo do problema de n corpos, chamamos a medida de
configuracgao, a funcao é dada por
Ur2.

A funcao UI'? é homogénea de grau zero, invariante por contracio, expansio
e por rotacao de configuracoes, pois U e I dependem apenas das distancias mutuas.
Portanto, essa funcao determina a forma como as configuragoes estao mudando, por isso
UI'Y? é chamada medida de configuracdo, a qual é muito util para analisar movimentos

homograficos. Com isso, podemos enunciar a conjectura homogréfica de Saari da forma

Conjectura 4.12. No problema de n corpos, toda solucdo com medida de configura¢ao

constante € uma solu¢ao homogrdfica.

A conjectura homografica de Saari é uma extensao da conjectura de Saari, pois, se
o momento de inércia é constante, entao, usando a identidade de Lagrange-Jacobi (1.3),
UIY? é constante. Nesse caso, uma solucdo homogréfica corresponde a um equilibrio
relativo. Mas, poderfamos ter UI'/? constante, com U e I ndo constantes, por isso a
conjectura homografica de Saari cobre uma grande quantidade de érbitas. Daqui para

frente, vamos assumir que a medida de configuracao sera sempre constante
O =UIY2.

A identidade de Lagrange-Jacobi (1.3) d4 uma boa relagao entre a segunda deri-

vada do momento de inércia e v, lembrando que a energia cinética e a energia total sao



dadas respetivamente por T' = 3 Ly, ‘“' e H=T—U. Além disso,

[= 2%,k
=  4H+2U
= 4H + WpI~ 1?2

integrando a relagao (4.14), obtemos

1.
512 + (—4HI — 4T Y?) = —2B,

onde B é uma constante de integracao. Vamos escrever
O(I) = —4HI — 4pI /2

dessa forma, a equagao (4.15), assume a forma

1.
512 +®(I) = —2B.

Note que ®(7) < 0. De fato,

O(I) = —4HI — AUI = —AI(H + U) = —4IT.

Além disso, a constante B > 0. De fato, combinando as relagoes (4.16) e

1., r\°
4IT — 2B = 51 ) <Z \/_miri\/—mi) .

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos

(Z\/_rl > <2(D mili >(Z%):4IT,

segue que
41T — 2B < 41T,
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(4.12)
(4.13)
(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.14), obtemos

(4.17)

(4.18)

portanto B > 0. Note que, da igualdade em (4. 18) temos que B = 0 se, e somente se,

existe v, que pode depender do tempo, tal que F

r; = Uvmr;,

= v,/m,r;, isso é equivalente a

ou seja, B = 0 se, e somente se, 0 movimento é homotético. Usando a equacao (4.16),

podemos estudar o comportamento do momento de inércia e as distancias mutuas entre

as particulas com 1 constante. Em particular, pode-se obter um resultado sobre colisao

total.
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Teorema 4.13. Toda solucao de colisao do problema de n corpos, com medida de con-
figuracdao 1 constante, é homotética. Em outras palavras, a conjectura homogrdifica de

Saari € verdade para o problema de n corpos com orbitas de colisao.

Para o problema colinear de n corpos, é possivel obter uma prova completa para

a conjectura homografica de Saari.

Teorema 4.14. A conjectura homogrdafica de Saari é verdade para o problema de n corpos

colinear.
A ideia da prova passa por analisar dois casos:

e Se o momento angular K = 0, o movimento necessariamente é uma colisao e, portanto,

¢ uma colisao total, entao, aplicando o teorema 4.13, obtemos o resultado.

e Se K # 0, todos as particulas rodam com velocidade angular constante e o movimento

corresponde a um equilibrio relativo, entao U e I sao constantes e o resultado segue.

Observacao 4.15. Note que a analise considerada no teorema 4.14 é a mesma feita para
o Teorema de Lagrange-Pizzetti. Um estudo mais detalhado desse resultado pode ser
encontrado no artigo [8], sobre Conjectura Homografica de Saari para o problema de trés
corpos. Nesse artigo esse resultado é provado para o potencial que depende apenas das

distancias mutuas, ou seja, a medida de configuracao é constante e assume a forma
Y =UI2

Além desse resultado, nesse mesmo artigo, mostra-se a veracidade da conjectura para o

problema de trés corpos com massas iguais utilizando coordenadas de Fujiwara.
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