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em uma Bola

São Lúıs - MA
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ao professor Marcos por todas as conversas, conselhos e orações.
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Resumo

Neste trabalho estudaremos o resultado obtido por Guofang Wang e Chao Xia [14]

que afirma que qualquer hipersuperf́ıcie capilar estável imersa em uma bola de uma forma

espacial é totalmente umb́ılica. A construção de uma nova formula do tipo Minkowski

foi uma das principais ferramentas usadas na solução do problema. A abordagem da

prova também funciona para hipersuperf́ıcies fechadas, ou seja, o trabalho fornece uma

nova prova dos resultados de unicidade de Barbosa-do Carmo [4] e Barbosa-do Carmo-

Eschenburg [5].

Palavras-chave: Hipersuperf́ıcie Capilar, Estabilidade, Formula do Tipo Minkowski.



Abstract

In this work, we will study the result obtained by Guofang Wang and Chao Xia

[14], which states that any immersed stable capillary hypersurface in a ball in spaces forms

are totally umbilical. One of the main tools in solving the problem is the construction of a

new Minkowski type formula. The approach of the test also works for closed hypersurfaces,

that is, the work offers a new proof of the results of the uniqueness of Barbosa-do Carmo

[4] and Barbosa-do Carmo-Eschenburg [5].

Keywords: Capillary Hypersurfaces, Stability, Minkowski Type Formula.



Sumário

Introdução 11

1 Preliminares 14
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Introdução

Capilaridade é um fenômeno f́ısico que ocorre quando dois materiais diferentes

entram em contato mas não se misturam. Por exemplo, dado um recipiente B com uma

gota de ĺıquido incompresśıvel T nele, a interface do ĺıquido e do ar é uma superf́ıcie

capilar M . Na ausência de gravidade, a superf́ıcie M é de curvatura média constante e o

ângulo de contato de M com o bordo ∂B é constante. Um exemplo da ocorrência deste

fenômeno pode ser observado na gota d’água (Figura 1) onde temos dois meios: a água e

o ar. A interface entre esses meios é uma peĺıcula denominada de superf́ıcie capilar.

Figura 1: Gota d’água: exemplo do fenômeno da capilaridade.

Matematicamente, superf́ıcies (hipersuperf́ıcies no contexto mais geral) capilares

são pontos cŕıticos de um funcional variacional energia geométrico relativo à variações que

fixam o “volume” delimitado pela hipersuperf́ıcie. Exemplos de hipersuperf́ıcies capilares

são hipersuperf́ıcies mı́nimas e hipersuperf́ıcies com curvatura média constante (CMC)

em B com bordo livre em ∂B e intersectando ∂B em um ângulo constante θ ∈ (0, π).

Uma hipersuperf́ıcie capilar é dita estável quando a segunda derivada do fun-

cional energia é sempre maior ou igual a zero para variações que fixam o volume. A

estabilidade de hipersuperf́ıcies mı́nimas ou CMC desempenha um papel importante na

geometria diferencial. Neste trabalho estamos interessados em investigar a estabilidade

de hipersuperf́ıcies capilares estáveis imersas em uma bola de uma forma espacial, a saber

Rn, Hn e Sn.
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Para hipersuperf́ıcies fechadas (i.e. compacta sem bordo) existe um resultado

clássico de unicidade provado por Barbosa-do Carmo [4] (1984) e Barbosa-do Carmo-

Eschenburg [5] (1988): quaisquer hipersuperf́ıcies fechadas de curvatura média constante

estável imersa em uma forma espacial são esferas geodésicas. Munida das propriedades

da peĺıcula de sabão, esse teorema possui a seguinte equivalência: uma bolha de sabão

não pode ter outra forma se não a esfera redonda.

Em uma bola de uma forma espacial, sabe-se que as bolas totalmente geodésicas

e as calotas esféricas são estáveis e, mais ainda, são minimizantes do funcional área. De

fato, estas hipersuperf́ıcies são soluções do problema isoperimétrico neste contexto, fato

provado por Bukowski-Sperner [13] (1979) e Almgren [1] (1987).

Por outro lado, o problema de unicidade foi primeiro estudado por Ros-Vergasta

[12] (1995) para hipersuperf́ıcies mı́nimas ou CMC em caso de bordo livre, isto é, θ =
π
2

e depois por Ros-Souam [11] (1997) para capilares em geral. Comparando com o

resultado de unicidade para hipersuperf́ıcies fechadas com curvatura média constante

estáveis [12, 11], existia um problema interessante e bastante natural em aberto sobre

a unicidade das hipersuperf́ıcies capilares estáveis desde o trabalho de Ros-Vergasta e

Ros-Souam:

Qualquer hipersuperf́ıcie capilar estável imersa em uma bola de uma forma espa-

cial é totalmente umb́ılica?

A resposta dessa pergunta é o foco desta dissertação. Alguns resultados parciais

já apontavam para uma resposta afirmativa.

i) Quando n ≥ 2, H = 0 e θ = π
2
, i.e, no caso de hipersuperf́ıcies mı́nimas com bordo

livre, Ros-Vergasta deram uma resposta afirmativa em [12] (1995) no caso em que

o ambiente é uma bola geodésica em Rn.

ii) Quando n = 2, H = const. e θ = π
2
, i.e, no caso de superf́ıcies CMC de dimensão 2 com

bordo livre, Ros-Vergata [12] e Nunes [10] (2016) deram uma resposta afirmativa,

também no caso Euclidiano.

Mais especificamente, em (ii) Ros-Vergasta provaram que qualquer superf́ıcie

CMC estável com bordo livre na bola unitária em R3 é um disco totalmente geodésico,

uma calota esférica ou tem gênero 1 com no máximo duas componentes no bordo. Recen-

temente, Nunes [10] conseguiu provar que este último caso não ocorre, completando dessa

forma a classificação em dimensão 3. Em dimensão qualquer, E. Barbosa [3] conseguiu

provar que toda hipersuperf́ıcie CMC estável com bordo livre na bola unitária Euclidiana

é estrelada com respeito à origem.

A solução completa do problema veio apenas com o trabalho Uniqueness of Stable

Capillary Hypersurfaces in a Ball de Guofang Wang e Chao Xia, publicado no arXiv em
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23 de agosto de 2017 [14]. Neste artigo, os autores iniciam com o caso de hipersuperf́ıcies

capilares em uma bola geodésica Euclidiana e depois fazem o caso de hipersuperf́ıcies capi-

lares em uma bola geodésica de qualquer forma espacial. Uma das principais ferramentas

na solução do problema é uma nova formula de Minkowski, obtida pelos pesquisadores.

A prova do teorema se desdobra em provar a unicidade para as três formas es-

paciais: o espaço Euclidiano Rn, o espaço hiperbólico Hn e a esfera Sn. Organizamos o

trabalho em quatro caṕıtulos, no caṕıtulo 1 é apresentado alguns resultados de variedades

diferenciáveis e geometria Riemanniana necessários à leitura da dissertação. No caṕıtulo

2 definimos hipersuperf́ıcie capilar e estabilidade. No caṕıtulo 3 provamos a unicidade de

hipersuperf́ıcies capilares estáveis em uma bola unitária em Rn+1. No caṕıtulo 4, forne-

cemos uma prova detalhada da unicidade para o caso hiperbólico e esboçamos a prova do

caso esférico. Também esboçamos a prova de uma variante do problema que será chamado

de problema externo, aqui o bordo da hipersuperf́ıcie estará contido no bordo da bala da

forma espacial porém a hipersuperf́ıce está contida na região externa da bola.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Variedades Diferenciáveis

Neste caṕıtulo fixaremos algumas notações e apresentaremos alguns resultados de

variedades diferenciáveis e geometria Riemanniana necessários para o estudo de hipersu-

perf́ıcies capilares. Salvo menção contrária, os resultados aqui apresentados encontram-se

demonstrados em do Carmo [6] e Lee [8].

1.1.1 Estrutura Diferenciável e Exemplos

Definição 1.1.1. Uma variedade diferenciável de dimensão n é um conjunto M e uma

famı́lia de aplicações biuńıvocas xα : Uα ⊂ Rn →M de abertos Uα de Rn tais que:

i)
⋃
α

xα(Uα) = M .

ii) Para todo par α, β, com xα(Uα) ∩ xβ(Uβ) = W 6= ∅, os conjuntos x−1α (W ) e x−1β (W )

são abertos em Rn e as aplicações x−1β ◦ xα são diferenciáveis.

iii) A famı́lia {(Uα,xα)} é máxima relativamente às condições (i) e (ii).

O par (Uα,xα)(ou aplicação) com p ∈ xα(Uα) é chamado uma parametrização (ou

sistema de coordenadas) de M em p; xα(Uα) é então chamada vizinhança coordenada em

p. Uma famı́lia {(Uα,xα)} satisfazendo (i) e (ii) é chamada uma estrutura diferenciável

em M .

Exemplo 1.1.1 (Rn). O espaço euclidiano Rn, com a estrutura diferenciável dada pela

identidade é um exemplo trivial de variedade diferenciável.

Exemplo 1.1.2 (Hn). Considere o semiespaço superior de Rn, Hn = {(x1, ..., xn) ∈ Rn :

xn > 0}. Com a topologia induzida como aberto de Rn, Hn é uma variedade diferenciável

de dimensão n.
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Exemplo 1.1.3 (Sn). Seja Sn = {(x1, ..., xn+1) ∈ Rn+1;x21 + ... + x2n+1 = 1} a esfera

unitária de raio 1. Defina uma aplicação π1 : Sn − {N} → Rn (projeção estereográfica a

partir do polo norte) que leva p = (x1, ..., xn+1) de Sn−{N} na intersecção do hiperplano

xn+1 = 0 com a reta que passa por p e N . Verifica-se que

π1(x1, ..., xn+1) =

(
x1

1− xn+1

, ...,
xn

1− xn+1

)
.

A aplicação π1 é diferenciável, injetiva e aplica Sn − {N} sobre o hiperplano

xn+1 = 0. A projeção estereográfica π2 : Sn − {S} → Rn a partir do polo sul sobre

o hiperplano xn+1 = 0 possui a mesmas propriedades. Portanto, as parametrizações

(Rn, π−11 ), (Rn, π−12 ) cobrem Sn. Pode-se provar que a mudança de coordenadas é dife-

renciável, portanto, Sn é uma variedade diferenciável de dimensão n.

Seja A = {(x1, ...xn) ∈ Rn;x1 > 0} e considere a topologia induzida de Rn, A =

{(x1, ...xn) ∈ Rn;x1 ≥ 0}. Identificaremos o hiperplano do Rn, x1 = 0, com Rn−1. Sejam

U e V conjuntos abertos de A e x : U → V um homeomorfismo, então a restrição de x a

U ∩ Rn−1 é um homeomorfismo de U ∩ Rn−1 sobre V ∩ Rn−1. Por definição, uma função

sobre A é diferenciável quando é a restrição a A de uma função diferenciável sobre Rn.

Definição 1.1.2 (Variedade com bordo). Uma variedade diferenciável com bordo, de

dimensão n, é um conjunto M e uma famı́lia de aplicações injetivas xα : Uα ⊂ A→M de

abertos Uα de A tais que {(Uα,xα)} satisfaz as três condições da Definição 1.1.1

Observemos que os abertos de A que não contém pontos do hiperplano Rn−1

também são abertos de Rn.

Os pontos de Mn que tem vizinhança homeomorfa a um aberto de Rn são chama-

dos pontos interiores, os demais pontos, ou seja, aqueles em que toda vizinhança possui

pontos do hiperplano Rn−1, são chamados pontos do bordo. Denotaremos o conjunto dos

pontos do bordo por ∂M e o conjunto dos pontos interiores de por intM .

Teorema 1.1.1. Seja Mn uma variedade com bordo, então ∂M é uma variedade sem

bordo de dimensão n− 1.

Definição 1.1.3 (Fibrado tangente). Seja Mn uma variedade munida da estrutura dife-

renciável xα : Uα ⊂ Rn → M . O fibrado tangente de M é a variedade diferenciável de

dimensão 2n

TM = {(p, v) : p ∈M e v ∈ TpM},

com a estrutura diferenciável

ϕα : Uα × Rn → TM,

definido por

ϕα(x, v1, . . . , vn) =

(
xα,

n∑
i=1

vi
∂

∂xαi

)
, (v1, . . . , vn) ∈ Rn.
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Definição 1.1.4 (Variedade orientável). Seja M uma variedade diferenciável. Diz-se que

M é orientável se M admite uma estrutura diferenciável {(Uα,xα)} tal que para todo par

α, β, com xα(Uα) ∩ xβ(Uβ) = W 6= ∅, a diferencial da mudança de coordenadas xβ ◦ x−1α

tem determinante positivo.

Caso contrário, diz-se que M é não-orientável. Se M é orientável, a escolha de

uma estrutura diferenciável satisfazendo o item acima é chamada uma orientação de M .

1.1.2 Campos de Vetores e Colchete de Lie

Definição 1.1.5. Um campo de vetores X em uma variedade diferenciável M é uma

aplicação de M no fibrado tangente TM . O campo é diferenciável se a aplicação X :

M → TM é diferenciável.

Considerando uma parametrização x : U ⊂ Rn →M é posśıvel escrever

X(p) =
n∑
i=1

ai(p)
∂

∂xi
,

onde cada ai : U → R é uma função em U e { ∂
∂xi
} é a base associada a x, i = 1, . . . , n.

X é diferenciável se e só se as funções ai são diferenciáveis para alguma parametrização.

Às vezes é conveniente pensar em um campo de vetores como uma aplicação

X : D → F do conjunto D das funções diferenciáveis em M no conjunto F das funções

em M , definida do seguinte modo

(Xf)(p) =
n∑
i=1

ai(p)
∂f

∂xi
(p), f ∈ D,

A interpretação de X como um operador em D permite-nos considerar os intei-

rados de X. Por exemplo, se X e Y são campos diferenciáveis em M e f : M → R é

uma função diferenciável, podemos considerar as funções X(Y f) e Y (Xf). Em geral, tais

operações não conduzem a campos vetoriais, por envolverem derivadas de ordem superior

à primeira. Entretanto temos o seguinte.

Lema 1.1.1. Sejam X e Y campos diferenciáveis de vetores em uma variedade dife-

renciável M. Então existe um único campo vetorial Z tal que, para todo f ∈ D, Zf =

(XY − Y X)f .

O campo vetorial Z dado pelo lema cima é chamado colchete [X, Y ] = XY −Y X
de X e Y ; Z é evidentemente diferenciável.

Proposição 1.1.1. Se X, Y e Z são campos diferenciáveis em M , a, b são números reais,

f, g são funções diferenciáveis, então
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i) [X, Y ] = −[Y,X] (anticomutatividade),

ii) [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z] (linearidade),

iii) [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0 (identidade de Jacobi),

iv) [fX, gY ] = fg[X, Y ] + fX(g)Y − gY (f)X.

1.2 Conceitos de Geometria Riemanniana

1.2.1 Métricas Riemannianas

Definição 1.2.1. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma varie-

dade diferenciável M é uma correspondência que associa a cada ponto p de M um produto

interno 〈, 〉p no espaço tangente TpM , que varia diferencialmente no seguinte sentido: Se

x : U ⊂ Rn →M é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(x1, . . . , xn) =

q ∈ x(U) e
∂

∂xi
(q) = dx(0, . . . , 1, . . . , 0), então

〈
∂

∂xi
(q),

∂

∂xj
(q)

〉
q

= gi,j(x1, . . . , xn) é

uma função diferenciável em U .

Observação 1.2.1. Uma variedade diferenciável com uma dada métrica Riemanniana

chama-se variedade Riemanniana.

Exemplo 1.2.1 (Métrica Euclidiana). A variedade Riemanniana mais simples é o Rn

com a métrica Euclidiana

gij = 〈ei, ej〉 = δij.

Exemplo 1.2.2. Com a estrutura diferenciável do Exemplo (1.1.3) uma métrica na esfera

unitária Sn é dada por

gij(x) =
4δij

(1 + |x|2)2
.

Exemplo 1.2.3. O semiespaço Hn munindo com a métrica gij =
δij
x2n

é conhecido como

espaço hiperbólico.

Outro modelo do espaço hiperbólico é o modelo de bola de Poincaré. Sendo

Bn+1 ⊂ Rn a bola unitária temos

Hn+1 = (Bn+1, gij = e2uδij), e2u =
4

(1− |x|2)2
.

Definição 1.2.2 (Isometria). Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo

f : M → N é chamado uma isometria se:

〈u, v〉p = 〈dfp(u), dfp(v)〉f(p), para todo p ∈M,u, v ∈ TpM.
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Exemplo 1.2.4 (Métrica induzida). Seja f : Mn → Nn+k uma imersão, isto é, f é

diferenciável e dfp : TpM → Tf(p)N é injetiva para todo p ∈M . Se N tem uma estrutura

Riemanniana, f induz uma estrutura Riemanniana em M por 〈u, v〉p = 〈dfp(u), dfp(v)〉f(p)
para todo p ∈ M,u, v ∈ TpM . Como dfp é injetiva, 〈, 〉p é positivo definido. As demais

condições da Definição 1.2.1 podem ser verificadas.

A métrica de M é chamada então a métrica induzida por f , e f é uma imersão

isométrica.

Definição 1.2.3 (Métrica conforme). Duas métricas 〈, 〉 e 〈〈, 〉〉 em uma variedade dife-

renciável M são conformes se existe uma função diferenciável f : M → R, positiva, tal

que para todo p ∈M e todo u, v ∈ TpM se tenha

〈u, v〉p = f(p)〈〈u, v〉〉p.

Exemplo 1.2.5. As métricas dos Exemplos 1.2.2 e 1.2.3 são conformes.

1.2.2 Conexão de Levi-Civita

Indicaremos por X (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C∞ em M e

por D(M) o anel das funções reais de classe C∞ definidas em M .

Definição 1.2.4 (Conexão afim). Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável

M é uma aplicação

∇ : X (M)×X (M)→ X (M)

que satisfaz as seguintes propriedades:

i) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ,

ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

iii) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y ,

onde X, Y, Z ∈ X (M) e f, g ∈ D(M).

Proposição 1.2.1. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇. Então

existe uma única correspondência que associa a um campo vetorial V ∈ X (M) ao longo da

curva diferenciável c : I → M um outro campo vetorial
DV

dt
ao longo de c, denominado

derivada covariante de V ao longo de c, tal que:

i)
D

dt
(V +W ) =

DV

dt
+
DW

dt
,
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ii)
D

dt
(fV ) =

df

dt
V + f

DV

dt
, onde W é um campo de vetores ao longo de c e f é uma

função diferenciável em I,

iii) Se V é induzido por um campo de vetores Y ∈ X (M), então
DV

dt
= ∇dc

dt

Y .

onde W ∈ X e f ∈ D(M).

Observação 1.2.2. A última linha de (iii) faz sentido, pois ∇XY (p) depende só do valor

de X(p) e do valor de Y ao longo de uma curva tangente a X em p. Com efeito, a parte

(iii) da definição 1.2.4 permite mostrar que a noção de conexão afim é, de fato, uma noção

local. Escolhemos um sistema de coordenadas (x1, . . . , xn) em torno de p e escrevendo

X =
∑
i

xiXi e Y =
∑
j

yjXj,

onde Xi =
∂

∂xi
, teremos

∇XY =
∑
i

xi∇Xi
(
∑
j

yjXj)

=
∑
ij

xiyj∇Xi
Xj +

∑
ij

Xi(yj)Xj. (1.1)

Fazendo

∇Xi
Xj =

∑
k

ΓkijXk, (1.2)

conclúımos que Γkij são funções diferenciáveis e que

∇XY =
∑
k

(
∑
ij

xiyjΓ
k
ij +X(yk))Xk,

o que mostra que ∇XY (p) depende de xi(p), yk(p) e das derivadas X(yk)(p) de yk segundo

X.

Em (1.2), as funções Γkij definidos em U por ∇Xi
Xj =

∑
k Γki,jXk são os coeficien-

tes da conexão ∇ em U ou os śımbolos de Christoffel da conexão. Em termos da métrica

Riemanniana temos ∑
l

Γkijglk =
1

2

{
∂

∂xi
gjk +

∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gij

}
,

onde gij = 〈Xi, Xj〉 .

19



Como a matriz (gkm) admite uma inversa (gkm), teremos que

Γmij =
1

2

∑
k

{
∂

∂xi
gjk +

∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gij

}
gkm. (1.3)

A equação (1.3) é a expressão clássica dos śımbolos de Christoffel. Em termos

dos śımbolos de Christoffel, a derivada covariante tem a expressão clássica

DV

dt
=
∑
k

{
dvk

dt
+
∑
i,j

Γkijv
j dxi
dt

}
Xk. (1.4)

Observe que a derivada covariante difere da derivada usual no espaço euclidiano

por termos que envolvem os śımbolos de Christoffel.

Definição 1.2.5 (Transporte paralelo). Seja M uma variedade diferenciável com uma

conexão afim ∇. Um campo vetorial V ao longo de uma curva c : I → M é chamado

paralelo quando
DV

dt
= 0, para todo t ∈ I.

Proposição 1.2.2. Seja M um variedade diferenciável com uma conexão afim ∇. Seja

c : I → M uma curva diferenciável em M e V0 um vetor tangente a M em c(t0), t0 ∈ I.

Então existe um único campo de vetores paralelo V ao longo de c, tal que V (t0) = V0.

Proposição 1.2.3. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexão ∇ em M é

compat́ıvel com a métrica se e somente se para todo par V e W de campos de vetores ao

longo da curva diferenciável c : I →M tem-se

d

dt
〈V,W 〉 =

〈
DV

dt
,W

〉
+

〈
V,
DW

dt

〉
, t ∈ I. (1.5)

Teorema 1.2.1 (Conexão de Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M , existe

uma única conexão afim ∇ em M satisfazendo:

i) ∇ é simétrica,ou seja, [X, Y ] = ∇XY −∇YX para todo X, Y ∈ X (M).

ii) ∇ é compat́ıvel com a métrica Riemanniana.

A demonstração do teorema acima faz uso de uma identidade importante cha-

mada formula de Koszul, não iremos demonstrar o teorema, mas iremos apresentar a

formula de Koszul para referência futura.

Lema 1.2.1 (Formula de Koszul). Supondo a existência de ∇ nas condições do Teorema

1.2.1, então temos que

2 〈∇XY, Z〉 = X 〈Y, Z〉+ Y 〈X,Z〉 − Z 〈X, Y 〉

+ 〈[X, Y ], Z〉 − 〈[X,Z], Y 〉 − 〈[Y, Z], X〉 . (1.6)
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Exemplo 1.2.6. Com o modelo de bola de Poincaré, calculemos a Conexão de Levi-

Civita.

Para expressar a conexão Riemanniana no espaço hiperbólico devemos encontrar

os śımbolos de Christoffel nesse espaço. Lembrando que g = e2ugij, com gij = δij temos

Γ
m

ij =
1

2

∑
k

{
∂

∂xi
gjk +

∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gij

}
gkm

=
1

2

∑
k

{
2e2u

∂u

∂xi
gjk + e2u

∂gjk
∂xi

+ 2e2u
∂u

∂xj
gki + e2u

∂gki
∂xj
− 2e2u

∂u

∂xk
gij − e2u

∂gij
∂xk

}
1

e2u
gkm

= Γmij +
∑
k

{
∂u

∂xi
gjk +

∂u

∂xj
gki −

∂u

∂xk
gij

}
gkm

= Γmij +
∂u

∂xi
δjm +

∂u

∂xj
δim −

∑
k

∂u

∂xk
gijg

km.

Agora temos condições de expressar a conexão Riemanniana, como segue

∇XY =
∑
k

(∑
ij

xiyjΓ
k

ij +X(yk)

)
Xk

=
∑
k

(∑
ij

xiyj

(
Γkij +

∂u

∂xi
δjk +

∂u

∂xj
δik −

∑
m

∂u

∂xm
gijg

km

)
+X(yk)

)
Xk

= ∇XY +
∑
ijk

xiyj
∂u

∂xi
δjkXk +

∑
ijk

xiyj
∂u

∂xj
δikXk −

∑
ijkm

xiyj
∂u

∂xm
gijg

kmXk

= ∇XY +X(u)Y + Y (u)X − 〈X, Y 〉∇u. (1.7)

1.2.3 Curvatura

Definição 1.2.6 (Curvatura). A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma

correspondência que associa a cada par X, Y ∈ X (M) uma aplicação R(X, Y ) : X (M)×
X (M)×X (M)→ X (M) dada por

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, (1.8)

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M .

Observação 1.2.3. Chamamos à atenção que alguns autores definem a curvatura com o

sinal oposto a de (1.8), como do Carmo [6], o que não será praticado neste trabalho.

Exemplo 1.2.7. Observe que se M = Rn, então R(X, Y )Z = 0 para todo X, Y, Z ∈
X (Rn). Com efeito, se indicarmos por Z = (z1, . . . , zn) as componentes do campo Z nas

coordenadas naturais do Rn, obtemos que

∇XZ = (Xz1, . . . , Xzn),
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donde

∇Y∇XZ = (Y Xz1, . . . , Y Xzn),

o que implica que

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z = 0.

Proposição 1.2.4. O campo curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das se-

guintes propriedades:

i) R é trilinear,

ii) R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z,

iii) R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0. Primeira identidade de Bianchi.

De agora em diante, escreveremos por conveniência, 〈R(X, Y )Z, T 〉 = (X, Y, Z, T ).

Proposição 1.2.5.

i) (X, Y, Z, T ) + (Y, Z,X, T ) + (Z,X, Y, T ) = 0

ii) (X, Y, Z, T ) = −(Y,X,Z, T )

iii) (X, Y, Z, T ) = −(X, Y, T, Z)

iv) (X, Y, Z, T ) = (Z, T,X, Y ).

É conveniente escrever o que foi visto acima em um sistema de coordenadas (U,x)

em torno do ponto p ∈M . Ponhamos

R(Xi, Xj)Xk =
∑
l

Rl
ijkXl.

Assim Rl
ijk são as componentes da curvatura R em (U,x). Se

X =
∑
i

uiXi, Y =
∑
j

vjXj, Z =
∑
k

wkXk,

obtemos, pela linearidade de R,

R(X, Y )Z =
∑
i,j,k,l

Rl
ijku

ivjwkXl.

Fazendo

〈R(xi, Xj)Xk, Xs〉 =
∑
l

Rijkgls = Rijks,
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podemos escrever as identidades da proposição 1.2.5 como:

Rijks +Rjkis +Rkijs = 0 (1.9)

Rijks = −Rjiks (1.10)

Rijks = −Rijsk (1.11)

Rijks = Rksij. (1.12)

No que se segue convém usar a seguinte notação: dado um espaço vetorial V ,

indicaremos por |X ∧ Y | a expressão√
|x|2|y|2 − 〈x, y〉2,

que representa a área do paralelogramo bidimensional determinado pelo par x, y ∈ V .

Definição 1.2.7 (Curvatura seccional). Dado um ponto p ∈ M e um subespaço bidi-

mensional σ ⊂ TpM o número real K(x, y) =
(x, y, x, y)

|x ∧ y|2
= K(σ), onde {x, y} é uma base

qualquer de σ, é chamado curvatura seccional de σ em p.

Lema 1.2.2. Sejam M uma variedade Riemanniana e p um ponto de M . Defina uma

aplicação multilinear R′ : TpM × TpM × TpM × TpM → TpM por

〈R′(X, Y,W )Z〉 = 〈X,W 〉 〈Y, Z〉 − 〈Y,W 〉 〈X,Z〉 ,

para todo X, Y,W,Z ∈ TpM . Então M tem curvatura seccional constante igual a K0 se e

só se R = K0R
′, onde R é a curvatura de M .

Definição 1.2.8 (Curvatura de Ricci). Seja x = zn um vetor unitário em TpM ; tomemos

uma base ortonormal {z1, z2, . . . , zn−1} do hiperplano de TpM ortogonal a x e consideremos

a seguinte média:

Ricp(x) =
1

n− 1

∑
i

〈R(x, zi)x, zi〉 , i = 1, 2, . . . , n− 1, (1.13)

com j = 1, . . . , n. Ela é chamada curvatura de Ricci na direção x.

Definição 1.2.9 (Tensor). Um tensor T de ordem r em uma variedade Riemanniana é

uma aplicação multilinear

T : X (M)× · · · × X (M)︸ ︷︷ ︸
rfatores

→ D(M).

Isto que dizer que, dados Y1, . . . , Yr ∈ X (M), T (Y1, . . . , Yr), é uma função dife-

renciável em M , e que T é linear em cada argumento, isto é,

T (Y1, . . . , fX + gY, . . . , Yr) = fT (Y1, . . . , X, . . . , Yr) + g(Y1, . . . , Y, . . . , Yr),

pra todo X, Y ∈ X (M), f, g ∈ D(M).
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Definição 1.2.10. Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante ∇T de T é um

tensor de ordem (r + 1) dada por

∇T (Y1, . . . , Yr, Z) = Z(T (Y1, . . . , Yr))− T (∇ZY1, . . . , Yr)− · · · − T (Y1, . . . , Yr−1,∇ZYr).

Para cada Z ∈ X (M), a derivada covariante ∇ZT de T em relação a Z é um

tensor de ordem r dado por

∇ZT (Y1, . . . , Yr) = ∇T (Y1, . . . , Yr).

1.2.4 Derivada de Lie de Campos Tensoriais Covariantes

Definição 1.2.11. Sejam M e N variedades diferenciáveis e F : M → N um difeomor-

fismo. Definimos a aplicação pullback

F ∗ : X k(N)→ X k(M)

por

(F ∗T )p(v1, ..., vk) = TF (p)(dFp(v1), ..., dFp(vk)).

Definição 1.2.12. Sejam X ∈ TpM um campo vetorial, T ∈ T kpM um campo tensorial

covariante, p ∈ M e ϕt o fluxo local do campo X em uma vizinhança V de p em M . A

derivada de Lie do tensor T na direção do campo X em p é definida por

(LXT )p = lim
t→0

(ϕ∗t )p(Tϕt(p))− Tp)
t

=
d

dt
(ϕ∗t )pTϕt(p)

∣∣∣∣
t=0

.

Teorema 1.2.2. Se X ∈ TpM um campo vetorial, T ∈ T kpM um campo tensorial covari-

ante, p ∈M e ϕt o fluxo local do campo X em uma vizinhança V de p em M , então

(LXT )(X1, ..., Xk) = X(T (X1, ..., Xk))−
k∑
i=1

T (X1, ..., [X,Xi], ..., Xk)

Em particular, para campos tensoriais 2-covariantes temos

(LXT )(Y, Z) = X(T (Y, Z))− T ([X, Y ], Z)− T (Y, [X,Z]).

1.2.5 Imersão Isométrica

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensão m = n + k. Se M é uma

variedade diferenciável com dimensão n, se existe uma imersão

f : M →M

e M é dotada da métrica induzida por esta imersão, então dizemos que f é uma imersão

isométrica de (M, g) em (M, g).
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Dessa forma, se f : Mn → M
n+m=k

é uma imersão, então, para cada p ∈ M ,

existe uma vizinhança U ⊂M de p tal que f(U) ⊂M é uma subvariedade de M . Isto quer

dizer que existe uma vizinhança U ⊂ M de f(p) e um difeomorfismo ϕ : U → V ⊂ Rk

em um aberto V do Rk, tal que ϕ aplica difeomorficamente f(U) ∩ U em um aberto do

subespaço Rn ⊂ Rk. Para simplificar a notação, identificaremos U com f(U) e cada vetor

v ∈ TqM, q ∈ U , com dfq(v) ∈ Tf(q)M .

Para cada p ∈M , o produto interno em TpM decompõe TpM na soma direta

TpM = TpM ⊕ (TpM)⊥,

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM .

A conexão Riemanniana de M será indicada por ∇. Se X e Y são campos locais

de vetores em M , e X,Y são extensões locais a M , definimos

∇XY = (∇XY )T

Queremos definir a segunda forma fundamental da imersão f : M → M . Para

isto convém introduzir previamente a seguinte definição: se X, Y são campos locais em

M ,

B(X, Y ) = ∇XY −∇XY

é um campo local em M normal a M . B(X, Y ) não depende das extensões X,Y .

Proposição 1.2.6. Se X, Y ∈ X (U), a aplicação B : X (U)×X (U)→ C(U)⊥ dada por

B(X, Y ) = ∇XY −∇XY

é bilinear e simétrica.

Como B é bilinear, conclúımos, exprimindo B em um sistema de coordenadas,

que o valor de B(X, Y )(p) depende apenas de X(p) e Y (p).

Agora podemos definir a segunda forma fundamental: seja p ∈M e ν ∈ (TpM)⊥,

a aplicação hν : TpM × TpM → R dada por

hν(x, y) = 〈B(x, y), ν〉 , x, y ∈ TpM,

é uma aplicação bilinear simétrica.

Definição 1.2.13 (Segunda forma fundamental). A forma quadrática IIν definida em

TpM por

IIν = hν(x, x)

é chamada a segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal ν.
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Observe que à aplicação bilinear hν fica associada uma aplicação linear auto-

adjunta Sν : TpM → TpM por

〈Sν(x), y〉 = hν(x, y) = 〈B(x, y), ν〉 .

A proposição seguinte nos dá uma expressão da aplicação linear associada à se-

gunda forma fundamental em termos da derivada covariante.

Proposição 1.2.7 (Operador de forma). Seja p ∈ M,x ∈ TpM e ν ∈ (TpM)⊥. Seja V

uma extensão local de ν normal a M . Então

Sν(x) = −(∇xV )T .

Demonstração. Seja y ∈ TpM eX, Y extensões locais de x, y, respectivamente, e tangentes

a M . Então 〈V, Y 〉 = 0, e portanto

〈Sν(x), y〉 = 〈B(X, Y )(p), V 〉

=
〈
∇XY −∇XY, V

〉
(p)

=
〈
∇XY, V

〉
(p)

= −
〈
Y,∇XV

〉
(p)

=
〈
−∇XV, y

〉
,

para todo y ∈ TpM .

Exemplo 1.2.8 (Hipersuperf́ıcie). Considere o caso particular em que a codimensão da

imersão é 1, isto é, f : Mn → M
n+1

; f(M) ⊂ M é então denominada de hipersuperf́ıcie.

(observe que uma hipersuperf́ıcie pode ter auto-intersecções).

Seja p ∈ M e ν ∈ (TpM)⊥, |ν| = 1. Como Sν : TpM → TpM é simétrica,

existe uma base ortonormal de vetores próprios {ei}ni=1 de TpM com valores próprios reais

{λi}ni=1, isto é, Sν(ei) = λiei, 1 ≤ i ≤ n.

Se M e M são ambas orientáveis e estão orientadas então o vetor ν fica univo-

camente determinado que sendo {ei}ni=1 na orientação de M , {{ei}ni=1, ν} seja uma base

na orientação de M . Neste caso, denominamos os ei direções principais e os λi = ki

curvatura principais de f .

As funções simétricas de {λi} são invariantes por imersão. Por exemplo: det(Sν) =

λ1 · · ·λn é denominada a curvatura de Gauss-Kronecker de f e 1
n
(λ1 + · · · + λn) é deno-

minada a curvatura média de f .

Definição 1.2.14. Seja f : Mn → M
n+p

uma imersão isométrica. O vetor curvatura

média de f em p é definido por

~H(p) =
n∑
i=1

B(ei, ei)(p) ∈ (TpM)⊥,

onde {e1, . . . , en} é uma base ortonormal para TpM .
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Em particular, quando p = 1, ν ∈ (TpM)⊥, |ν| = 1, temos

~H(p) =
〈
~H(p), ν

〉
ν

=
n∑
i=1

〈B(ei, ei), ν〉 ν

=
n∑
i=1

〈Sν(ei), ei〉 ν

= (k1 + k2 + · · ·+ kn)ν

= H(p)ν.

Definição 1.2.15. Uma imersão f : M → M é geodésica em p ∈ M se para todo

ν ∈ (TpM)⊥ a segunda forma fundamental IIν é identicamente nula em p. A imersão é

totalmente geodésica se ela é geodésica para todo ponto p ∈M .

Observação 1.2.4 (Convenções adotadas). O sentido dos vetores ν e ~H(p) é determi-

nado pelo sinal de H(p). Em consonância com Wang-Xia [14], neste trabalho faremos

a convenção sobre a escolha de ν tendo direção oposta ao vetor curvatura média ~H de

modo que a curvatura média constante H seja sempre não-negativa. Além disso, outras

convenções serão adotadas, como segue

i) h(X, Y ) = 〈∇Xν, Y 〉 ⇒ Sν(X) = ∇Xν

ii) H = trSν(ei)⇒ divM ν = H

1.3 Operadores Diferenciais

Apresentaremos uma generalização dos conceitos dos operadores gradiente, diver-

gente e laplaciano para uma variedade riemanniana para uso futuro . Para mais detalhes,

ver [8].

Definição 1.3.1 (Referencial geodésico). SejaM uma variedade Riemanniana n-dimensional,

p ∈ M e Ω ⊂ M uma vizinhança de p. Uma famı́lia {ei}ni=1 de campo de vetores X (Ω) é

chamada um referencial geodésico em p se:

i) Para cada ponto q ∈ U , tem se que e1, ..., en ∈ X (Ω) são ortonormais;

ii) Para todos i, j = 1, ..., n, tem-se ∇eiej = 0

Observação 1.3.1. Dada uma variedade Riemanniana M e um ponto p ∈ M qualquer.

Existe uma vizinhança Ω ⊂M de p na qual podemos definir um referencial geodésico.

27



Definição 1.3.2 (Gradiente). Seja M uma variedade Riemanniana e f ∈ D(M), onde

D(M) é o anel das funções reais de classe C∞ definidas em M . Definimos o gradiente f

como sendo o campo de vetores vf em M definido por

vf = 〈∇f(p), v〉 = dfp(v), p ∈ m, v ∈ TpM.

Proposição 1.3.1. Considere um referencial geodésico {ei}ni=1 em uma vizinhança Ω ⊂
M de p ∈M . então

∇f(p) =
n∑
i=1

(ei(f))ei.

Em coordenadas, temos a seguinte expressão para o gradiente

∇f =
n∑

i,j=1

gij
∂f

∂xi

∂

∂xj

Definição 1.3.3 (Divergente). Sejam M uma variedade Riemanniana e X ∈ X (M).

Definimos a divergência de X como sendo uma função divX : M → R dada por:

divX(p) = traço da aplicação linear [Y (p) 7−→ ∇YX(p)], p ∈M

Proposição 1.3.2. Considere um referencial geodésico {ei}ni=1 em uma vizinhança Ω ⊂
M de p ∈M . então

divX(p) =
n∑
i=1

ei(fj)(p)

Definição 1.3.4 (Laplaciano). Seja M uma variedade Riemanniana. Definimos o Lapla-

ciano ∆ de M como sendo o operador ∆ : D(M)→ D(M) definido por

∆f = div∇ f, f ∈ D(M).

Proposição 1.3.3. Nas mesmas condições das definições 1.3.2 e 1.3.4 temos

∆(fg) = f∆g + g∆f + 2〈∇f,∇g〉.

Proposição 1.3.4. Considere um referencial geodésico {ei}ni=1 em uma vizinhança Ω ⊂
M de p ∈M . então

∇f(p) =
n∑
j=1

ei(ej(f))(p)
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1.4 Campos de Killing

Definição 1.4.1 (Campo de Killing). Dizemos que um campo vetorial X ∈ X (M) em

uma variedade Riemanniana M é um campo de Killing se

LXg = 0.

Em outras palavras, X é um campo de Killing se a derivada de Lie do tensor

métrica na direção de X se anula, isto é, o tensor métrica é constante ao longo das curvas

integrais do campo X.

Sem demonstração, apresentaremos agora algumas formas de caracterizar uma

campo de Killing.

Proposição 1.4.1. Sejam M e N variedades diferenciáveis, então

i) X é um campo de Killing se e somente se o seu fluxo local ϕt é uma isometria para

todo t;

ii) X é um campo de Killing se e somente se

X〈Y, Z〉 = 〈[X, Y ], Z〉+ 〈Y, [X,Z]〉

iii) X é um campo de Killing se e somente se

〈∇YX,Z〉 = −〈∇ZX, Y 〉

iv) Sejam X ∈ X (M) e f : M → N uma isometria. Seja Y ∈ X (N) definido por

Y (f(p)) = dfp(X(p)), p ∈ M . Então Y é um campo de Killing se e somente se X

também o for.

Definição 1.4.2 (Campo de Killing conforme). Seja M uma variedade Riemanniana,

X ∈ X (M) é campo de Killing conforme se

LXg = λg.

Com λ : M → R+ uma função real positiva.

Proposição 1.4.2. Seja M uma variedade Riemanniana, uma campo vetorial X ∈ X (M)

é um campo de Killing conforme se, e somente se, existe uma função λ : M → R+ tal que

i) O divergente de X satisfaz: divX = n
2
λ;

ii) Se V ⊂M é um conjunto aberto e f ∈ C∞(V ) tal que X(f) = 0, então L∇fX = λ∇f .
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Caṕıtulo 2

Hipersuperf́ıcies Capilares:

definições e estabilidade

Neste caṕıtulo será apresentado os conceito básicos necessários à investigação

das hipersuperf́ıcies capilares, são eles: variação admisśıvel, funcional energia, formula

da primeira variação do funcional energia, formula da segunda variação do funcional

energia. Em particular a formula da primeira variação da energia será usada para definir

hipersuperf́ıcie capilar, bem como mostrar exemplos. A formula da segunda variação do

funcional energia será usada para definir estabilidade.

2.1 Variação admisśıvel e funcional energia

Antes de iniciarmos o estudo de hipersuperf́ıcies capilares, fixaremos algumas

notações e apresentaremos alguns resultados que serão necessários ao longo da dissertação.

Seja (M
n+1

, g) uma variedade Riemanniana orientável e seja B ⊂M um domı́nio

compacto diferenciável difeomorfo a uma bola Euclidiana. Seja (Mn, g) uma variedade

Riemanniana compacta com bordo ∂M 6= ∅. Seja x : (M, g) → (B, g) uma imersão

isométrica tal que x(intM) ⊂ intB e x(∂M) ⊂ ∂B. Denotaremos por ∇, ∆ e ∇, ∆ o

gradiente e o Laplaciano em M e M , respectivamente.

Denotemos por ν ∈ TM⊥ um campo de vetores normais e unitários ao longo de

x e por N ∈ TB|∂B o campo de vetores unitários normais a ∂B apontando para fora.

Seja µ ∈ TM |∂M o campo de vetores unitários normais a ∂M apontando para fora. Além

disso, seja ν ∈ T∂B|∂M o campo de vetores unitários normais a ∂M tal que {ν, µ} e

{ν,N} possuem a mesma orientação no fibrado normal de ∂M em M (ver Figura 2.1).

Observação 2.1.1. Sem perda de generalidade, a Figura 2.1 é uma boa visualização do

problema para os propósitos deste trabalho, contudo, observa-se que por se tratar de uma

imersão, a superf́ıcie Σ = x(M) pode ter laços.
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Figura 2.1: Σ = x(M) e ∂Σ = x(∂M).

Definiremos agora o conceito de variação admisśıvel.

Definição 2.1.1 (Variações). Seja x : M → B uma imersão isométrica como acima. Uma

variação de x é uma aplicação diferenciável x : (−ε, ε)×M → B tal que x(0, ·) = x. Uma

variação x : (−ε, ε) ×M → B de x é admisśıvel se x(t, intM) ⊂ intB e x(t, ∂M) ⊂ ∂B

para todo t. O campo variacional de uma variação é o campo Y ∈ TB|x(M) dado por

Y =
∂x

∂t
(t, ·)

∣∣∣∣
t=0

.

Dizemos que a variação x : (−ε, ε)×M → B é normal se Y = ϕν, para alguma

função ϕ ∈ C∞(M).

Observação 2.1.2. Note que se Y é o campo variacional de uma variação admisśıvel de

uma imersão x : M → B com x(intM) ⊂ intB e x(∂M) ⊂ ∂B, então Y (p) ∈ Tp∂B para

todo p ∈ ∂M .

Seja x : M → B uma imersão isométrica tal que x(intM) ⊂ intB e x(∂M) ⊂ ∂B.

Dada uma variação admisśıvel x : (−ε, ε) ×M → B de x, definimos o funcional área,

volume e área “molhada”, respectivamente, por

A(t) =

∫
M

dAt, (2.1)

V (t) =

∫
[0,t]×M

x∗dVM (2.2)

e

W (t) =

∫
[0,t]×∂M

x∗dA∂B, (2.3)

onde dAt é o elemento de área de M com respeito à métrica induzida por x(t, ·), dVM é o

elemento de volume de M e dA∂B é o elemento de área de ∂B induzido pela métrica de

B.
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Por fim, dado θ ∈ (0, π), definimos o funcional Energia por

E(t) = A(t)− cos θW (t).

Na seção a seguir deduziremos duas identidades muito importantes, a saber: as

fórmulas da primeira e segunda da variações da energia.

2.2 Primeira e segunda variações da energia

Iniciaremos a seção com o seguinte lema.

Lema 2.2.1. Seja

A(t) = (aij(t)), |t| < ε

uma famı́lia diferenciável de matrizes n× n satisfazendo A(0) = In. Então:

d

dt
detA(t)

∣∣
t=0

= trA′(0).

Demonstração. Assuma que {ei}ni=1 seja a base canônica do Rn+1 temos que:

det(A(t))e1 ∧ ... ∧ en = (A(t)e1) ∧ ... ∧ (A(t)en).

Tomando a derivada de ambos os lados da equação acima, e depois avaliando em

t = 0, obtemos:

d

dt
(det(A(t))e1 ∧ ... ∧ en)

∣∣
t=0

=
n∑
j=1

(A(0)e1) ∧ ... ∧ (A′(0)ej) ∧ ... ∧ (A(0)en)

=
n∑
i,j

e1 ∧ ... ∧ 〈A′(0)ej, ek〉ek ∧ ... ∧ en

=
n∑
j=1

〈A′(0)ej, ej〉e1 ∧ ... ∧ en

= trA′(0)e1 ∧ ... ∧ en,

de onde temos que:
d

dt
detA(t)

∣∣∣∣
t=0

= trA′(0).

Proposição 2.2.1 (Fórmula da primeira variação do funcional área). Seja x : M → B

uma imersão isométrica. Se x : (−ε, ε)×M → B é uma variação de x, então

A′(0) =

∫
M

Hg(Y, ν) dA+

∫
∂M

g(Y, µ) ds
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Demonstração. Seja gt a métrica induzida pela imersão xt e dAt o elemento de área

correspondente. Escolha {ei}ni=1 um referencial ortonormal local em M com respeito a

métrica g0 e {ωi}ni=1 a base dual correspondente. Temos que:

gij(t) = g(xt∗ei, xt∗ej) = gt(ei, ej),

onde gt = gij(t)ω
i ⊗ ωj, gij(0) = δij. Seja gt = det(gij(t)). Assim,

A(t) =

∫
M

dAt =

∫
M

√
det g(t)ω1 ∧ ... ∧ ωn

=

∫
M

√
det g(t)dA.

Assim temos que

A′(0) =
d

dt

∫
M

√
det g(t)dA

∣∣∣∣
t=0

=

∫
M

d

dt

√
det g(t)dA

∣∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
M

det g′(0)√
det g(0)

dA

=
1

2

∫
M

det g′(0)dA.

Pelo Lema 2.2.1 temos em cada ponto p ∈M

A′(0) =
1

2

∫
M

tr g′(0)dA. =
1

2

∫
M

n∑
k=1

g′kk(0)dA.

Seja { ∂
∂t
, e1, ..., en} um referencial ortonormal em (−ε, ε) × U , onde U é uma

vizinhança de p em M . Seja Y (t), e1(t), ..., en(t) denotando as imagens daqueles campos

vetoriais sobre x. Observe que ei(0) = ei, Y (0) = Y e gkk(t) = 〈ek(t), ek(t)〉, portanto

d

dt
gkk(t) = Y (t)g(ek, ek) = 2g(∇Y ek(t), ek(t))

= 2g(∇ekY (t) + [Y (t), ek], ek(t))

= 2g(∇ekY (t), ek(t))

= 2[ek(t)g(Y (t), ek(t))− g(Y (t),∇ekek)].

Portanto

1

2
g′kk(0) = ekg(Y, ek)− g(Y,∇ekek)

= div(Y T )− g(Y, (∇ekek)
T + g(∇ekek, ν)ν)

= div(Y T ) + g(Y, g(∇ekν, ek)ν)

= div(Y T ) +Hg(Y, ν)

= div(Y T ) +Hg(Y, ν),
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portanto

A′(0) =

∫
M

div(Y T )dA+

∫
M

Hg(Y, ν)dA.

Usando o teorema de Stokes temos que:∫
M

div(Y T )dA =

∫
∂M

g(Y, µ)ds, (2.4)

E por tanto temos finalmente que:

A′(0) =

∫
M

Hg(Y, ν)dA+

∫
∂M

g(Y, µ)ds.

Proposição 2.2.2 (Fórmula da primeira variação do funcional volume). Seja x : M → B

uma imersão isométrica. Se x : (−ε, ε)×M → B é uma variação de x, então

V ′(0) =

∫
M

g(Y, ν) dA.

Demonstração. Fixe p ∈ M e considere e considere {ei}ni=1 um referencial ortonormal

numa vizinhança U de x(p). Como x∗dVM é uma forma de volume, existe uma função

a : (−ε, ε)×M → R, satisfazendo

x∗(dVM) = a(t, p)dt ∧ dA,

onde

a(t, p) = x(dVM)

(
∂

∂t
, e1, ..., en

)
= dVM

(
Y (t), dxt(e1), ..., , dxt(en)

)
= vol

(
Y (t), dxt(e1), ..., dxt(en)

)
= g(Y (t), νt),

e νt é o vetor unitário normal da imersão. Usando o Teorema de Fubini segue que∫
[0,t]×M

a(t, p)dt ∧ dA =

∫
[0,t]

(∫
M

a(t, p)dA

)
dt.

Derivando o funcional volume em t = 0 temos que:

V ′(0) =
d

dt

(∫
[0,t]×M

x∗dVM

)∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

(∫
[0,t]

(∫
M

a(t, p)dA

))∣∣∣∣
t=0

=

∫
M

a(0, p)dA

=

∫
M

g(Y, ν)dA,

como queŕıamos demonstrar.
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Corolário 2.2.1 (Fórmula da primeira variação do funcional área“molhada”). Seja x :

M → B uma imersão isométrica. Se x : (−ε, ε)×M → B é uma variação de x, então

W ′(0) =

∫
M

g(Y, ν) dA.

Demonstração. Basta observar que ∂Mn−1 é uma variedade orientada no sentido de ν.

Como x∗dA∂B é uma forma de área, existe uma função a : (−ε, ε)×∂M → R, satisfazendo

as condições análogas às da proposição 2.2.2.

Corolário 2.2.2 (Fórmula da primeira variação do funcional energia). Seja x : M → B

uma imersão isométrica. Se x : (−ε, ε)×M → B é uma variação de x, então

E ′(0) =

∫
M

Hg(Y, ν)dA+

∫
∂M

g(Y, µ− cos θν)ds

Definição 2.2.1 (Hipersuperf́ıcie capilar). Uma hipersuperf́ıcie é dita ser capilar se é um

ponto cŕıtico do funcional energia E para qualquer variação x preservando volume.

Exemplo 2.2.1 (Exemplo de hipersuperf́ıcie capilar). Segue da fórmula da primeira va-

riação do funcional energia que x é capilar se, e somente se, x tem curvatura média

constante e ∂M intersecta ∂B em um ângulo constante θ. Portanto, exemplos de hipersu-

perf́ıcies capilares são as hipersuperf́ıcies mı́nimas e hipersuperf́ıcies com curvatura média

constante.

Para exemplificar, vamos observar que uma calota esférica é capilar. Seja M =

Rn+1 e 〈, 〉 a métrica Euclidiana. Seja

B = {x ∈ Rn+1;
n+1∑
i=1

x2i ≤ 1} , intB = {x ∈ Rn+1;
n+1∑
i=1

x2i < 1} e

∂B = {x ∈ Rn+1;
n+1∑
i=1

x2i = 1},

respectivamente a bola unitária fechada, o seu interior e fronteria.

Considere agora

Bt = {x ∈ Rn+1;
n∑
i=1

x2i + (xn+1 − t)2 ≤ 1} e

∂Bt = {x ∈ Rn+1;
n∑
i=1

x2i + (xn+1 − t)2 = 1},

uma bola fechada deslocada de t, com t ∈ (0, 2), na direção do eixo xn+1 e sua fronteira

respectivamente.
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Agora considere

Ct = B ∩ ∂Bt = {x ∈ Rn+1;
n∑
i=1

x2i + (xn+1 − t)2 = 1, comxn+1 ∈ [t− 1,
t

2
]},

intCt = {x ∈ Rn+1;
n∑
i=1

x2i + (xn+1 − t)2 = 1, comxn+1 ∈ [t− 1,
t

2
)} e

∂Ct = {x ∈ Rn+1;
n+1∑
i=1

x2i = 1 e xn+1 =
t

2
},

a famı́lia de calotas esféricas obtida pela interseção B ∩ ∂Bt, o seu interior e fronteira

respectivamente. Observe que intCt ⊂ intB e ∂Ct ⊂ ∂M para todo t ∈ (0, 2), sendo

dessa forma uma variação admisśıvel.

Provemos que ∂Ct intersecta ∂B em um ângulo constante.

Seja N(∂B) = (x1, ..., xn+1) e N(∂Ct) = (x1, ..., xn+1 − t) os vetores normais

unitários de ∂B e ∂Ct respectivamente. Fazendo o produto interno temos

〈N(∂B), N(∂Ct)〉 = 〈(x1, ..., xn+1), (x1, ..., xn+1 − t)〉

=
n+1∑
i=1

x2i − xn+1t

= 1− t2

2
=

2− t2

2
.

Onde o ultimo resultado é obtido avaliando a equação em ∂Ct. Portanto para

cada t ∈ (0, 2), ∂Ct intersecta ∂B em um ângulo constante arccos(2−t
2

2
). Observe ainda

que 0 < arccos(2−t
2

2
) < π quando t ∈ (0, 2). Por fim, é sabido que a calota esférica tem

curvatura constante, provando, assim, que a calota esférica é um hipersuperf́ıcie capilar.

Observação 2.2.1. Esse resultado pode ser estendido para o espaço hiperbólico Hn+1,

basta observar que a métrica de Hn+1 é conforme à métrica usual do espaço Euclidiano

Rn+1, e usar o fato de que métricas conformes preservam ângulo. Com relação a curvatura,

usamos a fato de que uma imersão continua sendo umb́ılica se mudamos a métrica original

para uma métrica conforme.

Observação 2.2.2. Fazemos a convenção escolhendo ν estando na direção oposta a do

vetor curvatura média tal que a curvatura média constante H seja sempre não negativa.

Sob esta convenção, ao longo de ∂M , o ângulo entre −ν e N , semelhantemente µ e ν, é

sempre igual a θ (veja Figura 2.1). Assim, no fibrado normal de ∂M , temos as seguintes

relações:

µ = sen θN + cos θν, (2.5)

ν = − cos θN + sen θν. (2.6)
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Para cada função diferenciável ϕ em M com
∫
M
ϕdAM = 0, existe uma variação

admisśıvel preservado volume x com campo vetorial variacional ϕν.

Passaremos agora a demonstração da fórmula da segunda variação do funcional

energia. Essa prova se encontra, a menos de notações e detalhes, no apêndice de Ros e

Souam [11]. Dois lemas são fundamentais na demonstração.

Lema 2.2.2. Seja x : M → B ⊂ M uma hipersuperf́ıcie capilar, ∇̃ o gradiente em ∂M

na métrica induzida por x e Y0 (resp. Y) a componente tangente de Y em M (resp. para

∂M). Seja também S0, S1 e S2 denotando respectivamente o operador de forma de M

em M com respeito a µ, de ∂M em M com respeito ν de ∂M em ∂B com respeito a ν.

Então:

i) ν ′ = −∇ϕ− S0(Y0);

ii) µ′ = (∂ϕ
∂µ

+ h(Y0, µ))ν + ϕS0(µ)− ϕh(µ, µ)µ− S1(Y1) + cot θ∇̃ϕ;

iii) ν ′ = −h∂M(Y, ν)N − S2(Y1) + 1
sen θ
∇̃ϕ.

Demonstração. Para provar a identidade (i), considere {ei}ni=1 um referencial ortonormal

de TpM para algum p ∈ M . Tomando ei(t) = dxt(ei), então usando o fato que ν tem

norma um, temos

g(ν,DeiY ) = dϕ(ei) + g(ν,DeiY0).

Agora, visto que g(νt, ei(t)) = 0 e [ei(t), Y (t)] = 0, temos:

ν ′ =
n∑
i=1

g(ν ′, ei)ei

= −
n∑
i=1

g(ν, e′i)ei

= −
n∑
i=1

g(ν,DeiY )ei

=
n∑
i=1

df(ei)ei −
n∑
i=1

g(ν,DeiY0)ei

=
n∑
i=1

df(ei)ei +
n∑
i=1

g(DY0ν, ei)ei

= −∇ϕ− S0(Y0).

Como consequência da identidade (i) temos que:

g(µ′, ν) = −g(µ, ν ′)

=
∂ϕ

∂µ
+ h(Y0, µ). (2.7)
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Agora seja vi, i = 1..., n − 1 um referencial ortonormal de TpM para algum

p ∈ ∂M . Como antes, tome vi(t) = dxt(vi), então pode-se verificar que ao longo de ∂M

vale:

Y = ϕν + Y1 − cot θdϕµ (2.8)

g(µ′, vi) = −g(µ, v′i)

= −g(µ,Dvi , Y )

= −ϕg(µ,Dviν)− g(µ,Dvi , Y1) + cot θdf(vi).

A identidade (ii) agora segue de (2.7) e (2.8) e do fato que 〈µ′, µ〉 = 0. Para

provar a identidade (iii), notemos que em ∂M , temos que:

Y = Y1 −
1

sen θ
ϕν. (2.9)

Assim, para i = 1, ..., n− 1

g(ν ′, vi) = −g(ν, v′i)

= −g(ν,DviY ) +
1

sen θ
dfvi.

Além disso:

g(ν ′, ν) = 0 e g(ν ′, ν) = −h∂M(Y, ν).

Assim:

ν ′ = −h∂M(Y, ν)N −
n−1∑
i=1

g(ν,DviY1)vi +
1

sen θ

n−1∑
i=1

df(vi)vi, (2.10)

e essa é exatamente a identidade (iii).

Lema 2.2.3. Nas mesmas condições do Lema 2.2.2, a seguinte identidade é válida

H ′(0) = ∆ϕ+ (|h|2 + Ric(ν, ν))ϕ.

Demonstração. Ambrozio [2] apêndice.

Proposição 2.2.3 (Fórmula da segunda variação da energia). Seja x : M → B uma

hipersuperf́ıcie capilar. Então para toda variação x : (−ε, ε)×M → B admisśıvel normal

de x a segunda variação da energia é dada por

E”(0) =

∫
M

−ϕ(∆ϕ+ (|h|2 + Ric(ν, ν))ϕ)dA+

∫
∂M

ϕ(∇µϕ− qϕ)ds.

onde

q =
1

sen θ
h∂B(ν, ν) + cot θh(µ, µ),

Ric é o tensor curvatura de Ricci de M , h é a segunda forma fundamental da imersão x

dada por h(X, Y ) = g(∇Xν, Y ) e h∂B é a segunda forma fundamental de x em ∂B dada

por h(X, Y ) = g(∇XN, Y ).
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Demonstração. A primeira fórmula de variação é dada por:

E ′(t) =

∫
M

H(t)g(Yt, νt)dAt +

∫
∂M

g(Yt, µt − cos θνt)dst,

onde

Yt =
∂x

∂s
(p)

∣∣∣∣
s=t

.

Derivando a primeira variação do funcional energia em relação a t temos:

E ′′(0) =

∫
M

H ′(0)g(Y, ν)dA+H(0)
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(∫
M

g(Yt, νt)dAt

)
+

∫
∂M

g

(
D

dt

∣∣∣∣
t=0

Yt, µ− cos θν

)
ds+

∫
∂M

g

(
Y,
D

dt

∣∣∣∣
t=0

µt − cos θνt

)
ds

+

∫
∂M

g(Y, µ− cos θν)
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(dst),

onde D denota a derivada covariante em M . Note que:

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(∫
M

g(Yt, νt)dAt

)
= V ′′(0) = 0,

e g(Y, µ − cos θν) = 0 visto que Y é tangente a ∂B ao longo de de ∂M . Além disso

µ− cos θν = sen θN. Portanto temos que:

E ′′(0) =

∫
M

H ′(0)g(Y, ν)dA+

∫
∂M

g

(
D

dt

∣∣∣∣
t=0

Yt, µ− cos θν

)
ds+

∫
∂M

g

(
Y,
D

dt

∣∣∣∣
t=0

µt − cos θνt

)
ds.

Visto que temos H ′(0) pelo Lema 2.2.3, devemos calcular

g

(
D

dt

∣∣∣∣
t=0

Yt, µ− cos θν

)
+ g

(
Y,
D

dt

∣∣∣∣
t=0

µt − cos θνt

)
.

Daqui em diante, denotaremos simplesmente um (′) a derivada covariante D
dt

∣∣
t=0

.

Usando as identidades (ii) e (iii) do Lema 2.2.2 obtemos:

g(Y, µ′ − cos θν ′) = ϕ
∂ϕ

∂µ
+ ϕ2 cot θh(µ, µ) + 2ϕh(Y0, µ) + sen θh∂M(Y1, Y1). (2.11)

Além disso, a relação:

Y0 = Y1 − cot θϕµ,

implica que:

h(Y0, µ) = h(Y1, µ)− ϕ cot θh(µ, µ). (2.12)

Substituindo esse resultado em (2.11) obtemos:

g(Y, µ′ − cos θν ′) = ϕ
∂ϕ

∂µ
− ϕ2 cot θh(µ, µ) + 2ϕh(Y1, µ) + sen θh∂M(Y1, Y1). (2.13)
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Agora calculemos g(Y ′, µ′ − cos θν ′). Visto que µ− cos θν = sen θN , temos que:

g(Y ′, ν − cos θν) = − sen θh∂M(Y, Y ). (2.14)

Usando a decomposição (2.9), temos:

h∂M(Y, Y ) = h∂M(Y1, Y1)−
2

sen θ
ϕh∂M(Y1, ν) +

1

sen2 θ
ϕ2h∂M(ν, ν). (2.15)

É direto verificar que

h(Y1, µ) + h∂M(Y1, ν) = 0. (2.16)

Finalmente de (2.13), (2.14), (2.15) e (2.16) temos que:

g(Y ′, µ− cos θν) + g(Y, µ′ − cos θν ′) = ϕ
∂f

∂µ
−
{

cot θh(µ, µ) +
1

sen θ
h∂M(ν, ν)

}
ϕ2,

isso completa a prova da fórmula de segunda variação.

Definição 2.2.2 (Estabilidade). Uma hipersuperf́ıcie capilar é dita estável se E ′′(0) ≥ 0

para toda variação preservando volume, isto é,

E ′′(0) ≥ 0,∀ϕ ∈ F := {ϕ ∈ C∞(M);

∫
M

ϕdAM = 0}.

Exemplo 2.2.2 (Exemplo de hipersuperf́ıcie capilar estável). Continuaremos com o exem-

plo das calotas esféricas. A prova deste exemplo é apresentada em Li e Xiong [9] e faz

uso de um resultado de Gonzalez e Massari [7] de estabilidade. Omitiremos os detalhes.

Seja M ⊂ Bn+1 uma calota esférica com R o raio da esfera contendo M e ângulo

de contanto constante igual a θ. Considere o hiperplano P n-dimensional contendo ∂M .

Então M é uma hipersuperf́ıcie capilar em um semiespaço com ângulo de contato θ′. Por

[10], M é estável em um semiespaço, ou seja∫
M

(|∇ϕ|2 − n

R2
ϕ2)dA ≥ cot θ′

R

∫
∂M

ϕ2ds, ∀ϕ ∈ F . (2.17)

Usando relações trigonométricas e semelhança de triângulos temos que

1

sen θ
+

cot θ

R
=

cot θ′

R
(2.18)

juntando (2.17) e (2.18) está provada a estabilidade de M em Bn+1

A seguinte proposição é bem conhecida e é fato fundamental para hipersuperf́ıcies

capilares quando

Proposição 2.2.4. Assuma ∂B é umb́ılica em M . Seja x : M → B uma imersão na qual

a fronteira ∂M intersecta B em um ângulo constante θ. Então µ é uma direção principal

de ∂M em M . Isto é, h(e, µ) = 0 para todo e ∈ T∂M . Por sua vez,
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∇eν = h(µ, µ)µ.

Demonstração. Para todo e ∈ T∂M , usando (2.5) e (2.6) temos que:

h(e, µ) = g(∇eν, µ)

= g(∇e(− cos θN + sen θν), sen θN + cos θν)

= g(e(− cos θ)N − cos θ∇eN + e(sen θ)ν + sen θ∇eν, sen θN + cos θν)

= g(− cos θ∇eN + sen θ∇eν, sen θN + cos θν)

= − cos θ sen θg(∇eN,N)− cos θ2g(∇eN, ν) + sen θ2g(∇eν,N) +

sen θ cos θg(∇eν, ν)

= − cos θ2g(∇eN, ν) + sen θ2g(∇eν,N)

= − cos θ2g(∇eN, ν)− sen θ2g(∇eN, ν)

= −g(∇eN, ν)

= −h∂B(e, ν)

= 0.
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Caṕıtulo 3

Hipersuperf́ıcies Capilares em uma

Bola Euclidiana

Neste caṕıtulo será trabalhado o caso Euclidiano, B = B
n+1 ⊂ Rn+1 é uma bola

unitária fechada. Nessas condições temos que, Ric ≡ 0, h∂B = g∂B e N(x) = x, onde x

denota o vetor posição em Rn+1. Além disso, 〈·, ·〉 denota o produto interno Euclidiano.

Construiremos uma nova formula do tipo Minkowski que é a principal ferramenta

na prova da unicidade deste trabalho. Através da formula de Minkowski será posśıvel obter

funções testes admisśıveis particularmente convenientes. Uma propriedade interessante

dessas funções testes obtidas através da nova formula do tipo Minkowski é que elas anulam

o termo do bordo na condição de estabilidade (proposição (2.2.3)), simplificando, dessa

forma sua manipulação.

3.1 Uma nova fórmula do tipo Minkowski em Rn+1

Estabeleceremos uma nova fórmula do tipo Minkowski, a qual será muito útil no

estudo de hipersuperf́ıcies em Bn+1 tanto no caso com bordo livre quanto quando ∂M

intersecta ∂Bn+1 com um ângulo constante. A construção de tal formula envolve um

certo campo de Killing conforme (Xa) obtido através do pullback de uma transformação

conforme (inversão). Construiremos uma inversão que deixa fixa a esfera Sn√
2
(−a) de

centro −a e raio
√

2 e permuta entrei as regiões interior e exterior a tal esfera.

Seja a ∈ Rn+1, |a| = 1. Seja Ia : Rn+1 − {a} → Rn+1 − {a} a inversão conforme

ao longo da esfera Sn√
2
(−a) de centro −a e raio

√
2, ou seja

Ia(x) = −a+ 2
(x+ a)

|x+ a|2
.

Observe que Ia(Ia(x)) = x para todo x ∈ Rn+1, x 6= −a. Além disso, Ia mapeia

Bn+1 − {−a} em Rn+1
+ (a) = {x ∈ Rn+1 : 〈x, a〉 ≥ 0} e vice-versa.
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Proposição 3.1.1. Para todo x ∈ Rn+1, x 6= −a, e todo v ∈ Rn+1, tem-se

DIa(x)v =
2v

|x+ a|2
− 4〈v, x+ a〉
|x+ a|4

(x+ a).

Demonstração.

DIa(x)v = 2

(
v|x+ a|2 − 2(x+ a)〈v, x+ a〉

|x+ a|4

)
=

2v

|x+ a|2
− 4〈v, x+ a〉
|x+ a|4

(x+ a).

Corolário 3.1.1. Para todo a ∈ Rn+1, |a| = 1, a aplicação Ia é conforme, ou seja,

(I∗aδ)ij =
4

|x+ a|4
δij,

para todo i, j = 1, ..., n+ 1.

Considere o campo de vetores Xa definido em Bn+1 − {−a} por

Xa = DIa(Ia(x))Ia(x),

ou seja, Xa é o pullback do campo de vetores radial x→ x em Rn+1, o qual é um campo

de Killing conforme. Em particular, segue do Corolário acima que Xa é um campo de

Killing conforme em Bn+1−{−a}. Observe que Xa(x) ∈ TxSn para todo x ∈ Sn−{−a}.
Mais explicitamente, temos

Xa =
2Ia(x)

|Ia(x) + a|2
− 4〈Ia(x), Ia(x) + a〉

|Ia(x) + a|4
(Ia(x) + a)

=
2
(
−a+ 2 (x+a)

|x+a|2

)
∣∣∣2 (x+a)
|x+a|2

∣∣∣2 − 4

〈
−a+ 2 (x+a)

|x+a|2 , 2
(x+a)
|x+a|2

〉
∣∣∣2 (x+a)
|x+a|2

∣∣∣4
(

2
(x+ a)

|x+ a|2

)

=
1

2
(−a|x+ a|2 + 2x+ 2a) + 〈a, x+ a〉(x+ a)− 2(x+ a)

=
1

2
a|x|2 − a〈a, x〉 − 1

2
a+ x+ a+ x+ a+ 〈a, x〉x+〉a, x〉a− 2x− 2a

= 〈a, x〉x− 1

2
(|x|2 + 1)a. (3.1)

A proposição a seguir apresenta duas propriedades simples e importantes de Xa.

Proposição 3.1.2. Xa é um campo de Killing conforme e sua restrição a ∂Bn+1 é um

campo tangente a ∂Bn+1, ou seja,

i) Xa é um campo de Killing conforme com LXag = 2〈x, a〉g, isto é:

1

2
[∇i(Xa)j +∇j(Xa)i] = 〈x, a〉δij. (3.2)
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ii) Xa|∂B é um campo tangente em ∂B, isto é,

〈Xa, x〉|∂B = 0. (3.3)

Demonstração. Identidade (i). Aqui ∇i(Xa)j := 〈∇eiXa, ej〉, onde {ei}n+1
i=1 é uma base

ortonormal de Rn+1, portanto,

〈∇eiXa, ej〉 = 〈∇ei(〈x, a〉x−
1

2
(|x|2 + 1)a), ej〉

= 〈∇ei〈x, a〉x, ej〉 −
1

2
〈∇ei(|x|2 + 1)a, ej〉

= 〈ei(〈x, a〉)x+ 〈x, a〉∇eix, ej〉 −
1

2
〈ei(|x|2 + 1)a+ (|x|2 + 1)∇eia, ej〉

= 〈ei, a〉〈x, ej〉+ 〈x, a〉δij − 〈ei, x〉〈a, ej〉.

Analogamente temos que:

〈∇ejXa, ei〉 = 〈ej, a〉〈x, ei〉+ 〈x, a〉δij − 〈ej, x〉〈a, ei〉.

Somando temos que:

〈∇eiXa, ej〉+ 〈∇ejXa, ei〉 = 2〈x, a〉δij.

De onde temos finalmente que:

1

2
[〈∇eiXa, ej〉+ 〈∇ejXa, ei〉] = 〈x, a〉δij.

O item (ii) segue diretamente do cálculo:

〈Xa, x〉 = 〈〈x, a〉x− 1

2
(|x|2 + 1)a, x〉

= 〈x, a〉|x|2 − 1

2
(|x|2 + 1)〈a, x〉,

para Xa restrito a ∂B temos que

〈Xa, x〉|∂B = 〈x, a〉 − 〈x, a〉 = 0,

provando que Xa|∂B ⊥ x, ou seja, Xa|∂B é tangente a ∂B.

Proposição 3.1.3 (Fórmula de Minkowski). Seja x : M → Bn+1
uma imersão isométrica

em uma bola unitária Euclidiana, cujo o bordo ∂M intersecta ∂Bn+1 em um ângulo cons-

tante θ ∈ (0, π). Seja a ∈ Rn+1 e Xa o campo definido por (3.1). Então∫
M

n〈x+ cos θν, a〉dA =

∫
M

H〈Xa, ν〉dA. (3.4)
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Demonstração. Denote por XT
a a projeção tangente de Xa em M . Seja {ei}ni=1 um refe-

rencial local ortonormal em M . Afirmamos que:

1

2
[∇i(X

T
a )j +∇j(X

T
a )i] = 〈x, a〉gij − hij〈Xa, ν〉. (3.5)

De fato,

〈∇eiX
T
a , ej〉 = 〈∇eiXa, ej〉 − 〈∇ei(〈Xa, ν〉ν), ej〉

= ∇i(Xa)j − 〈Xa, ν〉〈∇eiν, ej〉

= ∇i(Xa)j − hij〈Xa, ν〉. (3.6)

Analogamente temos que

∇j(X
T
a )i = ∇j(Xa)i − hji〈Xa, ν〉. (3.7)

Somando (3.6) e (3.7) e usando (3.2) e a simetria da segunda forma obtemos

(3.5).

∇i(X
T
a )j +∇j(X

T
a )i = ∇i(Xa)j − hij〈Xa, ν〉+∇j(Xa)i − hji〈Xa, ν〉.

= (∇i(Xa)j +∇j(Xa)i)− (hij〈Xa, ν〉+ hji〈Xa, ν〉)

= 2〈x, a〉δij − 2hij〈Xa, ν〉.

Logo,

1

2
[∇i(X

T
a )j +∇j(X

T
a )i] = 〈x, a〉δij + hij〈Xa, ν〉.

Tomando o traço de (3.5) com respeito a métrica induzida e integrando sobre M ,

temos: ∫
M

divM(XT
a )dA =

∫
M

(n〈x, a〉 −H〈Xa, ν〉)dA.

Usando o Teorema de Stokes temos:∫
M

(n〈x, a〉 −H〈Xa, ν〉)dA =

∫
M

divM(XT
a )dA =

∫
∂M

〈XT
a , µ〉ds. (3.8)

Note que em ∂M , N = x e Xa = 〈x, a〉x−a. Usando (2.5), (2.6) e (3.3) deduzimos

que:

〈XT
a , µ〉 = 〈Xa, µ〉

= 〈〈x, a〉x− a, sen θN + cos θν〉

= sen θ〈x, a〉〈x, x〉+ cos θ〈x, a〉〈x, ν〉 − sen θ〈x, a〉 − cos θ〈a, ν〉

= cos(θ〈x, a〉〈x, ν〉 − 〈a, ν〉)

= − cos θ〈a, ν〉.
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Segue de (3.8) que:∫
M

(n〈x, a〉 −H〈Xa, ν〉)dA =

∫
M

divM(XT
a )dA = − cos θ

∫
∂M

〈ν, a〉ds. (3.9)

Quando θ = π
2
, isto é, no caso de bordo livre, a fórmula de Minkowski (3.4) segue

direto de (3.9). Para o caso geral, basta provar que

n

∫
M

〈ν, a〉dA =

∫
∂M

〈ν, a〉ds. (3.10)

Seja Za = 〈ν, a〉x − 〈x, ν〉a. Observando que Za é tangente a M (〈Za, ν〉 = 0).

Tomando o divergente de Za nem um referencial local ortonormal {ei}ni=1 temos:

divM Za = 〈∇ei(〈ν, a〉x− 〈x, ν〉a〉), ei〉

= 〈ei(〈ν, a〉)x+ 〈ν, a〉ei − ei(〈x, ν〉)a, ei〉

= 〈〈∇eiν, a〉x+ 〈ν, a〉ei − 〈ei, ν〉a− 〈x,∇eiν〉a, ei〉

= (〈∇eiν, a〉〈x, ei〉+ 〈ν, a〉〈ei, ei〉 − 〈ei, ν〉〈a, ei〉 − 〈x,∇eiν〉〈a, ei〉)

= h(aT , xT ) + n〈ν, a〉 − h(xT , aT )

= n〈ν, a〉.

Logo, temos que

n

∫
M

〈ν, a〉dA =

∫
M

divM ZadA

=

∫
∂M

(〈〈ν, a〉x− 〈x, ν〉a, µ〉)ds

=

∫
∂M

(〈ν, a〉〈x, µ〉 − 〈x, ν〉〈a, µ〉)ds,

Por fim, temos

〈ν, a〉〈x, µ〉 − 〈x, ν〉〈a, µ〉 = sen θ〈− cos θN + sen θν, a〉+ cos θ〈sen θN + cos θν, a〉

= 〈ν, a〉,

o que prova (3.10).

Observação 3.1.1. Para o problema de bordo livre, isto é, θ = π
2
, obtemos a seguinte

fórmula de Minkowski:

n

∫
M

〈x, a〉dA =

∫
M

H〈Xa, ν〉dA. (3.11)

Observamos que (3.11) é válida também para qualquer hipersuperf́ıcie compacta

sem bordo em Rn+1 com a mesma prova, apenas ignorando a integral do bordo. Até onde

sabemos, esta identidade também é nova e achamos que poderá ser útil neste contexto.
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Observação 3.1.2. Em seus trabalhos, Barbosa-do Carmo [5] e Ros-Vergasta [12] usaram

as seguintes formulas do tipo Minkowski (3.12) e (3.13) respectivamente:∫
M

H〈x, ν〉dA = n

∫
M

dA (3.12)

|∂M | − n|M | −
∫
M

H〈x, ν〉dA (3.13)

Observe que a formula (3.13), ao contrário de (3.12) envolve a área do bordo

|∂M |, a área da hipersuperf́ıcie |M | além da curvatura média H. Portanto a formula

usada nos trabalhos de Barbosa-do Carmo é mais interessante de trabalhar. Através

de (3.12) obtemos a função teste admisśıvel ϕ = n − H〈x, ν〉 que claramente satisfaz∫
M
ϕ = 0.

Observando a formula do tipo Minkowski da proposição 3.1.3 obtemos a seguinte

função teste admisśıvel

n〈x+ cos θν, a〉 −H〈Xa, ν〉,

que tem semelhanças com a função teste admisśıvel usada por Barbosa-do Carmo. A

chave dessa construção está nas propriedades de Killing do campo Xa que será explorada

constantemente neste trabalho.

3.2 Unicidade de hipersuperf́ıcies capilares estáveis

em uma bola Euclidiana

Proposição 3.2.1. Seja x : M → Bn+1
uma imersão isométrica em uma bola Euclidiana

unitária, cujo bordo ∂M intersecta ∂Bn+1 em um ângulo constante θ ∈ (0, π). Seja

a ∈ Rn+1 um vetor constante. Então ao longo de ∂M ,

∇µ〈x+ cos θν, a〉 = q〈x+ cos θν, a〉, (3.14)

∇µ〈Xa, ν〉 = q〈Xa, ν〉, (3.15)

onde

q =
1

sen θ
+ cot θh(µ, µ). (3.16)

Demonstração. Usando a proposição 2.2.4

∇µ〈x+ cos θν, a〉 = 〈∇µ(x+ cos θν), a〉

= 〈∇µx+ cos θ∇µν, a〉

= 〈µ+ cos θh(µ, µ)µ, a〉

= (1 + cos θh(µ, µ))〈µ, a〉

= q sen θ〈µ, a〉.
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Por outro lado, usando (2.5) e (2.6) e o fato de que x = N em ∂Bn+1 temos

〈x+ cos θν, a〉 = 〈x+ cos θ(− cos θN + sen θν), a〉

= 〈(1− cos2 θ)N + cos θ sen θν, a〉

= 〈sen2 θN + cos θ sen θν, a〉

= sen θ〈sen θN + cos θν, a〉

= sen θ〈µ, a〉.

Assim (3.14) está provada.

Usando a definição de Xa e novamente a proposição 2.2.4 temos:

∇µ〈Xa, ν〉 = 〈∇µXa, ν〉+ 〈Xa,∇µν〉

= 〈∇µ(〈x, a〉x− 1

2
(|x|2 + 1)a), ν〉+ h(µ, µ)〈Xa, µ〉

= 〈〈µ, a〉x+ 〈x, a〉µ− 〈x, µ〉a, ν〉+ h(µ, µ)〈〈x, a〉x− a, µ〉

= − cos θ〈µ, a〉 − sen θ〈ν, a〉+ h(µ, µ)(sen θ〈x, a〉 − 〈µ, a〉).

Note que x = N = sen θµ− cos θν e µ = 1
sen θ

x+ cot θν (basta isolar N em (2.5)

e (2.6) e subistituir o resultado em (2.6)), deduzimos ainda mais:

∇µ〈Xa, ν〉 = − cot θ(1 + h(µ, µ) cos θ)〈x, a〉 − 1

sen θ
(1 + h(µ, µ) cos θ)〈ν, a〉

= −q(cos θ〈x, a〉+ 〈ν, a〉).

Por outro lado

〈Xa, ν〉|∂M = 〈x, a〉〈x, ν〉 − 〈a, ν〉

= −(cos θ〈x, a〉+ 〈ν, a〉),

concluindo a demonstração de (3.15).

Proposição 3.2.2. Seja x : M → Rn+1 uma imersão isométrica e a ∈ Rn+1 vetor

constante. As seguintes identidades são válidas ao longo de M :

i) ∆x = −Hν,

ii) ∆1
2
|x|2 = n−H〈x, ν〉,

iii) ∆ν = ∇H − |h|2ν,

iv) ∆〈x, ν〉 = 〈x,∇H〉+H − |h|2〈x, ν〉,

v) ∆〈Xa, ν〉 = 〈Xa,∇H〉+ 〈x, a〉H − |h|2〈Xa, ν〉 − n〈ν, a〉.
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Demonstração. Prova da identidade (i): considere o produto interno 〈x, a〉 com a ∈ Rn+1.

Derivemos agora na direção de um vetor qualquer W ∈ TxM .

d〈x, a〉 ·W = W 〈x, a〉 = 〈∇Wx, a〉 = 〈W,a〉.

Portanto, ∇〈x, a〉 = aT . Tomando agora o divergente do gradiente em um refe-

rencial local ortonormal {ei}ni=1 temos:

∆〈x, a〉 = divM(aT )

= 〈∇eia
T , ei〉

= 〈∇ei(a− 〈a, ν〉ν), ei〉

= 〈∇ei(〈a, ν〉ν), ei〉

= 〈ei(〈a, ν〉)ν + 〈a, ν〉∇eiν, ei〉

= 〈a, ν〉〈∇eiν, ei〉

= −〈a, ν〉〈∇eiν, ei〉

= −〈a, ν〉H,

e portanto temos que ∆x = −Hν.

Prova da identidade (ii): a exemplo da identidade (i) faremos primeiro o gradiente

de 1
2
|x|2 tomando um vetor qualquer W ∈ TxM . Temos

W
1

2
〈x, x〉 = 〈∇Wx, x〉 = 〈W,xT 〉.

Portanto ∇1
2
〈x, x〉 = xT . Agora calcularemos divM(xT ) em M num referencial

ortonormal local {ei}ni=1.

divM(xT ) = 〈∇eix
T , ei〉

= 〈∇ei(x− 〈x, ν〉ν), ei〉

= 〈ei −∇ei(〈x, ν〉ν), ei〉

= 〈ei − ei(〈x, ν〉)ν − 〈x, ν〉∇eiν, ei〉

= n− 〈x, ν〉H,

portanto a identidade (ii) está provada.

Prova da identidade (iii). Notemos que:

∆〈ν, a〉 = divM (∇M〈ν, a〉) ,

para todo a ∈ Rn+1. Portanto, iniciaremos calculando o gradiente de 〈ν, a〉 em M . To-

mando um vetor qualquer W ∈ TxM temos:

W 〈ν, a〉 = 〈∇Wν, a〉 = 〈∇Wν, a
T 〉 = 〈∇aT ν,W 〉,
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portanto,

∇〈ν, a〉 = ∇aT ν.

Tomando um referencial geodésico em x, isto é, ∇eiej = 0, onde 〈ei, ej〉 = δij,

calcularemos o divergente de ∇aT ν.

divM (∇〈ν, a〉) = 〈∇ei∇aT ν, ei〉

= 〈∇ei∇〈a,ej〉ejν, ei〉

= 〈∇ei(〈a, ej〉∇ejν), ei〉

= 〈ei (〈a, ej〉)∇ejν, ei〉+ 〈〈a, ej〉∇ei∇ejν, ei〉. (3.17)

Observe que

ei (〈a, ej〉) = 〈a,∇eiej〉

= 〈a,∇eiej + 〈∇eiej, ν〉ν〉

= 〈a,−〈ej,∇eiν〉ν〉

= −〈a, ν〉h(ei, ej). (3.18)

Observe também que

〈∇ei∇ejν, ei〉 = 〈∇ei∇ejν, ei〉,

e

∇ei∇ejν = ∇ej∇eiν +R(ei, ej)ν +∇[ei,ej ]ν.

Lembrando que [ee, ej] = ∇eiej − ∇ejei = 0 e substituindo na equação acima

temos:

∇ei∇ejν = ∇ej∇eiν +R(ei, ej)ν.

Agora usamos o fato de que o ambiente tem curvatura constante.

〈R(ei, ej)ν, ei〉 = c (〈ej, ν〉〈ei, ei〉 − 〈ei, ν〉〈ej, ei〉) = 0,

e portanto temos

〈∇ei∇ejν, ei〉 = 〈∇ej∇eiν, ei〉, (3.19)

substituindo (3.18) e (3.19) e (3.17) temos:

∆〈ν, a〉 = −〈a, ν〉h(ei, ej)〈∇ejν, ei〉+ 〈a, ej〉〈∇ej∇eiν, ei〉

= −〈a, ν〉h(ei, ej)h(ej, ei) + 〈a, ej〉
(
ej(〈∇eiν, ei〉)− 〈∇eiν,∇ejei〉

)
= −〈a, ν〉|h|2 + 〈a, ej〉ej(H)

= −〈a, ν〉|h|2 + 〈a,∇H〉

= 〈a,∇H − |h|2ν〉.
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Portanto a identidade (iii) está provada.

Provemos agora a identidade (iv). Usando um referencial ortonormal em {ei}ni=1

em M , temos

∆〈x, ν〉 = ∆〈x, ei〉〈ν, ei〉

= 〈ν, ei〉∆〈x, ei〉+ 〈x, ei〉∆〈ν, ei〉+ 2〈∇〈x, ei〉,∇〈ν, ei〉〉

= 〈∆x, ν〉+ 〈x,∆ν〉+ 2〈∇x,∇ν〉

= −H + 〈x,∇H〉 − |h|2〈x, ν〉+ 2〈ei,∇eiν〉

= −H + 〈x,∇H〉 − |h|2〈x, ν〉+ 2H

= H + 〈x,∇H〉 − |h|2〈x, ν〉,

concluindo a demonstração.

Por fim, provemos a identidade (v).

∆〈Xa, ν〉 = ∆〈Xa, ei〉〈ν, ei〉

= 〈ν, ei〉∆〈Xa, ei〉+ 〈Xa, ei〉∆〈ν, ei〉+ 2〈∇〈Xa, ei〉,∇〈ν, ei〉〉

= 〈∆Xa, ν〉+ 〈Xa,∆ν〉+ 2〈∇Xa,∇ν〉.

Usando a definição de Xa e as identidades (i) e (ii) temos:

〈∆Xa, ν〉 = 〈∆(〈x, a〉x− 1

2
(|x|2 + 1)a), ν)〉

= 〈∆〈x, a〉x+ 〈x, a〉∆x− (∆
1

2
|x|2)a, ν〉

= −H〈ν, a〉〈ν, x〉 −H〈x, a〉 − (n−H〈x, ν〉)〈ν, a〉

= −H〈x, a〉 − n〈ν, a〉.

Temos também

〈∇Xa,∇ν〉 = 〈∇(〈x, a〉x− 1

2
(|x|2 + 1)a),∇ν)〉

= 〈〈ei, a〉x+ 〈x, a〉ei − 〈ei, x〉a,∇eiν〉

= 〈x,∇〈ei,a〉eiν〉+ 〈x, a〉〈ei,∇eiν〉 − 〈a,∇〈ei,x〉eiν〉

= h(xT , aT ) + 〈x, a〉H − h(aT , xT )

= 〈x, a〉H.

E por fim, usando a identidade (iii):

〈Xa,∆ν〉 = 〈Xa,∇H − |h|2ν〉

= 〈Xa,∇H〉 − |h|2〈Xa, ν〉.
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Proposição 3.2.3. Seja x : M → Bn+1
uma imersão isométrica em uma bola unitária

Euclidiana, cujo o bordo ∂M intersecta ∂Bn+1 em um ângulo constante θ ∈ (0, π). Para

cada a ∈ Rn+1, defina:

ϕa = n〈x+ cos θν, a〉 −H〈Xa, ν〉 (3.20)

ao longo de M . Então ϕa satisfaz ∫
M

ϕadA = 0, (3.21)

∇µϕa − qϕa = 0. (3.22)

Se, além disso, M tem curvatura média constante, então ϕa satisfaz também

∆ϕa + |h|2ϕa = (n|h|2 −H2)〈x, a〉. (3.23)

Demonstração. (3.21) e (3.22) seguem das Proposições 3.1.3 e 3.2.1 respectivamente, após

fazer uma substituição direta. Se H é constante, a proposição 3.2.2 implica que:

(∇+ |h|2)〈x, a〉 = |h|2〈x, a〉 −H〈ν, a〉,

(∇+ |h|2)〈Xa, ν〉 = H〈x, a〉 − n〈ν, a〉,

(∇+ |h|2)〈ν, a〉 = 0.

Então (3.23) segue diretamente do cálculo anterior.

Agora caracterizaremos as hipersuperf́ıcies capilares estáveis em uma bola unitária

Euclidiana.

Teorema 3.2.1. Assuma que x : M → Bn+1
é uma hipersuperf́ıcie capilar estável imersa

em uma bola Euclidiana unitária Bn+1 com curvatura média constante H ≥ 0 e ângulo de

contato constante θ ∈ (0, π). Então x ou é uma bola totalmente geodésica ou uma calota

esférica.

Demonstração. A condição de estabilidade nos diz que

−
∫
M

ϕ(∆ϕ+ |h|2ϕ)dA+

∫
∂M

ϕ(∇µϕ− qϕ)ds ≥ 0, (3.24)

para toda função ϕ ∈ F , onde

q =
1

sen θ
+ cot θh(µ, µ).

Seja {ei}n+1
i=1 uma base ortonormal de Rn+1. Para cada i = 1, ..., n + 1, seja

ϕei = n〈x+ cos θν, ei〉 −H〈Xei , ν〉. Pela proposição 3.2.3, temos
∫
M
ϕeidA = 0 para todo
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i = 1, ..., n+1. Logo, aplicando cada uma das funções ϕei , i = 1, ..., n+1, na desigualdade

(3.24) e usando a identidades (3.21) e (3.23), obtemos∫
M

(n〈x+ cos θν, ei〉〈x, ei〉 −H〈〈x, ei〉Xei , ν〉)(n|h|2 −H2)dA ≤ 0. (3.25)

Agora, note que

n〈x+ cos θν, ei〉〈x, ei〉 = n〈x+ cos θ, x〉

= n|x|2 + n cos θ〈x, ν〉,

e

〈x, ei〉Xei = 〈x, ei〉(〈x, ei〉x−
1

2
(|x|2 + 1)ei)

= 〈x, ei〉2x−
1

2
(|x|2 + 1)〈x, ei〉ei

= |x|2x− 1

2
(|x|2 + 1)x

= |x|2x− 1

2
|x|2x− 1

2
x

=
1

2
(|x|2 − 1)x.

Logo, somando (3.25) para i = 1, ..., n + 1 e usando as duas identidades acima,

obtemos∫
M

(
n|x|2 + n cos θ〈x, ν〉 − 1

2
(|x|2 − 1)H〈x, ν〉

)
(n|h|2 −H2)dA ≤ 0. (3.26)

No caso em que em que H = 0 e θ = π
2
, a desigualdade (3.26) implica∫

M

|x|2|h|2dA ≤ 0.

Portanto, segue que |h| ≡ 0, ou seja, M é totalmente geodésica. Com isso, temos

uma prova alternativa para um resultado de Ros-Vergasta [12].

Para o caso geral, inicialmente note que se

Φ =
1

2
(|x|2 − 1)H − n(〈x, ν〉+ cos θ). (3.27)

Usando as identidade (ii) e (iv) da proposição 3.2.2, pode-se verificar que Φ satisfaz:

∆Φ = (n|h|2 −H2)〈x, ν〉. (3.28)

Como H é uma função constante temos que: ∇H = 0 portanto:

∆Φ = ∆(
1

2
(|x|2 − 1)H − n(〈x, ν〉+ cos θ))

= H∆
1

2
(|x|2 − 1)− n∆〈x, ν〉

= H(n−H〈x, ν〉)− n(H − |h|2〈x, ν〉)

= (n|h|2 −H2)〈x, ν〉
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Uma vez que |x|2 = 1 e 〈x, ν〉 = − cos θ em ∂M , temos Φ = 0 em ∂M . Conse-

quentemente, ∫
M

∆
1

2
Φ2dA =

∫
M

(Φ∆Φ + |∇Φ|2)dA

=

∫
∂M

Φ∇µΦds

= 0. (3.29)

Adicionando (3.29) a (3.26) e usando 3.28, obtemos:

0 ≥
∫
M

(
n(|x|2 + cos θ〈x, ν〉)− 1

2
(|x|2 − 1)H〈x, ν〉

)
(n|h|2 −H2) + ∆

1

2
Φ2dA

=

∫
M

(
n|xT |2 + n〈x, ν〉2 + n cos θ〈x, ν〉 − 1

2
(|x|2 − 1)H〈x, ν〉

)
(n|h|2 −H2) + ∆

1

2
Φ2dA

=

∫
M

n|xT |2(n|h|2 −H2) +

(
n(〈x, ν〉+ n cos θ)− 1

2
(|x|2 − 1)H

)
(n|h|2 −H2)〈x, ν〉

+ ∆
1

2
Φ2dA

=

∫
M

n|xT |2(n|h|2 −H2)− Φ∆Φ + Φ∆Φ + |∇Φ|2dA

=

∫
M

n|xT |2(n|h|2 −H2) + |∇Φ|2dA

≥ 0,

onde usamos que n|h|2 −H2 ≥ 0. Basta observar que:

|h|2 =
n∑
i,j

h2ij ≥
n∑
i=1

h2ii ≥
1

n

(
n∑
i=1

hii

)2

=
1

n
(trh)2 =

H2

n
,

onde a segunda desigualdade acima é exatamente a desigualdade entre as médias aritmética

e quadrática. Observe que a igualdade na primeira desigualdade ocorre se, e somente se,

hij = 0 para todo i 6= j. Por outro lado, a igualdade entre as médias ocorre se, e somente

se, h11 = · · · = hnn, ou seja, hij = αδij, com α ∈ R.

Com isso, obtemos que |xT |2(n|h|2 − H2) = 0 e ∇Φ = 0 em M . Desta última,

segue que Φ é constante. Portanto,

0 = ∆Φ = (n|h|2 −H2)〈x, ν〉,

em M .

Por fim, segue de |xT |2(n|h|2−H2) = 0 e (n|h|2−H2)〈x, ν〉 = 0 que n|h|2−H2 = 0

em M . De fato, basta notar que {x ∈ M : x = 0} tem interior vazio pois M → Bn+1 é

uma imersão. Portanto, n|h|2 = H2 em M e disto segue que M é umb́ılica.

Observação 3.2.1. Uma vez que a nova fórmula de Minkowski vale também para hiper-

superf́ıcies fechadas em Rn+1, (Observação 3.1.1) a prova acima para a estabilidade de
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superf́ıcies capilares funciona sem alterações para hipersuperf́ıcies fechadas. Isto significa

que foi dado uma nova prova do resultado de Barbosa-do Carmo [4] mencionado acima.

Isso também funciona para hipersuperf́ıcies fechadas em formas espaciais.
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Caṕıtulo 4

Hipersuperf́ıcies Capilares em uma

Bola de Hn+1 e Sn+1

Neste caṕıtulo trabalharemos o caso quando M é a forma espacial Hn+1 ou Sn+1

e B é uma bola geodésica em M . Como esses dois casos são similares, provaremos o caso

hiperbólico e indicaremos as modificações necessárias para o caso esférico na seção 5.3.

O roteiro da prova da unicidade no espaço hiperbólico é o mesmo do caso Eu-

clidiano, a ideia é construir o campo de Killing conforme Xa para o caso hiperbólico via

a transformação conforme inversão. Usando a mesma técnica de tomar o divergente da

componente tangente de Xa construiremos a formula do tipo Minkowski para o espaço

hiperbólico, dessa formula obteremos uma famı́lia de funções teste admisśıveis que uti-

lizaremos no critério de estabilidade e usando os mesmo argumentos do caso Eclidiano

provaremos a unicidade.

O caso Sn é totalmente análogo e será indicado as modificações mı́nimas. Além

disso, daremos a prova de uma variação do teorema que é o caso em que a hipersuperf́ıcie

não está contida na bola, porém o bordo ainda está contido no bordo da bola e o intersecta

em um angulo constante.

4.1 A nova fórmula do tipo Minkowski em Hn+1

Seja Hn+1 o espaço hiperbólico simplesmente conexo com curvatura −1. Usamos

aqui o modelo de bola de Poincaré, o qual é dado por:

Hn+1 = (Bn+1, g = e2uδij), e2u =
4

(1− |x|2)2
. (4.1)

A vantagem de usar o modelo da bola de Poincaré é que, para este modelo, é

relativamente fácil encontrar o campo de Killing conforme correspondente Xa, como no

caso Euclidiano.
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Usamos δ ou 〈·, ·〉 para denotar a métrica Euclidiana em Bn+1 ⊂ Rn+1. Às vezes

também representamos a métrica hiperbólica, em termos de coordenadas polares com

respeito a origem, como

g = dr2 + senh2 rgSn .

Usamos r = r(x) para denotar a distância hiperbólica da origem e denote V0 =

cosh r. É fácil verificar que:

V0 = cosh r =
1 + |x|2

1− |x|2
, senh r =

2|x|
1− |x|2

. (4.2)

A função posição x, em termos de coordenadas polares, pode ser representada

por:

x = senh r∂r. (4.3)

É bem conhecido que x é um campo de Killing conforme

∇x = V0g. (4.4)

Seja BH
R uma bola em Hn+1 com raio hiperbólico R ∈ (0,∞). Por uma isometria

de Hn+1, podemos assumir BH
R centrada na origem. BH

R, quando vista como um subcon-

junto de Bn+1 ⊂ Rn+1, é a bola Euclidiana com raio RR :=
√

1−arccosh R
1+arccosh R

∈ (0, 1). As

curvaturas principais de ∂BH
R são cothR. O vetor normal unitário N a ∂BH

R com respeito

a g é dado por

N =
1

senhR
x.

Como no caso Euclidiano, para cada a ∈ Rn+1, definimos o correspondente campo

vetorial diferenciável Xa e Hn+1 por:

Xa =
2

1−R2
R

[
〈x, a〉x− 1

2
(|x|2 +R2

R)a

]
. (4.5)

Além disso, definimos outro campo vetorial diferenciável Ya em Hn+1 por:

Ya =
1

2
(|x|2 + 1)a− 〈x, a〉x. (4.6)

Note que o vetor a não é constante (ou paralelo) com respeito a métrica hi-

perbólica. Precisamos expressar algumas fórmulas de derivados covariantes na métrica

hiperbólica de várias funções e campos vetoriais associados a a.
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Proposição 4.1.1. Para qualquer campo vetorial tangente Z em Hn+1,

i) ∇Za = e−u[g(x, Z)a+ g(x, a)Z − g(Z, a)x],

ii) ∇Z(e−ua) = e−u[g(x, e−ua)Z − g(Z, e−ua)x],

iii) ∇ZV0 = g(x, Z),

iv) ∇ZVa = g(Z, e−ua) + e−ug(x, e−ua)g(Z, x)

v) ∇ZYa = e−ug(x, Z)a− e−ug(Z, a)x,

vi) ∇ZXa = − coshR[e−ug(x, Z)a− e−ug(Z, a)x] + e−ug(x, a)Z.

Demonstração. Prova de (i). Seja {Ei}n+1
i=1 os vetores unitários coordenados em Rn+1.

Seja Z = ZiEi e a = aiEi. De (1.7) temos que

∇Ei
Ej = Ei(u)Ej + Ej(u)Ei − δij∇u

=
2

1− |x|2
(xiEj + xjEi − xδij).

Segue que

∇Za = Ziaj∇Ei
Ej

= Ziaj
2

1− |x|2
(xiEj + xjEi − xδij)

= e−u[g(x, Z)a+ g(x, a)Z − g(Z, a)x],

onde temos usado e−u = 1−|x|2
2

e g = e2u〈·, ·〉.
Prova de (ii). Observe que

∇Z(e−u) = −e−uZ(u) = −e−2ug(x, Z). (4.7)

A identidade (ii) segue então da identidade (i) e da equação (4.7), como se observa

∇Ze
−ua = Z(u)a+ e−u∇Za

= −e−2ug(x, Z)a+ e−2u[g(x, Z)a+ g(x, a)Z − g(Z, a)x]

= e−u[g(x, e−ua)Z − g(Z, e−ua)x].

Prova de (iii). A identidade (iii) segue facilmente observando que V0 = eu − 1.

Como segue

∇ZV0 = ∇Z(eu − 1)

= euZ(u)

= g(x, Z)
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Prova de (iv). Reescrevemos Va como

Va =
2〈x, a〉
|x|2

= g(x, e−ua). (4.8)

Calculemos Va usando (4.8). Usando (4.4) e a identidade (ii), temos

∇ZVa = g(∇Zx, e
−ua) + g(x,∇Z(e−ua))

= V0e
−ug(Z, a) + e−2u[g(x, a)g(x, Z)− g(Z, a)g(x, x)]

= e−ug(Z, a) + e−2ug(x, a)g(Z, x),

na ultima igualdade, usamos que

V0 − e−ug(x, x) = cosh r − 1

1 + cosh r
senh2 r

= 1. (4.9)

Provando assim a identidade (iv).

Prova de (v). Relembre que Ya = 1
2
(|x|2 + 1)a− 〈x, a〉x. Usando a identidade (i)

e (4.4) temos:

∇ZYa = 〈x, Z〉a+
1

2
(|x|2 + 1)∇Za− 〈Z, a〉x− 〈x, a〉∇Zx

= e−2ug(x, Z)a+
1

2
(|x|2 + 1)e−u[g(x, Z)a+ g(x, a)Z − g(Z, a)x]

−e−2ug(Z, a)x− e−2ug(x, a)V0Z

= e−ug(x, Z)a− e−ug(Z, a)x.

Prova de (vi). A prova da identidade (vi) é similar a da identidade (v).

∇ZXa =
2

1−R2
R

[
〈Z, a〉x+ 〈x, a〉∇Zx− 〈x, Z〉a−

1

2
(|x|2 +R2

R)∇Za

]
=

2

1−R2
R

[
e−2ug(Z, a)x+ e−2ug(x, a)V0Z − e−2ug(x, Z)a

−1

2
(|x|2 + 1)e−u[g(x, Z)a+ g(x, a)Z − g(Z, a)x]

]
=

2

1−R2
R

[(
e−2u +

1

2
(|x|2 +R2

R)e−u
)

(g(Z, a)x− g(x, Z)a)

]
+

2

1−R2
R

(
e−2uV0 −

1

2
(|x|2 +R2

R)e−u
)
g(x, a)Z

=
(1− |x|2)

2

1 +R2
R

1−R2
R

(g(Z, a)x− g(x, Z)a) +
(1− |x|2)

2
g(x, a)Z

= − coshR[e−ug(x, Z)a− e−ug(Z, a)x] + e−ug(x, a)Z.
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Proposição 4.1.2.

i) Xa é um campo de Killing conforme em Hn+1 com

1

2
(∇i(Xa)j +∇j(Xa)i) = Vagij, onde Va =

2〈x, a〉
|x|2

. (4.10)

ii) Xa|∂BH
R

é um campo vetorial tangente em ∂BH
R. Em particular,

g(Xa, N) = 0.

iii) Ya é um campo vetorial de Killing em Hn+1, isto é,

1

2
(∇i(Ya)j +∇j(Ya)i) = 0. (4.11)

Demonstração. Item (i). Recorde que Xa é um campo de Killing conforme em uma bola

unitária Euclidiana Bn+1 com respeito a métrica Euclidiana (proposição 3.1.2). Um fato

bem conhecido é que um campo de Killing conforme ainda é conforme em relação a uma

métrica conforme. Para ser mais exato, uma um referencial local ortonormal {ei}n+1
i=1 ,

temos

1

2
(∇i(Xa)j +∇j(Xa)i) =

1

n+ 1
divg(Xa)gij,

onde

divg(Xa) = g(∇eiXa, ei)

= g(− coshR[e−ug(x, ei)a− e−ug(ei, a)x] + e−ug(x, a)ei, ei)

= − coshR[e−ug(x, a)− e−ug(x, a)] + (n+ 1)g(x, e−ua)

= (n+ 1)Va. (4.12)

Item (ii). Isto é válido devido ao fato que 〈Xa, x〉|∂B
Rn+1
R

= 0 na métrica Euclidi-

ana e o fato que a transformação conforme preserva ângulo.

Item (iii). Como no item (i), sabemos que Ya é um campo de Killing conforme

em Bn+1 com respeito a métrica Euclidiana. Assim Ya é novamente um campo de Killing

conforme com respeito a métrica conforme g com

1

2
(∇i(Ya)j +∇j(Ya)i) =

1

n+ 1
divg(Ya)gij,

onde

divg(Ya) = g(∇eiYa, ei)

= g(e−ug(x, Z)a− e−ug(Z, a)x, ei)

= g(x, e−ua)− g(x, e−ua)

= 0.
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Seja x : M → BH
R uma hipersuperf́ıcie imersa isometricamente a qual intersecta

∂BH
R em um ângulo constante θ. Como no espaço Euclidiano, pelo uso das propriedades

de Xa e Ya na proposição 4.1.2 e o fato de ∂BH
R ser umb́ılica em Hn+1, temos a seguinte

fórmula do tipo Minkowski.

Proposição 4.1.3. (Fórmula de Minkowski). Seja x : M → BH
R uma imersão isométrica

na bola hiperbólica BH
R, cujo bordo ∂M intersecta ∂BH

R em um ângulo constante θ ∈ (0, π).

Seja a ∈ Rn+1 um campo vetorial constante e Xa, Ya são definidos por (4.5) e (4.6).

Então: ∫
M

n(Va + senhR cos θg(Ya, ν))dA =

∫
M

Hg(Xa, ν)dA. (4.13)

Demonstração. Da mesma forma que na prova da proposição 3.2.1, pelo uso das duas

propriedades de Xa na proposição 4.1.2 temos∫
M

nVa −Hg(Xa, ν)dA =

∫
M

divM(XT
a )dA (4.14)

=

∫
∂M

g(XT
a , µ)ds

= − 2R2
R

1−R2
R

cos θ

∫
∂M

g(a, ν)ds. (4.15)

Seja

Za = g(ν, e−ua)x− g(x, ν)(e−ua).

Afirmamos que

divM Za = ng(Ya, ν). (4.16)

De fato, por um cálculo direto temos

divM [g(ν, e−ua)x] = g(∇eig(ν, e−ua)x, ei)

= (g(∇eiν, e
−ua) + g(ν, e−u[g(x, e−ua)ei − g(ei, e

−ua)x]))g(x, ei)

+ g(ν, e−ua)(nV0 −Hg(x, ν))

= h(aT , xT )− e−ug(xT , e−ua)g(x, ν) + g(ν, e−ua)(nV0 −Hg(x, ν)),

e

divM [g(x, ν)(e−ua)] = g(∇eig(x, ν)(e−ua), ei)

= (g(∇eix, ν) + g(x,∇eiν)g(ei, e
−ua)

+ g(x, ν)(e−u[g(x, e−ua)n− g(ei, e
−ua)g(x, ei)])

= h(xT , aT ) + g(x, ν)[e−u(ng(x, e−ua)− g(xT , e−ua))−Hg(ν, e−ua)].
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Segue que

divM Za = nV0g(ν, e−ua)− ne−ug(x, e−ua)g(x, ν)

= ng(ν,
1

2
(|x|2 + 1)a− 〈x, a〉x)

= ng(Ya, ν),

onde usamos que V0 = 1+|x|2
1−|x|2 , e−u = 1−|x|2

2
e g = e2u〈·, ·〉. Assim provamos a afirmação.

Integrando (4.16) sobre M e usando integração por partes, temos∫
M

ng(Ya, ν)dA =

∫
∂M

g(Za, µ)ds. (4.17)

Usando (2.5) e (2.6) é fácil checar que

g(Za, µ)|∂M = RRg(ν, a). (4.18)

A fórmula do tipo Minkowski (4.13) segue de (4.14), (4.17) e (4.18).

Proposição 4.1.4. Ao longo de ∂M , temos que:

∇µ(Va + senhR cos θg(Yaν)) = q(Va + senhR cos θg(Yaν)), (4.19)

∇µg(Xa, ν) = qg(Xa, ν), (4.20)

onde

q =
1

sen θ
cothR + cot θh(µ, µ). (4.21)

Demonstração. Nesta prova sempre tomaremos valores ao longo de ∂M e usamos (2.5) e

(2.6). Primeiramente, note que:

g(Ya, ν) = e2u〈Ya, x〉 = e2u
1

2
(|x|2 − 1)〈x, a〉 = e−ug(x, a) = Va.

Assim temos:

Va + senhR cos θg(Ya, ν) = g(Ya, x+ senhR cos θν) (4.22)

= g(Ya, senhRN + senhR cos θ(− cos θ + sen θν))

= senhR sen θg(Ya, µ).

Pelas identidades (iv) e (v) da proposição (4.1.1) temos que

∇µ(Va + senhR cos θg(Yaν))

= e−ug(µ, a) + e−2ug(x, a)g(µ, x)

+ senhR cos θg(Ya, h(µ, µ)µ) + senhR cos θe−u[g(x, µ)g(ν, a)− g(µ, a)g(x, ν)].
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Usando ν = − 1
cos θ

N + tan θµ e x = senhRN , obtemos:

senhR cos θe−u[g(x, µ)g(ν, a)− g(µ, a)g(x, ν)]

= senh2Re−ug(µ, a)− e−ug(x, µ)g(x, a).

Portanto temos:

∇µ(Va + senhR cos θg(Yaν)) (4.23)

= e−u cosh2Rg(µ, a) + (e−2u + e−u)g(x, a)gx, µ+ senhR cos θg(Ya, h(µ, µ)µ)

= coshRg

(
1

2
(|x|2 + 1)a− 〈x, a〉x, µ

)
+ senhR cos θg(Ya, h(µ, µ)µ)

= (coshR + senhR cos θh(µ, µ))g(Ya, µ).

Portanto, o primeiro membro da fórmula (4.19) segue de (4.22) e (4.23).

Usando o fato de que N = sen θµ− cos θν, temos

g(Xa, ν) =
2

1−R2
R

[
e−2ug(x, a)g(x, ν)− 1

2
(|x|2 +R2

R)g(a, ν)

]
(4.24)

=
2

1−R2
R

[− cos θR2
Rg(sen θµ− cos θν, a) +R2

Rg(a, ν)]

=
2

1−R2
R

sen θg(cos θµ+ sen θν, a).

Como ν = − 1
cos θ

N + tan θµ e Xa ⊥ N , temos:

g(Xa, ν) = tan θg(Xa, µ). (4.25)

Usando a identidade (vi) da proposição (4.1.1) e a proposição 2.2.4, temos

∇µg(Xa, ν) = − coshR[e−ug(x, µ)g(a, µ)− e−ug(µ, a)g(x, ν)] (4.26)

+e−ug(x, a)g(µ, ν) + g(Xa, h(µ, µ)µ)

= coshRRR[sen θg(a, ν) + cos θg(µ, a)] + h(µ, µ)g(Xa, µ)

=
1

sen θ
cothRg(Xa, ν) + h(µ, µ)g(Xa, µ),

onde na ultima igualdade usamos (4.24), provando assim (4.20). A prova está completa.

Proposição 4.1.5. Seja x : M → (Bn+1, g) uma imersão isométrica na bola de Poincaré

hiperbólica. Seja a um campo vetorial constante em Rn+1. As seguintes identidades são

válidas ao longo de M :

i) ∆V0 = nV0 −Hg(x, ν),

ii) ∆Va = nVa −H∇νVa,
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iii) ∆g(x, ν) = HV0 + g(x,∇H)− |h|2g(x, ν),

iv) ∆g(Xa, ν) = HVa + g(Xa,∇H)− |h|2g(Xa, ν)− n∇νVa + ng(ν,Xa),

v) ∆g(Ya, ν) = −|h|2g(Ya, ν) + g(Ya,∇H) + ng(Ya, ν).

Demonstração. Prova de (i). Da identidade (iv) da proposição (4.1.1) temos que ∇V0 =

xT , portanto, basta calcular divM xT .

∆V0 = divM xT

= g(∇eix
T , ei)

= g(∇ei(x− g(x, ν)ν), ei)

= g(∇eix, ei)− g(x, ν)g(∇eiν, ei)

= nV0 −Hg(x, ν),

portanto, a identidade (i) está provada.

Prova de (ii). Da identidade (v) da proposição (4.1.1) temos que ∇Va = e−uaT +

e−ug(x, e−ua)xT , portanto, basta calcular divM e−uaT + e−ug(x, e−ua)xT .

∆Va = divM(e−uaT + e−ug(x, e−ua)xT )

= g(∇eie
−uaT , ei) + g(∇eie

−ug(x, e−ua)xT , ei),

= g(e−u[g(x, e−uaT )ei − g(ei, e
−uaT )x], ei) + g(−e−2ug(x, ei)g(x, e−ua)xT , ei)

+ g(e−u(e−ug(ei, a
T ) + e−ug(x, e−ua)g(ei, x

T ))xT , ei) + g(e−ug(x, e−ua)∇eix
T , ei)

= e−ug(xT , e−uaT )(n− 1)− e−2ug(xT , xT )g(x, e−ua) + e−ug(xT , e−uaT )

+ e−2ug(x, e−ua)g(xT , xT ) + e−ug(x, e−ua)(nV0 −Hg(x, ν))

= ne−ug(x, e−ua) + e−ug(x, e−ua)(n(eu − 1)−Hg(x, ν))

= ne−ug(x, e−ua) + ng(x, e−ua)− ne−ug(x, e−ua)−He−ug(x, e−ua)g(x, ν)

= nVa −H∇νVa

portanto, a identidade (ii) está provada.

Por conveniência provaremos primeiro a identidade (iv) e assim ganhamos (iii) e

(v), bastando apenas observar que x é um campo de Killing conforme (4.4) e Ya é um

campo de Killing (4.11).

Prova de (iv). Escolha um referencial ortonormal {ei}ni=1 em um dado ponto

p, isto é, ∇eiej|p = 0. Usaremos frequentemente a propriedade de Xa ser conforme.

Calculamos em p,

eig(Xa, ν) = g(Xa, Sν(ei)) + g(∇eiXa, ν)

= g(Xa, Sν(ei))− g(∇νXa, ei),
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e

∆g(Xa, ν) = eieig(Xa, ν)

= g(∇eiXa, Sν(ei)) + g(Xa,∇ei(Sν(ei)))

−g(∇ei(∇νXa), ei)− g(∇νXa, Hν)

= hijg(∇eiXa, ej) + g(Xa, (∇eiSν(ei))(ei)− h(ei, Sν(ei))ν)

−g(∇ei∇νXa, ei) +HVa

= HVa + g(Xa,∇H)− |h|2g(Xa, ν)− g(∇ei∇νXa, ei).

Usando a definição de tensor curvatura e o fato que o espaço ambiente tem cur-

vatura −1, temos

−g(∇ei∇νXa, ei)

= −g(∇ν∇eiXa, ei) + g(∇[ν,ei]Xa, ei) + g(R(ν, ei)Xa, ei)

= −∇νg(∇eiXa, ei) + g(∇eiXa,∇νei) + g(∇[ν,ei]Xa, ei) + ng(ν,Xa)

= −n∇νVa + g(∇eiXa,∇eiν + [ν, ei]) + g(∇[ν,ei]Xa, ei) + ng(ν,Xa)

= −n∇νVa +HVa + g([ν, ei], ei)Va + ng(ν,Xa)

Além disso, a fórmula de Koszul (1.6) fornece

2g(∇eiν, ei) = −g([ν, ei], ei)− g([ei, ei], ν) + g([ei, ν], ei),

o que implica

g([ν, ei], ei) = −H.

Combinando o resultado acima, temos a identidade (iv). As identidades (iii) e

(v) seguem diretamente de (iv).

4.2 Unicidade de hipersuperf́ıcies capilares estáveis

em uma bola hiperbólica

Teorema 4.2.1. Assuma x : M → BH
R ⊂ (Bn+1, g) é uma imersão capilar estável em uma

bola BH
R com curvatura média constante H ≥ 0 e ângulo de contato constante θ ∈ (0, π).

Então x é totalmente umb́ılica.

Demonstração. A desigualdade da estabilidade, proposição 2.2.3, é dada por

−
∫
M

ϕ(∆ϕ+ |h|2ϕ− nϕ)dA−
∫
∂M

ϕ(∇µϕ− qϕ)ds ≥ 0, (4.27)
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para toda função ϕ ∈ F , onde q é dado por (4.21) desde que ∂BH
R tenha curvatura

principal constante cothR.

Para a ∈ Rn+1, consideramos a função teste

ϕa = n(Va + senhR cos θg(Xa, ν))−Hg(Xa, ν)

A fórmula do tipo Minkowski (4.13) nos diz que
∫
M
ϕadA = 0. Portanto, ϕa ∈ F

e é uma função admisśıvel para teste de estabilidade. Usando as identidades (ii), (iv) e

(v) da proposição (4.1.5), notando que H é constante, temos que

∆ϕa + |h|2ϕa − nϕa = (n|h|2 −H2)Va. (4.28)

De (4.19) e (4.20), sabemos que:

∇µϕa − qϕa = 0. (4.29)

Inserindo (4.28) e (4.29) na condição de estabilidade (4.27), temos para qualquer

a ∈ Rn+1,∫
M

[n(Va + senhR cos θg(Yaν))−Hg(Xa, ν)]Va(n|h|2 −H2)dA ≤ 0. (4.30)

Seja {ei}n+1
i=1 uma base ortonormal de Rn+1. Para cada i = 1, ..., n + 1. Lembre

que Va = 2〈x,a〉
1−|x|2 , Xa = 2

1−RR2
(〈x, a〉x− 1

2
(|x|2+R2

R)a) e Ya = 1
2
(|x|2+1)a−〈x, a〉x, portanto

temos

n+1∑
i=1

V 2
ei

=
4|x|2

(1− |x|2)2
= g(x, x),

n+1∑
i=1

VeiXei =
2

1−RR2

|x|2 −RR2

1− |x|2
x = (V0 − coshR)x,

n+1∑
i=1

VeiYei = x.

Portanto, pela somatório de (4.30) para todo ei, i = 1, ..., n+ 1, temos∫
M

[n(g(x, x) + senhR cos θg(x, ν))− (V0 − coshR)Hg(x, ν)](n|h|2 −H2)dA ≤ 0. (4.31)

Como no caso Euclidiano, introduziremos a função auxiliar

Φ = (V0 − coshR)H − n(g(x, ν) + cos θ senhR).

Das identidades (i) e (iii) da proposição (4.1.5), temos

∆Φ = (n|h|2 −H2)g(x, ν). (4.32)
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Note que Φ|∂M = 0. Assim temos:∫
M

∆
1

2
Φ2dA =

∫
∂M

Φ∇µΦds = 0.

Adicionando isso a (4.31), usando (4.32), temos:

0 ≥
∫
M

(ng(x, x)− (cosh r − coshR)Hg(x, ν))(n|h|2 −H2) +
1

2
∆Φ2

=

∫
M

ng(xT , xT )(n|h|2 −H2) + |∇Φ|2dA

= ≥ 0.

O mesmo argumento do caso Euclidiano produz a umbilicidade da imersão x.

Isso implica que x : M → BH
R é parte de uma hipersuperf́ıcie totalmente geodésica ou

parte de uma bola geodésica. A prova está completa.

4.3 O caso Sn+1

Nesta seção, esboçaremos as modificações necessárias no caso em que o espaço

ambiente é a forma espacial Sn+1. Usaremos o modelo

(Rn+1, gS = e2uδ) com u(x) =
4

(1 + |x|2)2
,

para representar Sn+1\{S}, a esfera unitária sem o polo sul. Seja BSR uma bola em Sn+1

com raio R ∈ (0, π) centrado no polo norte, onde RR =
√

1−cosR
1+cosR

∈ (0,∞). O campo

vetorial de Killing conforme Xa e o campo vetorial de Killing Ya neste caso são

Xa =
2

1 +R2
R

[
〈x, a〉x− 1

2
(|x|2 +R2

R)a

]
, (4.33)

Ya =
1

2
(1− |x|2)a+ 〈x, a〉x. (4.34)

As funções V0 e Va neste caso são

V0 = cos r =
1− |x|2

1 + |x|2
, Va =

2〈x, a〉
1 + |x|2

.

Teorema 4.3.1. Assuma x : M → BS
R ⊂ (Bn+1, g) é uma imersão capilar estável em uma

bola BS
R com curvatura média constante H ≥ 0 e ângulo de contato constante θ ∈ (0, π).

Então x é totalmente umb́ılica.

Demonstração. Usando Xa, Ya, V0 e Va, a prova é semelhante ao caso hiperbólico. O

método funciona para para bola com raio qualquer R ∈ (0, π).
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4.4 O problema exterior

Para finalizar o Capitulo, daremos um esboço da prova do problema exterior.

Tomamos o caso hiperbólico como exemplo.

Teorema 4.4.1. Assuma que x : M → Hn+1\BH
R uma hipersuperf́ıcie capilar estável

imersa compacta fora da bola hiperbólica BH
R com curvatura média constante H ≥ 0 e

ângulo de contato constante θ ∈ (0, π). Então x é totalmente umb́ılica.

Demonstração. Neste caso, a diferença ocorre que x = − senhRN e o termo q na pro-

posição 2.2.3 é dado por

q = − 1

sen θ
cothR + cot θh(µ, µ).

Observando a prova da proposição 4.1.3 vemos que a fórmula de Minkowski fica∫
M

n(Va − senhR cos θg(Ya, ν))dA =

∫
M

Hg(Xa, ν)dA.

Tomamos a função teste sendo

ϕa = n(Va − senhR cos θg(Ya, ν))−Hg(Xa, ν). (4.35)

Então
∫
M
ϕadA = 0. Além disso, checando a prova da proposição 4.1.4 vemos

que ∇µϕa = qϕa ao longo de ∂M . Da proposição 4.1.5, ϕa em (4.35) ainda satisfaz (4.28).

Então a prova é exatamente a mesma como do problema interior, Teorema 4.2.1

4.5 Considerações finais

Os teoremas (3.2.1), (4.2.1) e (4.3.1) juntos fecham o teorema de unicidade de

hipersuperf́ıcies capilares estáveis imersas em uma bola de uma forma espacial, caracteri-

zando, portanto todas as hipersuperf́ıcies com as tais propriedades sendo elas totalmente

umb́ılicas, ou seja, um disco geodésico ou uma calota esférica. Além disso o teorema

(4.4.1) afirma que a hipersuperf́ıcie não precisar estar contida na bola, contanto que seja

compacta e as demais condições dos teoremas sejam satisfeitas. Este resultado, como já

mencionado, produz uma nova prova do teorema de Barbosa-do Carmo-Esncheburg [5]

e Ros-Vergasta [12]. Além disso, outros desdobramentos deste trabalho que não foram

abordados aqui, porém são muito importantes é a produção de uma nova desigualdade

do tipo Heintze-Karcher-Ros para hipersuperf́ıcies em uma bola, que, juntamente com

a nova fórmula de Minkowski, produz uma nova prova do Teorema de Alexandrov para

hipersuperf́ıcies CMC mergulhadas em uma bola com bordo livre. Estes resultado podem

ser conferidos no seção 5 do trabalho Uniqueness of Stable Capillary Hypersurfaces in a

Ball de Guofang Wang e Chao Xia [14].
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