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Resumo

Neste trabalho estudaremos o resultado obtido por Guofang Wang e Chao Xia [14]
que afirma que qualquer hipersuperficie capilar estavel imersa em uma bola de uma forma
espacial é totalmente umbilica. A construcao de uma nova formula do tipo Minkowski
foi uma das principais ferramentas usadas na solucao do problema. A abordagem da
prova também funciona para hipersuperficies fechadas, ou seja, o trabalho fornece uma

nova prova dos resultados de unicidade de Barbosa-do Carmo [4] e Barbosa-do Carmo-
Eschenburg [5].

Palavras-chave: Hipersuperficie Capilar, Estabilidade, Formula do Tipo Minkowski.



Abstract

In this work, we will study the result obtained by Guofang Wang and Chao Xia
[14], which states that any immersed stable capillary hypersurface in a ball in spaces forms
are totally umbilical. One of the main tools in solving the problem is the construction of a
new Minkowski type formula. The approach of the test also works for closed hypersurfaces,
that is, the work offers a new proof of the results of the uniqueness of Barbosa-do Carmo

[4] and Barbosa-do Carmo-Eschenburg [5].

Keywords: Capillary Hypersurfaces, Stability, Minkowski Type Formula.
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Introducao

Capilaridade é um fenomeno fisico que ocorre quando dois materiais diferentes
entram em contato mas nao se misturam. Por exemplo, dado um recipiente B com uma
gota de liquido incompressivel T' nele, a interface do liquido e do ar é uma superficie
capilar M. Na auséncia de gravidade, a superficie M é de curvatura média constante e o
angulo de contato de M com o bordo 0B é constante. Um exemplo da ocorréncia deste
fenémeno pode ser observado na gota d’dgua (Figura 1) onde temos dois meios: a dgua e

o ar. A interface entre esses meios é uma pelicula denominada de superficie capilar.

Figura 1: Gota d’agua: exemplo do fenomeno da capilaridade.

Matematicamente, superficies (hipersuperficies no contexto mais geral) capilares
sao pontos criticos de um funcional variacional energia geométrico relativo a variagoes que
fixam o “volume” delimitado pela hipersuperficie. Exemplos de hipersuperficies capilares
sao hipersuperficies minimas e hipersuperficies com curvatura média constante (CMC)
em B com bordo livre em 0B e intersectando 0B em um angulo constante 6 € (0, 7).

Uma hipersuperficie capilar é dita estavel quando a segunda derivada do fun-
cional energia é sempre maior ou igual a zero para variagdes que fixam o volume. A
estabilidade de hipersuperficies minimas ou CMC desempenha um papel importante na
geometria diferencial. Neste trabalho estamos interessados em investigar a estabilidade

de hipersuperficies capilares estaveis imersas em uma bola de uma forma espacial, a saber
R"™ H" e S".
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Para hipersuperficies fechadas (i.e. compacta sem bordo) existe um resultado
classico de unicidade provado por Barbosa-do Carmo [4] (1984) e Barbosa-do Carmo-
Eschenburg [5] (1988): quaisquer hipersuperficies fechadas de curvatura média constante
estavel imersa em uma forma espacial sao esferas geodésicas. Munida das propriedades
da pelicula de sabao, esse teorema possui a seguinte equivaléncia: uma bolha de sabao
nao pode ter outra forma se ndao a esfera redonda.

Em uma bola de uma forma espacial, sabe-se que as bolas totalmente geodésicas
e as calotas esféricas sao estaveis e, mais ainda, sao minimizantes do funcional area. De
fato, estas hipersuperficies sao solugoes do problema isoperimétrico neste contexto, fato
provado por Bukowski-Sperner [13] (1979) e Almgren [1] (1987).

Por outro lado, o problema de unicidade foi primeiro estudado por Ros-Vergasta
[12] (1995) para hipersuperficies minimas ou CMC em caso de bordo livre, isto é, § =
7 e depois por Ros-Souam [11] (1997) para capilares em geral. Comparando com o
resultado de unicidade para hipersuperficies fechadas com curvatura média constante
estaveis [12, 11], existia um problema interessante e bastante natural em aberto sobre
a unicidade das hipersuperficies capilares estdveis desde o trabalho de Ros-Vergasta e
Ros-Souam:

Qualquer hipersuperficie capilar estavel imersa em uma bola de uma forma espa-
cial € totalmente umbilica?

A resposta dessa pergunta é o foco desta dissertacao. Alguns resultados parciais

ja apontavam para uma resposta afirmativa.

i) Quandon > 2, H=0ef =12

bR
livre, Ros-Vergasta deram uma resposta afirmativa em [12] (1995) no caso em que

i.e, no caso de hipersuperficies minimas com bordo

o ambiente é uma bola geodésica em R".

it) Quandon = 2, H = const. e = 7, i.e, no caso de superficies CMC de dimensao 2 com
bordo livre, Ros-Vergata [12] e Nunes [10] (2016) deram uma resposta afirmativa,

também no caso Euclidiano.

Mais especificamente, em (ii) Ros-Vergasta provaram que qualquer superficie
CMC estével com bordo livre na bola unitdria em R? é um disco totalmente geodésico,
uma calota esférica ou tem género 1 com no maximo duas componentes no bordo. Recen-
temente, Nunes [10] conseguiu provar que este iltimo caso nao ocorre, completando dessa
forma a classificacdo em dimensao 3. Em dimensao qualquer, E. Barbosa [3] conseguiu
provar que toda hipersuperficie CMC estavel com bordo livre na bola unitaria Euclidiana
é estrelada com respeito a origem.

A solucao completa do problema veio apenas com o trabalho Uniqueness of Stable

Capillary Hypersurfaces in a Ball de Guofang Wang e Chao Xia, publicado no arXiv em
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23 de agosto de 2017 [14]. Neste artigo, os autores iniciam com o caso de hipersuperficies
capilares em uma bola geodésica Euclidiana e depois fazem o caso de hipersuperficies capi-
lares em uma bola geodésica de qualquer forma espacial. Uma das principais ferramentas
na solucao do problema é uma nova formula de Minkowski, obtida pelos pesquisadores.
A prova do teorema se desdobra em provar a unicidade para as trés formas es-
paciais: o espaco Euclidiano R"™, o espago hiperbdlico H" e a esfera S™. Organizamos o
trabalho em quatro capitulos, no capitulo 1 é apresentado alguns resultados de variedades
diferenciaveis e geometria Riemanniana necessarios a leitura da dissertagao. No capitulo
2 definimos hipersuperficie capilar e estabilidade. No capitulo 3 provamos a unicidade de
hipersuperficies capilares estdveis em uma bola unitdria em R"*!. No capitulo 4, forne-
cemos uma prova detalhada da unicidade para o caso hiperbdlico e esbocamos a prova do
caso esférico. Também esbogamos a prova de uma variante do problema que sera chamado
de problema externo, aqui o bordo da hipersuperficie estara contido no bordo da bala da

forma espacial porém a hipersuperfice esta contida na regiao externa da bola.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Variedades Diferenciaveis

Neste capitulo fixaremos algumas notagoes e apresentaremos alguns resultados de
variedades diferenciaveis e geometria Riemanniana necessarios para o estudo de hipersu-
perficies capilares. Salvo mencao contraria, os resultados aqui apresentados encontram-se

demonstrados em do Carmo [6] ¢ Lee [8].

1.1.1 Estrutura Diferenciavel e Exemplos

Definicao 1.1.1. Uma variedade diferenciavel de dimensao n é um conjunto M e uma

familia de aplicagoes biunivocas x, : U, C R" — M de abertos U, de R" tais que:
i) Uxa(Uy) = M.

ii) Para todo par a, 3, com Xo(Us) Nx5(Us) = W # 0, os conjuntos x. (W) e x; (W
) p s M Bs\YB ) J e B

sao abertos em R" e as aplicagoes XEI o X, sao diferencidveis.
iti) A familia {(U,,X4)} ¢ maxima relativamente as condigoes (i) e (ii).

O par (U,, x,)(ou aplicagdo) com p € x,(U,) ¢ chamado uma parametrizagao (ou
sistema de coordenadas) de M em p; x,(U,) é entdo chamada vizinhanga coordenada em
p. Uma familia {(U,,X,)} satisfazendo (i) e (ii) é chamada uma estrutura diferencidvel

em M.

Exemplo 1.1.1 (R™). O espagco euclidiano R", com a estrutura diferenciavel dada pela

identidade é um exemplo trivial de variedade diferenciavel.

Exemplo 1.1.2 (H"). Considere o semiespago superior de R", H" = {(zy,...,x,) € R":
x, > 0}. Com a topologia induzida como aberto de R", H" é uma variedade diferencidvel

de dimensao n.
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Exemplo 1.1.3 (S"). Seja S" = {(z1,...,xn41) € R"h2f + .+ 22, = 1} a esfera
unitaria de raio 1. Defina uma aplicagao m; : S" — {N} — R™ (projecdo estereogrdifica a
partir do polo norte) que leva p = (z1, ..., x,41) de S® — { N} na intersecgao do hiperplano
T,41 = 0 com a reta que passa por p e N. Verifica-se que

vl Tn
7T1<$1,...,[L'n+1> = . .

PR
I —2p4 I —2p

A aplicacao m é diferencidvel, injetiva e aplica S™ — {N} sobre o hiperplano
Tpr1 = 0. A projegao estereografica my : S — {S} — R™ a partir do polo sul sobre
o hiperplano z,,; = 0 possui a mesmas propriedades. Portanto, as parametrizagoes
(R™, 77Y), (R™, 7, ') cobrem S™. Pode-se provar que a mudanca de coordenadas é dife-

renciavel, portanto, S” é uma variedade diferenciavel de dimensao n.

Seja A = {(21,...7,) € R*% z; > 0} e considere a topologia induzida de R", A =
{(x1,...z,) € R"; 2y > 0}. Identificaremos o hiperplano do R™, z; = 0, com R""!. Sejam
U e V conjuntos abertos de A e x : U — V um homeomorfismo, entdo a restricao de x a
U NR*! ¢ um homeomorfismo de U NR"™! sobre V NR""!. Por definicao, uma funcao

sobre A é diferencidavel quando é a restricao a A de uma funcao diferenciavel sobre R".

Definigao 1.1.2 (Variedade com bordo). Uma variedade diferenciavel com bordo, de
dimensdo n, é um conjunto M e uma familia de aplicacoes injetivas x, : Uy, C A — M de

abertos U, de A tais que {(Uy,X,)} satisfaz as trés condi¢des da Defini¢ao 1.1.1

Observemos que os abertos de A que nao contém pontos do hiperplano R"*!
também sao abertos de R™.

Os pontos de M™ que tem vizinhanca homeomorfa a um aberto de R™ sao chama-
dos pontos interiores, os demais pontos, ou seja, aqueles em que toda vizinhanca possui
pontos do hiperplano R"!, sao chamados pontos do bordo. Denotaremos o conjunto dos

pontos do bordo por M e o conjunto dos pontos interiores de por int M.

Teorema 1.1.1. Seja M™ wuma variedade com bordo, entdo OM ¢é uma variedade sem

bordo de dimensao n — 1.

Definigao 1.1.3 (Fibrado tangente). Seja M™ uma variedade munida da estrutura dife-
renciavel x, : U, C R" — M. O fibrado tangente de M é a variedade diferenciavel de
dimensao 2n

TM ={(p,v):pe MeveTl,M},

com a estrutura diferencigvel
Yo Uy X R" - TM,

definido por



Definicao 1.1.4 (Variedade orientavel). Seja M uma variedade diferencidvel. Diz-se que
M é orientdvel se M admite uma estrutura diferencidvel {(U,, X, )} tal que para todo par
a, B, com X,(U,) Nx5(Ug) = W # 0, a diferencial da mudanga de coordenadas xs o x,!

tem determinante positivo.

Caso contrario, diz-se que M ¢é nao-orientdvel. Se M é orientavel, a escolha de

uma estrutura diferenciavel satisfazendo o item acima ¢é chamada uma orientagcao de M.

1.1.2 Campos de Vetores e Colchete de Lie

Definicao 1.1.5. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidavel M é uma
aplicacao de M no fibrado tangente T'M. O campo é diferenciavel se a aplicacao X :
M — TM é diferenciavel.

Considerando uma parametrizacao x : U C R™ — M ¢ possivel escrever

X() = Y alp)s

=1

onde cada a; : U — R é uma fungdo em U e {=——} é a base associada a x, i = 1,...,n.

ox;
X ¢é diferenciavel se e sé se as fungoes a; sao diferencigveis para alguma parametrizagao.
As vezes é conveniente pensar em um campo de vetores como uma aplicacio
X : D — F do conjunto D das funcoes diferencidveis em M no conjunto F das fungoes
em M, definida do seguinte modo
n
of
(X)) = Zai(p)%(p), /€D,
i=1 '
A interpretacao de X como um operador em D permite-nos considerar os intei-
rados de X. Por exemplo, se X e Y sao campos diferenciaveis em M e f : M — R é
uma fungao diferenciavel, podemos considerar as fungoes X (Y f) e V(X f). Em geral, tais

operacoes nao conduzem a campos vetoriais, por envolverem derivadas de ordem superior

a primeira. Entretanto temos o seguinte.

Lema 1.1.1. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade dife-

rencidvel M. Entao existe um unico campo vetorial Z tal que, para todo f € D, Zf =
(XY -YX)f.

O campo vetorial Z dado pelo lema cima é chamado colchete [X,Y] = XY —Y X

de X e Y; Z é evidentemente diferenciavel.

Proposicao 1.1.1. Se XY e Z sao campos diferencidveis em M, a,b sao nimeros reais,

f,g sao funcgoes diferencidveis, entao
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i) [X,Y] = —[Y, X] (anticomutatividade),
it) [aX +bY, Z] = a|X, Z] + V[Y, Z] (linearidade),
i) [X, Y], Z]+ Y, Z], X]+ [[Z, X],Y] = 0 (identidade de Jacobi),

w) [fX,gY] = fglX, Y]+ [X(9)Y — gV (f)X.

1.2 Conceitos de Geometria Riemanniana

1.2.1 Meétricas Riemannianas

Definigao 1.2.1. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma varie-
dade diferenciavel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto

interno (,) , 1o espago tangente T, M, que varia diferencialmente no seguinte sentido: Se

x: U CR" — M é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(x1,...,x,) =
0 0 0
0 € X(U) ¢ S(q) = dx(0,....1,....0), entio <axi<q>’a—%<q>>q (o) 6

uma funcao diferenciavel em U.

Observacao 1.2.1. Uma variedade diferenciavel com uma dada métrica Riemanniana

chama-se variedade Riemanniana.

Exemplo 1.2.1 (Métrica Euclidiana). A variedade Riemanniana mais simples é o R”

com a métrica Euclidiana
9ij = (€i, €5) = ij.

Exemplo 1.2.2. Com a estrutura diferenciavel do Exemplo (1.1.3) uma métrica na esfera
unitaria S” é dada por

40;;
70 = W e

Exemplo 1.2.3. O semiespaco H" munindo com a métrica g;; = ‘i—g ¢ conhecido como
espaco hiperbolico.
Outro modelo do espaco hiperbdlico é o modelo de bola de Poincaré. Sendo

B+l C R™ a bola unitaria temos

4

n+1 __ n+l — _ 2u 2u
H*™ = (B"", gy = €™dy), e —ﬂ_—W'

Definigao 1.2.2 (Isometria). Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo

f: M — N é chamado uma isometria se:

(u,v)p = (dfy(u), dfp(v)) f(»), Para todop € M,u,v € T,M.

17



Exemplo 1.2.4 (Métrica induzida). Seja f : M™ — N"* uma imersdo, isto é, f é
diferencidvel e df, : T, M — Ty, N é injetiva para todo p € M. Se N tem uma estrutura
Riemanniana, f induz uma estrutura Riemanniana em M por (u, v), = (df,(uw), df,(v)) r(p)
para todo p € M,u,v € T,M. Como df, é injetiva, (,), € positivo definido. As demais
condicoes da Definicao 1.2.1 podem ser verificadas.

A métrica de M é chamada entao a métrica induzida por f, e f é uma imersao

1sométrica.

Defini¢ao 1.2.3 (Métrica conforme). Duas métricas (,) e ((,)) em uma variedade dife-
renciavel M sao conformes se existe uma funcao diferenciavel f : M — R, positiva, tal

que para todo p € M e todo u,v € T,M se tenha

(u,v), = f(p){{u,v)),-

Exemplo 1.2.5. As métricas dos Exemplos 1.2.2 e 1.2.3 sao conformes.

1.2.2 Conexao de Levi-Civita

Indicaremos por X'(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M e

por D(M) o anel das fungoes reais de classe C*> definidas em M.

Definigao 1.2.4 (Conexao afim). Uma conezdo afim V em uma variedade diferenciavel

M é uma aplicacao
V:iXM)x X(M)— X(M)
que satisfaz as seguintes propriedades:
i) VixtgyZ = [VxZ +gVyZ,
it) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
i) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).

Proposicao 1.2.1. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdao afim V. Entao
existe uma Unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V- € X (M) ao longo da
curva diferencidvel ¢ : I — M um outro campo vetorial T ao longo de ¢, denominado

derivada covariante de V' ao longo de c, tal que:
D DV DW
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d
i1) —(fV) = d—J;V + f , onde W é um campo de vetores ao longo de c e f é uma

fungao dzferencmvel em I,

DV
iti) Se V' € induzido por um campo de vetores Y € X (M), entao = VY-
dt

onde W e X e f e D(M).

Observacao 1.2.2. A dltima linha de (iii) faz sentido, pois VxY (p) depende s6 do valor
de X(p) e do valor de Y ao longo de uma curva tangente a X em p. Com efeito, a parte
(iii) da defini¢ao 1.2.4 permite mostrar que a nogao de conexao afim é, de fato, uma nogao

local. Escolhemos um sistema de coordenadas (zy,...,z,) em torno de p e escrevendo
X=) =X, e Y=> yX,
( J
0
onde X; = —, teremos

85(,’1'
V)(Y = Z xlez(Z ij
i J

= inijXZvXj + ZXi(yj)Xj- (1.1)
ij ij
Fazendo
Vi, X, = Zrk X, (1.2)

concluimos que Ffj sao funcoes diferenciaveis e que

VxY = Z szyjr + X (1)) X,

o que mostra que VxY (p) depende de z;(p), yx(p) e das derivadas X (yx)(p) de yx segundo
X.

Em (1.2), as fungoes I'}; definidos em U por Vy, X; = >, T, X}, so os coeficien-
tes da conexao V em U ou os simbolos de Christoffel da conexao. Em termos da métrica

Riemanniana temos

>ri LI I I
zjglk gjk‘ 8xjgk’l axkglj 9

onde g;; = (X;, X;) .
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Como a matriz (gpm,) admite uma inversa (¢g"™), teremos que

m 1 0 0 0 ke
L= 5 zk: {a_xigjk + a—xjgm a—xkgzg}g - (1.3)

A equacdo (1.3) é a expressao classica dos simbolos de Christoffel. Em termos

dos simbolos de Christoffel, a derivada covariante tem a expressao classica
DV dov* dx;

Observe que a derivada covariante difere da derivada usual no espaco euclidiano

}Xk. (1.4)

por termos que envolvem os simbolos de Christoffel.

Definigao 1.2.5 (Transporte paralelo). Seja M uma variedade diferencidvel com uma
conexao afim V. Um campo vetorial V' ao longo de uma curva ¢ : I — M é chamado

DV
paralelo quando v 0, para todo t € I.

Proposicao 1.2.2. Seja M um variedade diferencidvel com uma conexdao afim V. Seja
¢: I — M uma curva diferencidvel em M e Vi um vetor tangente a M em c(ty),to € I.

Entao eziste um unico campo de vetores paralelo V' ao longo de ¢, tal que V (ty) = Vp.

Proposicao 1.2.3. Seja M wma variedade Riemanniana. Uma conexao V em M é
compativel com a métrica se e somente se para todo par Ve W de campos de vetores ao

longo da curva diferencidvel ¢ : I — M tem-se
d DV DW
a— |/|/ = _— |/‘/ —_— I 1

Teorema 1.2.1 (Conexao de Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe

uma unica conexao afim V em M satisfazendo:
i) V € simétrica,ou seja, [X,Y] =VxY — VyX para todo X,Y € X(M).
it) V € compativel com a méltrica Riemanniana.

A demonstragao do teorema acima faz uso de uma identidade importante cha-
mada formula de Koszul, nao iremos demonstrar o teorema, mas iremos apresentar a

formula de Koszul para referéncia futura.

Lema 1.2.1 (Formula de Koszul). Supondo a existéncia de V nas condi¢oes do Teorema

1.2.1, entao temos que

2VxY,Z) = XY, Z)+Y (X, Z)— Z(X,Y)
+ ([X,Y],Z2) —([X,Z],Y) = (Y, Z], X) . (1.6)
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Exemplo 1.2.6. Com o modelo de bola de Poincaré, calculemos a Conexao de Levi-
Civita.
Para expressar a conexao Riemanniana no espaco hiperbdlico devemos encontrar

os sfmbolos de Christoffel nesse espago. Lembrando que g = e*“g;;, com g;; = d;; temos
mn 8 0 — —km
Fij = 5 Z { gjk gm O gij} g

9k T+ i +

e i — e
(%j axkgj axk

62u

O, O

ou ou ou
= I+ Z { “Jjk + gkz or gij} g

au ou Ou
= I'l"+ —4; —0;

Agora temos condicoes de expressar a conexao Riemanniana, como segue

VxY = Z(Z%y]r + X(y )) X,
= Z (szyj ( 0u 5Jk+ Z(‘) 9iig" ) +X(yk)> Xy

ou ou ou
= VXY + Z Izy]a 5]ka: + Z%y] a 5szk Z xzy] 8 gwgkak

ijk ijk ijkm

= ViY + XY +YWX — (X,Y)Vu (1.7)

1.2.3 Curvatura

Defini¢ao 1.2.6 (Curvatura). A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma
correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicacao R(X,Y) : X(M) x
X(M) x X(M) — X (M) dada por

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — Vixy14, (1.8)
onde V é a conexao Riemanniana de M.

Observacao 1.2.3. Chamamos a atencao que alguns autores definem a curvatura com o

sinal oposto a de (1.8), como do Carmo [6], o que nao serd praticado neste trabalho.

Exemplo 1.2.7. Observe que se M = R", entdao R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z €
X (R™). Com efeito, se indicarmos por Z = (z1,...,2,) as componentes do campo Z nas

coordenadas naturais do R”, obtemos que
VxZ =(Xz,...,Xz,),
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donde
VyVxZ =Y Xz,...,YXz,),

o que implica que
R(X,)Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vixy1Z = 0.

Proposicao 1.2.4. O campo curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das se-

guintes propriedades:
i) R € trilinear,
i) R(X,Y)Z=—-R(Y,X)Z,
ii) R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0. Primeira identidade de Bianchi.
De agora em diante, escreveremos por conveniéncia, (R(X,Y)Z,T) = (X,Y, Z,T).
Proposicao 1.2.5.
i) (XY, 2,10+ (Y,Z, X, T)+ (Z,X,Y,T)=0
i) (X,Y,2,T) = —(Y,X,Z,T)
iii) (X,Y,2,T) = —(X,Y,T, %)
i) (X,Y,2,T) = (Z,T,X,Y).

E conveniente escrever o que foi visto acima em um sistema de coordenadas (U, x)

em torno do ponto p € M. Ponhamos

R(X;, X)Xy, = ZRW
Assim lek sao as componentes da curvatura R em (U,x). Se
X =) uX,Y =) vX;,Z=> wX,,
i j k
obtemos, pela linearidade de R,

= E Rﬁjku’vjkal.

i7j7k7l

Fazendo

<R(x17 Xka Z Rzykgls = zyksa
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podemos escrever as identidades da proposicao 1.2.5 como:

Rijks + Rjkis + Ryijs = 0 (1.9)
Rijks = —Rjiks (1.10)

Rijrs = — Rijsk (1.11)

Rijks = Rsij- (1.12)

No que se segue convém usar a seguinte notagao: dado um espaco vetorial V',

indicaremos por | X A Y| a expressao

VIePlyl? = (@,9)*,

que representa a area do paralelogramo bidimensional determinado pelo par x,y € V.

Definigao 1.2.7 (Curvatura seccional). Dado um ponto p € M e um subespago bidi-
('r? y? x’ y)
|z Ayl
qualquer de o, é chamado curvatura seccional de o em p.

mensional o C T,,M o ntimero real K (z,y) = = K (o), onde {z,y} é uma base

Lema 1.2.2. Sejam M uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina uma
aplicagao multilinear R : T,M x T,M x T,M x T,M — T,M por

(R(X,Y,W)Z) = (X, W) (Y, Z) = (Y, W) (X, Z),

para todo X, Y, W, Z € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante igual a Ky se e

so se R = KyR', onde R € a curvatura de M.

Definicao 1.2.8 (Curvatura de Ricci). Seja = 2, um vetor unitdrio em 7,,M; tomemos
uma base ortonormal {21, 29, ..., 2,—1 } do hiperplano de T, M ortogonal a x e consideremos
a seguinte média:

1

Ric,(x) = — Z (R(x,zi)w,2),i=1,2,...,n—1, (1.13)

)

com j =1,...,n. Ela é chamada curvatura de Ricci na direcao x.

Definicao 1.2.9 (Tensor). Um tensor 7' de ordem r em uma variedade Riemanniana é

uma aplicacao multilinear

T: X(M)x - x X(M) = D(M).

N

TV
rfatores

Isto que dizer que, dados Yi,...,Y, € X(M),T(Y,...,Y;), é uma fungao dife-

renciavel em M, e que T é linear em cada argumento, isto €,
T(Yi7"'7fX+gK"'7}/7"):fT(Yi7"'7X7"'7K’)+g(}/717""}/77""}/;)7
pra todo X,Y € X (M), f,g € D(M).
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Definicao 1.2.10. Seja 7" um tensor de ordem r. A diferencial covariante VT de T" é um

tensor de ordem (r + 1) dada por
VT(Y'baK”aZ) :Z(T(H77K))_T(VZ}/177Y;‘)__T(}/laa}/;‘fvaK“)

Para cada Z € X (M), a derivada covariante VzT de T em relacdo a Z é um

tensor de ordem r dado por

V,T(YVh,...,Y,) =VT(W,....Y,).

1.2.4 Derivada de Lie de Campos Tensoriais Covariantes

Definicao 1.2.11. Sejam M e N variedades diferencidveis e F' : M — N um difeomor-

fismo. Definimos a aplicagao pullback
F* o XF(N) — xF (M)

por
(F*T)p(v1, .oy vr) = Tpp) (dEp(v1), ..., dF,(vr)).

Definicao 1.2.12. Sejam X € T,M um campo vetorial, T' € TIfM um campo tensorial
covariante, p € M e ¢; o fluxo local do campo X em uma vizinhanca V' de p em M. A

derivada de Lie do tensor T na direcao do campo X em p é definida por

(@ )p(Touw) —Tp) d
e L= %(%)pth(p)

(ﬁxT)p = lim

t—0 t

t=0
Teorema 1.2.2. Se X € T,M um campo vetorial, T' € T]fM um campo tensorial covari-
ante, p € M e ; o fluxo local do campo X em uma vizinhanca V' de p em M, entdao

(LxT)(X1, s Xp) = X(T(X1, s X)) = > T(X, oy [X, X, X0

i=1

Em particular, para campos tensoriais 2-covariantes temos

(LxT)(Y, 2) = X(T(Y, 2)) = T([X, Y], Z2) = T(Y, [X, Z)).

1.2.5 Imersao Isométrica

Seja (M,g) uma variedade Riemanniana de dimensio m = n + k. Se M é uma

variedade diferencidavel com dimensao n, se existe uma imersao
f:M—M

e M é dotada da métrica induzida por esta imersao, entao dizemos que f é uma imersao

isométrica de (M, g) em (M,q).
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—n+m=~k , . ~ ~
Dessa forma, se f : M™ — M ¢ uma imersao, entao, para cada p € M,

existe uma vizinhanca U C M de p tal que f(U) C M é uma subvariedade de M. Isto quer
dizer que existe uma vizinhanca U C M de f(p) e um difeomorfismo ¢ : U — V C R*
em um aberto V do R*, tal que ¢ aplica difeomorficamente f(U) N U em um aberto do
subespago R" C RF. Para simplificar a notagao, identificaremos U com f(U) e cada vetor
v € T,M,q€ U, com df,(v) € Ty M.

Para cada p € M, o produto interno em 7, pM decompoe TPM na soma direta
TPM =T,M® (TpM)Ly

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,,M em T, M.
A conexdo Riemanniana de M serd indicada por V. Se X e Y sao campos locais

de vetores em M, e X,Y sdo extensoes locais a M, definimos
\Y XY = (ﬁy?)T

Queremos definir a segunda forma fundamental da imersao f : M — M. Para

isto convém introduzir previamente a seguinte definicao: se X,Y sao campos locais em
M,

B(X,Y)=VxY —VyxY
é um campo local em M normal a M. B(X,Y) nao depende das extensdes X,Y .
Proposigao 1.2.6. Se X, Y € X(U), a aplicagio B : X(U) x X(U) — C(U)* dada por
B(X,Y)=VxY —VxY
¢ bilinear e simétrica.

Como B é bilinear, concluimos, exprimindo B em um sistema de coordenadas,
que o valor de B(X,Y)(p) depende apenas de X(p) e Y(p).

Agora podemos definir a segunda forma fundamental: sejap € M e v € (T,M)*,
a aplicacao h, : T,M x T,M — R dada por

hy(z,y) = (B(z,y),v),x,y € T,M,
¢ uma aplicacao bilinear simétrica.

Definigao 1.2.13 (Segunda forma fundamental). A forma quadrética 7, definida em
T,M por

11, = h,(z,x)
¢ chamada a sequnda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal v.
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Observe que a aplicacao bilinear h, fica associada uma aplicacao linear auto-
adjunta S, : T,M — T,,M por

<SV<‘T>7 y> = h’l/(x7 y) = <B<$7y)7 V> .
A proposicao seguinte nos da uma expressao da aplicacao linear associada a se-
gunda forma fundamental em termos da derivada covariante.

Proposicao 1.2.7 (Operador de forma). Seja p € M,z € T,M ev € (T,M)*. Seja V

uma extensao local de v normal a M. Entao
Sy(z) = —(sz)T.

Demonstracao. Sejay € T,M e X,Y extensoes locais de z, y, respectivamente, e tangentes

a M. Entao (V,Y) = 0, e portanto

(Su(@),y) = (BX,Y)(p),V)
= (VxY = VxY,V)(p)
= (VxY,V)(p)
= —(Y,VxV)(p)
= <_vXV7y> )
para todo y € T, M. O

Exemplo 1.2.8 (Hipersuperficie). Considere o caso particular em que a codimensao da
imersao é 1, isto é, f: M™ — WH; f(M) C M é entdao denominada de hipersuperficie.
(observe que uma hipersuperficie pode ter auto-intersecgoes).

Sejap € M ev € (T,M)*, [v| = 1. Como S, : T,M — T,M é simétrica,
existe uma base ortonormal de vetores préprios {e;}!; de T, M com valores préprios reais
{Ni}l,, isto é, S,(e;) = Neg, 1 < i <.

Se M e M sao ambas orientdveis e estdo orientadas entdo o vetor v fica univo-
camente determinado que sendo {e;}? ; na orientacao de M, {{e;}"_;, v} seja uma base
na orientacdo de M. Neste caso, denominamos os e; direcoes principais e os \; = k;
curvatura principais de f.

As fungoes simétricas de {\; } sdo invariantes por imersao. Por exemplo: det(S,) =
A1 -+ A\, é denominada a curvatura de Gauss-Kronecker de f e %()\1 + -4 \,) é deno-

minada a curvatura média de f.

Definicao 1.2.14. Seja f : M™ — M"? uma imersio isométrica. O vetor curvatura

média de f em p é definido por
H(p) = Bles,e:)(p) € (T,M)",
i=1
onde {ey,...,e,} é uma base ortonormal para T, M.
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Em particular, quando p =1, v € (T,M)*, |v| = 1, temos

Defini¢do 1.2.15. Uma imersao f : M — M é geodésica em p € M se para todo
v € (T,M)* a segunda forma fundamental 11, é identicamente nula em p. A imersao ¢

totalmente geodésica se ela é geodésica para todo ponto p € M.

Observagao 1.2.4 (Convencdes adotadas). O sentido dos vetores v ¢ H(p) ¢ determi-
nado pelo sinal de H(p). Em consonancia com Wang-Xia [14], neste trabalho faremos
a convencao sobre a escolha de v tendo direcao oposta ao vetor curvatura média H de
modo que a curvatura média constante H seja sempre nao-negativa. Além disso, outras

convencoes serao adotadas, como segue
i) h(X,Y) = (Vxv,Y)= S, (X)=Vxv

it) H=1trS,(e;) =divyv=H

1.3 Operadores Diferenciais

Apresentaremos uma generalizacao dos conceitos dos operadores gradiente, diver-
gente e laplaciano para uma variedade riemanniana para uso futuro . Para mais detalhes,
ver [8].

Definig¢ao 1.3.1 (Referencial geodésico). Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional,
p € M e C M uma vizinhanga de p. Uma familia {e;}! ; de campo de vetores X(Q) é

chamada um referencial geodésico em p se:
i) Para cada ponto ¢ € U, tem se que ey, ..., e, € X(£2) sdo ortonormais;
it) Para todos 4,j =1,...,n, tem-se V.e; =0

Observacao 1.3.1. Dada uma variedade Riemanniana M e um ponto p € M qualquer.

Existe uma vizinhanga 2 C M de p na qual podemos definir um referencial geodésico.
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Definicao 1.3.2 (Gradiente). Seja M uma variedade Riemanniana e f € D(M), onde
D(M) é o anel das fungoes reais de classe C* definidas em M. Definimos o gradiente f

como sendo o campo de vetores vf em M definido por

vf =(Vf(p),v)=df,(v), pem, veTpM.

Proposigao 1.3.1. Considere um referencial geodésico {e;}!_, em uma vizinhanga 2 C

M dep e M. entao

n

Vi) =Y (el

i=1

Em coordenadas, temos a seguinte expressao para o gradiente

" Of 0
_ ] _

1,j=1

Definigao 1.3.3 (Divergente). Sejam M uma variedade Riemanniana e X € X(M).

Definimos a divergéncia de X como sendo uma fungao div X : M — R dada por:
div X (p) = traco da aplicacao linear [Y(p) — VyX(p)], pe M

Proposicao 1.3.2. Considere um referencial geodésico {e;}?_, em uma vizinhanga Q C
M depe M. entao

n

divX(p) =) e f))(p)

i=1

Definicao 1.3.4 (Laplaciano). Seja M uma variedade Riemanniana. Definimos o Lapla-
ciano A de M como sendo o operador A : D(M) — D(M) definido por

Af=divV f, fe€DM).
Proposicao 1.3.3. Nas mesmas condicoes das definicoes 1.3.2 e 1.3./ temos
A(fg) = fAg+gAf+2(Vf,Vg).

Proposicao 1.3.4. Considere um referencial geodésico {e;}?_, em uma vizinhanga Q C
M depe M. entao

n

Vfp) = Zei(ej(f))(p)

Jj=1
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1.4 Campos de Killing

Definicao 1.4.1 (Campo de Killing). Dizemos que um campo vetorial X € X(M) em

uma variedade Riemanniana M é um campo de Killing se
L xXg = 0.

Em outras palavras, X é um campo de Killing se a derivada de Lie do tensor
métrica na direcao de X se anula, isto é, o tensor métrica é constante ao longo das curvas

integrais do campo X.

Sem demonstracao, apresentaremos agora algumas formas de caracterizar uma

campo de Killing.
Proposicao 1.4.1. Sejam M e N wvariedades diferencidaveis, entao

i) X € um campo de Killing se e somente se o seu fluxo local ¢; € uma isometria para

todo t,

it) X € um campo de Killing se e somente se

XY, Z)=(X,Y],Z) + (Y, [X, Z])

i) X é um campo de Killing se e somente se

(VyX,Z) = —(VzX,Y)

iv) Sejam X € X(M) e f : M — N uma isometria. Seja Y € X(N) definido por
Y(f(p)) = dfy(X(p)), p € M. EntioY € um campo de Killing se e somente se X

também o for.

Definigao 1.4.2 (Campo de Killing conforme). Seja M uma variedade Riemanniana,

X € X(M) é campo de Killing conforme se
Com X : M — R* uma funcao real positiva.

Proposicao 1.4.2. Seja M uma variedade Riemanniana, uma campo vetorial X € X (M)

¢ um campo de Killing conforme se, e somente se, existe uma funcao A : M — R* tal que
i) O divergente de X satisfaz: div X = Z\;

it) SeV .C M é um conjunto aberto e f € C*(V) tal que X(f) =0, entao Ly X = AV f.
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Capitulo 2

Hipersuperficies Capilares:

definicoes e estabilidade

Neste capitulo serd apresentado os conceito basicos necessarios a investigacao
das hipersuperficies capilares, sao eles: variacao admissivel, funcional energia, formula
da primeira variacao do funcional energia, formula da segunda variacao do funcional
energia. Em particular a formula da primeira variagao da energia sera usada para definir
hipersuperficie capilar, bem como mostrar exemplos. A formula da segunda variacao do

funcional energia serd usada para definir estabilidade.

2.1 Variagao admissivel e funcional energia

Antes de iniciarmos o estudo de hipersuperficies capilares, fixaremos algumas
notacoes e apresentaremos alguns resultados que serao necessarios ao longo da dissertacao.

Seja (Mnﬂ,ﬁ) uma variedade Riemanniana orientével e seja B C M um dominio
compacto diferencidvel difeomorfo a uma bola Euclidiana. Seja (M",g) uma variedade
Riemanniana compacta com bordo M # (). Seja = : (M,g) — (B,g) uma imersiao
isométrica tal que x(int M) C int B e x(OM) C dB. Denotaremos por V, A e V, A o
gradiente e o Laplaciano em M e M, respectivamente.

Denotemos por v € TM+ um campo de vetores normais e unitérios ao longo de
x e por N € TB|sp o campo de vetores unitérios normais a B apontando para fora.
Seja 1 € T'M|ap 0 campo de vetores unitdrios normais a dM apontando para fora. Além
disso, seja 7 € TOBJgy 0 campo de vetores unitdrios normais a dM tal que {v,u} e

{7, N} possuem a mesma orientacio no fibrado normal de M em M (ver Figura 2.1).

Observacgao 2.1.1. Sem perda de generalidade, a Figura 2.1 é uma boa visualizagao do
problema para os propodsitos deste trabalho, contudo, observa-se que por se tratar de uma

imersao, a superficie 3 = (M) pode ter lagos.
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Figura 2.1: ¥ = z(M) e 0¥ = x(0M).

Definiremos agora o conceito de variagao admissivel.

Definigao 2.1.1 (Variagoes). Seja z : M — B uma imersao isométrica como acima. Uma
variagdo de x é uma aplicagao diferenciavel z : (—¢,€) x M — B tal que (0,-) = 2. Uma
variacao = : (—e€,€) X M — B de x é admissivel se x(t,int M) C int B e x(t,0M) C 0B
para todo t. O campo variacional de uma variacao é o campo Y € T'B|,) dado por

_8x

Y = E(t’ )

t=0
Dizemos que a variagdo x : (—e,€) X M — B é normal se Y = v, para alguma

fungao p € C°(M).

Observacao 2.1.2. Note que se Y é o campo variacional de uma variagao admissivel de
uma imersao x : M — B com z(int M) C int B e x(0M) C 0B, entao Y (p) € 1,0B para
todo p € OM.

Seja x : M — B uma imersao isométrica tal que z(int M) C int B e x(OM) C 0B.
Dada uma variacao admissivel z : (—¢,¢) x M — B de x, definimos o funcional érea,

volume e area “molhada”, respectivamente, por

A(t)_/ dA, 2.1)
V(t) = v dVy 2.2
(t /[ - 2.2)

W(t) = / T dAyg, (2.3)
[0,t] xOM

onde dA; ¢ o elemento de drea de M com respeito a métrica induzida por x(t,-), dVz; é o

elemento de volume de M e dAyp é o elemento de drea de OB induzido pela métrica de

B.
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Por fim, dado 6 € (0, 7), definimos o funcional Energia por
E(t) = A(t) — cos W(t).

Na secao a seguir deduziremos duas identidades muito importantes, a saber: as

formulas da primeira e segunda da variacoes da energia.

2.2 Primeira e segunda variacoes da energia
Iniciaremos a se¢ao com o seguinte lema.

Lema 2.2.1. Seja
A(t) = (ai;(t)), |t] <e

uma familia diferencidvel de matrizes n x n satisfazendo A(0) = I,,. Entao:

d /
o det A(t),_, = tr A'(0).

Demonstragdo. Assuma que {e;}"; seja a base canonica do R"*! temos que:
det(A(t))er A ... Nep = (A(t)er) A ... A (A(t)en).

Tomando a derivada de ambos os lados da equacao acima, e depois avaliando em

t = 0, obtemos:

n

%(det(A(t))el Ao A e”)‘t:O = Z(A(O)el) A oA (A(0)e;) Ao A (A(0)ey)

j=1

= Zel AN (A (0)ej, enyer Ao A ey,
]

= Z(A’(O)ej, ej)er N ... Ney
j=1

= trA'(0)es A ... Aey,

de onde temos que:

4 det A(t)

p = tr A’(0).

t=0

]

Proposicao 2.2.1 (Férmula da primeira variagdo do funcional area). Seja z : M — B

uma imersao isométrica. Se x : (—€, €) x M — B é uma varia¢ao de x, entdo

A0 = [ matvimaa+ [ gv.as

M
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Demonstracdao. Seja g, a métrica induzida pela imersao x; e dA; o elemento de area
correspondente. Escolha {e;}! ; um referencial ortonormal local em M com respeito a

métrica gy e {w'}"_, a base dual correspondente. Temos que:
9ij(t) = g(xiei, Tinej) = gi(es, €;),
onde ¢; = ¢;;(H)w’ @ w?, g;;(0) = d;;. Seja g, = det(g;;(t)). Assim,
At) = / dA; = / Videt g(t)w! A AW
M M
= / Vdet g(t)dA.
M

Assim temos que

A'(0) = % M\/detg(t)dA
= /M%\/detg(t)d/l

1 det ¢’ (0)
2 Jar /det g(0)

= 1/ det ¢'(0)dA.
2 Jm

t=0

t=0

Pelo Lema 2.2.1 temos em cada ponto p € M

A0) =5 /M tr g/ (0)dA. — % / S gl (0)dA.

M1

Seja {%,el, ...,en} um referencial ortonormal em (—¢,¢) x U, onde U é uma
vizinhanga de p em M. Seja Y (t),e1(t), ..., e,(t) denotando as imagens daqueles campos
vetoriais sobre z. Observe que €;(0) = ¢;, Y(0) =Y e grr(t) = (ex(t), ex(t)), portanto

%gkk(t) = Y(t)g(ex, er) = 2g(Vyer(t), ex(t))

Portanto

1 - o
§9§€k(0) = exg(Y,er) —g(Y, Veer)
T

+ §<Y7 §<vek v, ek)y)
= div(Y") + Hg(Y,v)
= div(Y") + Hg(Y,v),



portanto
A'(0) = / div(Y")dA + / Hg(Y,v)dA.
M M
Usando o teorema de Stokes temos que:

/ div(Y')dA = / g(Y, p)ds, (2.4)
M oM
E por tanto temos finalmente que:

A(0) = /M HG(Y, v)dA + /8 (Y, )ds.

M
[

Proposicao 2.2.2 (Férmula da primeira variagao do funcional volume). Seja z : M — B

uma imersdao isométrica. Se x : (—e€,€) x M — B € uma variag¢ao de x, entao

VI(0) = /M 3(Y,v) dA.

Demonstracao. Fixe p € M e considere e considere {e;}? ; um referencial ortonormal
numa vizinhanga U de z(p). Como x*dV3; é uma forma de volume, existe uma fungao

a:(—e€) x M — R, satisfazendo
x*(dVy7) = a(t,p)dt A dA,

onde

0
a(t,p) = x(dVM)(E,el,...,en> =dVy;

VR

Y (t),dxi(eq), ..., dmt(en)>

= vol (Y(t)7 dxt(61)7 e dxt(en)) = E(Y(t), Vt)7

e v ¢ o vetor unitario normal da imersao. Usando o Teorema de Fubini segue que

/ a(t,p)dt/\dA:/ (/ a(t,p)dA)dt.
[0,4]x M 04 \Jm

Derivando o funcional volume em ¢ = 0 temos que:

d
V(0) = —( / x*de)
dt [0,t]x M t=0

3L ()

= [ atvimaa

= / a(0,p)dA
t=0 M

como queriamos demonstrar. O
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Corolério 2.2.1 (Férmula da primeira variagao do funcional area‘“molhada”). Seja x :

M — B uma imersdao isométrica. Se x : (—e€,€) x M — B é uma varia¢ao de x, entdo

wW'(0) = /M g9(Y,v)dA.

Demonstracao. Basta observar que OM™ ! é uma variedade orientada no sentido de 7.
Como z*dApp é uma forma de drea, existe uma fungao a : (—e, €) x OM — R, satisfazendo

as condigoes andlogas as da proposicao 2.2.2. O]

Corolario 2.2.2 (Férmula da primeira varia¢ao do funcional energia). Seja z : M — B

uma imersao isométrica. Se x : (—e€, €) x M — B € uma varia¢ao de x, entao

E'(0) = /M Hg(Y,v)dA + AM g(Y, p — cosOv)ds

Definigao 2.2.1 (Hipersuperficie capilar). Uma hipersuperficie é dita ser capilar se é um

ponto critico do funcional energia E para qualquer variacao x preservando volume.

Exemplo 2.2.1 (Exemplo de hipersuperficie capilar). Segue da férmula da primeira va-
riacao do funcional energia que x é capilar se, e somente se, r tem curvatura média
constante e M intersecta 0B em um angulo constante 6. Portanto, exemplos de hipersu-
perficies capilares sao as hipersuperficies minimas e hipersuperficies com curvatura média
constante.

Para exemplificar, vamos observar que uma calota esférica é capilar. Seja M =

R™™ e (,) a métrica Euclidiana. Seja

n+1 n+1

B = {x¢€ R”H;fo <1},intB={z¢€ R"H;Zx? <l}e
i=1 i=1
n+1

0B = {zeR"™,> a? =1},
=1

respectivamente a bola unitaria fechada, o seu interior e fronteria.

Considere agora
B, = {zxeR"™5Y a4 (v, —1)* < 1}e
i=1

0B, = {z e RN al 4 (v —1)° =1},

i=1

uma bola fechada deslocada de t, com ¢ € (0,2), na diregdo do eixo z,,; e sua fronteira

respectivamente.
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Agora considere

- t
C,=BNoB,={x € R”“;Zx? + (Tpy1 — 1) =1, comx,, € [t — 1, 5]},
i=1

n
t
int C; = {z € R""; Zx? + (Tpp1 —t)> =1, comx, 41 € [t — 1, 5)}e
i=1
n+1 "
oC; = {x € R"*; fo =lex, 1 = 5},
i=1
a familia de calotas esféricas obtida pela intersecao B N dB;, o seu interior e fronteira
respectivamente. Observe que int C; C int B e 9C; C OM para todo t € (0,2), sendo
dessa forma uma variacao admissivel.
Provemos que 0C; intersecta 0B em um angulo constante.
Seja N(OB) = (x1,...,xn41) € N(OCy) = (x1,...,xp41 — t) 0s vetores normais

unitarios de 9B e 0C; respectivamente. Fazendo o produto interno temos

(N(OB),N(0C})) = ((x1,.esyTps1)s (T1, ey Tpg1 — 1))

n+1
= Zw? — Tpy1l
i=1
22—t
2 2

Onde o ultimo resultado é obtido avaliando a equagao em 0C;. Portanto para

cada t € (0,2), 0C; intersecta OB em um angulo constante arccos(%). Observe ainda
que 0 < arccos(%) < 7 quando t € (0,2). Por fim, é sabido que a calota esférica tem

curvatura constante, provando, assim, que a calota esférica é um hipersuperficie capilar.

Observagao 2.2.1. Esse resultado pode ser estendido para o espaco hiperbélico H™*,
basta observar que a métrica de H"*! é conforme & métrica usual do espago Euclidiano
R™! e usar o fato de que métricas conformes preservam angulo. Com relacao a curvatura,
usamos a fato de que uma imersao continua sendo umbilica se mudamos a métrica original

para uma métrica conforme.

Observacgao 2.2.2. Fazemos a convencao escolhendo v estando na diregao oposta a do
vetor curvatura média tal que a curvatura média constante H seja sempre nao negativa.
Sob esta convencao, ao longo de M, o angulo entre —v e N, semelhantemente p e 7, é
sempre igual a @ (veja Figura 2.1). Assim, no fibrado normal de 9M, temos as seguintes

relacoes:

1 =sen N + cos 07, (2.5)
v = —cosON + sen Ov. (2.6)
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Para cada funcao diferencidvel ¢ em M com [,, pdAy = 0, existe uma variacao

admissivel preservado volume x com campo vetorial variacional puv.

Passaremos agora a demonstracao da férmula da segunda variacao do funcional
energia. Essa prova se encontra, a menos de notacoes e detalhes, no apéndice de Ros e

Souam [11]. Dois lemas sdo fundamentais na demonstragao.

Lema 2.2.2. Seja x : M — B C M uma hipersuperficie capilar, V o gradiente em OM
na métrica induzida por x e Yy (resp. Y) a componente tangente de Y em M (resp. para
OM ). Seja também Sy, Si e Sy denotando respectivamente o operador de forma de M
em M com respeito a pu, de OM em M com respeito v de OM em OB com respeito a T.

Entao:

i) V'=—Vp—5(Yo);

i) p = (52 4+ h(Yo, 1))v + 9So(p) — @hlp, ) — S (Y1) + cot OVep;
iii) 7' = —h?M(Y,7)N — S5(Y1) + 5 V.

Demonstragdo. Para provar a identidade (i), considere {e;};_, um referencial ortonormal
de T,M para algum p € M. Tomando e;(t) = dx;(e;), entdo usando o fato que v tem

norma um, temos
9, DY) = dp(es) + g(v, De, Yo).

Agora, visto que g(14, e;(t)) =0 e [e;(t), Y (t)] = 0, temos:

Como consequéncia da identidade (i) temos que:

g(/’blv V) = _g(:u7 Z/)
dp
= + h(Yo, ). (2.7)
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Agora seja v;,7 = 1...,m — 1 um referencial ortonormal de TpM para algum

p € OM. Como antes, tome v;(t) = dx,(v;), entdao pode-se verificar que ao longo de OM

vale:
Y = ov+Y) —cotfdpu (2.8)
gl vi) = —g(p,v)
= =9 Dy, Y)

= _90§<,ua Dviy) - g(luv Dvm le) + cot edf(vz)

A identidade (ii) agora segue de (2.7) e (2.8) e do fato que (¢/, ) = 0. Para

provar a identidade (iii), notemos que em OM, temos que:

Y =Y, — — . (2.9)

Assim, parat=1,....,n— 1

!/

>Ui> = _g(y7 vi)
= —g(?, sz'Y) +

g(w

dfv;.
sen 6 fv

Além disso:

g(ﬁ’,ﬁ) =0e g(vla V) = _haM(Y7 7)

Assim:
n—1 1 n—1
vV =—h"™Y,7)N = > g, D, Yi)vi + —— Y df (vi)v; 2.10
v ( >V) i:1g(y7 i 1)U+SQH9; f(U)U, ( )
e essa ¢ exatamente a identidade (iii). O

Lema 2.2.3. Nas mesmas condicoes do Lema 2.2.2, a sequinte identidade € vdlida
H'(0) = Ap + (|h]* + Ric(v,v))e.
Demonstra¢ao. Ambrozio [2] apéndice. O

Proposicao 2.2.3 (Férmula da segunda variacao da energia). Seja x : M — B uma
hipersuperficie capilar. Entdao para toda variag¢io x : (—e, €) X M — B admissivel normal

de x a sequnda variagao da energia € dada por

E(0) = /M (A + (| + R, v))0)dA + / T~ a0l

onde

_ 1 0B (+ +
q = sen@h (VaV>+COt9h(MaM)7

Ric € o tensor curvatura de Ricci de M, h € a sequnda forma fundamental da imersdo
dada por N(X,Y) = G(Vxv,Y) e h%8 € a sequnda forma fundamental de x em OB dada
por h(X,Y) =g(VxN,Y).
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Demonstrag¢ao. A primeira féormula de variagao é dada por:

/ H(t)g(Yi, v)dAs + / g(Ys, pe — cos 077)dsy,
oM

onde

ox

Y= Som)

s=t

Derivando a primeira variacao do funcional energia em relacao a t temos:

[ ()

dt
ut — COS Hut) ds

E"(0 /H’ 9(Y,v)dA + H(0)

)72
oM dt t=0

Yt,u—cos€ﬁ> ds—i— <

d
+/ g(Y, p — cos ) —
oM ( >dt

(dst)7

t=0
onde D denota a derivada covariante em M. Note que:

d

qil (/M 7Y, ut)dAt) =V"(0) =0,

dt

e g(Y,u — cosfv) = 0 visto que Y é tangente a OB ao longo de de 9M. Além disso

p — cos 07 = sen N. Portanto temos que:

D D
E"(0 / H'(0 Yl/dA+/ 7] Y, i — cos v ds+/ glY, —
oM dt|,_q oM dt

Visto que temos H'(0) pelo Lema 2.2.3, devemos calcular

D D
[7] Y;, u — cos v Y, —
g<dtt:0 t, b — COS V>+g( a|,
Daqui em diante, denotaremos simplesmente um (') a derivada covariante %} e
Usando as identidades (ii) e (iii) do Lema 2.2.2 obtemos:

t=0

,ut — COS QE) )

2 4 % cot Oh(p, p) + 20h(Yo, i) +sen 0h7M (Y1, V7). (2.11)

—Y /_ 0—/ —
g(Y, p' — cos7') Yo

Além disso, a relacao:
Yo =Y1 — cot Opp,
implica que:
h(Yo, ) = h(Y1, p) — @ cot Oh(p, p). (2.12)
Substituindo esse resultado em (2.11) obtemos:

e ©? cot Oh(p, 1) + 20h(Y1, i) + sen 0h°M (Y1, V7). (2.13)

_Y l_ 9—/ —
g(Y, " — cos V') “on
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Agora calculemos g(Y’, i’ — cos@7'). Visto que p — cos 7 = sen O N, temos que:
G(Y', v — cos 07) = —sen Oh°M (Y, Y). (2.14)

Usando a decomposigao (2.9), temos:

BM(Y,Y) = hOM(Y, V) — ——oh®™ (V2,7) + WMD), (2.15)

sen 0 sen2 0 14

E direto verificar que
h(Yy, 1) + h?M (Y1, 7) = 0. (2.16)
Finalmente de (2.13), (2.14), (2.15) e (2.16) temos que:
g(Y' u—cosOv) +g(Y, 1 — cosO7') = gpa—f — < cot Oh(p, p) + LhaM(ﬁ v) ¢ o?
Y Y 8/11 ) sen 0 7 Y
isso completa a prova da férmula de segunda variagao. O]

Defini¢ao 2.2.2 (Estabilidade). Uma hipersuperficie capilar é dita estével se E”(0) > 0

para toda variacao preservando volume, isto é,
E"(0) > 0,Yp € Fi= {p € COO(M);/ pdAy = O},
M

Exemplo 2.2.2 (Exemplo de hipersuperficie capilar estéavel). Continuaremos com o exem-
plo das calotas esféricas. A prova deste exemplo é apresentada em Li e Xiong [9] e faz
uso de um resultado de Gonzalez e Massari [7] de estabilidade. Omitiremos os detalhes.

Seja M C B"™! uma calota esférica com R o raio da esfera contendo M e angulo
de contanto constante igual a #. Considere o hiperplano P n-dimensional contendo 0M.
Entao M é uma hipersuperficie capilar em um semiespaco com angulo de contato #’. Por

[10], M é estével em um semiespago, ou seja

cot &'

[ (Ve ~ Ftiaa >
M

7 /8M ©*ds, Vo € F. (2.17)

Usando relagoes trigonométricas e semelhanca de triangulos temos que
1 N cotf  cotd
sen 6 R R
juntando (2.17) e (2.18) estd provada a estabilidade de M em B"!

(2.18)

A seguinte proposicao é bem conhecida e é fato fundamental para hipersuperficies

capilares quando

Proposicao 2.2.4. Assuma OB é umbilica em M. Seja x : M — B uma imersao na qual
a fronteira OM intersecta B em um angulo constante 0. Entao p € uma dire¢do principal
de OM em M. Isto €, h(e, ) =0 para todo e € TOM. Por sua vez,
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Vev = h(p, p)p.

Demonstragao. Para todo e € TOM, usando (2.5) e (2.6) temos que:

h(e, p)

(Ver, 1)

(Ve(—cosON + sen6v),sen N + cos 0v)
(

9(=

QI QI

e(—cosf)N — cos OV N + e(sen §)v + sen V.7, sen N + cos 6)

<

cos OV N + sen OV 7, sen O N + cos 07)
—cosfseng(V N, N) — cos 0*°g(V.N,v) +sen 0°g(V.v, N) +
sen @ cos 0g(V .7, D)

—cos 0*°G(V.N,7) + sen 0°g(V .7, N)
—cos 0%g(V.N,v) — sen 0°g(V.N, V)
~g(VeN,7)

—h?8(e, D)

0.
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Capitulo 3

Hipersuperficies Capilares em uma

Bola Euclidiana

Neste capitulo serd trabalhado o caso Euclidiano, B = B" ¢ R*™! 6 uma bola
unitéria fechada. Nessas condicoes temos que, Ric = 0, h?Z = ¢%8 ¢ N(z) = z, onde z
denota o vetor posi¢iao em R"™!. Além disso, (-,-) denota o produto interno Euclidiano.

Construiremos uma nova formula do tipo Minkowski que é a principal ferramenta
na prova da unicidade deste trabalho. Através da formula de Minkowski sera possivel obter
fungoes testes admissiveis particularmente convenientes. Uma propriedade interessante
dessas fungoes testes obtidas através da nova formula do tipo Minkowski é que elas anulam
o termo do bordo na condi¢ao de estabilidade (proposigao (2.2.3)), simplificando, dessa

forma sua manipulagao.

3.1 Uma nova férmula do tipo Minkowski em R"*!

Estabeleceremos uma nova féormula do tipo Minkowski, a qual sera muito 1til no
estudo de hipersuperficies em B"*! tanto no caso com bordo livre quanto quando M
intersecta OB"! com um angulo constante. A construcao de tal formula envolve um
certo campo de Killing conforme (X,) obtido através do pullback de uma transformagao
conforme (inversao). Construiremos uma inversao que deixa fixa a esfera S75(—a) de
centro —a e raio v/2 e permuta entrei as regioes interior e exterior a tal esfera.

Seja a € R"™ |a| = 1. Seja I, : R"" — {a} — R"™! — {a} a inversao conforme

ao longo da esfera S”(—a) de centro —a e raio V2, ou seja

(x + a)
lz 4 al?

I(z)=—a+2

Observe que I,(I,(r)) = z para todo z € R"™ z # —a. Além disso, I, mapeia

Bt —{—a} em R (a) = {x € R™ : (x,a) > 0} e vice-versa.
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Proposicao 3.1.1. Para todo v € R, 2 # —a, e todo v € R", tem-se

20 4{v,x + a)

DI, = — :
(z) |z + al? |z + al* (v+a)
Demonstracao.
DLy = 2t =2@+a(r+a)
|z + al*
2v 4(v,x + a)
T Jz4a?  Jr+alt (z+a).

Coroldrio 3.1.1. Para todo a € R"™ |a| = 1, a aplicacio I, é conforme, ou seja,

. 4
(1;0)ij =

= b,
|z +alt™
para todo i,j =1,....,n+ 1.

Considere o campo de vetores X, definido em B"*! — {—a} por
X, = DI, (1,(x))1,(x),

ou seja, X, é o pullback do campo de vetores radial z — 2 em R"*!, o qual é um campo
de Killing conforme. Em particular, segue do Corolédrio acima que X, é um campo de
Killing conforme em B"** — {—a}. Observe que X,(z) € T,,S" para todo z € S* — {—a}.

Mais explicitamente, temos

21,(x) A1, (x), I,(z) + a)

X T Lwed T L@rap OO
- 2(-at2{m) _4<—a+ 2825, 22k ) ( (x+a))
sl Res] P
= %(—a|x +al* + 2z + 2a) + {a,z + a)(x + a) — 2(z + a)
= %am? —ala,z) — %a +r+a+z+a+ (a,x)x+)a,x)a — 2x — 2a
= (a,z)x — %(|x|2 + 1)a. (3.1)

A proposicao a seguir apresenta duas propriedades simples e importantes de X,,.

Proposicao 3.1.2. X, é um campo de Killing conforme e sua restricio a OB"™ é um

campo tangente a OB, ou seja,

i) X, € um campo de Killing conforme com Lx, g = 2(x,a)g, isto é:
1

5[71()%)]' + V;(Xa)i] = (2, a)dy;. (3.2)

43



i1) Xa|op € um campo tangente em OB, isto é,

(Xa,x)|op = 0. (3.3)

Demonstragdo. Identidade (i). Aqui V;(X,); := (V., X4, e;), onde {e;}!F]' é uma base

ortonormal de R"*!, portanto,
_ — 1
(VeiXarej) = (Vel{w a)e = 5([2]* +1)a), ;)
— 1 —
= (Velz, )z, e5) = 5 (Ve (2" + Da, e5)

= (eil{r,a)e + 2,00V ) — el + Dat (o + 1)Tea,e;)
= (e;,a)(x,e;) + (x,a)d;; — (e, x)(a,e;).

Analogamente temos que:
(Ve, X, €1) = (e, a)(x, e;) + (z,a)0;; — (ej,2)(a, e;).

Somando temos que:

(Ve Xa,€5) + (Ve, Xo, ) = 2(z, a)dy;.
De onde temos finalmente que:

Ve X )+ (T, X )] = {0}
O item (ii) segue diretamente do célculo:

(Xo2) = (b = 5(1aP + a2)

= (@ ol = 5(2P + 1){a,2),

2

para X, restrito a JB temos que
(Xa,x)|op = (x,a) — (x,a) =0,
provando que X,|sp L x, ou seja, X,|sp é tangente a OB. ]

Proposicao 3.1.3 (Férmula de Minkowski). Seja x : M — B wma imersdo isométrica
em uma bola unitdria Euclidiana, cujo o bordo OM intersecta OB em um angulo cons-

tante 6 € (0,7). Seja a € R™ e X, o campo definido por (3.1). Entdo

/Mn(x—i-COSQV, aydA = /MH<Xa,1/>dA. (3.4)
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Demonstracao. Denote por X! a projecao tangente de X, em M. Seja {e;}"™, um refe-
a i=1

rencial local ortonormal em M. Afirmamos que:

(3.5).

temos:

que:

SIVAXT); + V(XD = (2, a)gsy — his{Xa ). (35

De fato,

<Verf,e]> = <V Xa, > <V '((Xa>V>V)aej>
Vi(Xa); = (Xa, V)(Ve,v )
Vi(Xa); — hij(Xa,v). (3.6)

Analogamente temos que
Vi(X2)i = V(Xa)i —hji(Xa,v). (3.7)

Somando (3.6) e (3.7) e usando (3.2) e a simetria da segunda forma obtemos

Vi(XD); + V(XD = Vi(Xa); — hij(Xa,v) + V;(Xa)i — hji(Xa, v).

= (Vi(Xa); + Vi(Xa)i) — (hij(Xa,v) + hji(Xa,v))
2(x,a)0;; — 2h;j (X, v).

Logo,

%[Vi(XZ)j +Vi(X2)i] = (x,a)di; + hij(Xa,v).

Tomando o trago de (3.5) com respeito a métrica induzida e integrando sobre M,

/ divy (XI)dA = / (n{x,a) — H(X,,v))dA.
M M
Usando o Teorema de Stokes temos:

/M (0, a) — H(X,, v))dA = /M divi (XA = | (XEp)as. (3.8)

Note que em OM, N =z e X, = (z,a)r—a. Usando (2.5), (2.6) e (3.3) deduzimos

(Xaopm) = (Xo,p)
= ((x,a)r — a,sen N + cos OT)
= senf(x,a)(z,z) + cosO(x,a)(x,v) —senb{x,a) — cosO{a, V)
= cos(0(x,a){x,v) — (a,D))

= —cosf{a,D).
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Segue de (3.8) que:

| i)

— H(X,,v))dA = / divy (XT)dA = — cos @ (D, a)ds. (3.9)

M oM

Quando 6 = 7, isto ¢, no caso de bordo livre, a férmula de Minkowski (3.4) segue

direto de (3.9). Para o caso geral, basta provar que

n /M (v, a)dA = /a (7 a)ds. (3.10)

Seja Z, = (v,a)x — (x,v)a. Observando que Z, é tangente a M ((Z,,v) = 0).

Tomando o divergente de Z, nem um referencial local ortonormal {e;}; temos:

diVM Za =

(Ve,((v,a)x — (x,v)a)), &)

(ei((v,a))x + (v,a)e; — e;({x,v))a, e;)
((Ve,v,a)x + (v,a)e; — {e;, vya — {x,V,,v)a, e;)
(

(
(Vev,a)(x,e;)) + (v, a){es, ;) — (e, v){a, e;) — (x, V., v){a, e;))

a’ 2"y +n(v,a) — h(z a”)

Logo, temos que

n /M v,a)dA —

divy Z,dA

—

(v, a)x = (z, v)a, p))ds

S

({v, a)(z, p) = (z,v){a, p))ds,

|
—

=

Por fim, temos

(v, a)(z, p) — (z,

o que prova (3.10).

v){a,p) = senf(—cosON + sen v, a) + cosO({sen N + cos 07, a)

= <ﬁ7 a> Y

]

Observagao 3.1.1. Para o problema de bordo livre, isto é, § = 7, obtemos a seguinte

formula de Minkowski:

n/M<x,a>dA:/MH<Xa,y>dA. (3.11)

Observamos que (3.11) é valida também para qualquer hipersuperficie compacta

sem bordo em R"*! com a mesma prova, apenas ignorando a integral do bordo. Até onde

sabemos, esta identidade também é nova e achamos que podera ser 1util neste contexto.
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Observacao 3.1.2. Em seus trabalhos, Barbosa-do Carmo [5] e Ros-Vergasta [12] usaram

as seguintes formulas do tipo Minkowski (3.12) e (3.13) respectivamente:

/ H(a:,u>dA:n/ dA (3.12)
|OM| — n|M]| —/ H{z,v)dA (3.13)

Observe que a formula (3.13), ao contrario de (3.12) envolve a drea do bordo
|OM|, a drea da hipersuperficie |M| além da curvatura média H. Portanto a formula
usada nos trabalhos de Barbosa-do Carmo ¢é mais interessante de trabalhar. Através
de (3.12) obtemos a funcao teste admissivel ¢ = n — H{x,v) que claramente satisfaz
Sy =0

Observando a formula do tipo Minkowski da proposicao 3.1.3 obtemos a seguinte

funcao teste admissivel
n{x + cosOv,a) — H(X,,v),

que tem semelhangas com a funcao teste admissivel usada por Barbosa-do Carmo. A
chave dessa construcao esta nas propriedades de Killing do campo X, que sera explorada

constantemente neste trabalho.

3.2 Unicidade de hipersuperficies capilares estaveis

em uma bola Euclidiana

Proposicao 3.2.1. Sejax : M — B! wma imerso isométrica em uma bola Euclidiana
unitdria, cujo bordo OM intersecta OB"T' em um dngulo constante € (0,7). Seja

a € R um vetor constante. Entdao ao longo de OM

V,(x+cosbrv,a) = q{xz+ cosbv,a), (3.14)
vlvb<‘X'll7V> = Q<Xavy>7 (315)
onde
— L cotOh(u, p) (3.16)
1= seng = Ko 1): '

Demonstra¢ao. Usando a proposicao 2.2.4
V. {x +cosOv,a) = (V,(x+cosbv),a)
= (V. + cosfV,v,a)
{1+ cos Oh(p, p)p, a)
(1 + cos Oh(p, p)){p, a)
= gsenf(u,a).
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Por outro lado, usando (2.5) e (2.6) e o fato de que x = N em dB"*! temos

(x +cosbv,a) = (x+cos(—cosfON + sendv),a)
= {(1 —cos*#)N + cosfsen 07, a)
= (sen® N + cos 0 sen v, a)
= senf(sen N + cos v, a)

= senf(u,a).

Assim (3.14) estd provada.

Usando a definicao de X, e novamente a proposicao 2.2.4 temos:

Vi Xe,v) = (V, X0, v) + (Xo, V)

= (Vullr,abw — 5 (Jaf? + 1)a), ) + A, 1){ X )

= ((ma)x + (z, a)p — (z, pa,v) + b, p){(z, a)x — a, i)
= —cosf(u,a) —senb(v,a) + h(p, p)(send(x,a) — (i, a)).

Note que z = N = sen Oy — cosfv e u = —-x + cot fv (basta isolar N em (2.5)

sen 6

e (2.6) e subistituir o resultado em (2.6)), deduzimos ainda mais:

V. (Xa,v) = —cotf(1+ h(p,p)cost)(x,a) —

p—; (14 h(p, ) cos8)(v,a)

= —q(cosB{x,a) + (v,a)).
Por outro lado

<XCHV>|<9M = (:c,a><x,y>—<a,1/>
= —(cosb(z,a) + (v,a)),

concluindo a demonstragao de (3.15). O

Proposicao 3.2.2. Seja x : M — R"™ wuma imersio isométrica e a € R™™! wetor

constante. As sequintes identidades sao vdlidas ao longo de M :
i) Ax = —Hu,

i) Adlz|* =n— H(z,v),

iit) Av=VH — |h|?v,

i) Alx,v) = (z,VH) + H — |h|*(z, V),

v) A(X,,v) = (X,,VH) + (z,a)H — |h]*(X,,v) — n{v,a).
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Demonstragdo. Prova da identidade (i): considere o produto interno (x, a) com a € R".

Derivemos agora na direcao de um vetor qualquer W € T, M.

d{z,a) - W =W (x,a) =

Portanto, V{(z,a) = a.

(Vwz,a) = (W, a).

Tomando agora o divergente do gradiente em um refe-

rencial local ortonormal {e;} ; temos:

Alx,a)

e portanto temos que Ax = —Hv.

{

(Ve(a—{a,v)v),e)

<vei( a, V>V)7 €i>

(eil(a, v))v +{a,v)Ve,v,e)
{

Prova da identidade (ii): a exemplo da identidade (i) faremos primeiro o gradiente

de $|z|* tomando um vetor qualquer W € T, M. Temos

1
W§<$, x) =

(Vwz,z) = (W, z").

Portanto Vi(z,z) = z”. Agora calcularemos divy(2”) em M num referencial

ortonormal local {e;}},.

divy(z7)

L V)V), €5)
e — Ve, ((x,1)v), ei)
i —ei({,v))v — (z, 1)V, e)

Q)

n— (z,v)H,

portanto a identidade (ii) esté provada.

Prova da identidade (iii). Notemos que:

A(v,a) = divy (Vi (v, a)),

para todo a € R™"!. Portanto, iniciaremos calculando o gradiente de (v,a) em M. To-

mando um vetor qualquer W € T, M temos:

W{v,a) =

(Vwv,a) =

<7WV, aT> = <vaT v, W),
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portanto,
V{v,a) = V,rv.

Tomando um referencial geodésico em z, isto é, V.,e; = 0, onde (e;, e;) = d;j,

calcularemos o divergente de V,rv.
divy (V(v,a)) = (Ve Verv,e;)
= (Ve Viae,)e, Vs €5)
{
{

Ve ((a,e)Ve,v), ei)
ei ({a,€;)) Vv ei) + {{a, ;) Ve, Ve

v, e;). (3.17)

i
Observe que

€; (<a> ej)) = <a> V€i6j>
= (a,V.e;+ (ﬁeiej, v)v)

= —(a,v)h(e;, ¢ ). (3.18)
Observe também que

<veivej v, €i> = <ve'v6]’ v, ei)?

Ve,Vev=V.V.v+ R(ee;)v+ V[emj]y.

J J i
Lembrando que e, e;] = Veiej — V..e; = 0 e substituindo na equacao acima
temos:
ﬁﬁejy = Veﬁeiu + R(e;, ej)v.

Agora usamos o fato de que o ambiente tem curvatura constante.

(R(ei,ej)v,ei) = c((ej,v){e;, e;) — (e, v)(e;,e)) =0,

e portanto temos

(Ve Vev,e) = (Ve, Ve, €), (3.19)
substituindo (3.18) e (3.19) e (3.17) temos:
Alv,a) = —(a,v)h(e;, e;)(Ve,v,e) + (a,€;)(Ve, Ve, €)
bl hler )+ (06 (6 (Tt ) (T T
—{a, V)|h* + (a, ¢;)e;(H)
—(a,V)|h]* + {a, VH)
= {(a,VH — |h|*v).
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Portanto a identidade (iii) estd provada.
Provemos agora a identidade (iv). Usando um referencial ortonormal em {e;}"

em M, temos

Alz,v) = Az, e)(v, e)
= (v,e)) Az, e;) + (x,e) A{v, e;) + 2(V{(x,e;), V(v,e:))
= (Az,v) + (z,Av) + 2(Vz, Vv)
= —H+{x,VH) — |h]*(x,v) + 2{e;, V,V)
= —H+ {(x,VH) — |h*(z,v) + 2H
= H+ (z,VH) — |h[*(z,v),

concluindo a demonstracao.

Por fim, provemos a identidade (v).

A(X,,v) = A(Xg e)(v,e)
= (Ve A(Xq, e;) + (Xa, ) Av,e;) + 2(V (X4, ), V{(v, e;))
= (AX,,v)+ (X, Av) + 2(VX,, V).

Usando a definigao de X, e as identidades (i) e (ii) temos:
1
(AXo,v) = (Alw, a)x = (j2* + 1)a), v))
— (Alz,a)z + (z,a) Az — (A%m?)a, "
= —H(y,a)<y,x> T H(az‘,a> - (n_ H<:L‘,V>)<V,a>
= —H(z,a) —n(v,a).
Temos também

(VXo, V) =
= (e, )r + (z, CL)@ (ei, 2)a, Ve,v)
(@, Vieaer) + (2, a){e;, Ver) = (@, Vi, ope,v)
= h(z", a") + (x,a)H — h(a®,2")
= (z,a)H.

V((z, a)z — 52l + 1)a), Vo)
z)a,

E por fim, usando a identidade (iii):

(X.,Av) = (X,,VH — |h|*v)
= (X, VH) — |h|*(X,,v).
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Proposicao 3.2.3. Seja z : M — B""' wma imersdo isométrica em wma bola unitdria
Euclidiana, cujo o bordo OM intersecta OB" ™ em um dngulo constante 6 € (0, 7). Para
cada a € R, defina:

Yo = n{x + cosbv,a) — H(X,,v) (3.20)
ao longo de M. Entdo p, satisfaz
/ Y dA = 0, (3.21)
M
Vipa—qpa = 0. (3.22)
Se, além disso, M tem curvatura média constante, entdo p, satisfaz também
A, + |h)*pq = (n|h|* — H*)(z,a). (3.23)

Demonstragao. (3.21) e (3.22) seguem das Proposigoes 3.1.3 e 3.2.1 respectivamente, ap6s

fazer uma substituicao direta. Se H é constante, a proposicao 3.2.2 implica que:

(v + |h|2)<$, Cl> = |h|2<1}, CL> - H<Va CL>,
(V+ |h*)(Xa,v) = H(z,a) —n(v,a),
(V+ ) {v,a) = 0.
Entao (3.23) segue diretamente do calculo anterior. O

Agora caracterizaremos as hipersuperficies capilares estaveis em uma bola unitéria

Euclidiana.

—n+1 s . s . v .
Teorema 3.2.1. Assuma que x : M — B € uma hipersuperficie capilar estdvel imersa
em uma bola Euclidiana unitdria B com curvatura média constante H > 0 e dngulo de
contato constante 0 € (0,7). Entdo x ou é uma bola totalmente geodésica ou uma calota

esférica.
Demonstracao. A condicao de estabilidade nos diz que
—/ p(Ap +|h[p)dA +/ p(Vup — qp)ds > 0, (3.24)
M oM

para toda fungao ¢ € F, onde

1
1= + cot Oh(p, p).

sen

Seja {e;}""! uma base ortonormal de R"*!. Para cada i = 1,...,n + 1, seja

@e, = n{x + cos v, e;) — H(X,,,v). Pela proposicao 3.2.3, temos [, ¢.,dA = 0 para todo
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v =1,...,n+1. Logo, aplicando cada uma das funcoes ¢, i = 1, ...,n+1, na desigualdade
(3.24) e usando a identidades (3.21) e (3.23), obtemos

/ (n{zx + cosOv, e;)(x, e;) — H{{x, ;) X, v))(n|h|* — H*)dA < 0. (3.25)
M
Agora, note que

n{x + cosbv,e;)(x,e;) = n{x+ cosb,x)

= n|z]* + ncosb(z,v),

e
L
(g, e)Xe, = (z,e5)({z, ei)x — S (|2]" + L)es)
1
= {med — 5l + D, e
= |z|* (Jz* + 1)z
1
= |z|*x 2?2 — ~x
2
1
= S0P~ e
Logo, somando (3.25) para i = 1,...,n + 1 e usando as duas identidades acima,
obtemos
1
/ <n|x|2 + ncosb{x,v) — §(|x|2 — 1)H (x, 1/)) (n|h|> — H*)dA < 0. (3.26)
M

No caso em que em que H =0 e 6 = 7, a desigualdade (3.26) implica

/ 22|h[2dA < 0.
M

Portanto, segue que |h| = 0, ou seja, M é totalmente geodésica. Com isso, temos
uma prova alternativa para um resultado de Ros-Vergasta [12].

Para o caso geral, inicialmente note que se
o = %(|:{;|2 —1)H — n((z,v) + cos ). (3.27)
Usando as identidade (ii) e (iv) da proposigao 3.2.2, pode-se verificar que ® satisfaz:
A® = (n|h|* — H*)(z,v). (3.28)
Como H é uma funcao constante temos que: VH = 0 portanto:

AD — A(%(|x|2—1)H—n((x,u>+cos€))

= HA%(\x]Q —1) — nA(z,v)
= H(n— H{x,v)) —n(H — |h|*(z,v))
= (n|h|* = H?){z,v)
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Uma vez que |z]? =1 e (z,v) = —cosf em OM, temos ® = 0 em OM. Conse-

quentemente,

/AlqﬂdA — /(@Aq>+|vq>|2)dA
M 2 M
= / OV, dds
oM
= 0. (3.29)

Adicionando (3.29) a (3.26) e usando 3.28, obtemos:

0o > /M (n(|ac|2 + cosb(x,v)) — %(|m|2 — 1)H (x, V>) (n|h|* — H?) + A%@QdA

1 1
= / (n|gsT|2 +n(x, v)? +ncosf{x, V) — §(|x|2 —1)H(z, 1/)) (n|h|* — H?) + Aéq)sz
M

- / n|xT\2(n]h]2 - H2) + (n((x, V) +mncosf) — %(!x\Q — 1)H) (n\h\z — H2)<x,y>
M

+ A%(I)QdA

_ / n|2T2(n|h2 — H?) — BAD + DAD + |[VOdA
M

= / n|lz” *(n|h]? — H?) + |V®|*dA
M
Z 07

onde usamos que n|h|> — H? > 0. Basta observar que:

2

h? = Zh >Zh22—<2h“) 1trh) I—i

onde a segunda desigualdade acima é exatamente a desigualdade entre as médias aritmética
e quadratica. Observe que a igualdade na primeira desigualdade ocorre se, e somente se,
hi;j = 0 para todo ¢ # j. Por outro lado, a igualdade entre as médias ocorre se, e somente
se, hi1 = -+ - = hyp, ou seja, h;j = ad;;, com a € R.

Com isso, obtemos que |27 |*(n|h|> — H?) = 0 e V® = 0 em M. Desta tltima,

segue que P é constante. Portanto,
0= A = (nlh]? — H?){z,v),

em M.
Por fim, segue de |27 |*(n|h|>*— H?) = 0 e (n|h|?— H?){(z,v) = 0 que n|h|*—H?* = 0
em M. De fato, basta notar que {x € M : z = 0} tem interior vazio pois M — B"™! ¢

uma imersao. Portanto, n|h|?> = H? em M e disto segue que M é umbilica. O

Observagao 3.2.1. Uma vez que a nova férmula de Minkowski vale também para hiper-

superficies fechadas em R"*! (Observagao 3.1.1) a prova acima para a estabilidade de
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superficies capilares funciona sem alteracoes para hipersuperficies fechadas. Isto significa
que foi dado uma nova prova do resultado de Barbosa-do Carmo [4] mencionado acima.

Isso também funciona para hipersuperficies fechadas em formas espaciais.
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Capitulo 4

Hipersuperficies Capilares em uma
Bola de H"t! e §"H1

Neste capitulo trabalharemos o caso quando M é a forma espacial H*t! ou S*t!
e B é uma bola geodésica em M. Como esses dois casos sdo similares, provaremos o caso
hiperbdlico e indicaremos as modificacoes necessarias para o caso esférico na secao 5.3.

O roteiro da prova da unicidade no espago hiperbélico é o mesmo do caso Eu-
clidiano, a ideia é construir o campo de Killing conforme X, para o caso hiperbdlico via
a transformacao conforme inversao. Usando a mesma técnica de tomar o divergente da
componente tangente de X, construiremos a formula do tipo Minkowski para o espaco
hiperbdlico, dessa formula obteremos uma familia de fungoes teste admissiveis que uti-
lizaremos no critério de estabilidade e usando os mesmo argumentos do caso Eclidiano
provaremos a unicidade.

O caso S" ¢ totalmente andlogo e sera indicado as modificacoes minimas. Além
disso, daremos a prova de uma variacao do teorema que é o caso em que a hipersuperficie
nao esta contida na bola, porém o bordo ainda esta contido no bordo da bola e o intersecta

em um angulo constante.

4.1 A nova férmula do tipo Minkowski em H"'!

Seja H"*! o espaco hiperbélico simplesmente conexo com curvatura —1. Usamos

aqui o modelo de bola de Poincaré, o qual é dado por:

4
H" = (B"™! G = %6, e = — 4.1
( g ])7 (1—|I|2)2 ( )
A vantagem de usar o modelo da bola de Poincaré é que, para este modelo, é
relativamente facil encontrar o campo de Killing conforme correspondente X,, como no

caso Euclidiano.
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Usamos § ou (-, -) para denotar a métrica Euclidiana em B"™! C R"*!. As vezes
também representamos a métrica hiperbodlica, em termos de coordenadas polares com

respeito a origem, como
G = dr? + senh? rgsn.

Usamos 7 = r(z) para denotar a distancia hiperbdlica da origem e denote Vy =
coshr. E fcil verificar que:

1+ ’xP senhr = —2’33‘

Vo =coshr = ——— .
o = coshr T[22 e

(4.2)

A funcao posicao r, em termos de coordenadas polares, pode ser representada

por:
x = senhr0,. (4.3)
E bem conhecido que z ¢ um campo de Killing conforme
Vi = Vyg. (4.4)

Seja BE uma bola em H"™ com raio hiperbélico R € (0,00). Por uma isometria
de H"™, podemos assumir B centrada na origem. BE, quando vista como um subcon-
junto de B! ¢ R™!, é a bola Euclidiana com raio Rg := y/1=alccosh R (0,1). As

1+arccosh R
curvaturas principais de IB% sdo coth R. O vetor normal unitdrio N a OB% com respeito
a g ¢ dado por
1

N f—
senh R

x.

Como no caso Euclidiano, para cada a € R™™!, definimos o correspondente campo

vetorial diferencidvel X, e H*™! por:

2

X, = ——
1—R?

1
(v, a)w = S(l* + Ry)a| . (4.5)
Além disso, definimos outro campo vetorial diferencidvel Y, em H"*! por:

Y, = 3 (e + Da— (z,a)a. (4.6)

Note que o vetor a ndo é constante (ou paralelo) com respeito a métrica hi-
perbdlica. Precisamos expressar algumas férmulas de derivados covariantes na métrica

hiperbdlica de varias fungoes e campos vetoriais associados a a.
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Proposicao 4.1.1. Para qualquer campo vetorial tangente Z em H" 1,
i) Vpa=elglz, Z)a+g(z,0)Z — 52, a)a),

ii) Vz(e a) = e *[g(z, e "a)Z — §(Z,e " a)x],

iii) VzVo =9(x, %),

i) ViV, =g(Z e a) + e "g(x, e a)g(Z, )

v) VY, =e gz, 2)a — e "g(Z,a)z,

vi) VzX, = —cosh Rle™*g(x, Z)a — e~*g(Z,a)x] + e "g(z,a)Z.

Demonstragio. Prova de (i). Seja {E;}f' os vetores unitdrios coordenados em R™*!,
Seja Z = Z'E; e a = a'E;. De (1.7) temos que

inEj = Ez(U)Ej + E](U)Ez - (5ZJVU,
2
Segue que
Vo = ZiajinEj
L2
= Z ajl_—W(fEiEj + 2, By — 1)
= e "[g(x,Z)a+g(x,a)Z —G(Z,a)x],
onde temos usado e % = 1_‘2"3'2 eg=e?(, ).

Prova de (ii). Observe que

Vz(e™) = —e“Z(u) = —e 2"g(z, Z). (4.7)
A identidade (ii) segue entao da identidade (i) e da equacao (4.7), como se observa
Vze"a = Z(u)a+e “Vya

= —e gz, Z)a+ e [g(x, Z)a+G(x,a)Z — G(Z, a)x]
= e "[g(x,e a)Z —g(Z, e "a)x].

Prova de (iii). A identidade (iii) segue facilmente observando que V, = e* — 1.

Como segue
vz% = Vz(e“—l)
= e"Z(u)
= 9(z,2)
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Prova de (iv). Reescrevemos V, como

V, = —2<I’ a) =g(x,e "a). (4.8)

|z[?
Calculemos V, usando (4.8). Usando (4.4) e a identidade (ii), temos
VzVo = §(Vzz,e"a) +g(x, V(e "a))
= Voe'g(Z,a) + e7[g(z, 0)g(w, Z) = §(Z, a)g(x, v)]
= ¢"g(Z,a) + e"G(x,a)3(Z, x),

na ultima igualdade, usamos que

1
Vi — e %g - hr — —— senh?
b —e “g(z,x) coshr — T———— senh”r

- 1 (4.9)

Provando assim a identidade (iv).
Prova de (v). Relembre que Y, = 1(|z|* 4+ 1)a — (z,a)z. Usando a identidade (i)
e (4.4) temos:
— 1 — —
VzYe = (v,2)a+ §(|x|2 +1)Vza—(Z,a)xr — (x,a)V zx
1
= gz, Z)a+ (| + e "[g(z, Z)a+ G(x, a)Z = §(Z, a)a]
_6_2u§<Z7 CL)I - 6_2u§(xa CL)‘/E)Z
= e "g(z,2)a—e"g(Z,a)x.

Prova de (vi). A prova da identidade (vi) é similar a da identidade (v).

_ 2 — 1 —
VZ)(a = D) <Zaa>x+<xaa>va_ <$,Z>CL——(‘$’2+R]§)VZCL
1-R2 2
-2 [e-%mz, W)z + 2 (x,a)oZ — g (x, Z)a
1
5 laf + Delgle, Z)a + 3o, )2 - (Z.0)]

g
R
2
+ = eV (|Jz|* + R3)e ™ ) g(x,a)Z
- R2
1— |z 1+ R% _ _ 1—|z*)_
= U G 0 — 5w 20a) + U g0 )2
AR
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Proposicao 4.1.2.

i) X, € um campo de Killing conforme em H"™' com

(vi(Xa)j + vj<Xa)i) = Vagij? onde Va = M (410)

]2

N | —

i1) Xa|aB]IIi% ¢ um campo vetorial tangente em OBS. Em particular,
9(Xa, N) = 0.
ii1) Y, € um campo vetorial de Killing em H" ™ isto é,
S(Ti(a); + T2 = 0. (111)

Demonstragao. Item (i). Recorde que X, é um campo de Killing conforme em uma bola
unitdria Euclidiana B"*! com respeito a métrica Euclidiana (proposicao 3.1.2). Um fato

bem conhecido é que um campo de Killing conforme ainda é conforme em relacao a uma

métrica conforme. Para ser mais exato, uma um referencial local ortonormal {e;}"*!,
temos

1 — 1 . _

é(V,-(Xa)j +V;(X,)i) = — divg(Xa)g,,
onde

divg(X,) = g(veixa, e)
= g(—cosh Rle™"g(z,e;)a — e "G(e;, a)x] + e “g(x,a)e;, e;)
= —coshRle™"g(x,a) —e "g(x,a)] + (n+ 1)g(x,e “a)

= (n+ 1)V, (4.12)

Item (ii). Isto é valido devido ao fato que (X,, av)|aIB;Rﬁ ., = 0 na métrica Euclidi-
ana e o fato que a transformagao conforme preserva angulo.

Item (iii). Como no item (i), sabemos que Y, é um campo de Killing conforme
em B! com respeito a métrica Euclidiana. Assim Y, é novamente um campo de Killing

conforme com respeito a métrica conforme g com

S(TiY); + V() = —— divy (V)7

n+1

onde

divg(Ye) = 9(VeYa, )
(eg(x, 2)a — e"g(Z,a)z, ;)

I
Q|

—u

(x,e "a) —g(z,e “a)

I
o <l
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Seja x : M — B uma hipersuperficie imersa isometricamente a qual intersecta
JBE em um angulo constante §. Como no espago Euclidiano, pelo uso das propriedades
de X, e Y, na proposicio 4.1.2 e o fato de BE ser umbilica em H"™!, temos a seguinte

formula do tipo Minkowski.

Proposigao 4.1.3. (Férmula de Minkowski). Seja x : M — BR wma imersdo isométrica
na bola hiperbdlica BY, cujo bordo OM intersecta OB% em um angulo constante 6 € (0, 7).
Seja a € R™™ um campo vetorial constante e X,, Y, sio definidos por (4.5) e (4.6).
Entao:

/ n(\/(l—i—senthos@g(Kl,y))dA:/ Hg(X,,v)dA. (4.13)
M M

Demonstracao. Da mesma forma que na prova da proposicao 3.2.1, pelo uso das duas

propriedades de X, na proposi¢ao 4.1.2 temos

/ nV, — Hg(X,, v)dA = / divar (XT)dA (4.14)
M M
— [ st
oM
2 2
= — RRZ cos 6 g(a,v)ds. (4.15)
1 —Rg oM

Seja
Z, =g, e "a)xr —g(z,v)(e “a).
Afirmamos que
diva Zy = ng(Ya, v). (4.16)

De fato, por um célculo direto temos

(Ve g(v, e "a)z, e;)

?(veiv,e ‘a) +g(v, e gz, e a)e; — glei, e "a)z]))g(x, ;)
(v,e"a)(nVy — Hg(z,v))

h(a",2") —e7"g(a”, e a)g(x,v) + g(v,e"a)(nVy — Hy(z,v)),

divps[g(v, e "a)x]

I
—

+
QI

divy[g(z, v)(e™a)] = G(Veglz,v)(e"a), e)

z,v)(e"[g(z, e a)n —g(e;, e a)g(x, €;)])
“(ng(z,e "a) — gz’ e "a)) — Hg(v,e “a)].

Il
i —~
8
U4
Q
Z
+
=l
8
S
)



Segue que

divyy Z, = nWg(v,e “a) —ne gz, e “a)g(x,v)
1
= ng(u,§(|x]2+1)a— (x,a)x)

- ng(Y:lv V)v
I E R e PSR 9 : ~
onde usamos que Vy = T = —5— e g =e"(,-). Assim provamos a afirmacao.

Integrando (4.16) sobre M e usando integragao por partes, temos

[ watvunaa= [ gz, s (4.17)

oM

Usando (2.5) e (2.6) ¢ fécil checar que
9(Za, 1)lons = Reg(v, a). (4.18)
A férmula do tipo Minkowski (4.13) segue de (4.14), (4.17) e (4.18). O

Proposigao 4.1.4. Ao longo de OM, temos que:

V,. (Vo +senh Rcos8g(Y,v)) = ¢q(V, +senh Rcos0g(Y,v)), (4.19)
Vuig(Xe,v) = qG(Xa,v), (4.20)
onde
= h . 4.21
1= coth R + cot Oh(pu, p1) (4.21)

Demonstragao. Nesta prova sempre tomaremos valores ao longo de M e usamos (2.5) e

(2.6). Primeiramente, note que:

= 2u 2u1 2 —Uu—

9(¥a,v) = (Yo, 2) = ™S (|2]° — 1)z, @) = e7"g(x, a) = V.
Assim temos:

Vo 4+ senh Rcos0g(Y,,v) = G(Ya,z + senh Rcos6v) (4.22)
= g(Y,,senh RN + senh R cos §(— cos @ + sen 67))
= senh Rsendg(Y,, p).

Pelas identidades (iv) e (v) da proposigao (4.1.1) temos que

V,.(Va + senh R cos 6g(Y,v))
—2u—

= 67“?(% &) +e g(xa a)g(ﬂa 33)
+senh Ros 05(Y, by, j)u) -+ senh R cos b~ (g, 1) (v, a) — g, a)gle, ).
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Usando v =

N +tanfu e x = senh RN, obtemos:

" cos 49

senh R cos fe " [g(x, 11)g(v, a) — g(u, a)g(z, v)]
= senh® Re™"g(y, a) — e~"g(x, )g(z, ).

Portanto temos:

V,.(V, + senh R cos 0g(Y,v))

= cosh Rg (l(\xl2 +1)a— (x,a)x ,u) + senh R cos 0g(Y,, h(p, 1))
= (cosh R + senh R cos Oh(p, 11))g(Ya, 1)-

Portanto, o primeiro membro da férmula (4.19) segue de (4.22) e (4.23).

Usando o fato de que N = senfy — cos fv, temos

2

(Xarv) — {e%w,amx V)~ Sl + B)a(a.v)

1—R2

2
= 1 [~ cos ORZG(sen O — cos Ov, a) + Rig(a, v)]
- g

2
= ——senfg(cosfu +senbv,a).

Como v = —ﬁﬁ%— tanfu e X, L N, temos:

9(Xa,v) = tan0g(X,, p).

Usando a identidade (vi) da proposigao (4.1.1) e a proposic¢ao 2.2.4, temos

Y

19(Xa,v) = —cosh Rle™"g(z, u)g(a, p) — e "g(p, a)g(x, v)]

+e "g(z, a)g(p, v) + g(Xa, h(p, 1)

= cosh RRg[sen0g(a, v) + cos 0g(p, a)] + hip, p)g(Xa, 1)

1 B _
= 7 coth Rg(Xa,v) + h(p, 11)g(Xa, 1),

(4.23)

e~ cosh? Rg(p, a) + (¢~ + e~*Yg(x, a)ge, j1+ senh R cos 03(Ya, h(s, 1))

(4.24)

(4.25)

(4.26)

onde na ultima igualdade usamos (4.24), provando assim (4.20). A prova estd completa.

]

Proposigao 4.1.5. Seja x : M — (B"™',g) uma imersao isométrica na bola de Poincaré

hiperbdlica. Seja a um campo vetorial constante em R, As sequintes identidades sdo

validas ao longo de M :

i) AVy =nVy — Hg(z,v),

ii) AV, =nV, — HV,V,,
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ii1) Ag(z,v) = HVy+ g(x, VH) — |h|*g(z, v),
Z-,U) AE(XCU V) = HVZL + E(thv VH) - ’h|2§(Xa7 V) - nvlfva + ng(”? Xa)7
v) AG(Ye,v) = —[h[G(Ye, v) + G(Ye, VH) + ng(Ya, v).

Demonstracao. Prova de (i). Da identidade (iv) da proposigao (4.1.1) temos que VVj =

zT | portanto, basta calcular divy; z7.

AVy = divy 2’
= g(Vea' e)
= G(Ve(z —gla,v)v), e)
= (Ve ei) = g, 1)g(Ve,vs ;)
= nVo— Hg(x,v),

portanto, a identidade (i) estd provada.

Prova de (ii). Da identidade (v) da proposicao (4.1.1) temos que VV, = e “a’ +

a)zt.

—Uu —u

e %g(z, e *a)zT, portanto, basta calcular divy, e %a? + e “g(z, e

AV, = divy (e a’ +e"g(z, e a)zT)

§(V6ie_“aT, )+ ﬁ(veie_ug(L e‘“a)xT, €i)s

= gle "[g(z, e a")e; — gles, e “a )], &;) + G(—e >"G(x, e:)g(z, e “a)z", ;)

g(eiu(eiug(eia aT) + 67u§<x7 eiuCL)g(eiu xT))$T7 ei) + §(67u§<x7 eiua)veixjt €i>

T

+

= e 'ga", e a")(n—1) — e *G(a", 2")g(z, e a) + e g(zT, e a")

e g(x, e Ma)g(at, 2" + e g(x, e a) (nVy — Hg(z,v))

_|_

= ne “g(x,e "a) + e "g(x,e a)(n(e* — 1) — Hg(z,v))

ne “g(x,e “a) +ng(x,e “a) —ne “g(zr,e “a) — He “g(z, e “a)g(z, v)

= nV,—HV,V,

portanto, a identidade (ii) estd provada.

Por conveniéncia provaremos primeiro a identidade (iv) e assim ganhamos (iii) e
(v), bastando apenas observar que x é um campo de Killing conforme (4.4) e Y, é um
campo de Killing (4.11).

Prova de (iv). Escolha um referencial ortonormal {e;}? ; em um dado ponto
p, isto é, veieﬂp = 0. Usaremos frequentemente a propriedade de X, ser conforme.

Calculamos em p,

eig(Xaay) = g(XaaSV(ei))_{'g(veiXaaV)



AG(Xq,v) = eieig(Xq,v)
= G(VeXa, Su()) + (X, Ve, (S, (e:)))
—3(Ve,(VuXa), €1) = G(Vy X, Hv)
= hijg(Ve,Xa, €;) + 9(Xa, (Ve, Sy (i) (e:) — hlei, Sy (e:))v)
~9(Ve. Vi Xa,e;) + HY,
= HV,+3(Xe, VH) = |h[’g(Xe,v) = (Ve V. X, ).

Usando a definicao de tensor curvatura e o fato que o espaco ambiente tem cur-

vatura —1, temos

~3(Ve, Vi Xa, &)
= —G(VuVeXa, ) + (Ve Xa i) + G(R(v, )Xo, €;)
= —V(VeXose) +5(Vei X, Voes) + GV Xas ) + ng (v, Xa)
= —nV,Vo+9(VeXo, Ve + [V, 6]) + §(Vien Xas €) + ng(v, X,)
= —nV,Va+ HV, +5([v, e, e)Va +ng(v, X,)

Além disso, a férmula de Koszul (1.6) fornece
2(Ve,v,e) = —g([vs el &) = G([ei €], v) +7([eq, ] e),
o que implica
9([v,eil,e;) = —H.

Combinando o resultado acima, temos a identidade (iv). As identidades (iii) e
(v) seguem diretamente de (iv).
[l

4.2 Unicidade de hipersuperficies capilares estaveis

em uma bola hiperbdlica

Teorema 4.2.1. Assuma z : M — BE C (B"™, ) € uma imersao capilar estdvel em uma
bola BE com curvatura média constante H > 0 e angulo de contato constante 6 € (0, ).

Entao x € totalmente umbilica.

Demonstracao. A desigualdade da estabilidade, proposicao 2.2.3, é dada por

—/ (A + |h*p — np)dA — /8 o(Vyup —qp)ds > 0, (4.27)
M M
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para toda fungao ¢ € F, onde ¢ é dado por (4.21) desde que OB% tenha curvatura
principal constante coth R.

Para a € R"*!, consideramos a funcao teste
o = (Vi + senh R cos 05(X,, v)) — HG(X,,v)

A férmula do tipo Minkowski (4.13) nos diz que [, p.dA = 0. Portanto, ¢, € F
e é uma funcdo admissivel para teste de estabilidade. Usando as identidades (ii), (iv) e

(v) da proposigao (4.1.5), notando que H é constante, temos que
A, + b2 pa — npa = (n|h|> — H*)V,. (4.28)

De (4.19) e (4.20), sabemos que:

VP — qpa = 0. (4.29)
Inserindo (4.28) e (4.29) na condicao de estabilidade (4.27), temos para qualquer
a € R,

/ [n(V, + senh Rcos 0g(Yov)) — Hg(X,, v)]Va(n|h|* — H*)dA < 0. (4.30)

Seja {e;}7"! uma base ortonormal de R"*!. Para cada i = 1,...,n + 1. Lembre
2(x,a
que V, = ﬁ, Xo = ﬁ((x,a)x—%ﬂxp—i-f{ﬁ)a) eY, = 3(|z[*+1)a—(z, a)z, portanto

temos

n+1
Afz|?
2 _
dVi= A= wPE 9(z, ),

=1

n+1
2 |"L‘|2 - RRz
X, = (Ve cosh |
;VZ ' 1-— RRz 1— |ZE|2 x ( 0 COS R)QZ
n+1

d VY., =u.
=1

Portanto, pela somatério de (4.30) para todo e;, i = 1,...,n + 1, temos

/M[n(g(x, ) + senh R cos0g(x,v)) — (Vo — cosh R)Hg(x,v)|(n|h|* — H*)dA < 0.(4.31)

Como no caso Euclidiano, introduziremos a funcao auxiliar
® = (Vy — cosh R)H — n(g(z,v) + cos @ senh R).
Das identidades (i) e (iii) da proposi¢ao (4.1.5), temos
A® = (n|h|* — H)g(z,v). (4.32)
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Note que ®|spr = 0. Assim temos:
Lo
A-D°dA = PV, Pds = 0.
M 2 oM
Adicionando isso a (4.31), usando (4.32), temos:
1
0o > / (ng(z,x) — (coshr — cosh R)Hg(x,v))(n|h|* — H?) + EACIDQ
M

= ng(z”,z")(n|h|? — H?) + |V®[|2dA
M
0.

I
v

O mesmo argumento do caso Euclidiano produz a umbilicidade da imersao .
Isso implica que z : M — BY é parte de uma hipersuperficie totalmente geodésica ou

parte de uma bola geodésica. A prova estd completa. O

4.3 O caso S"'!

Nesta secao, eshocaremos as modificagoes necessarias no caso em que o espago

ambiente é a forma espacial S**!. Usaremos o modelo

4

(Rn+l,gg = €2u(5) com U(l’) = W,
para representar S"t1\{S}, a esfera unitdria sem o polo sul. Seja B% uma bola em S+

l—cos R
1+cos R

com raio R € (0,7) centrado no polo norte, onde Rg = € (0,00). O campo

vetorial de Killing conforme X, e o campo vetorial de Killing Y, neste caso sao

2 1
Xa= 1z |(onade = 5ol + R2)a]. (1.33)
1 2
Y, = 5(1 — |z|*)a + (x,a)x. (4.34)

As funcoes V) e V, neste caso sao

e " 1

Teorema 4.3.1. Assuma z: M — B}, C (B",3) € uma imersao capilar estdvel em uma
bola BS, com curvatura média constante H > 0 e dngulo de contato constante 6 € (0, 7).

Entao x € totalmente umbilica.

Demonstracao. Usando X,, Y,, Vo e V,, a prova é semelhante ao caso hiperbdlico. O

método funciona para para bola com raio qualquer R € (0, ). O
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4.4 O problema exterior

Para finalizar o Capitulo, daremos um esboco da prova do problema exterior.

Tomamos o caso hiperbdlico como exemplo.

Teorema 4.4.1. Assuma que x : M — H""N\BE wma hipersuperficie capilar estdvel
imersa compacta fora da bola hiperbdlica BY com curvatura média constante H > 0 e

angulo de contato constante 6 € (0,7). Entao x € totalmente umbilica.

Demonstracao. Neste caso, a diferenca ocorre que r = —senh RN e o termo ¢ na pro-

posicao 2.2.3 é dado por

q=- coth R + cot Oh (g, ).

sen 6

Observando a prova da proposicao 4.1.3 vemos que a férmula de Minkowski fica
/ n(V, — senh Rcos 0g(Yy,v))dA = / Hg(X,,v)dA.
M M
Tomamos a fungao teste sendo
0o = n(V, —senh Rcos0g(Y,, v)) — Hg(X,, v). (4.35)

Entao [ A PadA = 0. Além disso, checando a prova da proposigao 4.1.4 vemos
que V0, = qp, ao longo de M. Da proposicio 4.1.5, ¢, em (4.35) ainda satisfaz (4.28).

Entao a prova é exatamente a mesma como do problema interior, Teorema 4.2.1 O

4.5 Consideracoes finais

Os teoremas (3.2.1), (4.2.1) e (4.3.1) juntos fecham o teorema de unicidade de
hipersuperficies capilares estaveis imersas em uma bola de uma forma espacial, caracteri-
zando, portanto todas as hipersuperficies com as tais propriedades sendo elas totalmente
umbilicas, ou seja, um disco geodésico ou uma calota esférica. Além disso o teorema
(4.4.1) afirma que a hipersuperficie ndo precisar estar contida na bola, contanto que seja
compacta e as demais condi¢oes dos teoremas sejam satisfeitas. Este resultado, como ja
mencionado, produz uma nova prova do teorema de Barbosa-do Carmo-Esncheburg [5]
e Ros-Vergasta [12]. Além disso, outros desdobramentos deste trabalho que nao foram
abordados aqui, porém sao muito importantes é a producao de uma nova desigualdade
do tipo Heintze-Karcher-Ros para hipersuperficies em uma bola, que, juntamente com
a nova formula de Minkowski, produz uma nova prova do Teorema de Alexandrov para
hipersuperficies CMC mergulhadas em uma bola com bordo livre. Estes resultado podem
ser conferidos no se¢ao 5 do trabalho Uniqueness of Stable Capillary Hypersurfaces in a
Ball de Guofang Wang e Chao Xia [14].
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