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RESUMO

A teoria de controle matemático é uma área da matemática aplicada que se

ocupa da análise de sistemas de controle de Equações Diferenciais Parciais (EDPs) ou de

Equações Diferenciais Ordinárias (EDOs). Essa teoria teve um grande desenvolvimento

com os trabalhos de Russel, J. L. Lions, O.Yu. Imanuvilov, A. V. Fursikov, E. Zuazua,

dentre outros. Neste trabalho estudaremos a controlabilidade nula e aproximada de uma

equação parabólica: a equação não linear do calor. Nossa prova baseia-se no fato de que

a não linearidade é globalmente Lipschitz. Assim, demonstraremos a existência de um

controle u em um espaço com peso que ao atuar no domı́nio, conduz o sistema ao estado

de equiĺıbrio. Mostramos que controlabilidade nula pode ser obtida através da desigual-

dade de Carleman , da desigualdade observabilidade e empregando-se os argumentos do

Teorema do ponto fixo para uma aplicacão de múltiplos valores. No caso da controlabi-

lidade aproximada, utilizando a desigualdade de Carleman, mostraremos que o conjunto

de estados admisśıveis RL(T ) é denso em L2(Ω).

Palavras-chave: Controlabilidade. Desigualdade de Carleman. Desigualdade de Obser-

vabilidade.



ABSTRACT

The Mathematical control theory is an area of applied mathematics that de-

als with the analysis of Partial Differential Equations (EDPs) or Ordinary Differential

Equations (ODE) control systems. This theory had a great development with the works

of Russel, J. Lions, O.Yu. Imanuvilov, A. V. Fursikov, E. Zuazua, among others. In this

work we will study the null and approximate controllability of a parabolic equation: the

nonlinear heat equation. Our proof is based on the fact that non-linearity is globally Lips-

chitz. Thus, we will demonstrate the existence of a control u in a space with weight that,

when acting in the domain, leads the system to the state of equilibrium. We show that

null controllability can be obtained through Carleman’s inequality, inequality of observa-

bility and using the arguments of the fixed-point theorem for a multi-value application.

In the case of approximate controllability, using Carleman’s inequality, we show that the

set of admissible states RL(T ) is dense in L2(Ω).

Keywords: Controllability. Carleman Inequality. Inequality of Observability.
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1 INTRODUÇÃO

Desde os tempos mais remotos, a humanidade sempre interessou-se por in-

vestigar o comportamento de determinados fenômenos da natureza. No decorrer de tais

averigações, uma pergunta natural que surge é a possibilidade de agir ou influenciar tal

fenômeno de modo a obter um comportamento desejado. Assim, a principal vocábulo

presente em tais indagações é o de controle.

A palavra controle tem um duplo significado. Primeiro, controlar um sistema

pode ser entendido simplismente testando ou certificando-se que seu comportamento é

satisfatório. Em um sentido mais profundo, o controle é também agir, com a finalidade

de garantir que o sistema se comporte como desejado. Por outro lado, os problemas de

controle além de possuirem como caracteŕıstica uma incógnita natural, o estado, que que-

remos controlar, possuem também uma outra variável a nossa disposição, o controle, que

atua sobre o estado com o intuito de alcançar ou aproximar os objetivos almejados.

Relembrando um pouco a história, verificamos que os romanos foram um dos

primeiros povos a utilizar alguns elementos da teoria de controle na construção de seus

arquedutos. Mais precisamente, sistemas engenhosos regulavam válvulas de modo a obter

o ńıvel de água constante. Além disso, muitos estudiosos afirmam que na Antiga Meso-

potâmia, mais de 2000 anos antes de Cristo, o sistema de controle de irrigação também

era uma arte conhecida.

Os trabalhos de Ch. Huygens e R. Hooke no final no século XVII sobre os-

cilação do pêndulo é um dos modelos mais modernos no desenvolvimento da teoria de

controle. O objetivo deles era alcançar uma medida precisa de tempo e localização, os

quais são tão valiosos na navegação. Estes trabalhos futuramente foram adaptados para

regular a velocidade de moinhos de vento. Posteriormente, J. Watt adaptou este modelo

em seu motor a vapor que constitui um mecanismo important́ıssimo na Revolução In-

dustrial. Neste mecanismo, quando a velocidade das esferas aumentava, uma ou várias

esferas destapavam algumas válvulas diminuindo a pressão e reduzindo a velocidade, con-

sequentemente as esferas voltavam a tapar as válvulas novamente de modo a aumentar

velocidade. Este mecanismo tinha por objetivo controlar a velocidade de forma a ficar

aproximadamente constante.
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O astrônomo britânico G. Aéreo foi o primeiro cientista a analisar matemati-

camente o sistema regulador inventado por Watt. Porém a primeira descrição matemática

definitiva só foi dada nos trabalhos de J. C. Maxwell, em 1968, onde alguns dos comporta-

mentos irregulares encontrados na máquina a vapor eram descritos e alguns mecanimsos

de controle foram propostos. Assim, podemos dizer que a teoria de controle possui uma

vasta literatura cuja origem encontra-se na Revolução Industrial, pois foi naquela época

que surgiu a automatização dos processos de produção e, com ela, a necessidade de ga-

rantir que o objetivo buscado fosse almejado. Por outo lado, no final dos anos 30 já se

pensava em dois modos de abordar os problemas de controle: a utilização de equações dife-

renciais e, portanto, os desenvolvimentos matemáticos notáveis que haviam-se produzido

neste campo nos séculos XVIII e XIX, e a utilização das técnicas em análise frequencial,

desenvolvidas pelo matemático francês Joseph Fourier.

R. Kalman, um dos grandes protagonistas da teoria de controle moderna, em

seu artigo [24] de 1974 sinalizava que, no futuro, os avanços na teoria de controle e a

otimização de sistemas complexos vinham da mão de grandes progressos matemáticos

mais que dos tecnológicos e, embora hoje não seja tão forte essa afirmação, o papel da

matemática tem crescido bastante nas últimas décadas na teoria de controle. A partir

dos anos 60 é reconhecida a necessidade de entrar no mundo do não-linear e do não de-

termińıstico que culminou na necessidade de utilizar cada vez mais a matemática para

descobrir os mistérios do controle de sistemas.

A controlabilidade de Equações Diferenciais Parciais (EDPs) tem sido objeto

de um estudo intenso durante as duas últimas décadas. Em 1965 Markus [35] introduziu

o conceito de controlabilidade de sistemas descritos por Equações Diferenciais Ordinárias

(EDOs). Já controlabilidade de EDPs, teve um grande impulso com os trabalhos de Russel

em [39] e [40], quando em 1978 publicou um artigo onde apresentava uma boa perspec-

tiva sobre os resultados mais relevantes que até esse momento haviam sido desenvolvidos.

Esses frequentemente estavam relacionados com outras áreas de EDPs: multiplicadores,

análise de Fourier não-harmônica, etc. Desde então, diversos autores tem contribúıdo

com resultados significativos para o estudo da controlabilidade. Neste contexto podemos

citar J. L. Lions que nos anos 80 em [32] e [33] apresentou o Método de Unicidade Hil-

bertiana (HUM). O HUM consiste em reduzir o problema da controlabilidade exata de

sistemas lineares em um resultado de continuação única, que é equivalente a encontrar

uma desigualdade de observabilidade para o sistema adjunto homogêneo.
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As principais contribuições para área de controlabilidade nula de sistemas de

equações parabólica são devidas a O.Yu. Imanuvilov e a M. Yamamoto, que em [21] e [22]

popularizaram o uso de estimativas globais de Carleman no contexto da controlabilidade

nula. Outro colaborador relevante foi E. Zuazua, que foi capaz de deduzir resultados

globais de controlabilidade para alguns sistemas não-lineares pela primeira vez em [43].

Vamos indicar brevemente como os problemas de controle são apesentados,

hoje em dia, em termos matemáticos. Para fixar as ideias , suponha que desejamos obter

um bom comportamento de um sistema f́ısico governado pela equação estado

A(y) = f(v) (1.1)

onde y é a solução, o estado, a variável, pertencente ao espaço vetorial Y, que fornece

informações sobre o “ status ” do sistema e v é o controle, a variável que podemos escolher

livremente no conjunto de controles admisśıveis Uad para atuar sobre o mesmo.

Consideremos A : D(A) ⊂ Y → Y e f : Uad → Y duas aplicações (lineares

ou não lineares). O operador A determina a equação que deve ser satisfeita pela variável

estado y, de acordo com as leis da f́ısica. A função f indica a forma como o controle v

atua sobre o sistema. Por simplicidade, assumamos que, para cada v ∈ Uad, a equação

(1.1) possua exatamente uma solução y = y(v) em Y . Então, de acordo com Zuazua [42],

“ controlar ” o sistema (1.1) é encontrar v em Uad de modo que a solução de (1.1) veri-

fique um objetivo prefixado. Quando esta propriedade é satisfeita, diz-se que o sistema é

controlável. Veremos que, quando o sistema é controlável, o controle pode ser constrúıdo

por minimização de um funcional (funcional custo). Entre todos os controles admisśıveis,

o controle obtido pela minimização do funcional é de norma mı́nima, e é frequentemente

chamado de “ melhor controle ”.

O trabalho que aqui apresentamos constitui minha dissertação de mestrado,

apresentada como requisito para a obtenção do grau de Mestra em Matemática. Ele é

baseado no artigo devido a J. Limaco, H. R. Clark, S. B. Menezes e L. A. Medeiros apre-

sentado na referência [30] cujo t́ıtulo é Carleman Inequality and Null Controllability for

Parabolic Equations.

O objetivo deste trabalho é obter a controlabilidade nula e aproximada e da

equação não linear do calor em um domı́nio ciĺındrico onde assumimos que a não linera-

ridade é globalmente Lipschitz. Para atingir nosso objetivo, necessitaremos do aux́ılio de

uma desigualdade de Carleman , de uma desigualdade de observabilidade e do Teorema

do ponto Fixo de Kakutani.
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Buscando uma abordagem significativa referente ao problema de controle, o

presente trabalho está dividido como segue:

No primeiro caṕıtulo apresentamos algumas noções básicas sobre distribuições,

espaços Lp, espaços de Sobolev, espaços envolvendo tempo e alguns resultados clásssicos

que são de grande importância para a compreensão do estudo proposto. Contudo, não

apresentaremos a demonstração dos resultados aqui apresentados, mas citaremos as re-

ferências onde os mesmos poderão ser encontrados.

No segundo caṕıtulo apresentaremos a formulação do problema de controla-

bilidade bem como a definição de controlabilidade nula e controlabilidade aproximada.

Entretanto, não demostraremos a existência e unicidade de soluções para o sistema (3.1)

visto que existem muitos resultados na literatura falando sobre tal questão.

No terceiro caṕıtulo enuciaremos e demostraremos a desigualdade de Carleman

para o sistema adjunto (3.3).

No quarto caṕıtulo provamos a desigualdade de observabilidade para o sistema

adjunto (3.3).

No quinto caṕıtulo estudamos o problema de controlabilidade nula e aproxi-

mada para a equação não linear do calor.
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2 PRELIMINARES

O presente caṕıtulo tem por objetivo apresentar algumas definições e os princi-

pais resultados que são necessários ao desenvolvimento deste trabalho, bem como fixar as

notações que serão utilizadas nos próximos caṕıtulos. Desta forma, não apresentaremos

as demonstrações dos resultados utilizados, mas citaremos as referências onde as mesmas

poderão ser encontradas.

2.1 Distribuições

Sejam x = (x1, x2, · · · , xn) pontos de Rn e α = (α1, α2, · · · , αn), n-uplas de

inteiros não negativos. Considerando |α| = α1 + α2 + · · · + αn e α! = α1!α2! · · ·αn!,

denotaremos o operador derivação em Rn por:

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 · · · ∂xαnn

Definição 2.1.1. Seja Ω um subconjunto aberto de Rn e f : Ω → Rn uma função

cont́ınua. Definimos o suporte de f , o qual denotamos por supp(f), como sendo o fecho

em Ω do conjunto {x ∈ Ω; f(x) 6= 0}. Se esse conjunto for um compacto de Rn, então

dizemos que f possui suporte compacto.

Representa-se por C∞0 (Ω) o espaço vetorial das funções continuamente e infi-

nitamente diferenciáveis em Ω e com suporte compacto em Ω.

A seguir, definiremos uma noção de convergência em C∞0 (Ω) que o tornará um

espaço vetorial topológico.

Definição 2.1.2. Seja Ω um aberto de Rn. Uma sequência (ϕn)n∈N em C∞0 (Ω) converge

para ϕ em C∞0 (Ω), quando existe um compacto K ⊂ Ω tal que:

(i) supp(ϕn) ⊂ K, ∀n ∈ N ;

(ii) a sucessão (ϕn)n∈N converge para ϕ uniformemente em K, juntamente com suas

derivadas de todas as ordens.
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O espaço vetorial C∞0 (Ω), munido da noção de convergência acima , é chamado

de Espaço das Funções Testes sobre Ω e é representado por D(Ω).

Definição 2.1.3. Denomina-se distribuição sobre um aberto Ω ⊂ Rn a toda forma linear

T : D(Ω)→ R cont́ınua no sentido da convergência em D(Ω), isto é,

(i) T (aϕ+ bψ) = aT (ϕ) + bT (ψ) ∀a, b ∈ R e ∀ϕ, ψ ∈ D(Ω);

(ii) Se ϕn converge para ϕ em D(Ω), então T (ϕn) converge para T (ϕ) em R.

Observação 2.1.1. O valor da distribuição T em ϕ, representa-se por 〈T, ϕ〉.

Definição 2.1.4. Considere-se o espaço vetorial de todas as distribuições sobre Ω. Neste

espaço, diz-se que a sucessão (Tn)n∈N converge para T , quando a sucessão (〈Tn, ϕ〉)n∈N
converge para 〈T, ϕ〉 em R, para toda ϕ em D(Ω).

O espaço das distribuições sobre Ω, com esta noção de convergência, é denotado

por D′(Ω).

Denotaremos por L1
loc(Ω) o espaço das (classes de ) funções u : Ω→ R tais que

|u| é integrável no sentido de Lesbegue sobre cada compacto K ⊂ Ω.

Exemplo 1. Seja u ∈ L1
loc(Ω). O funcional Tu : D(Ω)→ R, definido por

〈Tu, ϕ〉 =

∫
Ω

u(x)ϕ(x)dx

para toda ϕ ∈ D(Ω) é uma distribuição .

De fato, para cada ϕ ∈ D(Ω), a integral existe, pois ϕ possui suporte compacto

K contido em Ω. Sendo Tu linear, para provar que Tu é uma distribuição é suficiente

demonstrar que ela é cont́ınua. Assim para cada ϕ ∈ D(Ω), tem-se :

| 〈Tu, ϕ〉 | ≤
∫

Ω

|u(x)||ϕ(x)|dx ≤ (max
x∈K
|ϕ(x)|)

∫
K

|u(x)|dx

ou

| 〈Tu, ϕ〉 | ≤ C(max
x∈K
|ϕ(x)|). (2.1)

Se (ϕn)n∈N converge para zero em D(Ω), todas as ϕn possui suporte em um

compacto K fixo e converge para zero uniformemente em K. Deste fato e de (2.1) conclui-se

que (〈Tn, ϕn〉)n∈N converge para zero provando ser Tu uma distribuição sobre Ω.

Lema 2.1.1 (Du Bois Raymund). Seja u ∈ L1
loc(Ω). Então para toda ϕ ∈ D(Ω),∫

Ω
u(x)ϕ(x)dx = 0, se e somente se u = 0 quase sempre em Ω.
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Demonstração. Vide [36].

Observação 2.1.2. Segue do Lema de Du Bois Raymond que se u, v ∈ L1
loc(Ω), então

Tu = Tv em D′(Ω) se, e somente, se u = v. Desta forma, temos uma correspondência

biuńıvoca entre as distribuições do tipo Tu com o espaço L1
loc(Ω).

Definição 2.1.5. Seja T uma distribuição sobre Ω e α um multi-́ındice. A derivada DαT

(no sentido das distribuições ) de ordem |α| de T é o funcional definido em D(Ω) por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α|〈T,Dαϕ〉, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Observação 2.1.3. Decorre da definição acima que cada distribuição T sobre Ω possui

derivadas de todas as ordens. Assim, as funções de L1
loc possuem derivadas de todas as

ordens no sentido das distribuições.

Observação 2.1.4. DαT é uma distribuição sobre Ω, onde T ∈ D′(Ω). De fato, cla-

ramente temos que DαT é linear. Agora, para a continuidade, consideremos (ϕn)n∈N

convergindo para ϕ em D(Ω). Assim, |〈DαT, ϕn〉 − 〈Dα, ϕ〉| ≤ |〈T,Dαϕn − Dαϕ〉| → 0

quando n→∞.

2.2 O espaço Lp

Definição 2.2.1. Seja Ω um aberto de Rn e p ∈ R com 1 ≤ p < ∞. Denotamos por

Lp(Ω), o espaço vetorial das (classes de) funções mensuráveis u, definidas em Ω tais que

|u|p é integrável no sentido de Lesbegue em Ω.

O espaço Lp munido da norma ||u||Lp(Ω) = ||u||p =
(∫

Ω
|u(x)|pdx

) 1
p é um espaço

de Banach.

Quando p =∞, defini-se por L∞(Ω) o espaço das funções u : Ω→ R tais que

u é mensurável e existe uma constante C > 0 tal que |u(x)| ≤ C para todo x ∈ Ω. A

norma neste espaço é dada por ||u||L∞(Ω) = ||u||∞ = inf{C; |u(x)| ≤ C, q.t.p. em Ω}.

No caso p = 2, o espaço L2(Ω) é um espaço de Hilbert quando munido com o

produto interno

(u, v)L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx,

e norma induzida

|u|2L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)2dx.

Apresentaremos a seguir, algumas propriedades relacionadas ao espaço Lp(Ω).
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Proposição 2.2.1 (Desigualdade de Young). Se a e b são números reais não negativos,

então

ab ≤ ap

p
+
bq

q

sempre que 1 < p <∞ e 1
p

+ 1
q
.

Demonstração. Vide [38].

Proposição 2.2.2 (Desigualdade de Hölder). Sejam u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω), com 1 ≤

p ≤ ∞ e 1
p

+ 1
q

= 1. Então uv ∈ L1(Ω) e ||uv||1 ≤ ||u||p ||v||q.

Demonstração. Vide [3] ou [4] ou [38].

Proposição 2.2.3 (Desigualdade de Minkowski). Se 1 ≤ p < ∞ e u, v ∈ Lp(Ω), então

||u+ v||p ≤ ||u||p + ||v||p.

Demonstração. Vide [17].

Definição 2.2.2. Um espaço normado E que contém um subconjunto enumerável e denso

em E é dito separável.

Definição 2.2.3. Um espaço normado E é dito reflexivo se o mergulho canônico

JE : E → E ′′

for sobrejetor, isto é, JE(E) = E ′′. Neste caso, JE é um isomorfismo.

Proposição 2.2.4. Lp(Ω) é reflexivo para qualquer p, 1 < p <∞.

Demonstração. Vide [4].

Proposição 2.2.5. Suponha que Ω é um espaço de medida separável. Então, Lp(Ω) é

separável para qualquer p, 1 ≤ p <∞.

Demonstração. Vide [4].

Proposição 2.2.6. O espaço D(Ω) é denso em L2(Ω).

Demonstração. Vide [36].

Proposição 2.2.7. C∞0 é denso em Lp(Ω) para 1 ≤ p <∞.
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Demonstração. Vide [36].

Teorema 2.2.1 (Teorema da Representação de Riez). Sejam 1 < p <∞ e φ ∈ (Lp(Ω))′.

Então existe uma única função u ∈ Lq(Ω) com 1
p

+ 1
q

= 1, tal que

〈φ, v〉 =

∫
Ω

u(x)v(x)dx, ∀v ∈ Lp(Ω).

Além disso, ||u||q = ||φ||Lp(Ω)′ .

Demonstração. Vide [4].

Nas condições do Teorema de Representação de Riesz, a aplicação φ 7→ u é

um operador linear isométrico e sobrejetivo, e portanto, podemos identificar (Lp(Ω))′ com

Lq(Ω). Isto é (Lp(Ω))′ ≈ Lq(Ω).

2.3 Espaço de Sobolev

Nesta seção definiremos o Espaço de Sobolev e apresentaremos algumas de

suas principais propriedades.

Definição 2.3.1. Sejam Ω ⊂ Rn um subconjuto aberto, p um número real tal que 1 ≤

p < ∞. Dado um número inteiro m > 0, chama-se Espaço de Sobolev de ordem m e

denota-se por Wm, p(Ω) o espaço vetorial das (classes de ) funções u ∈ Lp(Ω), tais que

Dαu ∈ Lp(Ω) para todo multi-́ındice α com |α| ≤ m, sendo Dαu a derivada de u no

sentido das distribuições. Simbolicamente, temos:

Wm, p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω),∀α com |α| ≤ m}.

Definição 2.3.2. Para cada u ∈ Wm, p(Ω) define-se a norma de u por:

||u||m, p =

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|pdx

 1
p

, 1 ≤ p <∞.

||u||m, ∞ =
∑
|α|≤m

sup
x∈Ω

ess |Dαu(x)|.

Verifica-se facilmente que a função ||u||m, p, 1 ≤ p ≤ ∞, é uma norma em

Wm, p(Ω).

Proposição 2.3.1. O espaço de Sobolev Wm, p(Ω) é um espaço de Banach.
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Demonstração. Vide [1] ou [12] .

O caso p = 2, o espaço de Sobolev Wm, p(Ω) será denotado por Hm(Ω), isto

é, Wm, 2(Ω) = Hm(Ω).

Verifica-se que Hm(Ω) é um espaço de Hilbert quando munido do produto

interno

((u, v))Hm(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx+
m∑
|α|=1

∫
Ω

Dαu(x)Dαv(x)dx

e norma induzida

||u||2Hm(Ω) =

∫
Ω

|u(x)|2dx+
m∑
|α|=1

∫
Ω

|Dαu(x)|2dx.

Definição 2.3.3. Define-se o espaço Wm, p
0 (Ω) como sendo o fecho D(Ω) em Wm, p(Ω).

Quando p = 2 escreve-se Hm
0 (Ω) em vez de Wm, 2

0 (Ω).

Proposição 2.3.2. D(R)n é denso em Wm, p(Rn).

Demonstração. Vide [36].

Suponha 1 ≤ p < ∞ e 1 < q ≤ ∞ tal que 1
p

+ 1
q

= 1. Representa-se por

W−m, q(Ω) o dual topológico de Wm, p
0 (Ω). O dual topológico de Hm

0 (Ω) denota-se por

H−m(Ω).

Definição 2.3.4. Define-se por H1
0 (Ω) o núcleo do traço do mapa γ : H1(Ω) → L2(Γ),

isto é, H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω);u(x) = 0,∀x ∈ Γ no sentido do traço}, onde Γ é a fronteira

de Ω.

H1
0 (Ω) é um espaço de Hilbert quando munido do produto interno

((u, v))H1
0 (Ω) =

∫
Ω

∇u · ∇vdx,

e norma induzida

||u||2H1
0 (Ω) =

∫
Ω

|∇u(x)|2dx.

O dual do espaço H1
0 (Ω) é denotado por H−1(Ω).

Definição 2.3.5. Dizemos que u ∈ H2(Ω) se u ∈ H1(Ω) e ∂u
∂xi
∈ H1(Ω), para i =

1, 2, · · · , n.



21

Definição 2.3.6. Sejam X e Y espaços de Banach, com X ⊂ Y e i : X → Y a injeção

canônica de X em Y , que a cada elemento x ∈ X fazemos corresponder i(x) = x como

um elemento de Y . Dizemos que a imersão de X em Y é cont́ınua quando existe uma

constante C > 0, tal que ||x||X ≤ C||x||Y ,∀x ∈ X.

Definição 2.3.7. Sejam X e Y espaços de Banach, com X ⊂ Y . Dizemos que X está

compactamente imerso em Y se as seguintes condiçoes são satisfeitas:

(i) Existe uma constante C > 0, tal que ||x||X ≤ C||x||Y , ∀x ∈ X.

(ii) Qualquer sequência limitada em X é um pré-compacto em Y .

Denotamos as imersões cont́ınuas e compactas de X em Y , respectivamente,

por X ↪→ Y e X
c
↪→ Y

Se Ω é limitado e 1 ≤ p ≤ ∞ então Lq(Ω) ↪→ Lp(Ω).

Teorema 2.3.1 (Imersão de Sobolev). Sejam Ω um subconjunto limtado de Rn, (n ≥ 2),

Ω de classe Cm e 1 ≤ p <∞, então

(a) Wm, p(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q ≤ np
n−mp = p∗ se mp < n;

(b) Wm, p(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q <∞ e mp = n;

(d) Se n = 1 e m ≥ 1, então Wm, p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

Demonstração. Vide [4] e [36] .

Teorema 2.3.2 (Rellich-Kondrachov). Sejam Ω um subconjunto limitado de Rn, Ω de

classe C1 e 1 ≤ p <∞. Então as seguintes imersões são compactas:

(a) W 1, p(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q ≤ np
n−p = p∗ se p < n;

(b) W 1, p(Ω) ↪→ Lq(Ω), 1 ≤ q <∞ e p = n;

(d) W 1, p(Ω) ↪→ C(Ω) se p > n, onde C(Ω) é o espaço das funções cont́ınuas em Ω.

Demonstração. Vide [26] .
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2.4 Espaços envolvendo tempo

Nesta seção apresentamos alguns outros tipos de espaço Sobolev, estes com-

preendendo o tempo de mapeamento de funções no espaço de Banach. Além disso, estes

espaços são essenciais nas construções de solução fracas de equações diferenciais linear

parabólica e hiperbólica e equações diferenciais parabólica não-linear.

Seja X um espaço de Banach com norma ||.||.

Definição 2.4.1. Define-se o espaço Lp(0, T ; X) como sendo o espaço de todas as funções

mensuráveis u : [0, T ]→ X tal que ||u(t)||pX é integrável a Lesbegue em [0,T] com :

||u||Lp(0, T ; X) :=

(∫ T

0

||u(t)||pdt
) 1

p

<∞, para 1 ≤ p <∞ e

||u||L∞(0, T ; X) := sup
0≤t≤T

ess||u(t)|| <∞.

Definição 2.4.2. Define-se espaço C0([0, T ];X) como sendo o espaço de todas as funções

cont́ınuas u : [0, T ]→ X com :

||u||C0([0, T ]; X) := max
0≤t≤T

||u(t)|| <∞.

Teorema 2.4.1. SejamX e Y espaços de Hilbert tal queX ↪→ Y e u ∈ Lp(0, T ; X), u′ ∈

Lp(0, T ; Y ); 1 ≤ p <∞. Então u ∈ C0([0, T ]; Y ).

Demonstração. Vide [4].

Definição 2.4.3. Seja u ∈ L1(0, T ; X). Dizemos que v ∈ L1(0, T ; X) é a derivada

fraca de u, e escrevemos u′ = v, fornecendo∫ T

0

φ′(t)u(t)dt =

∫ T

0

φ(t)v(t)dt

para toda φ ∈ C∞0 (0, T ).

Definição 2.4.4. O espaço de Sobolev W 1, p(0, T ; X) consiste de todas as funções

u ∈ Lp(0, T ; X) tal que u′ existe no sentido fraco e pertence a Lp(0, T ; X). Além disso,

||u||W 1, p(0, T X) :=


(∫ T

0
||u(t)||pdt+

∫ T
0
||u′(t)||pdt

) 1
p
, se 1 ≤ p <∞;

sup
0≤t≤T

ess (||u(t)||+ ||u′(t)||) , se p =∞.

Escrevemos H1(0, T ; X) = W 1, 2(0, T ; X).
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Os dois teoremas seguintes dizem respeito ao que acontece quando você está

em diferentes espaços.

Teorema 2.4.2. Seja u ∈ W 1, p(0, T ; X) para algum 1 ≤ p <∞. Então

(i) u ∈ C0([0, T ];X) (depois de possivelmente ser redefinida em um conjunto de medida

nula.)

(ii) u(t) = u(s) +
∫ t
s
u′(τ)dτ para todo 0 ≤ s ≤ T .

(iii) max
0≤t≤T

||u(t)|| ≤ C||u(t)||W 1, p(0, T ; X), onde a constante C depende apenas de T .

Demonstração. Vide [12].

Teorema 2.4.3. Suponha que u ∈ L2(0, T ;H1
0 (X)), com u′ ∈ L2(0, T ;H−1(X)). Então

(i) u ∈ C0([0, T ];L2(X)) (depois de possivelmente ser redefinida em um conjunto de

medida nula.)

(ii) O mapeamento t 7→ ||u(t)||2L2(X) é absolutamente cont́ınuo, com

d

dt
||u(t)||2L2(X) = 2 〈u′(t), u(t)〉

para quase todo 0 ≤ t ≤ T.

(iii) Além disso, temos a estimativa

max
0≤t≤T

||u(t)||L2(X) ≤ C
(
||u||L2(0, T ; H1

0 (X)) + ||u′||L2(0, T ; H−1(X))

)
,

com a constante C dependendo apenas de T .

Demonstração. Vide [12].

Teorema 2.4.4. Vale as afirmações abaixo :

(i) W 1

(
0, T ;H1(Ω), (H1(Ω))∗

)
⊂ L2

(
0, T ;L2(Ω)

)
com imersão compacta.

(ii) W 1

(
0, T ;H1(Ω), (H1(Ω))∗

)
⊂ C0

(
[0, T ];L2(Ω)

)
com imersão cont́ınua.

Demonstração. Vide [8].
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2.5 Resultados clássicos

Nesta seção, apresentamos algumas definições e resultados clássicos que serão

úteis na demonstração do problema de controlabilidade.

Teorema 2.5.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para quaisquer x, y ∈ Rn, tem-se

| 〈x, y〉 | ≤ |x| · |y|, valendo a igualdade se, e somente se, um dos vetores x, y é múltiplo

do outro.

Demonstração. Vide [28].

Teorema 2.5.2 (Desigualdade de Cauchy). Dados a, b ∈ R, tem-se ab ≤ a2

2
+ b2

2
.

Demonstração. Vide [12].

Definição 2.5.1. Sejam Ω ⊂ Rn aberto e limitado, k ∈ {1, 2, · · · }. Dizemos que ∂Ω é Ck

se para cada ponto x0 ∈ ∂Ω, existe r > 0 e uma função γ : Rn−1 → R, Ck tal que - ao

redirecionar e reorientar os eixos coordenados, se necessário - temos:

Ω ∩B(x0, r) = {x ∈ B(x0, r);xn > γ(x1, · · · , xn−1)}.

Da mesma forma, ∂Ω é C∞ se ∂Ω é Ck, k = 1, 2, 3, · · · , e ∂Ω é anaĺıtica se o mapeamento

γ é anaĺıtico.

Para os três próximos teoremas, consideramos Ω um subconjunto limitado de

Rn tal que ∂Ω é C1.

Teorema 2.5.3 (Teorema de Gauss-Green). Suponha que u ∈ C1(Ω). Então∫
Ω

uxidx =

∫
∂Ω

uηidS, (i = 1, 2, · · · , n).

Demonstração. Vide [12].

Teorema 2.5.4 (Fórmula da integração por partes). Sejam u, v ∈ C1(Ω). Então,∫
Ω

uxivdx = −
∫

Ω

uvxidx+

∫
∂Ω

uvηidS, (i = 1, 2, · · · , n).

Demonstração. Vide [12].

Teorema 2.5.5 (Fórmulas de Green). Sejam u, v ∈ C2(Ω). Então,
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(1)
∫

Ω
∆udx =

∫
∂Ω

∂u
∂η
dS;

(2)
∫

Ω
∇u · ∇vdx = −

∫
Ω
u∆vdx+

∫
∂Ω
u∂v
∂η
dS;

(3)
∫

Ω
(u∆v − v∆u) dx =

∫
∂Ω

(
u∂v
∂η
− v ∂u

∂η

)
dS.

Demonstração. Vide [12].

Teorema 2.5.6 (Teorema da compacidade de Aubin-Lions). Sejam X0, X1 e X espaços

de Banach tais que:

(i) X0 ⊂ X ⊂ X1;

(ii) X0, X1 são reflexivos;

(iii) X0 ↪→ X é compacta.

Definimos

W =

{
v; v ∈ Lp0(0, T ; X0), v′ =

dv

dt
∈ Lp1(0, T ; X1)

}
, 0 < T <∞ e 1 < pi <∞, i = 0, 1,

munido da norma

||v||Lp0 (0, T ; X0) + ||v′||Lp1 (0, T ; X1).

Resulta W é um espaço de Banach e W está continuamente imerso em Lp0(0, T ; X).

Então, sob as hipóteses acima temos que a imersão de W em Lp0(0, T ; X) é compacta.

Demonstração. Vide [31].

Lema 2.5.1 (Lema de Aubin-Lions). Sejam X0, X e X1 três Espaços de Banach tais que:

(i) X0 ⊂ X ⊂ X1;

(ii) X ↪→ X1;

(iii) X0
c
↪→ X.

Então para todo η > 0, existe Cη dependendo de η, tais que:

||v||X ≤ η||v||X0 + Cη||v||X1 , ∀v ∈ X0.

Portanto, ∀η > 0,∃ dn tal que

||vn||Lp0 (0, T ; X) ≤ η||vn||Lp0 (0, T ; X0) + dη||vn||Lp0 (0, T ; X1)
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Demonstração. Vide [31].

Definição 2.5.2 (Convergência forte). Uma sequência (xn)n∈N em um espaço normado

X é dita ser fortemente convergente (ou converge na norma) se existe x ∈ X tal que

lim
n→∞

||xn − x|| = 0.

Denotamos a convergência forte por xn → x.

Definição 2.5.3 (Convergência fraca). Sejam X um espaço de Banach, X ′ o seu dual

e (xn)n∈N uma sequência de pontos xn ∈ X. Dizemos que xn converge fracamente para

x ∈ X e denotamos por xn ⇀ x, se para todo f ∈ X ′ tem-se 〈f, xn〉 → 〈f, x〉 .

Teorema 2.5.7 (Aubin-Lion). Sejam X, Y, Z espaços de Banach, sendo X reflexivo e

X
c
↪→ Z ↪→ Y . Suponha que (un)n∈N seja uma sequência uniformemente limitada em

Lp(0, T ; X) tal que (dun
dt

)n∈N = (u′n)n∈N seja limitada em Lp(0, T ; Y ) para p > 1. Então

existe uma subsequência de (un)n∈N que converge fortemente em Lp(0, T ; Z).

Demonstração. Vide [7].

Teorema 2.5.8 (Kakutani). Seja X um espaço de Banach. X reflexivo se e somente se

toda sequência (un)n∈N fortemente limitada em X possui uma subsequência (unk)k∈N que

converge fraco, isto é, unk ⇀ u em X.

Demonstração. Vide [4].

Lema 2.5.2 (Lema de Lions). Sejam Ω um aberto limitado de Rn, g e gi funções de

Lq(Ω), onde 1 < q <∞ e i ∈ N tais que ||gi||Lq(Ω) ≤ C, ∀i e gi → g quase sempre em Ω.

Então gi ⇀ g em Lq(Ω).

Demonstração. Vide [7] ou [31] .

Teorema 2.5.9 (Desigualdade de Gronwall). Sejam C ≥ 0 uma constante, u ≥ 0 quase

sempre em ]0, T [, uma função integrável em (s, T ) e ϕ : [s, T ] → R uma função cont́ınua

e não negativa tal que

ϕ(t) ≤ C +

∫ T

s

u(τ)ϕ(τ)dτ, ∀t ∈ [s, T ].

Então

ϕ(t) ≤ Ce
∫ T
s u(τ)dτ , ∀t ∈ [s, T ].

Demonstração. Vide [12] .
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Lema 2.5.3 (Desigualdade de Gronwall). Seja z(t) uma função real, absolutamente

cont́ınua em [0, a[ tal que para todo t ∈ [0, a[ tem-se

z(t) ≤ C +

∫ t

0

z(s)ds.

Então

z(t) ≤ Cet, ∀t ∈ [0, a[.

Consequentemente z(t) é limitada.

Demonstração. Vide [37] .

Definição 2.5.4. Seja X um espaço normado. Uma forma bilinear a : X×X → R é dita

(i) cont́ınua se existe uma constante positiva C tal que

|a(u, v)| ≤ C||u||X ||v||X , ∀u, v ∈ X;

(ii) coerciva se existe uma contante α > 0 tal que

a(u, v) ≥ α||v||2X , ∀v ∈ X.

Definição 2.5.5. Dado um conjunto X e uma função f : X → X, x∗ ∈ X é um ponto

fixo de f se f(x∗) = x∗.

Definição 2.5.6. Sejam X um espaço vetorial topológico localmente convexo, B ⊂ X

e a aplicação Φ : B → X que para cada p ∈ B corresponde um subconjunto convexo

não vazio Φ(p) de X. Dizemos que Φ é fechada se o seu gráfico,
⋃
p∈B

(p,Φ(p)), é um

subconjunto fechado do produto cartesiano X ×X.

Em termos de conjuntos diretos, pode ser indicado o seguinte:

xε → x em X, yε ∈ Φ(xε) e yε → y, então y ∈ Φ(x).

Este argumento generaliza a terminologia para o operador fechado A com A uma função

com o domı́nio D(X) denso em X. De fato, dizemos que A : D(A) → X é um operador

fechado, quando xn → x e Axn → y então x ∈ D(A) e y = Ax. Isto significa que o

gráfico de A é fechado em X ×X.

Teorema 2.5.10 (Teorema de Ponto Fixo de Kakutani). Seja B um subconjunto não

vazio convexo, compacto de um espaço vetorial X localmente convexo e Φ uma aplicação

que leva p ∈ B a um subconjunto não vazio Φ(p) de X, tal que seja convexo, compacto e

tenha gráfico fechado. Então o conjunto dos pontos fixos de Φ é não vazio e compacto.
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Demonstração. Vide [25] .

Teorema 2.5.11 (Teorema de Glicksberg). Dado um ponto x0 para uma aplicação fe-

chada e convexa Φ : S → S de um subconjunto compacto convexo S de um espaço

topológico linear, convexo e Hausdorff, existe um ponto fixo x ∈ Φ(x).

Demonstração. vide [20].

Assim como para funções em Rn, podemos definir derivadas direcionais em

espaços de Banach. Nestes espaços ela é conhecida como derivada de Gâteaux.

Definição 2.5.7. Sejam X, Y e espaços de Banach e U ⊂ X um aberto. Considere a

aplicação F : U → Y . Dizemos que F é Gâteaux diferenciável em x ∈ U se existe

A ∈ L(X, Y ) tal que para todo h ∈ X o limite abaixo existe e é finito

lim
ε→0

F (u+ εh)− F (u)

ε
= A(h).

A aplicação A é univocamente determinada e é chamada derivada de Gâteaux de F em

u.

Definição 2.5.8. Uma função f : Rn → R é dita convexa se

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y), ∀x, y ∈ Rn e 0 ≤ t ≤ 1.
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3 FORMULAÇÃO DO PROBLEMA DE

CONTROLABILIDADE

Seja Ω ⊂ Rn um subconjunto aberto, conexo e com fronteira ∂Ω = Γ de classe

C2 e seja ω ⊂ Ω. Para um número real T > 0, consideremos o cilindro Q = Ω× (0, T ) de

Rn+1, com fronteira lateral Σ = Γ× (0, T ).

Representamos os pontos de Ω por x = (x1, x2, · · · , xn), onde xi ∈ R , para i =

1, 2, · · · , n. Os pontos de Q são representados por (x, t), com x ∈ Ω e 0 < t < T.

Consideremos o seguinte sistema não-linear:
pt(x, t)−∆p(x, t) + g(p(x, t)) = χωu(x, t), em Q ;

p(x, t) = 0, em Σ ;

p(x, 0) = p0(x), em Ω .

(3.1)

Em (3.1) temos:

(i) As funções reais p = p(x, t), u = u(x, t) definidas em Q são, respectiva-

mente, o estado e o controle;

(ii) χω é a função caracteŕıstica de ω;

(iii) p0(x) representa o dado inicial do problema de valor de fronteira (3.1);

(iv) A função g : R→ R é C1(R), globalmente Lipschitz, isto é ,

|g(p1)− g(p2)| ≤M |p1 − p2|,∀p1, p2 ∈ R e g(0) = 0;

(v) pt representa a derivada parcial ∂p
∂t

;

(vi) ∆ representa o operador laplaciano, isto é, ∂
∂x21

+ ∂
x22

+ · · ·+ ∂
∂x2n

.

Neste texto, todas as derivadas estão no sentido da Teoria das Distribuições

de Laurent-Schawartz.

No presesente trabalho não apresentaremos a demostração da existência e uni-

cidade para o problema dado em (3.1). Uma demonstração de tal fato pode ser encontrada

em [29] ou em [11].

O problema de controlabilidade nula para o sistema (3.1) pode ser formulado

como segue :

Dados T > 0 e p0(x) ∈ L2(Ω), encontrar um controle u ∈ L2(Q) tal que a
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solução de (3.1) satisfaz

p(x, T ) = 0 em Ω.

Analogamente, o problema de controlabilidade aproximada para o sistema

(3.1) pode ser formulado da seguinte forma : dados T > 0, p0(x), pT (x) ∈ L2(Ω) e ε > 0,

encontrar um controle u ∈ L2(Q) tal que a solução de (3.1) satisfaz

| p(x, T )− pT (x) |L2(Ω) < ε.

Seja f : R→ R dada por

f(p) =


g(p)
p
, se |p| > 0 ;

g′(0), se p = 0 .

Note que f é uniformemente limitada em L∞(Q), pois g é globalmente Lips-

chitz.

Com o aux́ılio da função f , obtemos o sistema linearizado associado com (3.1)

dado por : 
pt(x, t)−∆p(x, t) + f(p(x, t))p(x, t) = χωu(x, t), em Q ;

p(x, t) = 0, em Σ ;

p(x, 0) = p0(x), em Ω .

(3.2)

Definição 3.0.1. O sistema (3.2) é dito aproximadamente controlável em L2(Ω), no

tempo T > 0, se para cada ε > 0, dado p0 ∈ L2(Ω) e pT (x) ∈ L2(Ω), existe um controle

u ∈ L2(Qω), com Qω = ω × (0, T ), de modo que a correspondente solução p(x, t) de (3.2)

satisfaz | p(x, T )− pT (x) |L2(Ω) < ε.

Definição 3.0.2. O sistema (3.2) é dito de controlabilidade nula no tempo T > 0, se para

cada p0 ∈ L2(Ω) existe um controle u ∈ L2(Qω) tal que solução p(x, t) de (3.2) satisfaz

p(x, T ) = 0, quase sempre em Ω.

Consideremos a função real a(x, t) uniformemente limitada no sentido

| a(x, t) |L∞(Q) < M.

Façamos a(x, t) = f(p(x, t)) e considere o sistema adjunto de (3.2) dado por :
wt(x, t) + ∆w(x, t)− a(x, t)w(x, t) = f1(x, t), em Q ;

w(x, t) = 0, em Σ ;

w(x, T ) = wT , em Ω .

(3.3)
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com wT ∈ L2(Ω) e f1 ∈ L2(Q).

A partir do sistema adjunto (3.3) vamos estabelecer a desigualdade de Carle-

man e a desigualdade de observabilidade.
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4 DESIGUALDADE DE CARLEMAN

Neste caṕıtulo iremos provar a desigualdade de Carleman para o sistema ad-

junto (3.3). A demonstração será feita seguindo o método de Fursikov- Imanuvilov [19].

As desigualdades de Carleman são estimativas de peso inicialmente introduzi-

das por Carleman em [6] para provar a continuação única de um sistema de EDP. Elas já

passaram por grandes desenvolvimentos e se revelaram ferramentas muito eficazes na de-

monstração de problemas de controlabilidade. Embora esta seja uma ferramenta técnica

de cálculos extensos, ela nos fornece informações sobre o comportamento de um sistema

definido em um subconjunto de Rn+1 a partir de dados referentes a uma pequena parte

desse domı́nio ou fronteira. Com o aux́ılio desta ferramenta, podemos estabelecer uma

desigualdade de observabilidade e assim garantir a controlabilidade do sistema (3.3).

O seguinte resultado é de importância fundamental para o desenvolvimento

deste trabalho, pois ele nos possibilitará definir funções peso que nos auxiliarão na prova

da desigualdade de Carleman.

Lema 4.0.1. Seja ω0 ⊂ ω ⊂ Ω um subconjunto aberto não vazio. Então existe uma

função ψ ∈ C2(Ω), Ω fecho de Ω , tal que
ψ(x) > 0, para todo x ∈ Ω;

ψ = 0, para todo x ∈ Γ;

|∇ψ(x)| > 0, para todo x ∈ Ω− ω0 .

Demonstração. vide [19] ou [23].

Usando a função ψ do lema acima, introduzimos as funções:

φ(x, t) =
eλψ(x)

β(t)
e α(x, t) =

eλψ(x) − e2λ||ψ||

β(t)
(4.1)

com β(t) = t(T − t), 0 < t < T, λ > 0 um parâmetro real e ||ψ|| = max
x∈Ω
|ψ(x)|.

Note que φxi = λψxi
eλψ(x)

β(t)
e αxi = λψxi

eλψ(x)

β(t)
. Logo,

∇φ = λ
eλψ(x)

β(t)
∇ψ = λφ∇ψ = ∇α. (4.2)
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Teorema 4.0.1. Sejam ψ, φ, α funções definidas acima. Então existem constantes

positivas λ0, s0 e C tal que∫
Q

(
(sφ)−1

(
|wt|2 + |∆w|2

)
+ λ2sφ|∇w|2 + λ4(sφ)3|w|2

)
e2sαdxdt ≤ C

∫
Q

e2sα|f1|2dxdt

+ C

∫
Qω

e2sαλ4(sφ)3|w|2dxdt

(4.3)

para todo s ≥ s0 e λ ≥ sλ0, onde s0 = s1(Ω, ω)(T + T 2), λ0 = λ0(Ω, ω), C = C(Ω, ω),

w = w(x, t) é solução do sistema adjunto (3.3), |.| é o valor absoluto de números reais e

s1 é uma constante apropriada.

Esta desigualdade é denominada desigualdade de Carleman.

Demonstração. A demonstração da desigualdade de Carleman será feitas em etapas se-

guindo Fursikov-Imanuvilov [19] e, dentre os resultados que nos auxiliarão na demosn-

tração do mesmo, podemos citar as Fórmulas de Green (Teorema 2.5.5), o Teorema de

Gauss-Green (Teorema 2.5.3), a desigualdade de Yong (Proposição 2.2.1), a desigualdade

de Cauchy-Schwarz (Teorema 2.5.1), desigualdade de Cauchy (Teorema 2.5.2), e o Lema

de Fursikov-Imanuvilov (Lema 4.0.1).

Etapa 1: Mudança de variáveis e análise de algumas integrais

Consideremos uma mudança conveniente de variáveis para introduzir no sis-

tema adjunto (3.3) a função de regularização esα(x,t). De fato, definindo w(x, t) = e−sα(x,t)p(x, t)

ou p(x, t) = esα(x,t)w(x, t) , obtemos :

wt(x, t) = −sαte−sαp+ e−sαpt . (4.4)

Além disso,
∂w

∂xi
= −s ∂α

∂xi
p+ e−sα

∂p

∂xi
. (4.5)

∂2w

∂x2
i

= −s∂
2α

∂x2
i

e−sαp+ s2

(
∂α

∂xi

)2

e−sαp− s ∂α
∂xi

e−sα
∂p

∂xi
− s ∂α

∂xi
e−sα

∂p

∂xi
+ e−sα

∂2p

∂x2
i

= −s∂
2α

∂x2
i

e−sαp+ s2

(
∂α

∂xi

)2

e−sαp− 2s
∂α

∂xi
e−sα

∂p

∂xi
+ e−sα

∂2p

∂x2
i

.

(4.6)

Portanto, obtemos :

∆w = −s∆αe−sαp+ s2|∇α|2e−sαp− 2se−sα∇α · ∇p+ e−sα∆p . (4.7)
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De (4.2), temos:

∆α = ∇2α = ∇ · (∇α) = ∇ · (λφ∇ψ) = λ∇φ · ∇ψ + λφ∇ · (∇ψ)

= λ (λφ∇ψ) · ∇ψ + λφ∆ψ = λ2φ|∇ψ|2 + +λφ∆ψ

(4.8)

e

|∇α|2 = |λφ∇ψ|2 = λ2φ2|∇ψ|2 . (4.9)

Dáı, substituindo (4.8) e (4.9) em (4.7), obtemos :

∆w = −s
(
λ2φ|∇ψ|2 + λφ∆ψ

)
e−sαp+ s2λ2φ2|∇ψ|2e−sαp− 2sλφe−sα∇ψ · ∇p+ e−sα∆p .

(4.10)

Assim de (4.4), (4.10), podemos reescrever (3.3)1 da seguinte forma :

e−sαpt − sαte−sαp+ e−sα(−2sλφ∇φ · ∇p+ s2λ2φ2|∇ψ|2p− sλ2φ|∇ψ|2p− sλφ∆ψp+ ∆p) =

f1 + a(t)e−sαp . (4.11)

Afirmamos que :

p(x, 0) = esα(x,0)w(x, 0) = 0 em Ω . (4.12)

De fato, pelo Lema 4.0.1 temos ψ(x) > 0, ∀x ∈ Ω. Logo,

ψ(x) < 2||ψ|| ⇒ λψ(x) < 2λ||ψ||

⇒ eλψ(x) < e2λ||ψ||

⇒ eλψ(x) − e2λ||ψ|| < 0 .

Como β(t) > 0, então α(x, t) = eλψ(x)−e2λ||ψ||
β(t)

< 0 e e−sα(x,0) = lim
t→0+

esα(x,t) = 0.

Logo, vale (4.12).

Por argumento análogo, obtém-se :

p(x, T ) = e−sα(x,0)w(x, T ) = 0 em Ω . (4.13)

Assim, usando (4.11), (4.12) e (4.13) podemos reescrever a equação estado

(3.3) nas novas variáveis da seguinte forma :

pt − sαtp− 2sλφ∇φ · ∇p+ s2λ2φ2|∇ψ|2p− sλ2φ|∇ψ|2p+ ∆p −

−sλφ∆ψp = f1e
sα + a(t), em Q ;

p(x, t) = 0, em Σ ;

p(x, 0) = p(x, T ) = 0, em Ω .

(4.14)
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Note que −sλ2φ|∇ψ|2p = −2sλ2φ|∇ψ|2p+ sλ2φ|∇ψ|2p .

Consideremos a seguinte notação :
U(t)p = −2sλ2φ|∇ψ|2p− 2sλφ∇ψ · ∇p ;

V (t)p = −∆p− s2λ2φ2|∇ψ|2p− sλ2|∇ψ|2p+ αtsp ;

Z(t)p = sλφ∆ψ p+ a(t)p.

(4.15)

Desta forma, podemos reescrever a equação (4.14)1 como

pt + U(t)p− V (t)p = esαf1 + Z(t)p . (4.16)

Note que :

d

dt

(
(V (t)p) p

)
=

(
d

dt
(V (t)p)

)
p+ (V (t)p) pt

Por outro lado,(
d

dt
(V (t)p)

)
p =

(
−∆pt − 2s2λ2φφt|∇ψ|2p− sλ2φt|∇ψ|2p+ αttsp

)
p+ (−s2λ2φ|∇ψ|2pt

− sλ2φ|∇ψ|2pt + αtspt)p = (Vt(t)p)p+ (V (t)pt)p ,

onde (Vt(t)p) p = (∆pt − 2s2λ2φφt|∇ψ|2p− sλ2φt|∇ψ|2p+ αttsp) p . Desta forma, temos:

d

dt

∫
Ω

(V (t)p) p dx =

∫
Ω

(V (t)pt) p dx+

∫
Ω

(V (t)p) pt dx+

∫
Ω

(Vt(t)p) p dx .

As duas primeiras integrais acima podem ser escritas como :

2

∫
Ω

(V (t)p) pt.

Assim, substituindo a expressão de pt dada em (4.16), obtemos :

d

dt

∫
Ω

(V (t)p) p dx = 2

∫
Ω

(V (t)p) (esαf1 + Z(t)p− U(t)p+ V (t)p) dx+

∫
Ω

(Vt(t)p) p dx .

(4.17)

De (4.12) e (4.13) temos que p(0) = p(x, 0) = 0 em Ω e p(T ) = p(x, T ) = 0 em Ω. Logo,

integrando (4.17) de 0 a T , temos :

0 = 2

∫
Q

(V (t)p)2 dx dt+ 2

∫
Q

(V (t)p) (esαf1 + Z(t)p) dx dt+

∫
Q

(Vt(t)p) p dx dt

+ 2

(
−
∫
Q

(V (t)p) (U(t)p)

)
dx dt . (4.18)
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Análise dos termos de (4.18)

Denotando por X a última integral de (4.18), temos :

X = −
∫
Q

(V (t)p) (U(t)p) dx dt

= −
∫
Q

(
∆p+ s2λ2φ2|∇ψ|2p+ sλ2|∇ψ|2p− αtsp

) (
2sλ2φ|∇ψ|2p+ 2sλφ∇ψ · ∇p

)
dx dt .

(4.19)

Como ψ(x) > 0, ∀x ∈ Ω, então :

||ψ|| − ψ(x) ≤ ||ψ|| ⇒ 2λ||ψ|| − 2λψ(x) ≤ 2λ||ψ|| ⇒ e2λ||ψ||−2λψ(x) ≤ e2λ||ψ|| .

Agora, note que da definição de φ e α, obtemos :

|φt| =

∣∣∣∣−β′(t)β(t)2
eλψ
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−(T − 2t)

β(t)2
eλψ
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−(T − 2t)

β(t)2
eλψ · e

λψ

eλψ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−(T − 2t)

eλψ
· e

2λψ

β(t)2

∣∣∣∣
=
|T − 2t|
eλψ

φ2 ≤ |T − 2t|φ2 ≤ Cφ2· (4.20)

|αt| =

∣∣∣∣−β′(t)β(t)2

(
eλψ − e2λ||ψ||) ∣∣∣∣ =

|β′(t)|
β(t)2

∣∣∣∣eλψ − e2λ||ψ||
∣∣∣∣ =
|β′(t)|
β(t)2

∣∣∣∣eλψ − e2λ||ψ||
∣∣∣∣ · e2λψ

e2λψ

= |T − 2t| ·
∣∣∣∣eλψ − e2λ||ψ||

e2λψ

∣∣∣∣ e2λψ

β(t)2
= |T − 2t| ·

∣∣∣∣ 1

eλψ
− e2λ||ψ||−2λψ

∣∣∣∣φ2

≤ |T − 2t| ·
∣∣∣∣ 1

eλψ
+ e2λ||ψ||−2λψ

∣∣∣∣φ2 ≤ |T − 2t| · |1 + e2λ||ψ|||φ2 ≤ Cφ2.

(4.21)

Sendo que a constante C depende de T, λ, ||ψ|| e Ω, isto é, C = C(T, λ, ||ψ||,Ω).

Temos ainda :

|αtt| =

∣∣∣∣−β′′(t)
(
eλψ − e2λ||ψ||) β(t)2 + β′(t)

(
eλψ − e2λ||ψ||) 2β′(t)β(t)

β(t)4

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−β′′(t)β(t)2 + 2β(t)β′(t)2

β(t)4

∣∣∣∣∣∣∣∣eλψ − e2λ||ψ||
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣−β′′(t)β(t) + 2|T − 2t|2

β(t)3

∣∣∣∣∣∣∣∣eλψ − e2λ||ψ||
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣2β(t) + 2|T − 2t|2

β(t)3

∣∣∣∣∣∣∣∣eλψ − e2λ||ψ||
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣2β(t) + 2|T − 2t|2

β(t)3

∣∣∣∣∣∣∣∣eλψ − e2λ||ψ||
∣∣∣∣ · e3λψ

e3λψ

=

∣∣∣∣2β(t) + 2|T − 2t|2

eλψ

∣∣∣∣∣∣∣∣eλψ − e2λ||ψ||

e2λψ

∣∣∣∣ · φ3

≤
(
2|β(t)|+ 2|T − 2t|2

) (
1 + e2λ||ψ||)φ3

≤ Cφ3. (4.22)
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Sabendo que p = 0 em
∑

, então pela fórmula de Green, temos :∫
Q

∇pt · ∇p dxdt = −
∫
Q

p∆pt dxdt ·

Logo,

−
∫
Q

p∆pt dxdt =

∫
Q

∇pt · ∇p dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

∇pt · ∇p dxdt

=

∫ T

0

(∇pt,∇p)L2(Ω)dt =
1

2

∫ T

0

d

dt
|∇p|2L2(Ω)dt · (4.23)

De (4.18), definimos X1 =

∣∣∣∣ ∫Q (Vt(t)p) p dxdt

∣∣∣∣. Assim, sabendo que existe

Ĉ1 > 0 tal que |∇ψ|2 ≤ Ĉ1 , então de (4.20), (4.21), (4.22) e (4.23), obtemos :

X1 =

∣∣∣∣ ∫
Q

(Vt(t)p) p dxdt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
Q

(
−∆pt − 2s2λ2φφt|∇ψ|2p− sλ2φt|∇ψ|2p+ αttsp

)
p dxdt

∣∣∣∣
≤

∫
Q

|p∆pt| dxdt+ 2

∫
Q

s2λ2φ|φt||∇ψ|2|p|2 dxdt+

∫
Q

sλ2|φt||∇ψ|2|p|2 dxdt +

+

∫
Q

|αtt|s|p|2 dxdt =
1

2

d

dt

∫ T

0

|∇p|2L2(Ω) dt + 2

∫
Q

s2λ2φ|φt||∇ψ|2|p|2 dxdt +

+

∫
Q

sλ2|φt||∇ψ|2|p|2 dxdt+

∫
Q

|αtt|s|p|2 dxdt ≤
1

2

d

dt

∫ T

0

|∇p|2L2(Ω) dt +

+ 2CĈ1

∫
Q

s2λ2φ3|p|2 dxdt+ CĈ1

∫
Q

sλ2φ2|p|2 dxdt+ C

∫
Q

sφ3|p|2 dxdt

≤ 1

2

d

dt

∫ T

0

|∇p|2L2(Ω) dt+ C1

∫
Q

(
s2λ2φ3 + sλ2φ2 + sφ3

)
|p|2 dxdt

(4.24)

onde C1 = máx { 2CĈ1, CĈ1, C }. Por outro lado, como 1
2
d
dt

∫ T
0
|∇p|2L2(Ω) dt = 0, então :

X1 ≤ C1

∫
Q

(
s2λ2φ3 + sλ2φ2 + sφ3

)
|p|2 dxdt · (4.25)

Temos ainda de (4.18) que :

X2 =

∣∣∣∣2∫
Q

(V (t)p) (esαf1 + Z(t)p) dx dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣2∫
Q

(V (t)p) esαf1 dxdt+ 2

∫
Q

(V (t)p) (Z(t)p) dxdt

∣∣∣∣
≤

∫
Q

|2 (V (t)p) esαf1| dxdt+

∫
Q

|2 (V (t)p) (Z(t)p) | dxdt

≤
∫
Q

|V (t)p|2dxdt+

∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+

∫
Q

|V (t)p|2dxdt+

∫
Q

|Z(t)p|2dxdt

= 2

∫
Q

|V (t)p|2dxdt+

∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+

∫
Q

|Z(t)p|2dxdt · (4.26)
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Da definição de Z(t)p e sabendo que existe Ĉ2 > 0 tal que |∆ψ|2 ≤ Ĉ2, temos:∫
Q

|Z(t)p|2dxdt =

∫
Q

|sλφ∆ψ p|2 dxdt

≤
∫
Q

(
2|sλφ∆ψ p|2 + 2|a(t)p|2

)
dxdt

= 2

∫
Q

s2λ2φ2|∆ψ|2 |p|2 dxdt+ 2

∫
Q

|a(t)|2|p|2 dxdt

≤ 2Ĉ2

∫
Q

s2λ2φ2|p|2 dxdt+ 2M2

∫
Q

|p|2 dxdt

≤ C2

∫
Q

(
s2λ2φ2 +M

)
|p|2 dxdt

(4.27)

onde C2 = máx { 2Ĉ2, 2M }. Assim, (4.26) torna-se :

X2 ≤ 2

∫
Q

|V (t)p|2dxdt+

∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+ C2

∫
Q

(
s2λ2φ2 +M

)
|p|2 dxdt · (4.28)

Segue de (4.18) que 2X + 2
∫
Q
|V (t)p|2 dxdt ≤ X1 + X2. Logo, de (4.25) e

(4.28), temos :

2X + 2

∫
Q

|V (t)p|2 dxdt ≤ C1

∫
Q

(
s2λ2φ3 + sλ2φ2 + sφ3

)
|p|2 dxdt+ 2

∫
Q

|V (t)p|2 + dxdt

+

∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+ C2

∫
Q

(
s2λ2φ2 +M

)
|p|2 dxdt ·

Fazendo C0 = máx{ C1, C2 }, obtemos :

2X + 2

∫
Q

|V (t)p|2 dxdt ≤ C0

∫
Q

(
s2λ2φ3 + sλ2φ2 + sφ3

)
|p|2 dxdt+ 2

∫
Q

|V (t)p|2 + dxdt

+

∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+ C0

∫
Q

(
s2λ2φ2 +M

)
|p|2 dxdt · (4.29)

Logo, decorre de (4.29) que :

X ≤ C0

∫
Q

(
s2λ2φ2 + s2λ2φ3 + sφ3 + 1

)
|p|2 dxdt+

∫
Q

e2sα|f1|2dxdt · (4.30)
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Etapa 2: Análise dos termos de X

Nesta etapa, calculamos X e obteremos estimativas para seus termos. De fato,

temos que :

X = −
∫
Q

(V (t)p) (U(t)p) dx dt

= −2

∫
Q

(
sλ2φ|∇ψ|2

)
∆p dxdt− 2

∫
Q

s3λ4φ3|∇ψ|4p2 dxdt− 2

∫
Q

s2λ4φ2|∇ψ|4p2 dxdt −

− 2

∫
Q

(sλφ∇ψ · ∇p) ∆p dxdt− 2

∫
Q

(
s3λ3φ3|∇ψ|2∇ψ · ∇p p+ s2λ3φ2|∇ψ|2∇ψ · ∇p p

)
dxdt

+ 2

∫
Q

(
s2λ2αtφ|∇ψ|2p+ s2λαtφ∇ψ · ∇p

)
pdxdt · (4.31)

Consideremos a seguinte notação :

M1 = −2

∫
Q

(
sλ2φ|∇ψ|2

)
∆p dxdt ;

M2 = −2

∫
Q

s3λ4φ3|∇ψ|4p2 dxdt− 2

∫
Q

s2λ4φ2|∇ψ|4p2 dxdt ;

M3 = −2

∫
Q

(sλφ∇ψ · ∇p) ∆p dxdt

M4 = −2

∫
Q

(
s3λ3φ3|∇ψ|2∇ψ · ∇p p+ s2λ3φ2|∇ψ|2∇ψ · ∇p p

)
dxdt ;

M5 = 2

∫
Q

(
s2λ2αtφ|∇ψ|2p+ s2λαtφ∇ψ · ∇p

)
pdxdt ·

Assim, podemos escrever :

X = M1 +M2 +M3 +M4 +M5. (4.32)

Passemos agora a análise dos termos de X.
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Análise de M1

Aplicando a fórmula de Green a M1 e sabendo que p = 0 em Σ, temos :

M1 = −2

∫
Q

(
sλ2φ|∇ψ|2

)
∆p dxdt

= −2

(∫
Σ

(
sλ2φ|∇ψ|2p

) ∂p
∂η

dΣ−
∫
Q

sλ2∇
(
φ|∇ψ|2p

)
· ∇p dxdt

)
= 2

∫
Q

sλ2∇
(
φ|∇ψ|2p

)
· ∇p dxdt = 2

∫
Q

(sλ2∇φ|∇ψ|2p) · ∇p dxdt

+ 2

∫
Q

sλ2φ∇(|∇ψ|2)p∇p dxdt+ 2

∫
Q

(sλ2φ|∇ψ|2)∇p · ∇p dxdt

= 2

∫
Q

sλ2(λφ∇ψ)|∇ψ|2 · ∇p p dxdt+ 2

∫
Q

sλ2φ∇(|∇ψ|2) · ∇p p dxdt

+ 2

∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt = 2

∫
Q

sλ3φ|∇ψ|2p∇ψ · ∇p dxdt

+ 2

∫
Q

sλ2φ∇(|∇ψ|2) · ∇p p dxdt+ 2

∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt ·

Note que ∇(|∇ψ|2) = 2|∇ψ|(∇|∇ψ|) e sendo ψ ∈ C2(Ω), existe uma constante

Ĉ3 > 0 com Ĉ3 = Ĉ3(Ω) tal que |∇ψ|4 ≤ Ĉ3 e |∇(|∇ψ|)|2 ≤ Ĉ3. Assim, pela desigualdade

de Cauchy-Schwarz, temos :∣∣∣∣2 ∫
Q

sλ3φ|∇ψ|2p∇ψ · ∇p dxdt
∣∣∣∣ = 2

∫
Q

sλ3φ|∇ψ|2|p||∇ψ · ∇p| dxdt

≤ 2

∫
Q

sλ3φ|∇ψ|2|p||∇ψ||∇p| dxdt

=

∫
Q

sφ

[
2
(
2λ2|∇ψ|2|p|

)(λ
2
|∇ψ||∇p|

)]
dxdt

= 4

∫
Q

sλ4φ|∇ψ|4|p|2 dxdt+
1

4

∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt

≤ 4Ĉ3

∫
Q

sλ4φ|p|2 dxdt+
1

4

∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt ·

(4.33)

De onde segue que :

−2

∫
Q

sλ3φ|∇ψ|2p∇ψ · ∇p dxdt ≥ −4Ĉ3

∫
Q

sλ4φ|p|2 dxdt− 1

4

∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt ·

(4.34)
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Temos também :∣∣∣∣2 ∫
Q

sλ2φ∇(|∇ψ|2) · ∇p p dxdt
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2∫
Q

sλ2φ2|∇ψ|(∇(|∇ψ|)) · ∇p p dxdt
∣∣∣∣

≤ 2

∫
Q

sλ2φ2|∇ψ||∇(|∇ψ|)||∇p||p| dxdt

=

∫
Q

sφ2

[(
4λ|∇(|∇ψ|)||p|

)(
λ

2
|∇ψ||∇p|

)]
dxdt

= 16

∫
Q

sλ2φ|∇(|∇ψ|)|2|p|2dxdt+
1

4

∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt

≤ 16Ĉ3

∫
Q

sλ2φ|p|2dxdt+
1

4

∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt ·

(4.35)

Logo,

−2

∫
Q

sλ2φ∇(|∇ψ|2) · ∇p p dxdt ≥ −16Ĉ3

∫
Q

sλ2φ|p|2dxdt− 1

4

∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt ·

(4.36)

Assim, de (4.34) e (4.36), temos :

M1 = 2

∫
Q

sλ3φ|∇ψ|2p∇ψ · ∇p dxdt+ 2

∫
Q

sλ2φ∇(|∇ψ|2) · ∇p p dxdt

+ 2

∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt ≥ −4Ĉ3

∫
Q

sλ4φ|p|2 dxdt− 1

4

∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt−

− 16Ĉ3

∫
Q

sλ2φ|p|2dxdt− 1

4

∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt+

∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt

≥ 3

2

∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p| C̃
∫
Q

sφ(λ4 + λ2)|p|2 dxdt · (4.37)

Análise de M3

Aplicando a fórmula de Green a M3, temos :

M3 = −2

∫
Q

(sλφ∇ψ · ∇p) ∆p dxdt = −2

∫
Σ

(sλφ∇ψ · ∇p)∇p · η dΣ

+ 2

∫
Q

sλ∇(φ∇ψ · ∇p) · ∇p dxdt = 2

∫
Q

sλ∇φ(∇ψ · ∇p) · ∇p dxdt

+ 2

∫
Q

sλφ∇(∇ψ)∇p · ∇p dxdt+ 2

∫
Q

(sλφ∇ψ∇(∇p)) · ∇p dxdt

− 2

∫
Σ

(sλφ∇ψ · ∇p)∇p · η dΣ = 2

∫
Q

sλ2(∇ψ · ∇p)2 dxdt+

+ 2

∫
Q

sλψxixjpxipxj dxdt+ 2

∫
Q

sλψxipxixjpxj dxdt− 2

∫
Σ

(sλφ∇ψ · ∇p)∇p · η dΣ ·

(4.38)



42

onde ∇p · η = ∂p
∂η

e η é o vetor normal exterior a Σ .

Denotemos

N1 = 2

∫
Q

sλψxipxixjpxj dxdt ·

Como pxixjpxj = 1
2

(
(pxj)

2
)
xi

, então podemos reescrever N1 como segue :

N1 = 2

∫
Q

sλψxi
1

2

(
(pxj)

2
)
xi
dxdt

=

∫
Q

sλψxi
(
(pxj)

2
)
xi
dxdt

=

∫
Q

sλψxi
∂

∂xi

(
∂p

∂xj

)2

dxdt ·

(4.39)

Por outro lado, pelo Teorema de Gauss-Green, temos :∫
Q

∂

∂xi

(
sλφψxi(pxj)

2
)
dxdt =

∫
Σ

sλφψxi(pxj)
2ηi dΣ ·

Assim, aplicando a derivada ∂
∂xi

, temos :∫
Q

sλφxiψxi(pxj)
2 dxdt +

∫
Q

sλψxixi(pxj)
2 dxdt+

∫
Q

sλφψxi
∂

∂xi

(
∂p

∂xj

)2

dxdt

=

∫
Σ

sλφψxi(pxj)
2ηi dΣ ·

Dáı,∫
Q

sλφψxi
∂

∂xi

(
∂p

∂xj

)2

dxdt =

∫
Σ

sλφψxi(pxj)
2ηi dΣ−

∫
Q

sλφxiψxi(pxj)
2 dxdt−

−
∫
Q

sλψxixi(pxj)
2 dxdt ·

Substituindo a igualdade acima na expressão de N1, temos :

N1 = −
∫
Q

sλφxiψxi(pxj)
2 dxdt−

∫
Q

sλψxixi(pxj)
2 dxdt

+

∫
Σ

sλφψxi(pxj)
2ηi dΣ ·

Da expressão de φ, temos que φxi = λφψxi . Então, sλφxiψxi = sλ2(ψxi)
2.

Logo,

N1 = −
∫
Q

sλ2φ(ψxi)
2(pxj)

2 dxdt−
∫
Q

sλφψxixj(pxj)
2 dxdt

+

∫
Σ

sλφ(pxj)
2ψxiηidΣ ·
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Portanto,

N1 = −
∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt−
∫
Q

sλφ∆ψ|∇p|2 dxdt

+

∫
Σ

sλφ
∂ψ

∂η
|∇p|2dΣ · (4.40)

Substituindo (4.40) em (4.38), temos :

M3 = 2

∫
Q

sλ2(∇ψ · ∇p)2 dxdt+ 2

∫
Q

sλψxixjpxipxj dxdt−

− 2

∫
Σ

(sλφ∇ψ · ∇p)∇p · η dΣ−
∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2 dxdt−

−
∫
Q

sλφ∆ψ|∇p|2 dxdt+

∫
Σ

sλφ
∂ψ

∂η
|∇p|2dΣ ·

(4.41)

Afirmação 4.0.1.
∫ T

0

∫
Γ
sλφ∂ψ

∂η
|∇p|2dΓ ≤ 0 e −2

∫ T
0

∫
Γ

(sλφ∇ψ · ∇p)∇p · η dΣ ·

De fato, como η é o vetor normal exterior a Γ, então dado x ∈ Γ e k < 0,

com k suficientemente pequeno, temos que x + kη ∈ Ω. Por outro lado, pelo Lema 4.0.1

ψ(x) = 0 em Γ e ψ(x) > 0,∀x ∈ Ω. Então, ψ(x+ kη) > 0 em Ω. Dáı,

∂ψ

∂η
= lim

k→0−

ψ(x+ kη)− ψ(x)

k
= lim

k→0−

ψ(x+ kη)

k
< 0 ·

Portanto, ∂ψ
∂η
< 0 em Γ e, ∫

Σ

sλφ
∂ψ

∂η
|∇p|2dΣ ≤ 0 · (4.42)

Como ∇ψ = ∂ψ
∂η
η e ∂ψ

∂η
< 0 em Γ, temos :

−2

∫
Σ

sλφ(∇ψ · ∇p)∇p · ηdΣ = −2

∫
Σ

sλφ

(
∂ψ

∂η
η · ∇p

)
∂p

∂η
dΣ

= −2

∫
Σ

sλφ
∂ψ

∂η

(
∂p

∂η

)2

dΣ ≥ 0 · (4.43)

Portanto, tomando N2 = −2
∫

Σ
sλφ(∇ψ · ∇p)∇p · η dΣ e usando (4.42) e

(4.43), temos :

M3 −N2 ≤ 2

∫
Q

sλ2φ(∇ψ · ∇p)2 dxdt+ 2

∫
Q

sλφψxixjpxipxj dxdt

−
∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2dxdt−
∫
Q

sλφ∆ψ|∇p|2dxdt

≤ 2

∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2dxdt+ 2

∫
Q

sλφψxixjpxipxj dxdt

−
∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2dxdt−
∫
Q

sλφ∆ψ|∇p|2dxdt

=

∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2dxdt+ 2

∫
Q

sλφψxixjpxipxj dxdt−
∫
Q

sλφ∆ψ|∇p|2dxdt ·

(4.44)
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Então,

|M3 −N2| ≤
∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2dxdt+ 2

∫
Q

sλφ|ψxixj ||pxi ||pxj | dxdt

+

∫
Q

sλφ|∆ψ||∇p|2dxdt ≤
∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2dxdt

+ 2Ĉ1

∫
Q

sλφ||∇p|2dxdt+ Ĉ2

∫
Q

sλφ|∇p|2dxdt

=

∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2dxdt+ C2

∫
Q

sλφ||∇p|2dxdt

(4.45)

onde C̃ = 2Ĉ1 + Ĉ2. Por outro lado, como N2 ≥ 0, então M3 ≥M3 −N2. Dáı, resulta de

(4.45) que :

M3 ≥ −
∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2dxdt− C̃
∫
Q

sλφ|∇p|2dxdt ·

(4.46)

Portanto, de (4.37) e (4.46), temos :

M1 +M3 ≥
3

2

∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p| dxdt− C̃
∫
Q

sφ(λ4 + λ2)|p|2 dxdt

−
∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2dxdt− C̃
∫
Q

sλφ|∇p|2dxdt

=
1

2

∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p| dxdt− C̃
∫
Q

sφ(λ4 + λ2)|p|2 dxdt− C̃
∫
Q

sλφ|∇p|2dxdt ·

(4.47)

Análise de M4

Antes de iniciarmos a análise de M4, afirmamos que :

Afirmação 4.0.2. 2∇pp = ∇p2.

De fato, como p(x, t) = esα(x,t)w(x, t), então p(x, t)2 = e2sα(x,t)w(x, t)2 . Dáı,

∂p

∂xi
= sα

∂α

∂xi
p+ esα

∂w

∂xi
, ∇p = s∇α p+ esα∇w e

∂p2

∂xi
= 2sα

∂α

∂xi
p2 + 2esα

∂w

∂xi
p ·

Portanto,

∇p2 = 2s∇αp2 + 2esα∇wp = 2(s∇αp+ 2esα∇w)p = 2∇p p ·

Agora, note que da expressão de φ temos que φ2 = e2λψ

β(t)2
e φ3 = e3λψ

β(t)3
·

Então, φ2
xi

= 2λψxi
e2λψ

β(t)2
e φ3

xi
= 3λψxi

e3λψ

β(t)3
· Logo,

∇φ2 = 2λφ2∇ψ = 2φ(λφ∇ψ) = 2φ∇φ,
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∇φ3 = 3λφ3∇ψ = 3φ2(λφ∇ψ) = 3φ2∇φ ·

Agora, passemos a análise de M4. De fato, pela fórmula de Green, temos:

M4 = −2

∫
Q

(
s3λ3φ3|∇ψ|2∇ψ · ∇p p+ s2λ3φ2|∇ψ|2∇ψ · ∇p p

)
dxdt

= −
∫
Q

(
s3λ3φ3|∇ψ|2∇ψ · (2∇p p) + s2λ3φ2|∇ψ|2∇ψ · (2∇p p)

)
dxdt

= −
∫
Q

s3λ3φ3|∇ψ|2∇ψ · ∇p2 −
∫
Q

s2λ3φ2|∇ψ|2∇ψ · ∇p2dxdt

=

∫
Q

s3λ3∇ · (φ3|∇ψ|2∇ψ)p2dxdt+

∫
Q

s2λ3∇ · (φ2|∇ψ|2∇ψ)p2dxdt

=

∫
Q

(
s3λ3∇φ3|∇ψ|2∇ψp2 + s3λ3φ3∇ ·

(
|∇ψ|2∇ψ

)
p2
)
dxdt

+

∫
Q

(
s2λ3∇φ2|∇ψ|2∇ψp2 + s2λ3φ2∇ ·

(
|∇ψ|2∇ψ

)
p2
)
dxdt

=

∫
Q

(
s3λ3(3λφ3∇ψ)|∇ψ|2∇ψp2 + s3λ3φ3∇ ·

(
|∇ψ|2∇ψ

)
p2
)
dxdt

+

∫
Q

(
s2λ3(2λφ2∇ψ)|∇ψ|2∇ψp2 + s2λ3φ2∇ ·

(
|∇ψ|2∇ψ

)
p2
)
dxdt

= 3

∫
Q

s3λ4φ3|∇ψ|4p2 dxdt+

∫
Q

s3λ3φ3∇ ·
(
|∇ψ|2∇ψ

)
p2 dxdt

+ 2

∫
Q

s2λ4φ2|∇ψ|4p2 dxdt+

∫
Q

s2λ3φ2∇ ·
(
|∇ψ|2∇ψ

)
p2 dxdt ·

(4.48)

Por outro lado, como ψ ∈ C2(Ω) então |∇ (|∇ψ|2∇ψ) | ≤ C̃. Dáı,∣∣∣∣M4 −
∫
Q

λ4
(
3s3φ3 + 2s2φ2

)
|∇ψ|4p2 dxdt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
Q

λ3
(
s3φ3 + s2φ2

)
∇ ·
(
|∇ψ|2∇ψ

)
p2 dxdt

∣∣∣∣
≤

∫
Q

λ3
(
s3φ3 + s2φ2

)
|∇ ·

(
|∇ψ|2∇ψ

)
| |p|2 dxdt

≤ C̃

∫
Q

λ3
(
s3φ3 + s2φ2

)
|p|2 dxdt ·

(4.49)

Logo,

M4 ≥
∫
Q

λ4
(
3s3φ3 + 2s2φ2

)
|∇ψ|4p2 dxdt− C̃

∫
Q

λ3
(
s3φ3 + s2φ2

)
|p|2 dxdt ·

(4.50)

Portanto, de (4.50) e da definição de M2, obtemos :

M4 +M2 ≥
∫
Q

s3λ4φ3|∇ψ|4p2 dxdt− C̃
∫
Q

(
s3λ3φ3 + s2λ3φ2

)
|p|2 dxdt ·

(4.51)
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Análise de M5

Procedendo agora com a análise de M5, temos que :

M5 = 2

∫
Q

s2λ2αtφ|∇ψ|2p2 dxdt+ 2

∫
Q

s2λαtφ∇ψ · ∇p p dxdt

= 2

∫
Q

s2λ2αtφ|∇ψ|2p2 dxdt+

∫
Q

s2λαtφ∇ψ · (2∇p p) dxdt

= 2

∫
Q

s2λ2αtφ|∇ψ|2p2 dxdt+

∫
Q

s2λαtφ∇ψ · ∇p2 dxdt ·

(4.52)

Aplicando a fórmula de Green a segunda integral e sabendo que p = 0 em Σ,

temos :

M5 = 2

∫
Q

s2λ2αtφ|∇ψ|2p2 dxdt−
∫
Q

s2λ∇(φαt∇ψ)p2 dxdt

= 2

∫
Q

s2λ2αtφ|∇ψ|2p2 dxdt−
∫
Q

s2λ∇φαt∇ψp2 dxdt−
∫
Q

s2λφ∇αt∇ψp2 dxdt

−
∫
Q

s2λφαt∇(∇ψ)p2 dxdt = 2

∫
Q

s2λ2αtφ|∇ψ|2p2 dxdt−
∫
Q

s2λ(λφ∇ψ)αt∇ψp2 dxdt

−
∫
Q

s2λφ(λφt∇ψ)∇ψp2 dxdt−
∫
Q

s2λφαt∆ψp
2 dxdt = 2

∫
Q

s2λ2αtφ|∇ψ|2p2 dxdt

−
∫
Q

s2λ2φαt|∇ψ|2p2 dxdt−
∫
Q

s2λ2φφt|∇ψ|2p2 dxdt−
∫
Q

s2λφαt∆ψp
2 dxdt ·

(4.53)

Então, obtemos :

|M5| ≤ 2

∫
Q

s2λ2φ|αt||∇ψ|2|p|2 dxdt+

∫
Q

s2λ2φ|αt||∇ψ|2|p|2 dxdt

+

∫
Q

s2λ2φ|φt||∇ψ|2|p|2 dxdt+

∫
Q

s2λφ|αt||∆ψ||p|2 dxdt

≤ 2CĈ1

∫
Q

s2λ2φ3|p|2 dxdt+ CĈ1

∫
Q

s2λ2φ3|p|2 dxdt+ CĈ1

∫
Q

s2λ2φ3|p|2 dxdt

+ CĈ2

∫
Q

s2λφ3|p|2 dxdt = 4CĈ1

∫
Q

s2λ2φ3|p|2 dxdt+ CĈ2

∫
Q

s2λφ3|p|2 dxdt

≤ C̃

(∫
Q

s2λ2φ3|p|2 dxdt+

∫
Q

s2λφ3|p|2 dxdt
)
·

(4.54)

Portanto,

M5 ≥ −C̃
∫
Q

(
s2λ2φ3 + s2λφ3

)
|p|2 dxdt ·

(4.55)
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Como temos X = M1 + M2 + M3 + M4 + M5, então segue de (4.30), (4.47),

(4.51) e (4.55) que :

1

2

∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2dxdt+

∫
Q

s3λ4φ3|∇ψ|4|p|2dxdt ≤ C̃

∫
Q

sφ(λ4 + λ2)|p|2 dxdt+

C̃

∫
Q

sλφ|∇p|2 dxdt+ C̃

∫
Q

(s3λ3φ3 + s2λ3φ2)|p|2 dxdt+ C̃

∫
Q

(s2λ2 + s2λ)φ3|p|2 dxdt+

C̃

∫
Q

[
λ2(s2φ2 + s2φ3) + sφ3 + 1

]
|p|2 dxdt+

∫
Q

e2sα|f1|2 dxdt ·

(4.56)

Considerando λ ≥ λ0 ≥ 1 , λ4s ≥ λ4 + λ2 e C0 > 0 tal que C0 ≤ φ, temos :

C0
2 ≤ φ2 ⇒ C0

2sφ ≤ sφ3 e C0s
3λ3φ2p2 ≤ s3λ3φ3p2;

C0s
3λ3φ2p2 ≤ s3λ3φ3p2 e C0s

2λ3φ2p2 ≤ s2λ4φ3p2;

s2λφ3p2 ≤ s2λ4φ3p2 e s2λ2φ3p2 ≤ s2λ4φ3p2 ·

Tomando m0 = min{ C0, C
2
0 }, obtemos :

m0sφ ≤ sφ3 e m0sφ(λ4 + λ2)p2 ≤ s2λ4φ3p2;

m0s
3λ3φ2p2 ≤ s3λ3φ3p2 e m0s

2λ3φ2p2 ≤ s2λ4φ3p2 ·

Então destes fatos temos que :

C̃

m0

∫
Q

m0sφ(λ4 + λ2)|p|2dxdt+ C̃

∫
Q

sλφ|∇p|2dxdt+ C̃

∫
Q

s3λ3φ3p2dxdt+

C̃

m0

∫
Q

m0s
2λ3φ2|p|2dxdt+ C̃

∫
Q

(s2λ2φ3|p|2 + s2λφ3|p|2)dxdt+
C̃

m0

∫
Q

m0s
2λ2|p|2dxdt+

C̃

∫
Q

sφ3|p|2dxdt+ C

∫
Q

|p|2dxdt+

∫
Q

e2sα|f1|2dxdt ≤
C̃

m0

∫
Q

s2λ4φ3|p|2dxdt+

C̃

∫
Q

sλφ|∇p|2 + C̃

∫
Q

s3λ3φ3p2dxdt+
C̃

m0

∫
Q

s2λ4φ3|p|2dxdt+
C̃

m0

∫
Q

s2λ4φ3|p|2dxdt+

C̃

∫
Q

(s2λ4φ3|p|2 + s2λ4φ3|p|2)dxdt+ C

∫
Q

s2λ4φ3|p|2dxdt+ C̃

∫
Q

φ3|p|2dxdt+∫
Q

e2sα|f1|2dxdt =

(
3C̃

m0

+ 3C̃

)∫
Q

s2λ4φ3|p|2dxdt+ C̃

∫
Q

sλφ|∇p|2dxdt
∫
Q

s3λ3φ3|p|2dxdt+

C̃

∫
Q

φ3|p|2dxdt+

∫
Q

e2sα|f1|2dxdt ·
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Assim, podemos reescrever (4.56) como segue :

1

2

∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2dxdt+

∫
Q

s3λ4φ3|∇ψ|4|p|2dxdt ≤

(
3C̃

m0

+ 3C̃

)∫
Q

s2λ4φ3|p|2dxdt+

C̃

∫
Q

sλφ|∇p|2dxdt+

∫
Q

s3λ3φ3|p|2dxdt+ C̃

∫
Q

φ3|p|2dxdt+

∫
Q

e2sα|f1|2dxdt ·

(4.57)

Fazendo K = máx{ 3C̃
m0

+ 3C̃, C̃, 1 }, obtemos :

1

2

∫
Q

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2dxdt+

∫
Q

s3λ4φ3|∇ψ|4|p|2dxdt ≤ K

(∫
Q

s2λ4φ3|p|2dxdt+∫
Q

sλφ|∇p|2dxdt+

∫
Q

s3λ3φ3|p|2dxdt+

∫
Q

φ3|p|2dxdt+

∫
Q

e2sα|f1|2dxdt
)
·

(4.58)

Temos que |∇ψ| > 0 em ∂Ω . Então segue que |∇ψ| > 0 no conjunto compacto

∂Ω∪ (Ω− ω0). Portanto, existe γ > 0 tal que 0 < γ < |∇ψ| para todo x ∈ ∂Ω∪ (Ω− ω0).

Assim, de (4.58) obtemos :∫
Q−Qω0

(
γ4s3λ4φ3p2 + γ2sλ2φ|∇p|2

)
dxdt ≤

∫
Q−Qω0

(
s3λ4φ3|∇ψ|4p2 + sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2

)
dxdt

≤ 2

∫
Q−Qω0

s3λ4φ3|∇ψ|4p2dxdt+

∫
Q−Qω0

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2dxdt

= 2

(∫
Q−Qω0

s3λ4φ3|∇ψ|4p2dxdt+
1

2

∫
Q−Qω0

sλ2φ|∇ψ|2|∇p|2dxdt
)

≤ Ĉ4

(∫
Q

s2λ4φ3|p|2dxdt+

∫
Q

sλφ|∇p|2dxdt+

∫
Q

s3λ3φ3|p|2dxdt+

∫
Q

φ3|p|2dxdt

+

∫
Q

e2sα|f1|2dxdt
)
, (4.59)

onde fizemos Ĉ4 = 2K. Então,∫
Q−Qω0

(
s3λ4φ3p2 + sλ2φ|∇p|2

)
dxdt ≤ Ĉ4

(∫
Q

s2λ4φ3|p|2dxdt

+

∫
Q

sλφ|∇p|2dxdt+

∫
Q

s3λ3φ3|p|2dxdt+

∫
Q

φ3|p|2dxdt+

∫
Q

e2sα|f1|2dxdt
)
·

(4.60)
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Para s ≥ λ e λ ≥ 1 tal que s2λ4 ≤ s3λ3 temos que s2λ4φ3p2 ≤ s3λ3φ3p2 e

φ3p2 ≤ s3λ3p2φ3· Logo,∫
Q−Qω0

(
s3λ4φ3p2 + sλ2φ|∇p|2

)
dxdt ≤ Ĉ4

(∫
Q

s2λ4φ3|p|2dxdt+

∫
Q

sλφ|∇p|2dxdt

+

∫
Q

s3λ3φ3|p|2dxdt+

∫
Q

φ3|p|2dxdt+

∫
Q

e2sα|f1|2dxdt
)
≤ Ĉ4

(∫
Q

e2sα|f1|2dxdt

+3

∫
Q

s3λ3φ3|p|2dxdt+

∫
Q

sλφ|∇p|2dxdt
)
≤ (3Ĉ4 + 1)

(∫
Q

e2sα|f1|2dxdt

+

∫
Qω0

(
s3λ3φ3|p|2 + sλφ|∇p|2

)
dxdt

)
+ (3Ĉ4 + 1)

∫
Q−Qω0

(
s3λ3φ3|p|2 + sλφ|∇p|2

)
dxdt

)
≤ (3Ĉ4 + 1)

(∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+

∫
Qω0

(
s3λ3φ3|p|2 + sλφ|∇p|2

)
dxdt

)
+

1

2

∫
Q−Qω0

(
s3λ4φ3|p|2 + sλ2φ|∇p|2

)
dxdt ·

(4.61)

Fazendo C3 = 3Ĉ4 + 1, então para λ > λ0 e s ≥ s0(λ) suficientemente grande,

temos :

1

2

∫
Q−Qω0

(
s3λ4φ3p2 + sλ2φ|∇p|2

)
dxdt ≤ C3

∫
Q

e2sα|f1|2dxdt

+ C3

∫
Qω0

(
s3λ3φ3|p|2 + sλφ|∇p|2

)
dxdt.

(4.62)

Como

1

2

∫
Q−Qω0

(s3λ4φ3p2 + sλ2φ|∇p|2)dxdt =
1

2

∫
Q

(
s3λ4φ3p2 + sλ2φ|∇p|2

)
dxdt

− 1

2

∫
Qω0

(
s3λ4φ3p2 + sλ2φ|∇p|2

)
dxdt ·

Então segue de (4.62) que :∫
Q

(
s3λ4φ3p2 + sλ2φ|∇p|2

)
dxdt ≤

∫
Qω0

(s3λ4φ3p2 + sλ2φ|∇p|2)dxdt+

2C3

(∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+

∫
Qω0

(
s3λ3φ3|p|2 + sλφ|∇p|2

))
dxdt ≤

∫
Qω0

(s3λ4φ3p2 +

sλ2φ|∇p|2)dxdt+ 2C3

(∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+

∫
Qω0

(s3λ4φ3|p|2 + sλ2φ|∇p|2)

)
dxdt

≤ (2C3 + 1)

(∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+

∫
Qω0

(s3λ4φ3|p|2 + sλ2φ|∇p|2)

)
dxdt

= C4

(∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+

∫
Qω0

(s3λ4φ3|p|2 + sλ2φ|∇p|2)

)
dxdt,

(4.63)
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onde C4 = 2C3 + 1. Portanto, temos :∫
Q

(s3λ4φ3p2 + sλ2φ|∇p|2)dxdt ≤

C4

(∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+

∫
Qω0

(
s3λ4φ3|p|2 + sλ2φ|∇p|2

))
dxdt ·

(4.64)

Etapa 3: Retorno as variáveis originais

Como p = esαw, então ∇p = s∇αesαw + esα∇w. Além disso, |∇α|2 ≤

λ2φ2|∇ψ| · Dáı,

|∇p|2 = |s∇αesαw + esα∇w|2 ≤ 2s2|∇α|2e2sα|w|2 + 2e2sα|∇w|2

≤ 2e2sαs2λ2φ2|∇ψ|2|w|2 + 2e2sα|∇w|2 ≤ 2Ĉ1e
2sαs2λ2φ2|w|2 + 2e2sα|∇w|2

≤ C3e
2sα(s2λ2φ2|w|2 + |∇w|2), (4.65)

onde C3 = máx{ 2Ĉ1, 2 }. Por outro lado, ∇p = s∇αp+ esα∇w. Logo,

|∇p|2 = |s∇αp+ esα∇w|2 = s2|∇α|2p2 + e2sα|∇w|2 + 2sesα(∇α · ∇w)p · (4.66)

Substituindo (4.66) no primeiro membro e (4.65) no segundo membro de (4.64),

obtemos :∫
Q

(
s3λ4φ3e2sα|w|2 + sλ2φ

(
s2|∇α|2p2 + e2sα|∇w|2 + 2sesα(∇α · ∇w)p

))
dxdt ≤

C4

(∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+

∫
Qω0

(
s3λ4φ3e2sα|w|2 + C3sλ

2φe2sα

(
s2λ2φ2|w|2 + |∇w|2

)))
dxdt.

= C4

(∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+ (C3 + 1)

∫
Qω0

s3λ4φ3e2sα|w|2dxdt+ C3

∫
Qω0

sλ2φe2sα|∇w|2dxdt
)

≤ C4

(∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+

∫
Qω0

s3λ4φ3e2sα|w|2dxdt+

∫
Qω0

sλ2φe2sα|∇w|2dxdt
)
,

(4.67)

com C4 = máx { C4(C3 + 1), C4C3 }.

Reescrevendo (4.67) de uma forma conveniente, obtemos :∫
Q

s3λ4φ3e2sα|w|2dxdt+

∫
Q

s3λ2φ|∇α|2p2dxdt+

∫
Q

sλ2φe2sα|∇w|2dxdt+

2

∫
Q

s2λ2φesα(∇α · ∇w)p dxdt ≤ C4

∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+ C4

∫
Qω0

s3λ4φ3e2sα|w|2dxdt+

C4

∫
Qω0

sλ2φe2sα|∇w|2dxdt ·

(4.68)
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De (4.68), denotando

N3 = C4

∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+ C4

∫
Qω0

s3λ4φ3e2sα|w|2dxdt+ C4

∫
Qω0

sλ2φe2sα|∇w|2dxdt ·

Então podemos ver diretamente que :∫
Q

s3λ2φ|∇α|2p2dxdt ≤ N3 · (4.69)

Além disso, ∣∣∣∣2∫
Q

s2λ2φesα(∇α · ∇w)p dxdt

∣∣∣∣ ≤ 2

∫
Q

s2λ2φesα|∇α||∇w||p| dxdt∫
Q

(
2
(
sλ
√

2φ|∇α||p|
)( λ√

2
|∇w|esα

))
dxdt ≤

2

∫
Q

s3λ2φ|∇α|2|p|2 dxdt+
1

2

∫
Q

sλ2φ|∇w|2e2sα dxdt ≤

2N3 +
1

2

∫
Q

sλ2φ|∇w|2e2sα dxdt · (4.70)

Portanto, de (4.68), (4.69) e (4.70), obtemos∫
Q

(
s3λ4φ3e2sα|w|2 + sλ2φe2sα|∇w|2

)
dxdt ≤ N3 +N3 + 2N3 +

1

2

∫
Q

sλ2φ|∇w|2e2sα dxdt ·

(4.71)

Desta forma, ∫
Q

(
s3λ4φ3e2sα|w|2 +

1

2
sλ2φe2sα|∇w|2

)
dxdt ≤ 4N3 · (4.72)

Dáı,∫
Q

(
s3λ4φ3e2sα|w|2 + sλ2φe2sα|∇w|2

)
dxdt ≤

∫
Q

(
2s3λ4φ3e2sα|w|2 + sλ2φe2sα|∇w|2

)
dxdt

= 2

(∫
Q

(
s3λ4φ3e2sα|w|2 +

1

2
sλ2φe2sα|∇w|2

)
dxdt

)
≤ 8N3 = 8C4

(∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+∫
Qω0

s3λ4φ3e2sα|w|2dxdt+

∫
Qω0

sλ2φe2sα|∇w|2dxdt
)
·

Fazendo C5 = 8C4, obtemos :∫
Q

(
s3λ4φ3e2sα|w|2 + sλ2φe2sα|∇w|2

)
dxdt ≤

C5

(∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+

∫
Qω0

(
s3λ4φ3e2sα|w|2 + sλ2φe2sα|∇w|2

)
dxdt

)
·

(4.73)



52

Etapa 4: Estimativa de Carleman ( Conclusão da prova

do Teorema 4.0.1)

Rescrevamos (3.3)1 da seguinte forma: wt + ∆w = f1 + a(t)w.

Tomando o quadrado de ambos os lados da expressão acima e em seguida

multiplicando por (sφ)−1e2sα, temos :

(sφ)−1e2sα
(
|wt|2 + |∆w|2

)
= (sφ)−1e2sα|f1|2 + (sφ)−1e2sα|a(t)|2|w|2 +

2(sφ)−1e2sαf1a(t)w − 2(sφ)−1e2sαwt∆w · (4.74)

Integrando (4.74) em Q, obtemos :∫
Q

(sφ)−1e2sα
(
|wt|2 + |∆w|2

)
dxdt =

∫
Q

(sφ)−1e2sα|f1|2 dxdt+∫
Q

(sφ)−1e2sα|a(t)|2|w|2 dxdt+ 2

∫
Q

(sφ)−1e2sαf1a(t)w dxdt

−2

∫
Q

(sφ)−1e2sαwt∆w dxdt ·

(4.75)

Procedemos agora com a análise de cada termo de (4.75), mas antes note que

(sφ)−1 ≤ C5 e (sφ)−1 ≤ C6(sφ)3. (4.76)

A partir disto temos :∣∣∣∣ ∫
Q

(sφ)−1e2sα|f1|2 dxdt
∣∣∣∣ ≤ C5

∫
Q

e2sα|f1|2 dxdt · (4.77)

∣∣∣∣ ∫
Q

(sφ)−1e2sα|a(t)|2|w|2 dxdt
∣∣∣∣ ≤ C6M

∫
Q

e2sαs3φ3|w|2 dxdt · (4.78)

∣∣∣∣2 ∫
Q

(sφ)−1e2sαf1a(t)w dxdt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
Q

(sφ)−1e2sα(2f1a(t)w)dxdt

∣∣∣∣ ≤∫
Q

(sφ)−1e2sα|f1|2dxdt+

∫
Q

(sφ)−1e2sα|a(t)|2|w|2dxdt ≤

C5

∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+ C6M

∫
Q

e2sαs3φ3|w|2dxdt · (4.79)

Agora, note que : (e2sα)xi = 2sαxie
2sα ⇒ ∇e2sα = 2s∇αe2sα;

(φ−1)xi = −φ−2φxi = −φ−2λψxiφ⇒ ∇φ−1 = −φ−2λφ∇ψ = −φ−2∇φ ·
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Por outro lado, como α(0) = α(T ) = −∞, então e2sα(0) = e2sα(T ) = 0. Assim,

pela fórmula de Green, temos :

2

∫
Q

(sφ)−1e2sαwt∆w dxdt = −2

∫
Q

∇
(
(sφ)−1e2sαwt

)
· ∇w dxdt

−2

∫
Q

∇e2sα(sφ)−1wt∇w dxdt− 2

∫
Q

∇φ−1e2sαs−1wt∇w dxdt

−2

∫
Q

e2sα(sφ)−1∇wt · ∇w dxdt = −2

∫
Q

2s∇αe2sα(sφ)−1wt∇w dxdt

−2

∫
Q

(−φ−2∇φ)e2sαs−1wt∇w dxdt− 2

∫
Q

e2sα(sφ)−1 1

2

d

dt
|∇w|2dxdt

= −4

∫
Q

sλφ∇ψe2sα(sφ)−1wt∇w dxdt+ 2

∫
Q

e2sαs−1φ−2λφ∇ψwt∇w dxdt

−
∫
Q

e2sα(sφ)−1 d

dt
|∇w|2dxdt = −4

∫
Q

λe2sαwt∇ψ · ∇w dxdt

+2

∫
Q

e2sα(sφ)−1λwt∇ψ · ∇w dxdt−
∫
Q

e2sα(sφ)−1 d

dt
|∇w|2dxdt ·

(4.80)

O cálculo da última integral por partes nos dá :∫
Q

e2sα(sφ)−1 d

dt
|∇w|2dxdt =

∫
Ω

∫ T

0

e2sα(sφ)−1 d

dt
|∇w|2dxdt

= −
∫
Q

(
2αte

2sαφ−1 − e2sαs−1φ−2φt

)
|∇w|2 dxdt ·

Logo, (4.80) torna-se :

2

∫
Q

(sφ)−1e2sαwt∆w dxdt = −4

∫
Q

λe2sαwt∇ψ · ∇w dxdt+

2

∫
Q

e2sα(sφ)−1λwt∇ψ · ∇w dxdt+

∫
Q

(
2αte

2sαφ−1 − e2sαs−1φ−2φt

)
|∇w|2 dxdt ·

(4.81)
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Assim, ∣∣∣∣2∫
Q

(sφ)−1e2sαwt∆w dxdt

∣∣∣∣ ≤ 4

∫
Q

λe2sα|wt||∇ψ||∇w| dxdt+

2

∫
Q

e2sα(sφ)−1λ|wt||∇ψ||∇w| dxdt+ 2

∫
Q

|αt|e2sαφ−1|∇w|2 dxdt+∫
Q

e2sα(sφ)−1φ−1|φt| |∇w|2 dxdt ≤ 4

∫
Q

λe2sα|wt||∇ψ||∇w| dxdt+

2C5

∫
Q

e2sαλ|wt||∇ψ||∇w| dxdt + 2C

∫
Q

e2sαφ|∇w|2 dxdt +

C5C

∫
Q

e2sαφ|∇w|2 dxdt ≤ (4 + 2C5)

∫
Q

λe2sα|wt||∇ψ||∇w| dxdt+

(2C + C5C)

∫
Q

e2sαsφ|∇w|2 dxdt ·

(4.82)

Tomando K1 = máx { 4 + 2C5, 2C + C5C }, tem-se :∣∣∣∣2∫
Q

(sφ)−1e2sαwt∆w dxdt

∣∣∣∣ ≤ K1

(∫
Q

λe2sα|wt||∇ψ||∇w| dxdt+

∫
Q

e2sαsφ|∇w|2 dxdt
)

=∫
Q

e2sα
(
K1

√
2sφλ|∇ψ||∇w|

)( 1√
2sφ
|wt|
)
dxdt+K1

∫
Q

e2sαsφ|∇w|2 dxdt ≤

2K
2

1

∫
Q

e2sαsφλ2|∇ψ|2|∇w|2 dxdt+
1

2

∫
Q

e2sα(sφ)−1|wt|2dxdt+K1

∫
Q

e2sαsφ|∇w|2 dxdt ≤

2K
2

1Ĉ1

∫
Q

e2sαsφλ2|∇w|2 dxdt+
1

2

∫
Q

e2sα(sφ)−1|wt|2dxdt+K1

∫
Q

e2sαλ2sφ|∇w|2 dxdt =

C5

∫
Q

e2sαsφλ2|∇w|2 dxdt+
1

2

∫
Q

e2sα(sφ)−1|wt|2dxdt,

(4.83)

onde C6 = 2K1(K1Ĉ1 + 1) ·

Substituindo (4.77), (4.78), (4.79), (4.83) em (4.75), obtemos :∫
Q

(sφ)−1e2sα
(
|wt|2 + |∆w|2

)
dxdt ≤ 2C5

∫
Q

e2sα|f1|2 dxdt+ 2C6M

∫
Q

e2sαs3φ3|w|2 dxdt+

C6

∫
Q

e2sαsφλ2|∇w|2 dxdt+
1

2

∫
Q

e2sα(sφ)−1|wt|2dxdt ≤ K2

(∫
Q

e2sα|f1|2 dxdt+∫
Q

e2sαs3φ3|w|2 dxdt+

∫
Q

e2sαsφλ2|∇w|2 dxdt
)

+
1

2

∫
Q

e2sα(sφ)−1|wt|2dxdt,

(4.84)
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onde K2 = máx { 2C5, 2C6M, C6 }. Portanto, segue de (4.73) que :∫
Q

e2sα(sφ)−1

(
1

2
|wt|2 + |∆w|2

)
dxdt ≤ K2

∫
Q

e2sα|f1|2 dxdt+K2

(∫
Q

e2sαs3φ3|w|2dxdt+∫
Q

e2sαsφλ2|∇w|2 dxdt
)
≤ K2(1 + C5)

∫
Q

e2sα|f1|2 dxdt+K2C5

∫
Qω0

s3λ4φ3e2sα|w|2dxdt+

K2C5

∫
Q

sλ2φe2sα|∇w|2dxdt · (4.85)

Tomando K3 = máx { K2(1 + C5), K2C5 }, obtemos :∫
Q

e2sα(sφ)−1

(
1

2
|wt|2 + |∆w|2

)
dxdt ≤ K3

∫
Q

e2sα|f1|2 dxdt +

K3

∫
Qω0

(
s3λ4φ3e2sα|w|2 + sλ2φe2sα|∇w|2

)
dxdt · (4.86)

Considere a função χ ∈ C∞0 (Ω), χ : Ω→ R tal que

χ(x) =

 1, se x ∈ ω0

0, se x ∈ Ω− ω ·

Ao multiplicarmos a equação (3.3)1 por e2sαχsφw e integrá-la em Q , obtemos:∫
Q

e2sαχsφ w wt dxdt+

∫
Q

e2sαχsφ w∆w dxdt−

−
∫
Q

e2sαχsφ a(t)w2 dxdt =

∫
Q

e2sαχsφ wf1 dxdt · (4.87)

Análise dos termos de (4.87)

Temos integrando por partes que :∫
Q

e2sαχsφ w wt dxdt =
1

2

∫
Qω0

(
e2sαχsφ

) d
dt
|w|2dxdt

= −1

2

∫
Qω

χs
(
2sαte

2sαφ+ e2sαφt
)
|w|2dxdt · (4.88)

Dáı, ∣∣∣∣ ∫
Q

e2sαχsφ w wt dxdt

∣∣∣∣ ≤ 1

2

∫
Qω

|χ|s
(
2s|αt|e2sαφ+ e2sα|φt|

)
|w|2dxdt ≤

1

2

∫
Qω

s
(
2sCφ3e2sα + Cφ2e2sα

)
|w|2dxdt = C

∫
Qω

s2φ3e2sα|w|2dxdt+

C

2

∫
Qω

sφ2e2sα|w|2dxdt ≤ C

∫
Qω

s3φ3e2sα|w|2dxdt+
C

2

∫
Qω

s3φ3e2sα|w|2dxdt =

3C

2

∫
Qω

s3φ3e2sα|w|2dxdt ·

(4.89)
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Sabendo que w = 0 em Σ, pela fórmula de Green temos :∫
Q

e2sαχsφ w∆w dxdt = −
∫
Q

∇
(
e2sαχsφ w

)
∇w dxdt =

−
∫
Q

e2sαχsφ |∇w|2dxdt−
∫
Q

sw∇
(
e2sαχφ

)
∇w dxdt ·

Isto é,∫
Q

e2sαχsφ |∇w|2dxdt = −
∫
Q

e2sαχsφ w∆w dxdt−
∫
Q

sw∇
(
e2sαχφ

)
∇w dxdt ·

(4.90)

Por outro lado,∫
Q

sw∇
(
e2sαχφ

)
∇w dxdt =

∫
Qω

sw

(
∇e2sαχφ+ e2sαφ∇χ+ e2sαχ∇φ

)
∇w dxdt =∫

Qω

sw

(
2s∇αe2sαχφ+ e2sαφ∇χ+ e2sαχλφ∇ψ

)
∇w dxdt =

∫
Qω

sw

(
2sλφ∇ψe2sαχφ+

e2sαφ∇χ+ e2sαχλφ∇ψ
)
∇w dxdt = 2

∫
Qω

s2φ2λχe2sαw∇ψ · ∇w dxdt+∫
Qω

sφe2sαw∇χ · ∇ w dxdt+

∫
Qω

sφλχe2sαw∇ψ · ∇ψ dxdt ·

(4.91)

Então, ∣∣∣∣ ∫
Q

sw∇
(
e2sαχφ

)
∇w dxdt

∣∣∣∣ ≤ 2

∫
Qω

s2φ2λe2sα|w| |∇ψ| |∇w| dxdt+∫
Qω

sφe2sα|w| |∇χ| |∇ w| dxdt+

∫
Qω

sφλe2sα|w| |∇ψ| |∇ψ| dxdt · (4.92)

Como existe Ĉ2 > 0 tal que |∇ψ| ≤ Ĉ2 e |∇χ| ≤ Ĉ4, temos :∣∣∣∣ ∫
Q

sw∇
(
e2sαχφ

)
∇w dxdt

∣∣∣∣ ≤ 2Ĉ2

∫
Qω

s2φ2λe2sα|w| |∇w| dxdt+

Ĉ2

∫
Qω

sφe2sα|w||∇ w| dxdt+ Ĉ2

∫
Qω

sφλe2sα|w||∇ψ| dxdt ≤

2Ĉ2

∫
Qω

s2φ2λe2sα|w| |∇w| dxdt+ Ĉ2

∫
Qω

s2φ2e2sα|w||∇ w| dxdt+

Ĉ2

∫
Qω

s2φ2λe2sα|w||∇ψ| dxdt = 4Ĉ2

∫
Qω

s2φ2λe2sα|w||∇ψ| dxdt =

4Ĉ2

∫
Qω

e2sα(

(
sφ)

3
2λ

1√
ε
|w|
)(√

sφε|∇ψ|
)
dxdt ≤

4Ĉ2

ε

∫
Qω

e2sα(sφ)3λ2|w|2 dxdt+ 4Ĉ2ε

∫
Qω

e2sαsφ|∇ψ|2 dxdt · (4.93)
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Temos também :∣∣∣∣ ∫
Q

e2sαχsφwf1 dxdt

∣∣∣∣ ≤ ∫
Qω

e2sαsφ|w||f1|dxdt =

∫
Qω

e2sα (λsφ|w|)
(
|f1|
λ

)
dxdt ≤∫

Qω

e2sαλ2s2φ2|w|2dxdt+

∫
Qω

e2sα 1

λ2
|f1|2 dxdt · (4.94)

De (4.87) e (4.90), vem que :∫
Q

e2sαχsφ |∇w|2 dxdt =

∫
Q

e2sαχsφ w wt dxdt−
∫
Q

e2sαχsφ a(t) w2 dxdt

−
∫
Q

e2sαχ sφw f1 dxdt−
∫
Q

sw∇(e2sαχφ)∇wdxdt · (4.95)

Substituindo (4.89), (4.93), (4.94) em (4.95), temos :∫
Q

e2sαχsφ |∇w|2 dxdt ≤ 3C

2

∫
Qω

s3φ3e2sα|w|2dxdt+M

∫
Qω

e2sαsφw2 dxdt+∫
Qω

e2sαλ2s2φ2|w|2dxdt+

∫
Qω

e2sα 1

λ2
|f1|2 dxdt+

4Ĉ2

ε

∫
Qω

e2sα(sφ)3λ2|w|2 dxdt+

4Ĉ2ε

∫
Qω

e2sαsφ|∇ψ|2dxdt ≤ 3C

2

∫
Qω

s3φ3λ2e2sα|w|2dxdt+M

∫
Qω

e2sαs3φ3λ2w2 dxdt+∫
Qω

e2sαλ2s3φ3|w|2dxdt+

∫
Qω

e2sα 1

λ2
|f1|2 dxdt+

4Ĉ2

ε

∫
Qω

e2sα(sφ)3λ2|w|2 dxdt+

4Ĉ2ε

∫
Qω

e2sαsφ|∇ψ|2dxdt =

(
3C

2
+M +

4Ĉ2

ε
+ 1

)∫
Qω

e2sαλ2s3φ3|w|2dxdt+∫
Qω

e2sα 1

λ2
|f1|2 dxdt+ 4Ĉ2ε

∫
Qω

e2sαsφ|∇ψ|2dxdt · (4.96)

Fazendo Ĉ5 = 3C
2

+M + 4Ĉ2

ε
+ 1, resulta que :∫

Q

e2sαχsφ |∇w|2 dxdt ≤ 5̂5

∫
Qω

e2sαλ2s3φ3|w|2dxdt+

∫
Qω

e2sα 1

λ2
|f1|2 dxdt+

4Ĉ2ε

∫
Qω

e2sαsφ|∇ψ|2dxdt · (4.97)

Multiplicando ambos os lados de (4.97) por λ2 e fazendo Ĉ6 = 4Ĉ4 obtemos :∫
Q

e2sαsφλ2χ |∇w|2 dxdt ≤ Ĉ5

∫
Qω

e2sαs3φ3λ4|w|2dxdt+

∫
Qω

e2sα|f1|2 dxdt+

Ĉ6 ε

∫
Qω

e2sαsφλ2|∇ψ|2dxdt · (4.98)

Note que :∫
ω0

e2sαsφλ2|∇w|2dxdt ≤
∫
Q

e2sαsφλ2χ|∇w|2dxdt ·
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Assim, segue de (4.98) que :∫
ω0

e2sαsφλ2|∇w|2dxdt ≤ Ĉ5

∫
Qω

e2sαs3φ3λ4|w|2dxdt+

∫
Qω

e2sα|f1|2 dxdt+

Ĉ6 ε

∫
Qω

e2sαsφλ2|∇ψ|2dxdt · (4.99)

Agora, adicionando (4.73) com (4.86), obtemos :∫
Q

(
s3λ4φ3e2sα|w|2 + sλ2φe2sα|∇w|2

)
dxdt+

∫
Q

e2sα(sφ)−1

(
1

2
|wt|2 + |∆w|2

)
dxdt ≤

N

(∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+

∫
Qω0

(
s3λ4φ3e2sα|w|2 + sλ2φe2sα|∇w|2

)
dxdt

)
,

(4.100)

onde N = C5 +K3. Logo, segue de (4.99) e (4.100) que :∫
Q

(
s3λ4φ3e2sα|w|2 + sλ2φe2sα|∇w|2

)
dxdt+

∫
Q

e2sα(sφ)−1

(
1

2
|wt|2 + |∆w|2

)
dxdt ≤

N

(∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+

∫
Qω0

s3λ4φ3e2sα|w|2dxdt
)

+N

(
Ĉ5

∫
Qω

e2sαs3φ3λ4|w|2dxdt+∫
Qω

e2sα|f1|2 dxdt+ Ĉ6 ε

∫
Qω

e2sαsφλ2|∇ψ|2dxdt
)

= 2N

∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+

N(1 + Ĉ5)

∫
Qω

e2sαs3φ3λ4|w|2dxdt+NĈ6 ε

∫
Qω

e2sαsφλ2|∇ψ|2dxdt ·

(4.101)

Considerando ε = 1

2NĈ6
e K = máx { 2N, N(1 + Ĉ5) }, obtemos :∫

Q

(
s3λ4φ3e2sα|w|2 + sλ2φe2sα|∇w|2

)
dxdt+

∫
Q

e2sα(sφ)−1

(
1

2
|wt|2 + |∆w|2

)
dxdt ≤

K

(∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+

∫
Qω

e2sαs3φ3λ4|w|2dxdt
)

+
1

2

∫
Qω

e2sαsφλ2|∇ψ|2dxdt ·

(4.102)

Logo,∫
Q

(
s3λ4φ3e2sα|w|2 +

1

2
sλ2φe2sα|∇w|2

)
dxdt+

∫
Q

e2sα(sφ)−1

(
1

2
|wt|2 + |∆w|2

)
dxdt ≤

K

(∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+

∫
Qω

e2sαs3φ3λ4|w|2dxdt
)
·

(4.103)
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Desta forma,∫
Q

(
e2sαs3λ4φ3|w|2 + e2sαsλ2φ|∇w|2

)
dxdt+

∫
Q

e2sα(sφ)−1
(
|wt|2 + |∆w|2

)
dxdt ≤∫

Q

(
2e2sαs3λ4φ3|w|2 + e2sαsλ2φ|∇w|2

)
dxdt+

∫
Q

e2sα(sφ)−1
(
|wt|2 + 2|∆w|2

)
dxdt =

2

[ ∫
Q

(
e2sαs3λ4φ3|w|2 +

1

2
e2sαsλ2φ|∇w|2

)
dxdt+

∫
Q

e2sα(sφ)−1

(
1

2
|wt|2 + |∆w|2

)
dxdt

]
≤

2K

(∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+

∫
Qω

e2sαs3φ3λ4|w|2dxdt
)
·

(4.104)

Fazendo C = 2K, temos :∫
Q

(
(sφ)−1

(
|wt|2 + |∆w|2

)
+ s3λ4φ3|w|2 + sλ2φ|∇w|2

)
e2sαdxdt ≤

C

(∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+

∫
Qω

e2sαs3φ3λ4|w|2dxdt
)
,

(4.105)

onde w = w(x, t) é a solução fraca do sistema adjunto (3.3).
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5 DESIGUALDADE DE

OBSERVABILIDADE

Neste caṕıtulo, vamos provar a desigualdade de observabilidade para soluções

fracas do sistema adjunto (3.3). Esta desigualdade é uma consequência da desigualdade

Carleman provada no caṕıtulo anterior.

Na teoria de controle, a observabilidade é uma medida de quão bem os esta-

dos internos de um sistema podem ser inferidos a partir do conhecimento de suas sáıdas

externas. O conceito de observabilidade foi introduzido em 1960 pelo engenheiro húngaro-

americano Rudolf E. Kalman para sistemas dinâmicos lineares.

Formalmente, um sistema é dito observável se, para qualquer posśıvel sequência

de vetores de estado e de controle, o estado atual pode ser determinado em tempo finito

usando apenas as sáıdas (esta definição é voltada à representação no espaço de estados).

Isto significa que a partir de sáıdas do sistema é posśıvel determinar o comportamento de

todo o sistema.

Para mostrar que o sistema (3.3) é observável utilizaremos como ferramenta

principal a desigualdade de Carleman demonstrada no caṕıtulo anterior. Assim, temos

por objetivo provar o seguinte teorema :

Teorema 5.0.1. Sejam α e φ como no Teorema 4.0.1. Então, para λ > λ0 > 0 e

s > s(λ) > 1, temos que∫
Ω

| w(x, 0) |2 dx ≤ C

(∫
Q

e2sα|f1|2dxdt+

∫
Qω

e2sαφ3|w|2dxdt
)
, (5.1)

onde C é uma constante positiva que depende apenas de Ω e T ·

Essa desigualdade é chamada de Desigualdade de Observabilidade para o sis-

tema adjunto (3.3).

Demonstração. Multiplicando ambos os lados de (3.3)1 por w e integrando em Ω, obtemos:∫
Ω

w wt dx+

∫
Ω

w ∆w dx =

∫
Ω

a(t)w2 dx+

∫
Ω

w f1 dx. (5.2)
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Note que
∫

Ω
w wt dx = 1

2
d
dt

∫
Ω
w2dxdt. Por outro lado, como w = 0 em Σ então

pela fórmula de Green, temos :∫
Ω

∇w · ∇wdx =

∫
Ω

|∇w|2 dx = −
∫

Ω

w ∆w dx·

Logo, (5.2) torna-se

1

2

d

dt

∫
Ω

w2dxdt−
∫

Ω

|∇w|2dx =

∫
Ω

a(t)w2 dx+

∫
Ω

w f1 dx. (5.3)

Multiplicando ambos os lados de (5.3) por e2(M+1)t, temos :

e2(M+1)t

(
1

2

d

dt

∫
Ω

w2dxdt−
∫

Ω

|∇w|2dx
)

= e2(M+1)t

(∫
Ω

a(t)w2 dx+

∫
Ω

w f1 dx

)
.

(5.4)

Agora, observando que |a(t)|L∞(Ω) < M quase sempre em [0, T ], então segue

de (5.4) que :

− d

dt

(
e2(M+1)t

∫
Ω

w2 dxdt

)
= −2(M + 1)e2(M+1)t

∫
Ω

w2 dx− e2(M+1)t d

dt

∫
Ω

w2 dxdt =(
− (M + 1)

∫
Ω

w2 dx− 1

2

d

dt

∫
Ω

w2 dxdt

)
2e2(M+1)t ≤ 2e2(M+1)t

∫
Ω

|∇w|2 dxdt+(
− (M + 1)

∫
Ω

w2 dx− 1

2

d

dt

∫
Ω

w2 dxdt

)
2e2(M+1)t = −2(M + 1)e2(M+1)t

∫
Ω

w2 dx−

−
(

1

2

d

dt

∫
Ω

w2 dx−
∫

Ω

|∇w|2 dxdt
)

2e2(M+1)t = −2(M + 1)e2(M+1)t

∫
Ω

w2 dx−

−
(∫

Ω

a(t)w2 dx+

∫
Ω

w f1 dx

)
2e2(M+1)t = −2(M + 1)e2(M+1)t

∫
Ω

w2 dx+(∫
Ω

(−a(t))w2 dx+

∫
Ω

2w
(−f1)

2
dx

)
2e2(M+1)t ≤ −2(M + 1)e2(M+1)t

∫
Ω

w2 dx+(
M

∫
Ω

w2 dx+

∫
Ω

w2dx+
1

4

∫
Ω

f 2
1 dx

)
2e2(M+1)t = −2(M + 1)e2(M+1)t

∫
Ω

w2 dx+

2(M + 1)e2(M+1)t

∫
Ω

w2 dx+
e2(M+1)t

2

∫
Ω

f 2
1 dx =

e2(M+1)t

2

∫
Ω

f 2
1 dx ·

Logo,

− d

dt

(
e2(M+1)t

∫
Ω

w2 dxdt

)
≤ e2(M+1)t

2

∫
Ω

f 2
1 dx · (5.5)

Integrando (5.5) de 0 a t, temos :∫
Ω

∫ t

0

(−2(M + 1))e2(M+1)yw2dy dx−
∫

Ω

∫ t

0

e2(M+1)y d

dy
w2 dy dx ≤∫ t

0

[
e2(M+1)y

2

∫
Ω

f1(x, y)2 dx

]
dy ·

(5.6)
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O cálculo da primeira integral por partes nos dá :∫
Ω

∫ t

0

(−2(M + 1)e2(M+1)tw2dy dx−
∫

Ω

∫ t

0

e2(M+1)t d

dy
w2 dy dx =

∫
Ω

(
−w2e2(M+1)y

) ∣∣∣∣t
0

dx+∫
Ω

∫ t

0

e2(M+1)t d

dy
w2 dy dx−

∫
Ω

∫ t

0

e2(M+1)t d

dy
w2 dy dx =

∫
Ω

(
−w2e2(M+1)y

) ∣∣∣∣t
0

dx =∫
Ω

w(x, 0)2 dx− e2(M+1)t

∫
Ω

w(x, t)2 dx = |w(x, 0)|2L2(Ω) − e2(M+1)t|w(x, t)|2L2(Ω) ·

Logo,

| w(x, 0) |2L2(Ω) ≤ e2(M+1)t|w(x, t)|2L2(Ω) +

∫ t

0

[
e2(M+1)y

2

∫
Ω

f1(x, y)2 dx

]
dy ·

(5.7)

Defina θ : (0, T )→ R tal que θ(t) = sup{ e−2sα(x, t);x ∈ Ω }·

Note que

θ(t) ≤ e
2se2λ||ψ||

β(t) · (5.8)

De fato, como e2λ||ψ|| − eλψ ≤ e2λ||ψ||, então

−α = −
(
eλψ − e2λ||ψ||

β(t)

)
=
e2λ||ψ|| − eλψ

β(t)
≤ e2λ||ψ||

β(t)
·

De onde segue :

−2sα ≤ 2s
e2λ||ψ||

β(t)
⇒ θ(t) ≤ e2s e2λ||ψ||

β(t) ·

Por definição de supremo temos que e−2sα ≤ θ(t) . Dáı,

(i) 1 ≤ e2sαθ(t) ·

Pelo Lema 4.0.1 temos que ψ > 0 em Ω e φ(x, t) = eλψ

β(t)
, β(t) = t(T − t), 0 <

t < T , para x ∈ Ω. Então,

1

φ
=

β(t)

eλψ
≤ β(t) = t(T − t) ≤ T 2 = 3

√
C0·

Logo, 1
φ3
≤ C0, para 0 ≤ t ≤ T, x ∈ Ω · Isto é,

(ii) 1 ≤ C0φ
3(x, t), 0 ≤ t ≤ T, x ∈ Ω ·

Além disso,

(iii) t ≤ T ⇒ 2(M + 1)t ≤ 2(M + 1)T ⇒ e2(M+1)t ≤ e2(M+1)T = C1, para

0 ≤ t ≤ T .
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Se 1 ≤ s3, então por (i) e (iii) obtemos de (5.7) que :

|w(x, 0)|2L2(Ω) ≤ C1

∫
Ω

|w(x, t)|2 dx+ C1

∫ t

0

[
1

2

∫
Ω

|f1(x, y)|2 dx
]
dy

≤ C1θ(t)

∫
Ω

e2sα|w(x, t)|2 dx+ C1θ(t)

∫ t

0

[ ∫
Ω

e2sα|f1(x, y)|2 dx
]
dy ·

Portanto,

1

θ(t)
|w(x, 0)|2L2(Ω) ≤ C1

∫
Ω

e2sα|w(x, t)|2 dx+ C1

∫ t

0

[ ∫
Ω

e2sα|f1(x, y)|2 dx
]
dy ·

(5.9)

De (5.8) obtemos :

0 < kT < e
−2se2λ||ψ||

β(t) ≤ 1

θ(t)
, 0 < t < T ·

Assim, podemos reescrever (5.9) como segue :

|w(x, 0)|2L2(Ω)e
−2se2λ||ψ||

β(t) ≤ C1

∫
Ω

e2sα|w(x, t)|2 dx+ C1

∫ t

0

[ ∫
Ω

e2sα|f1(x, y)|2 dx
]
dy ·

(5.10)

Agora, fixando t1 < t2 em (0, T ) e integrando (5.10) em (t1, t2) em relação a t,

temos:

|w(x, 0)|2L2(Ω)

∫ t2

t1

e
−2se2λ||ψ||

β(t) dt ≤ C1

∫ t2

t1

(∫
Ω

e2sα|w(x, t)|2 dx
)
dt +

C1

∫ t2

t1

[∫ t

0

(∫
Ω

e2sα|f1(x, y)|2 dx
)
dy

]
dt ·

(5.11)

Afirmação 5.0.1.∫
Ω

∫ T

0

∫ t

0

e2sα|f1(x, y)|2dxdydt ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

|f1(x, y)|2dxdy.

De fato, seja λ0 ≥ 1 tal que e2λ0||ψ|| ≥ 2. Assim, para λ ≥ λ0, temos :

2sα(y, t) = 2s

(
ee

2λ||ψ||−λψ(y)

β(t)

)
≤ −2s

eλ||ψ||

β(t)
.

Logo, e2sα(y,t) ≤ e−2s e
λ||ψ||
β(t) , 0 < t < T. Portanto, pondo ϕ = eλ||ψ||, temos :∫ t2

t1

[ ∫ t

0

(∫
Ω

e2sα(x,t)|f1(x, y)|2dx
)
dy

]
dt ≤

∫ t2

t1

[ ∫ t

0

(∫
Ω

e−2s ϕ
β(t) |f1(x, y)|2dx

)
dy

]
dt

=

∫ T

0

[ ∫ t

0

(∫
Ω

e−2s ϕ
β(t) |f1(x, y)|2dx

)
dy

]
dt

=

∫
Ω

[ ∫ T

0

(∫ t

0

e−2s ϕ
β(t) |f1(x, y)|2dy

)
dt

]
dx.
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Agora vamos provar a seguinte desigualdade :∫
Ω

[ ∫ T

0

(∫ t

0

e−2s ϕ
β(t) |f1(x, y)|2dy

)
dt

]
dx ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

|f1(x, y)|2dxdy.

Análise da integral

I =

∫ T

0

(∫ t

0

e−2s ϕ
β(t) |f1(x, y)|2dy

)
dt.

Na integral I, temos 0 < y < t e 0 < t < T.

Vamos considerar uma mudança de variáveis em I, definida pela aplicação

linear σ(t, y) = (y, t), uma involução de R2 em R2. Isto é dado por (at+b, ct+dy) = (y, t),

com a = d = 0 e b = c = 1. A matriz de σ é

 0 1

1 0

 com |det σ| = 1. Então mantém

a área das figuras e só altera a posição.

Consideremos o domı́nio K de R2 definido por :

K = {(t, y); 0 < t < T, y < t}

e K̂ = σ(K) é definido por :

K̂ = {(y, t); 0 < y < T, y > t}.

Temos :

I =

∫ T

0

(∫ t

0

e−2s ϕ
β(t) |f1(x, y)|2dy

)
dt =

∫ T

0

(∫ T

y

e−2s ϕ
β(y) |f1(x, y)|2dt

)
dy.

Como e−2s ϕ
β(t) é regular, então∫ T

0

(∫ t

0

e−2s ϕ
β(t) |f1(x, y)|2dy

)
dt ≤

∫ T

0

(∫ T

0

e−2s ϕ
β(t) |f1(x, y)|2dt

)
dy

=

(∫ T

0

|f1(x, y)|2dt
)(∫ T

0

e−2s ϕ
β(t)dy

)
= C

∫ T

0

|f1(x, y)|2dt,

com C > 0 dependendo de Ω e T . Integrando em Ω, temos :∫
Ω

(∫ T

0

(∫ t

0

e−2s ϕ
β(t) |f1(x, y)|2dy

)
dt

)
dx ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

|f1(x, y)|2dxdy.

Portanto fica provado a afirmação.

Uma vez que inf
t∈[0, T ]

e
2se2λ||ψ||

β(t) ≥ CT de (5.11) e da afirmação acima, obtemos :

|w(x, 0)|2L2Ω ≤ C1

∫ T

0

∫
Ω

e2sα|w(x, t)|2dxdt+ C1

∫ T

0

∫
Ω

|f1(x, t)|2dxdt. (5.12)
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De (ii), temos :

|w(x, 0)|2L2Ω ≤ C1C0

∫ T

0

∫
Ω

φ3e2sα|w(x, t)|2dxdt+ C1

∫ T

0

∫
Ω

|f1(x, t)|2dxdt

≤ C1C0

∫ T

0

∫
Ω

s3φ3e2sα|w(x, t)|2dxdt+ C1

∫ T

0

∫
Ω

|f1(x, t)|2dxdt.

(5.13)

Pela desigualdade de Carleman, temos :∫
Q

s3φ3|w(x, t)|2e2sαdxdt ≤ C2

∫
Q

e2sα|f1(x, t)|2dxdt+ C2

∫
Qω

e2sαφ3|w|2dxdt.

Então, temos :

|w(x, 0)|2L2Ω ≤ C1C0C2

∫
Q

e2sα|f1(x, y)dxdt+ C2

∫
Qω

e2sαφ3|w(x, t)2dxdt

+ C1

∫
Q

|f1(x, t)|2dxdt = (C1 + C1C0C2)

∫
Q

|f1(x, t)|2dxdt

+ C2

∫
Qω

e2sαφ3|w(x, t)2dxdt.

Fazendo C = máx{ C1C0C2 + C2, C1 }, obtemos :∫
Ω

| w(x, 0) |2 ≤ C

(∫
Q

e2sα|f1(x, t)|2dxdt+

∫
Qω

e2sαφ3|w(x, t)2dxdt

)
.
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6 CONTROLABILIDADE

Dizemos que um sistema possui a propriedade de controlabilidade nula se, a

partir de um estado inicial arbitrário, a solução do sistema sempre pode ser conduzida

exatamente para zero. Assim, problema da controlabilidade nula da equação de calor é

saber se, de qualquer estado inicial de um sólido, por aquecimento ou resfriamento de

uma parte prescrita deste sólido, é posśıvel trazê-lo para uma temperatura zero em tempo

finito.

A controlabilidade nula da equação do calor é um assunto bem compreendido.

Em particular, a equação de calor em um domı́nio suave, limitado Ω de Rn com um termo

fonte localizado em um subconjunto aberto ω de Ω é nulo controlável em tempo arbitrário

T >0 e com um suporte de controle arbitrário ω. Este resultado é devido, para o caso

n = 1, a Fattorini e Russell [14] e, para n ≥ 2, a Fursikov e Imanuvilov [19] . Já a

Controlabilidade nula para não-linearidades Lipschitzianas envolvendo termos gradientes

foi estudada recentemente em [5] e [41] . A literatura contém muitos outros desenvolvi-

mentos.

A controlabilidade exata para a equação do calor foi estabelecida por Lebeau e

Robbiano [27] e posteriormente, usando os resultados obtidos por esses autores, Fursikov

e Imanuvilov estabeleceram a controlabilidade exata para a equação de Navier-Stokes e

para a equação de Boussinesq em [18] .

A controlabilidade aproximada para a equação semilinear do calor envolvendo

termos e gradientes fora estudada em [9] e [16]. Já para um domı́nio não ciĺındrico ela

fora estudada em [10].

Neste caṕıtulo, provaremos a controlabilidade nula e aproximada para equação

não linear do calor . Inicialmente, provaremos a controlabilidade nula para a equação de

estado linear, em seguida, para a equação de estado não linear e, por último, demostra-

remos a controlabilidade aproximada.

Para alcançar o nosso objetivo de provar que nosso sistema é nulo controlável,

utilizaremos como ferramentas básicas a desigualdade de Carleman, a desigualdade de

observabilidade e o argumento do ponto fixo de Kakutani.
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6.1 Controlabilidade nula: Equação de estado linear

Consideremos a equação do estado linear:
pt(x, t)−∆p(x, t) + a(x, t)p(x, t) = χωu(x, t), em Q ;

p(x, t) = 0, em Σ ;

p(x, 0) = p0(x), em Ω .

(6.1)

Observe que a(t) é limitada em Q e |a|L∞(Q) < M , como mencionamos anteri-

ormente.

Quando temos χωu ∈ L2(Q), p0 ∈ L2(Ω), a solução fraca p de (6.1) tem a

seguinte regularidade, veja Brezis [4],

p ∈ H1
(
0, T ;H−1(Ω)

)
∩ L2

(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
·

Isto é,

p ∈ W 1
(
0, T ;H1

0 (Ω), H−1(Ω)
)

= {p ∈ L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
, pt ∈ L2

(
0, T ;H−1(Ω)

)
}

⊂ C0
(
[0, T ];L2(Ω)

)
.

Portanto, p ∈ C0 ([0, T ];L2(Ω)).

A controlabilidade nula para (6.1) consiste em obter um controle u ∈ L2(Q),

tal que p(x, T ) = 0 quase sempre em Ω.

Para mostrar que o sistema (6.1) é nulo controlável, devemos provar o teorema

a seguir.

Teorema 6.1.1. Para p0 ∈ L2(Ω), existe um controle u ∈ L2(Q) tal que a solução fraca

p = p(x, t) da equação estado (6.1) satisfaz p(x, T ) = 0 em Ω.

Demonstração. A prova do Teorema 6.1.1 é feita através de um método variacional e

aplicando a desigualdade de observabilidade, conforme o caṕıtulo anterior. O controle u

é escolhido em L2(Q, e−2sαφ−3) satisfazendo :∫
Q

e−2sαφ−3u2 dxdt ≤ C

∫
Ω

p2
0dx. (6.2)

Seja o sistema linear adjunto de (6.1)
wt(x, t)−∆w(x, t) + a(x, t)w(x, t) = 0, em Q ;

w(x, t) = 0, em Σ ;

w(x, T ) = wT , em Ω ;

(6.3)
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onde |a(x, t)|L∞(Q)<M .

Para s ≥ s0 e λ ≥ λ0 suficientemente grande, existe C0 = C0(λ) > 0 tal que

e−2sαφ−3 ≥ C0.

De fato, supondo λ ≥ λ0 suficientemente grande temos que 2 ≤ eλ||ψ||. Além

disso, como eλψ ≤ eλ||ψ||, então :

eλψ + eλ||ψ|| ≤ eλ||ψ|| + eλ||ψ|| = 2eλ||ψ|| ≤ eλ||ψ|| · eλ||ψ|| = e2λ||ψ||.

Dáı,

eλ||ψ|| ≤ e2λ||ψ|| − eλψ = −α(x, t)β(t)⇒ −α(x, t) ≥ eλ||ψ||

β(t)
⇒ −2sα(x, t) ≥ 2s

eλ||ψ||

β(t)
≥ 2s

β(t)
≥ 1

β(t)
.

Assim,

e−2sα ≥ e
1
β(t) . (6.4)

Por outro lado, φ = eλψ

β(t)
≤ eλ||ψ||

β(t)
, isto implica que φ−3 ≥ β(t)3

e3λ||ψ||
. Mas e−2sα ≥ 1, assim

temos que e−2sαφ−3 ≥ e
1
β(t)

e3λ||ψ||
β(t)3.

Agora, sabendo que lim
x→+∞

ex

x3
= +∞, temos que lim

t→0+

1

β(t)
= +∞, o que

implica lim
t→0+

e
1
β(t)

1
β(t)3

= +∞. Portanto, existe T1 tal que :

e
1

β(t)β(t)3 ≥ 1, para todo 0 < t < T1.

Analogamente, lim
t→T−

1

β(t)
= +∞, implica lim

t→T−

e
1
β(t)

1
β(t)3

= +∞. Portanto, existe

T2 tal que :

e
1
β(t)β(t)3 ≥ 1, para todo T2 < t < T.

Por outro lado, sendo [T1, T2] compacto e e
1
β(t)β(t)3 > 0, conclúımos que existe C >

0 tal que e
1
β(t)β(t)3 ≥ C, para todo T1 < t < T2. Dáı, temos : e−2sαφ−3 ≥

e
1
β(t)β(t)3 1

e3λ||ψ||
≥ C · 1

e3λ||ψ||
. Assim, fazendo C0 = max{C, 1

e3λ||ψ||
}, temos e−2sαφ−3 ≥ C0.

Para cada s, λ definimos o espaço L2(Q, e−2sαφ−3) como segue:

L2(Q, e−2sαφ−3) = {u : Q→ R;

∫
Q

e−2sαφ−3u2dxdt ≤ C

∫
Ω

p2
0dx}.

Para cada ε > 0, definimos o funcional

Nε(p, u) =

∫
Q

e−2sαφ−3u2 dxdt+
1

ε

∫
Ω

p(x, T )2 dx, (6.5)

para u ∈ L2(Q, e−2sαφ−3) e p é a solução fraca de (6.1), com p0 ∈ L2(Ω).
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Proposição 6.1.1. O funcional Nε é semi-cont́ınuo inferiormente, estritamente convexo,

coercivo em L2(Q). Portanto, o problema variacional minNε(p, u) tem única solução

uε ∈ L2(Q).

Demonstração. Sejam u, v ∈ L2(Q, e−2sαφ−3) com u 6= v e seja t ∈ [0, 1]. Considere

ϕ = (1− t)u+ tv. Então,

Nε(p, ϕ) =

∫
Q

e−2sαφ−3ϕ2dxdt+
1

ε

∫
Ω

p(x, T )2dx

= |e−sαφ
−3
2 ϕ|2L2(Q) +

1

ε
|p(x, T )|2L2(Ω)

= |e−sαφ
−3
2 (1− t)u+ e−sαφ

−3
2 tv|2L2(Q) +

1

ε
|p(x, T )|2L2(Ω)

< (1− t)|e−sαφ
−3
2 u|2L2(Q) + t|e−sαφ

−3
2 v|2L2(Q) +

1

ε
|p(x, T )|2L2(Ω)

= (1− t)|e−sαφ
−3
2 u|2L2(Q) + t|e−sαφ

−3
2 v|2L2(Q) +

1

ε
|p(x, T ) + tp(x, T )− tp(x, T )|2L2(Ω)

= (1− t)|e−sαφ
−3
2 u|2L2(Q) + t|e−sαφ

−3
2 v|2L2(Q) +

1

ε
|(1− t)p(x, T ) + tp(x, T )|2L2(Ω)

< (1− t)|e−sαφ
−3
2 u|2L2(Q) + t|e−sαφ

−3
2 v|2L2(Q) +

1

ε
(1− t)|p(x, T )|2L2(Ω +

1

ε
t|p(x, T )|2L2(Ω)

= (1− t)
(
|e−sαφ

−3
2 u|2L2(Q) +

1

ε
|p(x, T )|2L2(Ω)

)
+ t

(
|e−sαφ

−3
2 v|2L2(Q) +

1

ε
|p(x, T )|2L2(Ω)

)
= (1− t)

(∫
Q

e−2sαφ−3u2 dxdt+
1

ε

∫
Ω

p(x, T )2 dx

)
+ t

(∫
Q

e−2sαφ−3v2 dxdt +

1

ε

∫
Ω

p(x, T )2 dx

)
= (1− t)Nε(p, u) + tNε(p, v).

Portanto,

Nε(p, (1− t)u+ tv) < (1− t)Nε(p, u) + tNε(p, v).

Logo, Nε é estritamente convexo.

Nε é coercivo. De fato,

Nε(p, u) =

∫
Q

e−2sαφ−3u2 dxdt+
1

ε

∫
Ω

p(x, T )dx

≥ C0

∫
Q

u2 dxdt+
1

ε

∫
Ω

p(x, T )dx

≥ C0|u|L2(Q).

Sejam (un)n∈N e (pn)n∈N sequências em L2(Q, e−2sαφ−3) e L2(Q), respectiva-

mente, tais que un → u em L2(Q, e−2sαφ−3) e pn → p em L2(Q). Então,∫
Q

e−2sαφ−3u2
n dxdt→

∫
Q

e−2sαφ−3u2 dxdt
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e
1

ε

∫
Ω

pn(x, T )2 dx→ 1

ε

∫
Ω

p(x, T )2 dx.

Assim,

Nε(pn, un)→ Nε(p, u).

Portanto, Nε é semi-cont́ınuo inferiormente, coercivo e estritamente convexo,

logo existe uε ∈ L2(Q) que miniminiza Nε(p, u).

Suponhamos que uε ∈ L2(Q) seja o minimizador de Nε(p, u). Assim, por meio

da equação estado (6.1) encontramos a solução fraca pε. O próximo passo consiste em

provar a convergência

lim
ε→0

uε = u e lim
ε→0

pε = p .

Então, temos que provar que p é a solução fraca de (6.1) correspondente ao controle u e

que p(x, T ) = 0 quase sempre em Ω .

Lema 6.1.1. Seja uε ∈ L2(Q) o minimizador de Nε(p, u). Então temos

uε = e2sαφ3χωwε quase sempre em Q ,

com

wε ∈ H1
(
0, T ; H−1(Ω)

)
∩ L2

(
0, T ; H1

0 (Ω)
)
,

é a solução fraca do problema parabólico
wεt + ∆wε − a(t)wε = 0 em Q ;

wε = 0 em Σ ;

wε(x, T ) = −1
ε
p(x, T ) em Ω ,

(6.6)

sendo p(x, t) a solução fraca de (6.1), isto é,
pt + ∆p− a(t)p = χωu em Q ;

p = 0, em Σ ;

p(x, 0) = p0(x) em Ω ,

(6.7)

p0 ∈ L2(Ω), u ∈ L2(Q) .

Demonstração. Vamos escrever a solução fraca de (6.7) como p = p̂+ p com

p̂ e p soluções fracas dos sistemas
p̂t −∆p̂+ a(t)p̂ = 0 em Q ;

p̂ = 0, em Σ ;

p̂(x, 0) = p̂(x) em Ω ,

(6.8)
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pt −∆p+ a(t)p = χωu em Q ;

p = 0, em Σ ;

p(x, 0) = 0 em Ω ,

(6.9)

Em (6.9) temos uma dependência linear da solução p do controle u, que deno-

tamos por :

Lu = pu(x, T ). (6.10)

A aplicação L : L2(Q) → L2(Ω) dada acima está bem definida e é portanto

linearmente limitada. De fato, sejam u, v ∈ L2(Q) e α1, α2 ∈ R, então temos :

L(α1u+ α2v) = pα1u+α2v(x, T )

= (α1pu + α2pv) (x, T )

= α1pu(x, T ) + α2pv(x, T )

= α1Lu+ α2Lv .

Portanto, L é linear. Como p ∈ C0 ([0, T ] ; L2(Ω)), então temos que L é limitada. Assim,

reescrevemos Nε(p, u) = Jε(u) com

Jε(u) =

∫
Q

e−2sαφ−3u2dxdt+
1

ε

∫
Ω

(p̂(T ) + Lu)2 dx. (6.11)

O valor estacionário uε ∈ L2(Q), para o funcional Jε(u), definido por (6.12),

é aquele em que a derivada de Gateaux é nula em todas as direções w̃ ∈ L2(Q). Isso

significa que :

J ′ε(uε) · w̃ = 0 para todo w̃ ∈ L2(Q) ,

isto é,

d

dλ
Jε(uε + λw̃)

∣∣∣∣
λ=0

= 0 para todo w̃ ∈ L2(Q) .

Façamos agora o cálculo com o peso e−2sαφ−3 no funcional Jε observando que:

p(T ) = p̂(T ) + p(T ) = p̂(T ) + Lu .

De fato,
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Jε(uε + λw̃) =

∫
Q

e−2sαφ−3 (uε + λw̃)2 dxdt +
1

ε

∫
Ω

(
p̂(T ) + L(uε + λw̃)

)2

dx

=

∫
Q

e−2sαφ−3 (uε + λw̃)2 dxdt +
1

ε

∫
Ω

(
pε(T )− Luε + Luε + λLw̃

)2

dx

=

∫
Q

e−2sαφ−3 (uε + λw̃)2 dxdt +
1

ε

∫
Ω

(
pε(T ) + λLw̃

)2

dx

=

∫
Q

e−2sαφ−3u2
ε dx dt+ 2λ

∫
Q

e−2sαφ−3uε w̃ dxdt + λ2

∫
Q

e−2sαφ−3 w̃2 dxdt

+
1

ε

∫
Ω

(pε(T ))2 dx +
2λ

ε

∫
Ω

pε(T ) Lw̃ dx+
λ2

ε

∫
Ω

(Lw̃)2 dx

=

∫
Q

e−2sαφ−3u2
ε dx dt +

1

ε

∫
Ω

(pε(T ))2 dx + 2λ

(∫
Q

e−2sαφ−3uε w̃ dxdt +

1

ε

∫
Ω

pε(T ) Lw̃ dx

)
+ λ2

(∫
Q

e−2sαφ−3 w̃2 dxdt+
1

ε

∫
Ω

(Lw̃)2 dx

)
=

∫
Q

e−2sαφ−3u2
ε dx dt +

1

ε

∫
Ω

(p̂(T ) + Lu)2 dx + 2λ

(∫
Q

e−2sαφ−3uε w̃ dxdt

+
1

ε

∫
Ω

pε(T ) Lw̃ dx

)
+ λ2

(∫
Q

e−2sαφ−3 w̃2 dxdt+
1

ε

∫
Ω

(Lw̃)2 dx

)
= Jε(uε) + 2λ

(∫
Q

e−2sαφ−3uε w̃ dxdt +
1

ε

∫
Ω

pε(T )Lw̃ dx

)
+

λ2

(∫
Q

e−2sαφ−3 w̃2 dxdt+
1

ε

∫
Ω

(Lw̃)2 dx

)
·

Assim, temos :

Jε(uε + λw̃) = Jε(uε) + 2λ

(∫
Q

e−2sαφ−3uε w̃ dxdt +
1

ε

∫
Ω

pε(T )Lw̃ dx

)
+

λ2

(∫
Q

e−2sαφ−3 w̃2 dxdt+
1

ε

∫
Ω

(Lw̃)2 dx

)
·

Dividindo ambos os membros da expressão acima por λ, obtemos :

Jε(uε + λw̃)− Jε(uε)
λ

= 2

(∫
Q

e−2sαφ−3uε w̃ dxdt +
1

ε

∫
Ω

pε(T )Lw̃ dx

)
+

λ

(∫
Q

e−2sαφ−3 w̃2 dxdt+
1

ε

∫
Ω

(Lw̃)2 dx

)
· (6.12)

Pela definição da derivada de Gateaux, temos :

lim
λ→0

Jε(uε + λw̃)− Jε(uε)
λ

=
d

dλ
Jε(uε + λw̃)

∣∣∣∣
λ=0

.

Assim, tomando o limite em (6.3) quando λ→ 0, obtemos :

d

dλ
Jε(uε + λw̃)

∣∣∣∣
λ=0

= 2

(∫
Q

e−2sαφ−3uε w̃ dxdt +
1

ε

∫
Ω

pε(T )Lw̃ dx

)
, ∀ w̃ ∈ L2(Q).
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Como uε é um ponto estacionário de Jε(u), devemos ter :

2

∫
Q

e−2sαφ−3uε w̃ dxdt +
2

ε

∫
Ω

pε(T )z(T ) dx = 0 , (6.13)

para todo w̃ ∈ L2(Q) e z solução fraca de
zt −∆z + a(t)z = χωw̃, em Q ;

z = 0, em Σ ;

z(0) = 0, em Ω .

(6.14)

Note que z = Lw̃ e L é uma função linear limitada de w̃ ∈ L2(Q).

Observação 6.1.1. Como w̃ ∈ L2(Q) e z(x, t) = Lw̃(x, t), então z ∈ C0 ([0, T ] ; L2(Ω)).

Assim, faz sentido z(x, T ) = Lw̃(x, T ) .

Multiplicando (6.14) por wε e integrando em Q, temos :∫
Q

wε zt dxdt−
∫
Q

wε ∆z dxdt+

∫
Q

a(t) z wε dxdt =

∫
Q

χω w̃ wε dxdt. (6.15)

Como z = 0 em Σ, então pela fórmula de Green, temos :

(i)
∫
Q
wε ∆z dxdt+

∫
Q
∇wε∇z dxdt =

∫
Σ
wε

∂z
∂η
dΣ = 0 ;

(ii)
∫
Q
z ∆wε dxdt+

∫
Q
∇z∇wε dxdt =

∫
Σ
z ∂wε

∂η
dΣ = 0 .

Assim, de (i) e (ii), obtemos :∫
Q

wε ∆z dxdt =

∫
Q

z ∆wε dxdt . (6.16)

Por outro lado, integrando por partes a primeira intergral de (6.14), temos :∫
Q

wε zt dxdt =

∫
Ω

(∫ T

0

wε zt dt

)
dx =

∫
Ω

(
z wε

∣∣∣∣T
0

−
∫ T

0

z wεt dt

)
dx

=

∫
Ω

z(T ) wε(T ) dx−
∫

Ω

z(0) wε(0) dx+

∫
Q

z wεt dxdt . (6.17)

Logo, substituindo (6.16) e (6.17) em (6.14), obtemos :∫
Q

[−wεt −∆wε + a(t)wε ] z dxdt+

∫
Ω

z(T ) wε(T )dx−
∫

Ω

z(0) wε(0) dx =

∫
Q

χω w̃ wε dxdt .

(6.18)

Portanto, se wε é solução fraca do problema :
wεt + ∆wε − a(t)wε = 0, em Q ;

wε = 0, em Σ ;

wε(x, T ) = −1
ε
pε(x, T ), em Ω .

(6.19)
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Obtemos, de (6.14), (6.18) e (6.19) :

−1

ε

∫
Ω

pε(x, T ) z(x, T ) dx =

∫
Q

χω w̃ wε dxdt. (6.20)

De (6.13) temos que :

−1

ε

∫
Ω

pε(T )z(T ) dx =

∫
Q

e−2sαφ−3uε w̃ dxdt .

Logo, (6.20) torna-se : ∫
Q

e−2sαφ−3uε w̃ dxdt =

∫
Q

χω w̃ wε dxdt.

Isto é, ∫
Q

(
e−2sαφ−3uε − χω wε

)
w̃ dxdt = 0,

∀w̃ ∈ L2(Q). Isto implica que :

uε = e2sαφ3χωwε, quase sempre em Q ,

com wε solução fraca de (6.19), isto é, (6.6). Isto prova o Lema 6.1.1.

Agora, retornaremos à prova do Teorema 6.1.1. De fato, o primeiro passo,

ainda técnico, é obter como aplicação do Lema 6.1.1 estimativas para uε e pε afim de

garantir a convergência de ambos e com isso atingir o nosso objetivo que é p(x, T ) = 0.

Para isso, multiplicamos ambos os lados de (6.19) por pε(x, t) e integramos em Q. No

segundo passo, multiplicamos os dois lados do sistema (6.21) abaixo por wε e integramos

em Q. 
pεt −∆pε + a(t)pε = χωwεe

2sαφ3, em Q ;

pε = 0, em Σ ;

pε(x, 0) = p0(x), em Ω .

(6.21)

De fato, multiplicando ambos os lados de (6.19) por pε(x, t) e integrando em

Q, temos : ∫
Q

pε wεt dxdt+

∫
Q

pε ∆wε dxdt−
∫
a(t) wε pε dxdt = 0.

Mas temos que :

(i)

∫
Q

pε ∆wε dxdt =

∫
Q

wε ∆pε dxdt ;

(ii)

∫
Q

pε wε t dxdt =

∫
Ω

(
pε wε

∣∣∣∣T
0

)
dx −

∫
Q

pεt wε dxdt.



75

Assim,∫
Ω

pε(T ) wε(T ) dx−
∫

Ω

pε(0) wε(0) dx−
∫
Q

pεt wε dxdt+

∫
Q

wε ∆pε dxdt−
∫
a(t) wε pε dxdt = 0.

(6.22)

Multiplicando ambos os lados de (6.21)1 por wε(x, t) e integrando em Q,

temos :∫
Q

pεt wε dxdt−
∫
Q

wε ∆pε dxdt+

∫
a(t) wε pε dxdt =

∫
Qω

e2sαφ3w2
ε dxdt. (6.23)

Adicionando (6.22) e (6.23), obtemos :∫
Qω

e2sαφ3w2
ε dxdt =

∫
Ω

pε(T ) wε(T ) dx−
∫

Ω

pε(0) wε(0) dx

= −1

ε

∫
Ω

(pε(T ))2 dx−
∫

Ω

p0(x) wε(x, 0) dx.

Isto é , ∫
Qω

e2sαφ3w2
ε dxdt+

1

ε

∫
Ω

(pε(T ))2 dx = −
∫

Ω

p0(x) wε(x, 0) dx. (6.24)

A desigualdade de Hölder nos diz que :∣∣∣∣ ∫
Ω

p0(x) wε(x, 0) dx

∣∣∣∣
R
≤ |p0|L2(Ω)| |wε(x, 0)|L2(Ω). (6.25)

Pela desigualdade de observabilidade para wε(x, 0), conforme o Teorema 5.0.1,

obtemos :∫
Ω

|wε(x, 0)|2 dx ≤ C

(∫
Qω

e2sαφ3|wε(x, t)|2 dxdt
)

≤ C

(∫
Qω

e2sαφ3|wε(x, t)|2 dxdt+
1

ε

∫
Ω

|p(x, T )|2dx
)
. (6.26)

Substituindo (6.26) em (6.25), segue que :∣∣∣∣ ∫
Ω

p0(x) wε(x, 0) dx

∣∣∣∣
R
≤ |p0|L2(Ω)C

1

2

(∫
Qω

e2sαφ3|wε(x, t)|2 dxdt+
1

ε

∫
Ω

|p(x, T )|2dx
) 1

2

≤ C

2
|p0|2L2(Ω) +

1

2

(∫
Qω

e2sαφ3|wε(x, t)|2 dxdt+
1

ε

∫
Ω

|p(x, T )|2dx
)
.

(6.27)

De (6.24) e (6.27), temos :∫
Qω

e2sαφ3w2
ε dxdt+

1

ε

∫
Ω

(pε(T ))2 dx ≤ C

2
|p0|2L2(Ω) +

1

2

(∫
Qω

e2sαφ3|wε(x, t)|2 dxdt

+
1

ε

∫
Ω

|p(x, T )|2dx
)
.

(6.28)



76

Logo, ∫
Qω

e2sαφ3w2
ε dxdt+

1

ε

∫
Ω

(pε(T ))2 dx ≤ C|p0|2L2(Ω) = constante.

(6.29)

Portanto, de (6.29), temos : ∫
Ω

(pε(T ))2 dx ≤ Cε|p0|2L2(Ω). (6.30)

De (6.30), temos :

pε(x, T )→ 0 forte em L2(Ω) quando ε→ 0.

De (6.29), temos :∫
Q

χωe
2sαφ3w2

ε dxdt =

∫
Qω

e2sαφ3w2
ε dxdt < constante. (6.31)

Pelo Lema 6.1.1 temos que uε = e2sαφ3χωwε quase sempre em Q. Então,

u2
ε = (e2sαφ3χω)(e2sαφ3χωw

2
ε ) quase sempre em Q.

Como e−2sαφ−3 ≥ C0 em Q, então e2sαφ3 ≤ 1
C0

em Q. Logo,

u2
ε ≤

1

C0

(e2sαφ3χωw
2
ε ) quase sempre em Q.

Portanto, temos :∫
Q

u2
ε dxdt ≤

1

C0

∫
Q

e2sαφ3χωw
2
εdxdt < C.

Como L2(Q) é um espaço de Banach reflexivo, então a sequência (uε) converge

fracamente para u em L2(Q), isto é

uε ⇀ u fracamente em L2(Q) .

De (6.21) temos que :

pε ⇀ p fracamente em H1
(
0, T ; H−1(Ω)

)
∩ L2

(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
,

então :

pε → p fortemente em C0
(
[0, T ] ; L2(Ω)

)
. (6.32)
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De (6.30) temos que :

pε(x, T )→ 0 fortemente em L2(Ω),

de onde existe uma subsequência de pε(x, T ) tal que :

pε(x, T )→ 0 quase sempre em Ω. (6.33)

De (6.32) temos que,

pε(x, t)→ p(x, t) quase sempre em Ω, para 0 ≤ t ≤ T.

Então,

pε(x, T )→ p(x, T ) quase sempre em Ω.

De (6.33) temos pela unicidade do limite que p(x, T ) = 0 quase sempre em Ω.

Note que no sistema (6.21) uε = wεe
2sαφ3. Portanto, quando ε → 0 em (6.21)

obtemos um controle u ∈ L2(Q) e uma função p ∈ H1 (0, T ; H−1(Ω))∩L2 (0, T ;H1
0 (Ω))

solução no sentido fraco de
pt −∆p+ a(t)p = χωu em Q ,

p(x, t) = 0 em Σ ;

p(x, 0) = p0 em Ω ,

tal que

p(x, T ) = 0 quase sempre em Ω .

Isto prova o Teorema 6.1.1.

6.2 Controlabilidade nula: Equação de estado não

linear

Nesta seção vamos investigar a controlabilidade nula para a equação de estado

não linear : 
pt −∆p+ g(p) = χωu em Q ;

p(x, t) = 0 em Σ ;

p(x, 0) = p0(x) em Ω ;

(6.34)

com u ∈ L2(Q), p0 ∈ L2(Ω); onde g : R→ R é C1(R), globalmente Lipschitz e g(0) = 0.

Isso significa que,

|g(p1)− g(p2)| ≤M |p1 − p2| para todo p1, p2 ∈ R e M constante.
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Para nos auxiliar na demostração da controlabilidade nula de (6.34), precisa-

mos introduzir o seguinte espaço de Hilbert :

W 1
(
0, T ;H1

0 (Ω), H−1(Ω)
)

= {p ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), pt ∈ L2(0, T ;H−1(Ω))},

com produto interno

(u, v) =

∫ T

0

(u, v)H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) +

∫ T

0

(ut, vt)H−1(Ω)×H−1(Ω)

e norma induzida pelo produto interno acima

||p||2W 1 = ||p||2
L2(0, T ; H1

0 (Ω)) + ||pt||2L2(0, T ; H−1(Ω)) .

Temos :

W 1
(
0, T ;H1

0 (Ω), H−1(Ω)
)
⊂ C0

(
[0, T ];L2(Ω)

)
⊂ L2(Q),

Consideremos o subconjunto B de L2(Q) definido por :

B = {p ∈ W 1
(
0, T ;H1

0 (Ω), H−1(Ω)
)

; ||p||W 1 < M1}.

Para linearizar o sistema (6.34), definimos a função auxiliar f : R → R como

segue :

f(p) =


g(p)
p

se |p| > 0 ;

g′(0) se p = 0 .

Assim, para p ∈ B, p0 ∈ L2(Ω), u ∈ L2(Q), consideremos a seguinte equação de estado

linear : 
pt −∆p+ f(p)p = χωu em Q ;

p(x, t) = 0 em Σ ;

p(x, 0) = p0(x) em Ω .

(6.35)

Portanto, (6.35) é a linearização de (6.34).

Note que a(x, t) = f(p(x, t)) com p ∈ B uma bola de W 1. Assim, temos :

|a(x, t)| = |f(p(x, t))| = |g(p)

p
| = |g(p)− 0|

|p|
=
|g(p)− g(0)|

|p|

≤ M
|p− 0|
|p|

= M
|p|
|p|

= M. (6.36)

Portanto, pelo Teorema 6.1.1, para p ∈ W 1, T > 0 existe u ∈ L2(Q, e−2sαφ−3) tal que a

solução fraca de (6.35) satisfaz p(x, T ) = 0 em Ω, isto é, temos uma controlabilidade nula

para (6.35).

A controlabilidade nula de (6.34) é dada pelo seguinte teorema :
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Teorema 6.2.1. Suponha g : R → R globalmente Lipschitz e g(0) = 0, p0 ∈ L2(Ω) e

T > 0. então existe u ∈ L2(Q, e−2sαφ−3) e p ∈ W 1 (0, T ;H1
0 (Ω), H−1(Ω)), solução fraca

de (6.34) tal que p(x, T ) = 0 em Ω.

Demonstração. A prova do Teorema 6.2.1 é feita por meio do Teorema 2.5.10, o Teorema

do ponto fixo de Kakutani, mas utilizando a versão infinito dimensional para uma aplicação

de múltiplos valores, conforme [20]. No nosso caso temos X = L2(Q) e

B = {p ∈ W 1
(
0, T ;H1

0 (Ω), H−1(Ω)
)

; ||p||W 1 < M1} ⊂ C0
(
[0, T ];L2(Ω)

)
⊂ L2(Q),

onde M1 é uma constante a ser definida de forma adequada.

Afirmação 6.2.1. B é convexo.

De fato, sejam u, v ∈ B e t ∈ [0, 1], então,

||(1− t)u+ tv||W 1 ≤ (1− t)||u||W 1 + t||v||W 1 ≤ (1− t)M1 + tM1 = M1 .

Afirmação 6.2.2. B é um subconjunto compacto de L2(Q).

De fato, seja (bn)n∈N uma sequência de pontos bn ∈ B. Então, por definição

de B temos que ||bn||W 1 < M1. Da definição da norma de W 1, temos :
||bn||L2(0,T ; H1

0 (Ω)) < M1 e∣∣∣∣∣∣∣∣dbndt ∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(0,T ; H−1(Ω))

< M1 .

Isto significa que (bn)n∈N é uma sequência limitada em L2 (0, T ; H1
0 (Ω)) e

(
dbn
dt

)
n∈N é

uma sequência limitada em L2 (0, T ; H−1(Ω)). Assim, pelo Teorema 2.5.7 (Teorema de

Aubin-Lion) existe uma subseqência de (bn)n∈N a qual denotamos por (bn)n∈N tal que

bn → b fortemente em L2(Q). Portanto, B é compacto.

Definimos a aplicação Φ em B da seguinte forma:

Φ : B → 2B

p 7→ Φ(p)

onde

Φ(p) =

{
p ∈ W 1

(
0, T ;H1

0 (Ω), H−1(Ω)
)
, p é solução fraca de (6.35) para

u ∈ L2(Q, e−2sαφ−3) com

∫
Q

e−2sαφ−3u2 dx dt ≤ C

∫
Ω

p2
0 dx tal que p(x, T ) = 0 em Ω

}
.
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Afirmação 6.2.3. Φ(p) é não vazio para todo p ∈ B.

De fato, para p ∈ B, a(x, t) = f(p(x, t)) é por definição limitada, pois

g é Lipschitz e g(0) = 0. Portanto, para u ∈ L2(Q, e−2sαφ−3), p0 ∈ L2(Ω) existe

p ∈ W 1 (0, T ;H1
0 (Ω), H−1(Ω)) solução fraca de (6.35), tal que p(x, T ) = 0, conforme

a seção 6.1. Portanto, para p ∈ B, Φ(p) é não vazio em L2(Q).

Portanto, quando u ∈ L2(Q, e−2sαφ−3), p0 ∈ L2(Ω), p ∈ B, Φ(p) é um sub-

conjunto de L2(Q), isto é, Φ é uma aplicação de múltiplos valores que está bem definida.

Afirmação 6.2.4. Φ(B) ⊂ B.

De fato, para todo p ∈ B se p ∈ Φ(p), então por definição de Φ(p), p é solução

fraca de (6.35). Assim, multiplicando ambos os lados de (6.35)1 por p e integrando em Ω,

temos : ∫
Ω

ppt dx−
∫

Ω

p ∆p dx+

∫
Ω

f(p)p2 =

∫
Ω

χωu p dx .

Mas,

(i)

∫
Ω

ppt dx =
1

2

d

dt

∫
Ω

p(x, t)2dx =
1

2

d

dt
|p(x, t)|2L2(Ω) ;

(ii)

∫
Ω

p ∆p dx = −
∫

Ω

∇p∇p dx = −
∫

Ω

|∇p|2dx = −|∇p|2L2(Ω) = −||p(x, t)||2H1
0 (Ω).

Logo,

1

2

d

dt
|p(x, t)|2L2(Ω) + ||p(x, t)||2H1

0 (Ω) =

∫
Ω

(−f(p))p2 dx+

∫
Ω

χωu p dx

≤ M

∫
Ω

p2 dx+

∫
Ω

χωu p dx

≤ M

∫
Ω

p2 dx+
1

2

∫
Ω

(χωu)2 dx+
1

2

∫
Ω

p(x, t)2 dx

= M |p(x, t)|2L2(Ω) +
1

2
|χu|2L2(Ω) +

1

2
|p(x, t)|2L2(Ω)

= (M +
1

2
)|p(x, t)|2L2(Ω) +

1

2
|χu|2L2(Ω)

≤ (M +
1

2
)|p(x, t)|2L2(Ω) +

1

2
|χ|2L2(Ω) |u|2L2(Ω)

≤ (M +
1

2
)|p(x, t)|2L2(Ω) +

1

2
|u|2L2(Ω).

Portanto,

1

2

d

dt
|p(t)|2L2(Ω) + ||p(t)||2H1

0 (Ω) ≤ (M +
1

2
)|p(t)|2L2(Ω) +

1

2
|u|2L2(Ω).
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Mas como 1
2

= min{1, 1
2
}, então :

1

2

(
d

dt
|p(t)|2L2(Ω) + ||p(t)||2H1

0 (Ω)

)
≤ (M +

1

2
)|p(t)|2L2(Ω) +

1

2
|u|2L2(Ω).

Isto é,

d

dt
|p(t)|2L2(Ω) + ||p(t)||2H1

0 (Ω) ≤ (2M + 1)|p(t)|2L2(Ω) + |u|2L2(Ω).

Integrando em [0, t) e sabendo que p(x, 0) = p0, temos :

|p(t)|2L2(Ω) +

∫ T

0

||p(t)||2H1
0 (Ω)dt ≤ |p0|2L2(Ω) + (2M + 1)

∫ t

0

|p(s)|2L2(Ω)ds+ |u|2L2(Q). (6.37)

Para s e λ suficientemente grandes e fixos temos pela seção 6.1 que existe uma

constante C0 > 0 tal que C0 ≤ e−2sα. Logo, de (6.2) segue que C0|u|2L2(Q) ≤ C|p0|2L2(Ω).

Dáı, |u|2L2(Q) ≤ C1|p0|2L2(Ω) , onde C1 = C
C0

. Então, (6.37) torna-se :

|p(t)|2L2(Ω) +

∫ T

0

||p(t)||2H1
0 (Ω)dt ≤ |p0|2L2(Ω) + C1|p0|2L2(Ω) + (2M + 1)

∫ t

0

|p(s)|2L2(Ω)ds.

(6.38)

Da desigualdade de Gronwall , segue que :

|p(t)|2L2(Ω) +

∫ T

0

||p(t)||2H1
0 (Ω)dt ≤

(
|p0|2L2(Ω) + C1|p0|2L2(Ω)

)
e(2M+1)T = C2.

(6.39)

Temos também, para todo v ∈ H1
0 (Ω) com ||v||H1

0 (Ω) ≤ 1, que :

| 〈pt, v〉 | = | 〈∆p− f(p)p+ χωu, v〉 | = | 〈∆p, v〉+ 〈f(p)p, v〉+ 〈χωu, v〉 |

≤ | 〈∆p, v〉 |+ | 〈f(p)p, v〉 |+ | 〈χωu, v〉 |

≤ ||p(t)||H1
0 (Ω)||v||H1

0 (Ω) +M |p(t)|L2(Ω)|v|L2(Ω) + |u|L2(Q)|v(t)|L2(Ω)

≤
(
||p(t)||H1

0 (Ω) +MC3C
1
2
2 + C3C

1
2
1 |p0|L2(Ω)

)
||v||H1

0 (Ω), (6.40)

onde C3 é a constante de imersão de H1
0 (Ω) em L2(Ω). Portanto, temos que :

||pt(t)||H−1(Ω) ≤ ||p(t)||H1
0 (Ω) + C4, (6.41)

onde C4 = MC3C
1
2
2 + C3C

1
2
1 |p0|L2(Ω). Segue que :

||pt(t)||2L2(0, T ; H−1(Ω)) ≤ 2||p(t)||2L2(0, T ; H1
0 (Ω)) + 2C2

4T = 2C2 + 2C2
4T. (6.42)

De (6.39) e (6.42), obtemos :∫ T

0

||p(t)||2H1
0 (Ω)dt+

∫ T

0

||pt(t)||2H−1(Ω) ≤M2
1 . (6.43)
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Portanto,

||p||W 1 ≤M1, com M1 = (2C2 + 2C2
4T )

1
2 .

Deste modo, se p ∈ B, então Φ(p) ⊂ B. Portanto, Φ(B) ⊂ B.

Afirmação 6.2.5. Φ(p) é fechado em L2(Q).

De fato, considere p ∈ B fixo e seja (pn)n∈N uma sequência de pontos pn ∈ Φ(p)

tal que pn → p forte em L2(Q). Pela definição de Φ(p), temos que cada pn satisfaz :
pnt −∆pn + f(p)pn = χωun em Q ,

pn = 0 em Σ ,

pn(0) = p0 em Ω ,

(6.44)

com
∫
Q
e−2sαφ−3u2

ndxdt ≤ C
∫

Ω
p2

0dx, que implica |un|2L2(Q) ≤ C|p0|2L2(Q). Assim, temos

que (un)n∈N é uma sequência limitada em L2(Q) e sendo este espaço reflexivo, podemos

extrair uma subsequência de (un)n∈N que também denotamos por (un)n∈N tal que :

un ⇀ u fracamente em L2(Q) . (6.45)

Como pn ∈ Φ(p) ⊂ B, seque que pn ∈ B. Assim, pelos mesmos argumentos

para obter (6.43) de (6.39) e (6.42) temos :

||pn||2L2(0, T ; H1
0 (Ω)) + ||pnt||2L2(0, T ; H−1(Ω)) ≤M2

1 . (6.46)

De (6.46) temos que (pn)n∈N é limitada em L2 (0, T ; H1
0 (Ω)) e (pnt)n∈N é

limitada em L2 (0, T ; H−1(Ω)). Como esses espaços são reflexivos, podemos extrair

subsequências, as quais denotamos por (pn)n∈N e (pnt)n∈N tais que :
pn ⇀ p fracamente em L2 (0, T ; H1

0 (Ω)) ,

pnt ⇀ pt fracamente em L2 (0, T ; H−1(Ω)) ,

pn → p fortemente em L2(Q) .

(6.47)

A última convergência segue do teorema da compacidade, conforme [2]. De

(6.47) passamos os limites em (6.44), quando n→∞, obtemos :
pt −∆p+ f(p)p = χωu em Q ,

p = 0 em Σ ,

p(x, 0) = p0(x) em Ω ,

(6.48)

e ∫
Q

e−2sαφ−3u2(x, t)dxdt ≤
∫

Ω

p2
0(x) dx.
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Assim, p ∈ Φ(p) e Φ(p) é fechado. Portanto, como B é um subconjunto compacto de

L2(Q) e Φ(p) ⊂ B é fechado, isto implica que Φ(p) é compacto em L2(Q) .

Afirmação 6.2.6. Φ tem o gráfico fechado em L2(Q)× L2(Q) .

De fato, sejam pn, pn tais que :

pn → p, pn → p fortemente em L2(Q), e pn ∈ Φ(pn). (6.49)

Vamos mostrar que p ∈ Φ(p). De fato, de pn ∈ Φ(pn), segue que pn é solução

fraca de : 
pnt −∆pn + f(pn)pn = χωun em Q ,

pn = 0 em Σ ,

pn(x, 0) = p0(x) em Ω ,

(6.50)

e ∫
Q

e−2sαφ−3u2
n(x, t)dxdt ≤ C

∫
Ω

p0(x)2 dx.

Pelos mesmos argumentos para obter (6.46) aplicado a (6.50), obtemos :

||pn||2L2(0, T ; H1
0 (Ω)) + ||pnt ||2L2(0, T ; H−1(Ω)) ≤M2

1 . (6.51)

De (6.51) e da estimativa para un em L2(Q), uma vez que e2sαφ−3 ≥ C0,

obtemos subsequências (un)n∈N, (pn)n∈N e (pnt)n∈N tais que :
un ⇀ u fracamente em L2(Q) ,

pn ⇀ p fracamente em L2 (0, T ; H1
0 (Ω)) ,

pnt ⇀ pt fracamente em L2 (0, T ; H−1(Ω)) .

(6.52)

De (6.49) obtemos subsequências (pn)n∈N, (pn)n∈N tais que : pn → p quase sempre em Q,

pn → p quase sempre em Q.
(6.53)

Pela continuidade de f : R → R obtemos f(pn) → f(p) quase sempre em Q,

então por (6.53) temos :

f(pn)pn → f(p)p quase sempre em Q. (6.54)

Temos também :∫
Q

|f(pn)pn|2dxdt ≤M

∫
Q

|pn|2dxdt ≤ CM. (6.55)
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Assim, pelo Lema 2.5.2 (Lema de Lions) obtemos de (6.54) e (6.55), que

f(pn)pn ⇀ f(p)p fracamente em L2(Q). (6.56)

Portanto, passando o limite em (6.50) quando n→∞, obtemos:
pt −∆p+ f(p)p = χωu em Q ,

p = 0 em Σ ,

p(x, 0) = p0(x) em Ω ,

(6.57)

e ∫
Q

e−2sαφ−3u2(x, t)dxdt ≤ C

∫
Q

p0(x)2 dx

que prova que p ∈ Φ(p).

Portanto, aplicação de múltiplos valores Φ : B → 2B satisfaz as condições da

versão infinito dimensional de Shizuo Kakutani [25], conforme Glicksberg [20], portanto,

tem um ponto fixo, isto é, existe p ∈ Φ(p). Isso prova a controlabilidade nula para a

equação de estado não linear (6.34). Assim, completamos a prova do Teorema 6.2.1.

6.3 Controlabilidade aproximada

Consideremos o sistema de estado parabólico linear :
pt −∆p+ a(t)p = χωu em Q ;

p = 0 em Σ ;

p(x, 0) = p0 em Ω .

(6.58)

De acordo com a definição 6.37, dizemos que (6.58) é aproximadamente con-

trolável em L2(Ω), no tempo T > 0, se para cada ε > 0, dado p0 ∈ L2(Ω) e pT ∈ L2(Ω),

existe um controle u ∈ L2(Qω), Qω = ω× (0, T ) tal que a correspondente solução p(x, t)

de (6.58) satisfaz:

| p(x, T )− pT (x) |L2(Ω) < ε. (6.59)

Este conceito de controlabilidade aproximada foi introduzido por J. L. Lions [34] em-

pregando um teorema de continuação por Mizohata, ver também Cara-Guerreiro [15],

Fabre-Puel-Zuazua [13], Zuazua [41].

Nesta seção, provamos o mesmo resultado como uma aplicação das desigual-

dades de Carleman.
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Teorema 6.3.1. Fixe T >0 e dado ε > 0 e p0, pT ∈ L2(Ω). Então, existe um controle

u ∈ L2(Qω) tal que a solução p da equação de estado (6.58) satisfaz

| p(x , T )− pT (x) |L2(Ω) < ε.

Demonstração. Como o sistema é linear, podemos supor p0 = 0. De fato, com p0 ∈ L2(Ω)

resolvemos o problema: 
p̂t −∆p̂+ ap̂ = χωu e Q ;

p̂ = 0 e Σ ;

p̂(0) = p0 e Ω .

(6.60)

Assim, se w = p− p̂, w é solução de (6.58) com w(0) = 0. Portanto, conside-

ramos (6.58) , mas com p0 = 0. Para provar a controlabilidade aproximada, definimos o

conjunto

RL(T ) = {p(x, T ) ; p é solução de (6.58) , com u ∈ L2(Qω)}.

Este conjunto é chamado de conjunto de estados admisśıveis e o ı́ndice L significa problema

linear. Para provar a controlabilidade aproximada é suficiente mostrar que RL(T ) é denso

em L2(Ω). Vamos provar o racioćınio por contradição.

Suponha que RL(T ) não é denso em L2(Ω). Assim, existe um vetor não nulo

wT no complemento ortogonal RL(T )⊥ em L2(Ω). Com wT consideramos o estado

adjunto: 
wt + ∆w − a(t)w = 0 em Q ;

w = 0 em Σ ;

w(x, T ) = wT em Ω .

(6.61)

Multiplicando (6.61) por p, solução de (6.58) com u ∈ L2(Qω) e integrando em

Q, obtemos : ∫
Q

(wt −∆w − a(t)w) p dxdt = 0.

Mas,∫
Q

wt p dxdt =

∫
Ω

wp

∣∣∣∣T
0

dx−
∫
Q

ptw dxdt =

∫
Ω

w(T )p(T )dx−
∫

Ω

w(0)p(0)−
∫
Q

ptw dxdt.

∫
Q

p∆w dxdt+

∫
Q

∇p∇w dxdt =

∫
Σ

w
∂p

∂η
dΣ = 0⇒

∫
Q

p∆w dxdt = −
∫
Q

∇p∇w dxdt.

∫
Q

w∆p dxdt+

∫
Q

∇p∇w dxdt =

∫
Σ

w
∂p

∂η
dΣ = 0⇒

∫
Q

w∆p dxdt = −
∫
Q

∇p∇w dxdt.
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Dáı,

−
∫
Q

w∆p dxdt = −
∫
Q

p∆w dxdt.

Então, ∫
Q

(pt −∆p+ a(t)p)w dxdt+

∫
Ω

w(T )p(T )dx−
∫

Ω

w(0)p(0)dx = 0.

Observe que p satisfaz (6.58)1, w(T ) = wT e p(0) = p0 = 0. Assim, obtemos:

−
∫
Qω

u(x, t)w(x, t) dxdt+

∫
Ω

wT (x)p(x, T ) dx = 0.

Para analisar a segunda integral acima, observe que wT (x) pertence ao orto-

gonal RL(T )⊥ e p(x, T ) pertence a RL(T ). Portanto, a segunda integral é zero. Dáı,∫
Qω

u(x, t)w(x, t) dxdt = 0 para todo u ∈ L2(Qω),

que implica w(x, t) = 0 quase sempre em Qω.

Pela desigaldade de Carleman, com f = 0, obtemos :∫
Q

(
s3φ3w(x, t)2

)
e2sα dxdt ≤ 0. (6.62)

Temos que s3φ3 ≥ C > 0, e2sα > 0 em Ω× (0, T ). Então de (6.62), obtemos

que w = 0 quase sempre em Q. Dáı, temos wT (x) = w(x, T ) = 0, que é uma contradição.

Portanto, RL(T ) é denso em L2(Ω).
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7 CONCLUSÃO

O presente trabalho possibilitou um estudo da controlabilidade nula e aproxi-

mada de um sistema associado a equação do calor não linear em um domı́nio ciĺındrico

cuja não linearidade é globalmente Lipschitz. Vimos que quando usamos a palavra con-

trole estamos querendo dizer que atuaremos sobre um sistema de forma a fazer com que

seu estado final esteja de acordo com o que estabelecemos previamente como sendo dese-

jado.

No decorrer de nosso estudo, fora visto que o sistema (3.1) é nulo controlável em

um tempo T > 0 . Isto é, mostramos que para p0 ∈ L2(Ω) existe um controle u ∈ L2(Q)),

tal que a solução fraca de (3.1) satisfaz p(x, T ) = 0 quase sempre em Ω. Observamos que

se o nosso sistema é de controlabilidade nula, então controle pode ser obtido pela mini-

mização de um funcional Nε(p, u) definido no espaço L2(Q, e−2sαφ−3). Para nos auxiliar

em tal demonstração foi de grande revalia o uso da estimativa de Carleman que resultou

na demostração de uma desigualdade de observabilidade. Outro fator importante que nos

possibilitou alcançar o nosso objetivo fora a abordagem dos argumentos do ponto fixo de

Kakutani.

Vimos também que o nosso sistema é aproximadamente controlável e a de-

monstração de tal fato consistiu em provar que o conjunto de estados admisśıveis RL(T )

é denso em L2(Ω).



REFERÊNCIAS
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Linéaires, Dunod, Paris,1969.
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