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EXISTÊNCIA de SOLUÇÃO para PROBLEMAS

ENVOLVENDO o OPERADOR p-LAPLACIANO

Dissertação de Mestrado apresentada ao

Colegiado da Pós-Graduação em Matemática
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À minha famı́lia, que desde cedo me mostrou que o caminho para uma vida de
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RESUMO

Neste trabalho, estabelecemos a existência de solução para uma classe de pro-

blemas envolvendo o operador p-laplaciano. Para isso, usamos resultados clássicos de

Análise Funcional e Equações Diferenciais Parciais, a fim de aplicar o consagrado Teo-

rema do Passo da Montanha.

Palavras-chave: Operador p-laplaciano, Equações Diferencias Parciais, Teorema do

Passo da Montanha.



ABSTRACT

In this work, we establish the existence of a solution to the class of problems

involving the p-Laplacian operator. For this, we use classic results of Functional Analysis

and Partial Differential Equations, in the order the established Mountain Pass Theorem.

Keywords: p-Laplacian operator, Partial Elliptic Differential, Mountain Pass Theorem.



NOTAÇÃO

Abaixo seguem todas as notações utilizadas neste trabalho.

• ∆u =
N
∑

i=1

∂2u

∂x2i
denota o operador laplaciano da função u;

• ∆pu = div (|∇u|p−2∇u) denota o operador p-Laplaciano de uma função u;

• ‖∇u‖ =

(

∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xn

)

denota o gradiente da função u;

• 〈 , 〉 denota o produto de dualidade;

• BR(x) denota a bola aberta centrada em x e com raio R;

• E∗ representa o dual topológico do espaço de Banach E ;

• ⋆ representa W−1, p

p−1 (RN), o dual topológico de W 1,p(RN);

• Lp(RN) =

{

f : RN → R mensurável;

∫

RN

|f |pdx < +∞
}

, 1 ≤ p < ∞, denota o

espaço de Lebesgue;

• W 1,p(RN) =

{

u ∈ Lp(RN);
∂ϕ

∂xi
∈ Lp(RN), i = 1, ..., n

}

denota o espaço de Sobolev;

• L
p
loc(R

N) =

{

f : R
N → R mensurável;

∫

K

|f |pdx < +∞
}

, onde K ⊂ R
N é

um conjunto compacto e 1 ≤ p < ∞, denota o espaço das funções localmente

integráveis;

• C1(RN) é o espaço das funções cont́ınuas;

• C∞
0 (RN) é o espaço das funções infinitamente diferenciáveis com suporte compacto;

• Ω é o subconjunto limitado de R
N ;

• ‖ς‖p = (|x|p + |y|p) 1
p denota a norma p em R

2;

• ‖u‖0,p =
(
∫

RN

|u|pdx
)

1
p

é a norma da função u no espaço em Lp(RN);



• ‖u‖1,p =
(
∫

RN

(|∇u|p + |u|p)dx
)

1
p

é a norma da função u no espaço W 1,p(RN);

• ‖u‖ =

(
∫

RN

(|∇u|p+V (x)|u|p)dx
)

1
p

é uma norma equivalente da função u no espaço

W 1,p(RN);

• supp v denota suporte da função v;

• (C)c denota a condição de Cerami no ńıvel c;

• ⇀ denota a convergência fraca, quando n→ ∞;

• → denota a convergência forte, quando n→ ∞;

• →֒ denota a imersão cont́ınua;

• c→֒ denota a imersão compacta;

• I’ representa a derivada de Gâteaux do funcional I ;

• q.t.p. significa “quase todo ponto”;

• p∗ =











Np

N − p
, se N ≥ p;

∞, se 1 ≤ N ≤ p

denota o expoente cŕıtico de Sobolev;

• on(1) denota sequências que convergem a zero quando n→ ∞.
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1 INTRODUÇÃO

O objetivo principal deste trabalho é estudar a solução de uma classe de problemas

envolvendo o operador p-Laplaciano com potencial periódico e não linearidade subcŕıtica

via teorema do Passo da Montanha, versão de Cerami. Assim, estudaremos a solução

proposta no artigo de Gongbao Li e Chunhua Wang [20] para o seguinte problema em

R
N :







−∆pu+ V (x)|u|p−2 = h(u), em R
N

u ∈ W 1,p(RN),
(P)

onde ∆pu = div(|∇u|p−2∇u), 1 < p < N é o operador p-Laplaciano, V (x) é um potencial

periódico Hölder localmente cont́ınuo, limitado e h é uma função de classe C1(R+,R),

superlinear e subcŕıtica, como veremos no caṕıtulo 3.

É bem conhecido que o caso quaselinear p > 1 surge em muitas aplicações nas

áreas da Matemática Aplicada, F́ısica e Mecânica como, por exemplo, na teoria de elasti-

cidade não-linear, no processamento de imagem, flúıdos não-newtonianos, flúıdos pseudo-

plásticos, e em algumas reações de difusão, conforme pode ser visto em [2] e [18].

Usaremos o método variacional que consiste em associar um funcional energia

ao problema (P ) e encontrar seus pontos cŕıticos. Para isso, precisamos assegurar a

limitação das sequências de Cerami desse funcional. Um modo de fazer isso, em muitos

dos trabalhos sobre equações eĺıpticas, é assumir a condição superlinear de Ambrosetti e

Rabinowitz (AR): existe uma constante θ > 0 tal que

0 < (p+ θ)F (x, t) ≤ tf(x, t),

com t 6= 0, x ∈ R
N e F (x, t) =

∫ t

0

f(x, s)ds. No entanto, essa condição é muito restri-

tiva e elimina muitas não linearidades interessantes e importantes. Ao longo dos anos,

muitos autores utilizaram diversas estratégias para desenvolver resultados de existência

de soluções para problemas de não linearidade tentando eliminar a condição (AR) como,

por exemplo, no artigo [6], os autores usaram a condição:

f(s)s− pF (s) ≥ a|s|µ > 0, para todo s ∈ R\{0}.
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Para este trabalho, tivemos aux́ılio para as realizações dos cálculos as dissertações

de [2], [3], [17] e [18] e as teses de [9], [13] e [19], assim como foram modelo e base para a

estrutura e organização do mesmo. O trabalho está dividido da seguinte forma:

No Caṕıtulo 2, apresentamos alguns resultados preliminares que serão impres-

cind́ıveis para o entendimento e dinâmica deste trabalho. Com o propósito de deixar a

leitura do texto mais agradável, apenas enunciamos os resultados, com suas respectivas

referências para posśıveis consultas das demonstrações. Nesse caṕıtulo enfatizamos três

resultados clássicos que serão recorrentes em quase todo o trabalho, a saber, a Desigual-

dade de Hölder, o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue e as Imersões de

Sobolev.

No Caṕıtulo 3, iniciamos com a formulação fraca do problema ((P)), em seguida

apresentamos a Geometria do Passo da Montanha, em que mostramos, primeiro, que qual-

quer sequência de Cerami associada ao funcional I é limitada. Finalizamos este caṕıtulo,

apresentando o principal resultado desse trabalho, ou seja, a garantia da existência de

solução para o problema (P), sob as condições de V e h. As principais dificuldades em

mostrar esse resultado se dão em virtude da função h não satisfazer a tradicional condição

de Ambrosetti-Rabinowitz (AR) (por isso precisamos usar o Teorema do Passo da Monta-

nha na versão de Cerami), e da perda da compacidade, pois estamos estudando problemas

em R
N . Para contornar esta última dificuldade usamos uma adaptação do Lema de Lions

[7].

E por fim, temos o apêndice, que se encontra dividido em duas seções. No

Apêndice A, mostramos com mais detalhes a obtenção da formulação fraca da classe do

problema (P ). No Apêndice B, é feito o estudo do funcional associado a esse problema.



2 PRELIMINARES

Neste caṕıtulo elencamos algumas definições e resultados essenciais para o desen-

volvimento e entendimento deste trabalho.

2.1 Principais Resultados

Definição 2.1. Uma função f : RN → R é Hölder cont́ınua com expoente α, 0 < α < 1,

se existe C > 0 tal que para todo x, y ∈ R
N ,

|f(x)− f(y)| < C|x− y|α.

Teorema 2.1. (Teorema do Valor Médio de Lagrange - [11], pág. 123) Seja

f : U → R definida num aberto U ⊂ R
N . Suponhamos que o segmento de reta [a, a+ v] =

{a + tv; 0 ≤ t ≤ 1} esteja contido em U , que a restrição f |[a,a+v] seja cont́ınua e que

exista a derivada direcional ∂f

∂v
(x), segundo v, em todo ponto x ∈ (a, a+ v). Então existe

θ ∈ (0, 1) tal que

f(a+ v)− f(a) =
∂f

∂v
(a+ θv).

Teorema 2.2. (Regra da Cadeia - [11], pág. 256) Sejam U ⊂ R
M , V ⊂ R

N abertos,

f : U → R
N diferenciável no ponto a, com f(U) ⊂ V , e g : V → R

P , diferenciável no

ponto f(a). Então g◦f : U → R
P é derivável no ponto a, com (g◦f)′(a) = g′(f(a))·f ′(a) :

R
M → R

P .

Definição 2.2. Seja E um espaço vetorial real. Suponha que esteja definida em E uma

função ‖ · ‖ : E → R, tal que:

(i) ‖u‖ ≥ 0, para todo u ∈ E e ‖u‖ = 0 se, e somente se, u = 0;

(ii) ‖αu‖ = |α|‖u‖, para todo u ∈ E e para todo α ∈ R;

(iii) ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖, para todo u, v ∈ E.

Nestas condições a função ‖ · ‖ é chamada de norma e (E, ‖ · ‖) é um espaço normado.

A seguir apresentamos as definições segundo [14] sobre equivalência das normas,

Espaço de Banach e dual de um espaço normado.
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Definição 2.3. Duas normas ‖ · ‖1 e ‖ · ‖2 em um espaço E são equivalentes, se existem

α, β > 0 tal que

α‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ β‖x‖1, para todo x ∈ E.

Observação 2.1. As normas ‖ · ‖1 e ‖ · ‖2 são equivalentes se, e somente se, a aplicação

identidade de (E, ‖ · ‖1) em (E, ‖ · ‖2) é um isomorfismo isométrico.

Definição 2.4. Seja E um espaço vetorial normado. Dessa forma, dizemos que E é um

espaço de Banach, quando E é completo.

Definição 2.5. Seja E um espaço normado. Definimos por E∗, o espaço dual de E. Os

elementos de E∗ são chamados funcionais lineares. Se λ ∈ E∗ então,

‖λ‖E∗ = sup
‖x‖≤1

|λ(x)| = sup
‖x‖≤1

λ(x).

Teorema 2.3. (Corolário 1.2 - [5], pág. 03) Seja G ⊂ E um subespaço linear. Se

g : G→ R é um funcional cont́ınuo e linear, então existe f ∈ E∗ que estende g e tal que

‖f‖E∗ = sup
‖x‖≤1

|g(x)| = ‖g‖G∗ para todo x ∈ G.

Definição 2.6. Seja E um espaço de Banach. Dizemos que uma sequência {un}∞n=1 ⊂ E

converge fracamente para u ∈ E, escrevendo un ⇀ u, se 〈u∗, un〉 → 〈u∗, u〉 para cada

funcional linear limitado u∗ ∈ E∗.

Teorema 2.4. (Proposição 3.5, (iii) - [5], pág. 58) Sejam E um espaço de Banach

e (un) uma sequência em E. Se un ⇀ u na topologia fraca de E, então (‖un‖) é limitada

e temos que

‖u‖ ≤ lim inf
n→∞

‖un‖.

Teorema 2.5. (Teorema 3.18 - [5], pág. 69) Sejam E um espaço de Banach reflexivo

e (xn) uma sequência limitada em E, então existe uma subsequência (xnk
) de (xn) que

converge na topologia fraca de E.

Teorema 2.6. (Lema de Lions - [9], pág. 116) Seja r > 0 e p ≤ s < p∗. Se (un) é

limitada em W 1,p(RN) e se

sup

∫

B(y,r)

|un|sdx→ 0,

então un → 0 em Lt(RN) para p < t < p∗.
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Definição 2.7. Seja 1 ≤ p <∞. O espaço Lp consiste de todas as classes de equivalência

[f ] tal que

∫

|f |pdµ <∞, cuja norma é definida por ‖f‖0,p =
(
∫

|f |pdµ
)

1
p

.

Teorema 2.7. (Desigualdade de Minkowski - [4], pág. 57) Seja f, g ∈ Lp com

1 ≤ p ≤ ∞. Então,

‖f + g‖0,p ≤ ‖f‖0,p + ‖g‖0,p.

A combinação entre os três próximos teoremas são os resultados mais utilizados

no decorrer deste trabalho e essenciais em várias demonstrações.

Teorema 2.8. (Desigualdade de Hölder - [5], pág. 92) Sejam f ∈ Lp e g ∈ Lq, com

1 ≤ p ≤ ∞ e 1
p
+ 1

q
= 1. Então fg ∈ L1 e

∫

|fg| ≤ ‖f‖0,p‖g‖0,q.

Teorema 2.9. (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue - [5], pág.

90) Seja (fn) uma sequência de funções em L1 que satisfaz:

(i) fn(x) → f(x) q.t.p. em Ω;

(ii) Existe uma função g ∈ L1 tal que para todo n, |fn(x)| ≤ g(x), q.t.p. em Ω.

Então f ∈ L1 e ‖fn − f‖0,1 → 0.

Teorema 2.10. (Teorema 4.9 - [5], pág. 94) Seja (fn) uma sequência de funções em

Lp e seja f ∈ Lp tal que ‖fn − f‖0,p → 0. Então existe uma subsequência (fnk
) e uma

função h ∈ Lp tal que:

(i) fnk
(x) → f(x) q.t.p. em Ω;

(ii) |fnk
(x)| ≤ h(x), q.t.p. em Ω.

Definição 2.8. Sejam 1 ≤ p < ∞ e Ω um subconjunto aberto em R
N . Dizemos que

f : Ω → R é localmente integrável em Lp(Ω), e denotamos por f ∈ L
p
loc(Ω), se f é uma

função mensurável e para qualquer compacto K ⊂ Ω

∫

K

|f(x)|pdx <∞.

Teorema 2.11. (Proposição 1.8 - [10], pág. 03) Seja 1 ≤ p < q ≤ ∞. Então

L
q
loc(Ω) ⊂ L

p
loc(Ω) ⊂ Lp(Ω).
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2.2 Espaços de Sobolev

Definição 2.9. Seja p ∈ R com 1 ≤ p ≤ ∞. Definimos o Espaço de Sobolev de ordem 1

em R
N por,

W 1,p(RN) =

{

u ∈ Lp(RN);
∂ϕ

∂xi
∈ Lp(RN), i = 1, ..., n

}

, (2.1)

onde para cada u ∈ W 1,p(RN),
∂ϕ

∂xi
denota a derivada fraca de u, isto é,

∫

R

u
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫

R

∂u

∂xi
ϕ dx

para todo ϕ ∈ C∞
0 (RN).

2.2.1 Imersões de Sobolev

Antes de enunciarmos os teoremas das imersões cont́ınuas e compactas de Sobolev,

necessitamos primeiramente definir o que vem ser uma imersão cont́ınua e uma imersão

compacta. Sendo assim, de [16], segue suas respectivas definições:

Definição 2.10. Sejam E e F espaços de Banach, com E ⊂ F e i : E → F a injeção

canônica de E em F, que a cada elemento x ∈ E fazemos corresponder i(x) = x como

elemento de F. Dizemos que a imersão de E em F é cont́ınua quando existe uma constante

C > 0, tal que ‖x‖F ≤ C‖x‖E, para todo x ∈ E.

Definição 2.11. Sejam E e F espaços de Banach, com E ⊂ F . Dizemos que E está

compactamente imerso em F se as seguintes condições são satisfeitas:

(i) Existe uma constante C > 0, tal que ‖x‖F ≤ C‖x‖E, para todo x ∈ E.

(ii) Qualquer sequência limitada em E é pré-compacta em F.

As imersõe cont́ınuas e compactas de E em F são denotadas, respectivamente,

por E →֒ F e E
c→֒ F .

Agora enunciaremos os teoremas sobre imersões cont́ınuas e, em seguida, o Teo-

rema das Imersões Compactas, de acordo com [5].
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Teorema 2.12. (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg - [5], pág. 278) Seja 1 ≤ p < N .

Então

W 1,p(RN) →֒ Lp∗(RN), onde p∗ é dado por
1

p∗
=

1

p
− 1

N

e existe uma constante C = C(p,N) tal que

‖u‖0,p∗ ≤ C‖∇u‖0,p para todo u ∈ W 1,p(RN).

Corolário 2.1. (Corolário 9.10 - [5], pág. 281) Seja 1 ≤ p < N . Então,

W 1,p(RN) →֒ Lq(RN), para todo q ∈ [p, p∗]

com imersão cont́ınua.

Corolário 2.2. (Corolário 9.11 - [5], pág. 281) Seja p = N . Então,

W 1,p(RN) →֒ Lq(RN), para todo q ∈ [N,∞)

com imersão cont́ınua.

Teorema 2.13. (Morrey - [5], pág. 278) Seja p > N . Então

W 1,p(RN) →֒ L∞(RN)

com com imersão cont́ınua. Além disso, para todo u ∈ W 1,p(RN), temos

|u(x)u(y)| ≤ C|x− y|α‖∇u‖0,p q.t.p. x, y ∈ R
N ,

onde α = 1− N
p
e C é uma constante (dependendo somente de p e N).

Teorema 2.14. (Rellich–Kondrachov - [5], pág. 285) Suponha que Ω ⊂ R
N seja

limitado e de classe C1. Então as seguintes imersões são compactas:



















W 1,p(Ω)
c→֒ Lq(Ω), para todo q ∈ [p, p∗), onde 1

p∗
= 1

p
− 1

N
se p < N ;

W 1,p(Ω)
c→֒ Lq(Ω), para todo q ∈ [p,+∞), se p = N ;

W 1,p(Ω)
c→֒ C(Ω), se p > N .

Em particular, W 1,p(Ω)
c→֒ Lp(Ω) com a imersão compacta para todo p (e para todo N).
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2.2.2 Propriedades do Espaço de Sobolev

Os espaços de Sobolev gozam de algumas propriedades que são essenciais para a

demonstrações de alguns resultados nos próximos caṕıtulos.

Teorema 2.15. (Teorema 3.2 - [1], pág. 45) W 1,p(RN) é um espaço de Banach.

Teorema 2.16. (Teorema 3.5 - [1], pág. 47) W 1,p(RN) é separável, se 1 ≤ p < ∞ e

é reflexivo e uniformemente convexo se 1 < p <∞.

Teorema 2.17. (Teorema 2.2.1 - [12], pág. 47) C∞
0 (RN) é denso em W 1,p(RN).

2.3 Funcionais Diferenciáveis

Os resultados a seguir serão utilizados para provar que o funcional energia I,

associado ao problema, é de classe C1, encontrado no apêndice B.

Definição 2.12. Seja I : U → R, onde U é um subconjunto aberto de um espaço de

Banach E. O funcional I é Gâteaux diferenciável, com f ∈ E ′ em u ∈ U se, para todo

h ∈ E,

lim
t→0

1

t

[

I(u+ th)− I(u)− 〈f, th〉
]

= 0

A derivada de Gâteaux em u é denotado por I ′(u).

Definição 2.13. Seja I : U → R, onde U é um subconjunto aberto de um espaço de

Banach E. O funcional I é Fréchet diferenciável, com f ∈ E ′ em U se,

lim
h→0

1

‖h‖
[

I(u+ h)− I(u)− 〈f, h〉
]

= 0.

Teorema 2.18. (Proposição A.1 - [15], pág. 48) Se I tem derivada de Gâteaux

cont́ınua em E então I ∈ C1(E,R).

Teorema 2.19. (Lema 2.24 - [1], pág. 34) Se p ∈ [1,∞) e a, b ≥ 0, então:

(a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp).

Teorema 2.20. (Lema A.1 - [18], pág. 95) Para todo y, z ∈ R
N e β, β ∈ R temos:

(i) Se p ∈ [2,∞), então vale:

∣

∣|z|p−2z − |y|p−2y
∣

∣ ≤ β|z − y|(|z|+ |y|)p−2;
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(ii) Se p ∈ (1, 2], então vale:

∣

∣|z|p−2z − |y|p−2y
∣

∣ ≤ β|z − y|p−1.



3 ESTUDO DO PROBLEMA (P)

Neste caṕıtulo, investigaremos a existência de solução de uma equação envolvendo

o operador p-Laplaciano com crescimento subcŕıtico. Mais precisamente, estudaremos o

seguinte problema:






−∆pu+ V (x)|u|p−2 = h(u), em R
N

u ∈ W 1,p(RN),
(P)

em que V : RN → R é uma função Hölder localmente cont́ınua, limitada que satisfaz:

(V1) existe α ≥ 0 tal que V (x) ≥ α > 0, x ∈ R
N ;

(V2) V(x)=V(x + y) para todo x ∈ R
N , y ∈ Z

N .

A função h(t) ∈ C(R+,R) satisfaz as seguintes condições:

(H1) h(t) = 0 para todo t ≤ 0;

(H2) lim
|t|→0+

h(t)

|t|p−2t
= 0;

(H3) Existe C > 0 e q ∈ (p, p∗) tal que

|h(t)| ≤ C(|t|p−1 + |t|q−1), para todo t ∈ R
+;

(H4) lim
|t|→+∞

H(t)

|t|p = +∞, H(t) =

∫ t

0

h(s)ds;

(H5) Para α > 0 dado por (V1) existe L > p e σ ∈
(

0,
(

L
p
− 1

)

α
)

, tal que

th(t)− LH(t) ≥ −σ|t|p, para todo t 6= 0.

Observamos que das hipóteses (H2) e (H3) temos que para algum δ > 0, existe

Cδ tal que:

|H(t)| ≤ δ|t|p + Cδ|t|q para todo t ∈ R
+. (3.1)

Um exemplo de função que satisfaz as hipóteses acima é dada por h(t) = tq−1,

com q ∈ (p, p∗).

Vale ressaltar que a função f(t) = tq−1 + ǫ(1 + cost)tr−1, com L < q < p∗ ≤ r

satisfaz (H5) mas não satisfaz a condição (AR).



21

Proposição 3.1. ‖u‖ =

(
∫

RN

(|∇u|p + V (x)|u|p)dx
)

1
p

é norma em W 1,p(RN).

Demonstração: De fato, para cada u ∈ W 1,p(RN) temos ‖u‖ ≥ 0 e

‖u‖ = 0 ⇔
(
∫

RN

(|∇u|p + V (x)|u|p)dx
)

1
p

= 0

⇔ |∇u|p + V (x)|u|p = 0 q.t.p.

Como por (V1), V (x) > 0, segue que |∇u|p = 0 e |u|p = 0 q.t.p.

Logo,

u = 0 q.t.p. (3.2)

Seja u ∈ W 1,p(RN) e λ ∈ R, então

‖λu‖p =

(
∫

RN

(|∇(λu)|p + V (x)|λu|p)dx
)

1
p

=

(
∫

RN

(λp|∇u|p + V (x)λp|u|p)dx
)

1
p

=

(
∫

RN

λp(|∇u|p + V (x)|u|p)dx
)

1
p

= λ

(
∫

RN

(|∇u|p + V (x)|u|p)dx
)

1
p

= λ‖u‖. (3.3)

Agora, sejam u, v ∈ W 1,p(RN), então pela desigualdade de Minkowski, temos

‖u+ v‖p =

∫

RN

(|∇(u+ v)|p + V (x)|u+ v|p)dx

=

∫

RN

|∇u+∇v|p +
∫

RN

V (x)|u+ v|pdx

= ‖∇u+∇v‖p0,p +
∫

RN

V (x)|u+ v|pdx

≤ (‖∇u‖0,p + ‖∇v‖0,p)p +
∫

RN

V (x)|u+ v|pdx (3.4)

Observamos que:

∫

RN

V (x)|u+ v|pdx =

∫

RN

V (x)|u+ v| · |u+ v|p−1dx

≤
∫

RN

V (x)|u+ v|p−1 · (|u|+ |v|)dx

=

∫

RN

V (x)|u+ v|p−1|u| dx+
∫

RN

V (x)|u+ v|p−1|v| dx. (3.5)
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Tomando q > 1 tal que 1
p
+ 1

q
= 1 temos (p−1)q = p, e assim |u+v|p−1 ∈ Lq(RN).

De fato,
(
∫

RN

(|u+ v|p−1)qdx

)
1
q

=

(
∫

RN

|u+ v|pdx
)

1
q

<∞.

Notamos também que podemos reescrever V (x) como o produto de V (x)
1
p e

V (x)
1
q , isto é:

V (x) = V (x)
1
p · V (x)

1
q .

Utilizando a desigualdade de Hölder em cada uma das parcelas do segundo mem-

bro de (3.5), obtemos:

∫

RN

V (x)|u+ v|p−1|u| dx

=

∫

RN

V (x)
1
p |u|V (x)

1
q |u+ v|p−1 dx

≤
(
∫

RN

(

V (x)
1
p |u|

)p
dx

)
1
p

·
(
∫

RN

(

V (x)
1
q |u+ v|p−1

)q
dx

)
1
q

=

(
∫

RN

V (x)|u|pdx
)

1
p

·
(
∫

RN

V (x)|u+ v|pdx
)

1
q

(3.6)

e

∫

RN

V (x)|u+ v|p−1|v| dx

=

∫

RN

V (x)
1
p |v|V (x)

1
q |u+ v|p−1 dx

≤
(
∫

RN

(

V (x)
1
p |v|

)p
dx

)
1
p
(
∫

RN

(

V (x)
1
q |u+ v|p−1

)q
dx

)
1
q

=

(
∫

RN

V (x)|v|pdx
)

1
p
(
∫

RN

V (x)|u+ v|pdx
)

1
q

. (3.7)

Somando (3.6) e (3.7), e substituindo em (3.5) obtemos

∫

RN

V (x)|u+ v|pdx

≤
[(

∫

RN

V (x)|u|pdx
)

1
p

+

(
∫

RN

V (x)|v|pdx
)

1
p
](

∫

RN

V (x)|u+ v|pdx
)

1
q

. (3.8)

Agora, dividindo ambos os membros de (3.8) por

(
∫

RN

V (x)|u+ v|pdx
)

1
q

vem que

(
∫

RN

V (x)|u+ v|pdx
)

1
p

≤
(
∫

RN

V (x)|u|pdx
)

1
p

+

(
∫

RN

V (x)|v|pdx
)

1
p

.
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Assim,

∫

RN

V (x)|u+ v|pdx ≤
[(

∫

RN

V (x)|u|pdx
)

1
p

+

(
∫

RN

V (x)|v|pdx
)

1
p
]p

. (3.9)

Substitindo (3.9) em (3.4), obtemos

‖u+v‖p ≤ (‖∇u‖0,p+‖∇v‖0,p)p+
[(

∫

RN

V (x)|u|pdx
)

1
p

+

(
∫

RN

V (x)|v|pdx
)

1
p
]p

. (3.10)

Para facilitar os cálculos e a fim de simplificar a notação, vamos chamar

V̄u =

(
∫

RN

V (x)|u|pdx
)

1
p

e V̄v =

(
∫

RN

V (x)|v|pdx
)

1
p

.

Consideremos a = (‖∇u‖0,p, V̄u) e b = (‖∇v‖0,p, V̄v), onde a, b ∈ R
2 munido da

norma p em R
2, isto é, se ς = (x, y), então ‖ς‖p = (|x|p + |y|p) 1

p .

Notamos o seguinte:

‖a+ b‖p = ‖ (‖∇u‖0,p, V̄u) + (‖∇v‖0,p, V̄v) ‖p

= ‖ (‖∇u‖0,p + ‖∇v‖0,p, V̄u + V̄v) ‖p

=
(∣

∣‖∇u‖0,p + ‖∇v‖0,p
∣

∣

p
+ |V̄u + V̄v|p

)
1
p . (3.11)

Aplicando a desigualdade de Minkowski em (3.11), temos

‖a+ b‖p ≤ ‖a‖p + ‖b‖p

= ‖(‖∇u‖0,p, V̄u)‖p + ‖(‖∇v‖0,p, V̄v)‖p

= (‖∇u‖p0,p + |V̄u|p)
1
p + (‖∇v‖p0,p + |V̄v|p)

1
p

≤
(∥

∥∇u
∥

∥

p

0,p
+ V̄u

p) 1
p +

(∥

∥∇v
∥

∥

p

0,p
+ V̄v

p) 1
p . (3.12)

Usando (3.12), (3.11), e elevando ambos os membros a p, obtemos

(‖∇u‖0,p + ‖∇v‖0,p)p + (V̄u + V̄v)
p

≤
[

(‖∇u‖p0,p + V̄u
p
)
1
p + (‖∇v‖p0,p + V̄v

p
)
1
p

]p
. (3.13)

Desta forma, de (3.10) e (3.13), temos

‖u+ v‖p ≤
[

(‖∇u‖p0,p + V̄u
p
)
1
p + (‖∇v‖p0,p + V̄v

p
)
1
p

]p

=

[(

‖∇u‖p0,p +
∫

RN

V (x)|u|pdx
)

1
p

+

(

‖∇v‖p0,p +
∫

RN

V (x)|v|pdx
)

1
p
]p

= (‖u‖+ ‖v‖)p,
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o que implica que

‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖. (3.14)

Portanto, de (3.2), (3.3) e (3.14) segue que ‖ · ‖ é uma norma em W 1,p(RN). �

Sabemos que a norma em W 1,p(RN) é equivalente a

‖u‖p =
∫

RN

(|∇u|p + V (x)|u|p) dx,

pois, da definição de norma em Lp(RN) e da hipótese (V1) temos,

‖u‖p =

∫

RN

(|∇u|p + V (x)|u|p) dx

≥
∫

RN

(|∇u|p + α|u|p) dx

=

∫

RN

|∇u|p +
∫

RN

α|u|p dx

=

∫

RN

|∇u|p + α

∫

RN

|u|p dx

=
∥

∥∇u
∥

∥

p

0,p
+ α

∥

∥u
∥

∥

p

0,p
.

Tomando K1 = min{1, α} obtemos

‖u‖p ≥ K1

(∥

∥∇u
∥

∥

p

0,p
+
∥

∥u
∥

∥

p

0,p

)

= K1

∥

∥u
∥

∥

p

1,p
.

Consequentemente,

‖u‖ ≥ K2 ‖u‖1,p, (3.15)

onde K2 = K
1
p

1 é uma constante que independe de u.

Novamente pela definição de norma em Lp(RN) e agora pela limitação de V (x)

temos,

‖u‖p =

∫

RN

(|∇u|p + V (x)|u|p) dx

≤
∫

RN

|∇u|p + supV (x)

∫

RN

|u|p dx

=
∥

∥∇u
∥

∥

p

0,p
+ supV (x)

∥

∥u
∥

∥

p

0,p
.

Tomando K3 = max{1, supV (x)} obtemos

‖u‖p ≤ K3

(∥

∥∇u
∥

∥

p

0,p
+
∥

∥u
∥

∥

p

0,p

)

= K3

∥

∥u
∥

∥

p

1,p
.
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Consequentemente,

‖u‖ ≤ K4 ‖u‖1,p, (3.16)

onde K4 = K
1
p

3 > 0 é uma constante que independe de u.

Portanto, de (3.15) e (3.16) segue a equivalência das normas.

3.1 Formulação Variacional

O principal objetivo desta seção é garantir a existência de solução fraca para o

problema (P ). Para isso, fazemos a seguinte definição.

Definição 3.1. Dizemos que u ∈ W 1,p(RN) é solução fraca de (P ) se
∫

RN

(|∇u|p−2∇u∇v + V (x)|u|p−2uv) dx−
∫

RN

h(u)v dx = 0 (3.17)

para todo v ∈ W 1,p(RN).

A equação (3.17) é chamada formulação fraca do problema (P ). Veja o apêndice

A para maiores detalhes.

Seguindo o método variacional, associamos ao problema (P ) o seguinte funcional

I : W 1,p(RN) → R, definido por

I(u) =
1

p

∫

RN

(|∇u|p + V (x)|u|p)dx −
∫

RN

H(u) dx, (3.18)

em que H(u) =

∫ u

0

h(s) ds.

Além disso, temos que I ∈ C1(W 1,p(RN),R) e sua derivada de Gâteaux é dada

por:

〈I ′(u), v〉 =
∫

RN

(|∇u|p−2∇u∇v + V (x)|u|p−2uv) dx−
∫

RN

h(u)v dx, (3.19)

para todo u, v ∈ W 1,p(RN) (veja os detalhes no Apêndice B).

Portanto, cada ponto cŕıtico de I é uma solução fraca do problema (P).

3.2 Existência de Solução

Definição 3.2. Seja (E, ‖ · ‖E) um espaço de Banach com seu espaço dual (E∗, ‖ · ‖E∗)

e I ∈ C1(E,R). Para c ∈ R, dizemos que I satisfaz a condição de Cerami no ńıvel c,
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denotado por (C)c, se para alguma sequência (un) ⊂ E, quando n→ ∞, com

I(un) → c,

‖I ′(un)‖E∗(1 + ‖un‖E) → 0, (3.20)

existe uma subsequência que converge fortemente em E. A sequência (un) acima é cha-

mada sequência de Cerami.

Tendo o conhecimento da definição acima, o resultado de existência de solução

será obtido por base na versão do Teorema do Passo da Montanha, que garante a existência

de uma sequência de Cerami a ńıvel do passo da montanha. O teorema a seguir pode ser

visto em [6]. Para maiores detalhes sobre o Teorema do Passo da Montanha, veja [21].

Teorema 3.1. Seja E um espaço de Banach real e suponha que I ∈ C1(E,R) satisfaça a

condição

max{I(0), I(d)} ≤ α < β ≤ inf
‖u‖=r

I(u), (3.21)

para algum α < β, ρ > 0 e d ∈ E com ‖d‖E > ρ. Seja c ≥ β caracterizada por:

c = inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

I(γ(t)), (3.22)

onde Γ = {γ ∈ C0([0, 1], E), γ(0) = 0, γ(1) = d} é o conjunto de caminhos cont́ınuos

ligando 0 e d. Então, existe uma sequência de Cerami de I com o ńıvel do passo da

montanha c ≥ β.

3.2.1 Geometria do Passo da Montanha

Lema 3.1. Assumindo que V e h satisfaçam (V1) e (H1)− (H5), respectivamente, então

qualquer sequência de Cerami {un} associada ao funcional I é limitada em W 1,p(RN).

Demonstração: Seja L dado em (H5), assim LI(un) e 〈I ′(un), un〉 são, tais que:

LI(un) = L

(
∫

RN

(

1

p
|∇un|p + V (x)|un|p

)

dx−
∫

RN

H(un) dx

)

=
L

p

∫

RN

(|∇un|p + V (x)|un|p)dx− L

∫

RN

H(un) dx (3.23)

e

〈I ′(un), un〉 =

∫

RN

(|∇un|p−2∇un∇un + V (x)|un|p−2unun) dx−
∫

RN

h(un)undx

=

∫

RN

(|∇un|p + V (x)|un|p)dx−
∫

RN

h(un)un dx. (3.24)
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Subtraindo (3.23) de (3.24) e usando (H5), obtemos:

LI(un)− 〈I ′(un), un〉 =

(

L

p
− 1

)
∫

RN

(|∇un|p + V (x)|un|p) dx − L

∫

RN

H(un)un dx

+

∫

RN

h(un)un dx

=

(

L

p
− 1

)

‖un‖p +
∫

RN

(h(un)un − LH(un)) dx

≥
(

L

p
− 1

)

‖un‖p −
∫

RN

σ|un|pdx

=

(

L

p
− 1

)

‖un‖p − σ

∫

RN

|un|p dx. (3.25)

Como V (x) ≥ α > 0, decorre que

‖un‖p =

∫

RN

|∇u|p dx+
∫

RN

V (x)|un|p dx

≥
∫

RN

V (x)|un|p dx

≥ α

∫

RN

|un|p dx.

Logo,

−
∫

RN

|un|pdx ≥ − 1

α
‖un‖p. (3.26)

Substituindo (3.26) em (3.25), vem que:

LI(un)− 〈I ′(un), un〉 ≥
(

L

p
− 1

)

‖un‖p −
σ

α
‖un‖p

=

(

L

p
− 1− σ

α

)

‖un‖p. (3.27)

Seja (un) uma sequência de Cerami, o que implica, pela Definição 3.2, que I(un) =

c+ on(1) e ‖I ′(un)‖⋆(1 + ‖un‖) = on(1). Dessa forma:

LI(un)− 〈I ′(un), un〉 ≤ Lc+ on(1), (3.28)

tomemos C2 = Lc+ on(1).

Assim, de (3.27) e (3.28), temos que LI (un) − 〈I ′(un), un〉 é limitada. Desta

forma, tomando

(

L

p
− 1− σ

α

)

= C1, temos que:

C2 ≥ LI(un)− 〈I ′(un), un〉 ≥ C1‖un‖p

o que implica

C2 ≥ C1‖un‖p.
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Logo,

‖un‖p ≤
C2

C1

Portanto, (un) é limitada em W 1,p(RN). �

Lema 3.2. Suponha que V e h satisfaçam (V1) e (H1)− (H4), respectivamente. Então, I

possui a geometria do Passo da Montanha.

Demonstração: De (3.1), temos que

I(u) =
1

p

∫

RN

(|∇u|p + V (x)|u|p) dx −
∫

RN

H(u) dx

≥ 1

p
‖u‖p −

∫

RN

(δ|u|p + Cδ|u|q) dx

≥ 1

p
‖u‖p − δ

∫

RN

|u|p dx− Cδ

∫

RN

|u|q dx. (3.29)

Pelas imersões cont́ınuas de Sobolev (Corolário 2.1) temos ‖u‖0,p ≤ C‖∇u‖0,p e ‖u‖0,q ≤
C‖∇u‖0,p. Assim, por (V1), temos:

(
∫

RN

|u|p dx
)

1
p

≤ C1

(
∫

RN

|∇u|p dx
)

1
p

≤ C1

(
∫

RN

(|∇u|p + V (x)|u|p) dx
)

1
p

= C1‖u‖. (3.30)

e
(
∫

RN

|u|q dx
)

1
q

≤ C2

(
∫

RN

|∇u|p dx
)

1
p

≤ C2

(
∫

RN

(|∇u|p + V (x)|u|p) dx
)

1
p

= C2‖u‖. (3.31)

Dáı, tomando Cp
1 = α e Cq

2 = β, em seguida, somando (3.30) e (3.31), obtemos
∫

RN

|u|p dx+
∫

RN

|u|q dx ≤ α‖u‖p + β‖u‖q. (3.32)

Multiplicando (3.32) por (−1) e substituindo em (3.29) vem que:

I(u) ≥ 1

p
‖u‖p − αδ‖u‖p − βCδ‖u‖q

= ‖u‖p
[(

1

p
− αδ

)

− βCδ‖u‖q−p

]

.
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Escolhendo 0 < δ <
1

pα
, existem dois números positivos ρ e b tais que:

ρ = ‖u‖ e b =

(

1

p
− αδ

)

ρp − βCδρ
q

satisfazendo

b = inf
‖u‖=ρ

I(u) > I(0) = 0.

Por (H4), para algum v ∈ W 1,p(RN) com ‖v‖ = 1, temos:

lim
|t|→∞

I(tv)

|t|p = lim
|t|→∞

[

1

|t|p
(

1

p
‖tv‖p −

∫

RN

H(tu) dx

)]

= lim
|t|→∞

[

1

p

|t|p‖v‖p
|t|p −

∫

RN

H(tv)

|t|p dx

]

= lim
|t|→∞

[

1

p
‖v‖p −

∫

RN

H(tv)

|t|p dx

]

= lim
|t|→∞

1

p
− lim

|t|→∞

∫

RN

H(tv)

|t|p|v|p |v|
p dx

=
1

p
− lim

|t|→∞

∫

RN

H(tv)

|tv|p |v|p dx,

logo
I(tv)

|t|p → −∞, quando |t| → +∞.

Portanto, existe d = tv satisfazendo ‖d‖ > ρ e I(d) < 0 = I(0), para |t| suficiente-
mente grande. �

3.3 Resultado Principal

Teorema 3.2. Assumindo que V e h satisfazem (V1), (V2) e (H1)−(H5), respectivamente.

Então (P) tem solução positiva tal que

‖u‖p ≤ Lpcα

Lα− pα− pσ

onde α e σ são dados por (V1) e (H5), respectivamente e c é o ńıvel minimax associado a

(P).

Demonstração: Como, pelo Lema 3.2, o funcional I satisfaz a geometria do Passo da

Montanha, temos, pelo Teorema 3.1, que existe uma sequência de Cerami. Suponhamos

que (un) ⊂ W 1,p(RN) seja essa sequência.
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Pelo Lema 3.1, (un) é limitada em W 1,p(RN) e como W 1,p(RN) é reflexivo, pelo

Teorema 2.5, podemos extrair uma subsequência, que ainda denotaremos por (un), tal

que un ⇀ u em W 1,p(RN) para algum u ∈ W 1,p(RN).

Como un ⇀ u em W 1,p(RN), temos pelo Teorema das Imersões Compactas de

Sobolev, que para todo q ∈ [1, p∗),W 1,p(Ω)
c→֒ Lq(Ω), em que Ω ⊂ R

N é limitado. Logo,

un → u em L
q
loc(R

N) para todo q ∈ [1, p∗) e assim, pelo Teorema 2.11, un → u em L
p
loc(R

N).

A menos de subsequência e pelo Teorema 2.10, existem funções f(x), g(x) ∈ Lp(F) onde

F : supp v, tal que:

∇un(x) → ∇u(x) q.t.p. em F quando n→ ∞ (3.33)

un(x) → u(x) q.t.p. em F , quando n→ ∞ (3.34)

e

|∇un(x)| ≤ g(x) q.t.p. em F . (3.35)

|un(x)| ≤ f(x) q.t.p. em F . (3.36)

Dáı, por (3.33) e (3.34) obtemos,

|∇un(x)| → |∇u(x)| q.t.p. em F . (3.37)

e

|un(x)| → |u(x)| q.t.p. em F . (3.38)

Consideremos v ∈ C∞
0 (RN) e observemos que

〈I ′(un)− I ′(u), v〉 =

∫

RN

(|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u)∇v dx

+

∫

RN

V (x)(|un|p−2un − |u|p−2u)v dx

−
∫

RN

(h(un)− h(u))v dx. (3.39)
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Para analisarmos as convergências faremos as seguinte desigualdades:

∫

RN

∣

∣(|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u)∇v
∣

∣ dx

=

∫

RN

∣

∣|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u
∣

∣

∣

∣∇v
∣

∣ dx

≤
∫

RN

(∣

∣|∇un|p−2∇un
∣

∣+
∣

∣|∇u|p−2∇u
∣

∣

)∣

∣∇v
∣

∣ dx

=

∫

RN

(|∇un|p−1 + |∇u|p−1)|∇v| dx

≤
∫

RN

∣

∣(|∇un|p−1 + |∇u|p−1)∇v
∣

∣ dx. (3.40)

Observe que (|∇un|p−1+ |∇u|p−1) ∈ L
p

p−1 (RN). De fato, se |∇un|p−1 ∈ L
p

p−1 (RN)

e |∇u|p−1 ∈ L
p

p−1 (RN) temos, respectivamente,

(
∫

RN

(|∇un|p−1)
p

p−1dx

)
p−1
p

=

(
∫

RN

|∇un|p dx
)

p−1
p

<∞

e
(
∫

RN

(|∇u|p−1)
p

p−1dx

)
p−1
p

=

(
∫

RN

|∇u|p dx
)

p−1
p

<∞.

Como L
p

p−1 (RN) é um espaço vetorial normado, segue que (|∇un|p−1+ |∇u|p−1) ∈
L

p

p−1 (RN). Logo, (|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u) ∈ L
p

p−1 (RN).

Desta forma, podemos aplicar a desigualdade de Hölder em (3.40) e assim,

∫

RN

|(|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u|)∇v| dx

≤
(
∫

RN

||∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u|
p

p−1dx

)
p−1
p

·
(
∫

RN

|∇v|p dx
)

1
p

=
∥

∥|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u
∥

∥

0, p

p−1

·
∥

∥∇v
∥

∥

0,p
.

Combinando (3.33) e (3.37), obtemos

(|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u) → 0 q.t.p. em F . (3.41)

Como
∣

∣|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u
∣

∣ ≤ (|∇un|p−1 + |∇u|p−1) segue de (3.35) que

∣

∣|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u
∣

∣ ≤ g(x)p−1 + |∇u|p−1,
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assim

∣

∣|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u
∣

∣

p

p−1 ≤
(

g(x)p−1 + |∇u|p−1
)

p

p−1

≤ 2(
p

p−1
−1)

(

g(x)(p−1)· p

p−1 + |∇u|(p−1)· p

p−1
)

= 2
1

p−1 (g(x)p + |∇u|p)

≤ C(g(x)p + |∇u|p).

Dáı,
∣

∣|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u
∣

∣

p

p−1 ≤ C(g(x)p + |∇u|p) ∈ L1(F). (3.42)

Desta forma, a partir de (3.41) e (3.42) podemos aplicar o Teorema da Convergência

Dominada, logo

∫

RN

(|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u)∇v dx→ 0 quando n→ ∞. (3.43)

Do fato de V (x) ser limitado, temos:

∫

RN

∣

∣V (x)(|un|p−2un − |u|p−2u)v
∣

∣ dx

≤
∫

RN

| supV (x)(|un|p−2un − |u|p−2u)v| dx.

=

∫

RN

| supV (x)|(|un|p−2un| − |u|p−2u||v| dx

≤
∫

RN

| supV (x)|(|un|p−2|un|+ |u|p−2|u|)|v| dx

=

∫

RN

| supV (x)|(|un|p−1 + |u|p−1)|v| dx. (3.44)

Observe que |un|p−1 + |u|p−1 ∈ L
p

p−1 (RN). Logo, V (x)(|un|p−2un − |u|p−2u) ∈
L

p

p−1 (RN). Desta forma, aplicando a desigualdade de Hölder em (3.44) temos,

∫

RN

|V (x)(|un|p−2un − |u|p−2u)v| dx

≤
(
∫

RN

| supV (x)(|un|p−2un − |u|p−2u)|
p

p−1dx

)
p−1
p

·
(
∫

RN

|v|pdx
)

1
p

= sup |V (x)|
(
∫

RN

(|un|p−2un − |u|p−2u)
p

p−1dx

)
p−1
p

·
(
∫

RN

|v|pdx
)

1
p

Combinando (3.34) e (3.38), obtemos

(|un|p−2un − |u|p−2u) → 0 q.t.p. em F . (3.45)
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Como
∣

∣|un|p−2un − |u|p−2u
∣

∣ ≤ |un|p−1 − |u|p−1 segue de (3.36) que

∣

∣|un|p−2un − |u|p−2u
∣

∣ ≤ f(x)p−1 + |u|p−1 q.t.p. em F .

Assim,

∣

∣|un|p−2un − |u|p−2u
∣

∣

p

p−1 ≤ (f(x)p−1 + |u|p−1)
p

p−1

≤ 2
p

p−1
−1
(

f(x)p−1· p

p−1 + |u|p−1· p

p−1
)

≤ 2
1

p−1 (f(x)p + |u|p).

Dáı,
∣

∣|un|p−2un − |u|p−2u
∣

∣

p

p−1 ≤ C(f(x)p + |u|p) ∈ L1(F). (3.46)

Então, como V (x) é limitada, de (3.45) e (3.46) podemos aplicar o Teorema da

Convergência Dominada, logo
∫

RN

V (x)(|un|p−2un − |u|p−2u)v dx→ 0 quando n→ ∞. (3.47)

Do fato de un → u q.t.p. em F e da continuidade de h, segue que

h(un) · v → h(u) · v q.t.p em F . (3.48)

De (3.1), temos que:

|h(un) · v| = |h(un)| · |v| ≤ C(|un|p−1 + |un|q−1) · |v| (3.49)

e pelo Teorema 2.10, existe uma função g ∈ Ls(F) com s ∈ (p, p∗) tal que

|un| ≤ g(x) em F . (3.50)

Substituindo (3.50) em (3.49), segue que:

|h(un)| · |v| ≤ C(g(x)p−1 + g(x)q−1) · |v| = Cg(x)p−1|v|+ Cg(x)q−1|v|.

Aplicando a desigualdade de Hölder para:

• 1
r
+ 1

p
= 1, com p > 1, temos

∫

RN

Cg(x)p−1|v| dx ≤
(
∫

RN

(|Cg(x)|p−1)r dx

)
1
r
(
∫

RN

|v|p dx
)

1
p

= C

(
∫

RN

(|g(x)|p) dx
)

1
r
(
∫

RN

|v|p dx
)

1
p

< ∞. (3.51)
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• 1
s
+ 1

q
= 1, com q ∈ (p, p∗), temos

∫

RN

Cg(x)q−1|v| dx ≤
(
∫

RN

(|Cg(x)|q−1)s dx

)
1
s
(
∫

RN

|v|q dx
)

1
q

= C

(
∫

RN

(|g(x)|q) dx
)

1
s
(
∫

RN

|v|q dx
)

1
q

< ∞. (3.52)

Desta forma, de (3.51) e (3.52) segue que (g(x)p−1|v| + g(x)q−1|v|) ∈ L1(RN) e acrescen-

tando a isso o resultado (3.48), temos, pelo Teorema da Convergência Dominada, que

∫

RN

(h(un)− h(u)) v dx→ 0, quando n→ ∞. (3.53)

De (3.39), (3.43), (3.47) e (3.53) segue que 〈I ′(un)−I ′(u), v〉 → 0 quando n→ ∞
ou, em outras palavras,

〈I ′(un), v〉 → 〈I ′(u), v〉. (3.54)

Como (un) é sequência de Cerami, temos, pela Definição 3.2, que I ′(un) → 0.

Em particular, temos que

〈I ′(un), v〉 → 0. (3.55)

Por (3.54), (3.55) e pela unicidade do limite segue que I ′(u) = 0. Dáı,

〈I ′(u), v〉 = 0, para todo v ∈ C∞
0 (RN).

Como C∞
0 (RN) é denso em W 1,p(RN) (Teorema 2.17), logo

〈I ′(u), v〉 = 0 para todo v ∈ W 1,p(RN). (3.56)

Portanto, u é solução fraca de (P). Além disso, notamos que:

I ′(un)(u
−
n ) =

∫

RN

|∇un|p−2∇un∇u−n dx+
∫

RN

V (x)|un|p−2unu
−
n dx−

∫

RN

h(un)u
−
n dx

=

∫

RN

|∇u−n |pdx+
∫

RN

V (x)|u−n |p dx

= ‖u−n ‖p. (3.57)

Assim, do fato de (un) ser limitada, segue que u−n = u+n − un também é limitada e como

I ′(un) → 0 temos de (3.57) que ‖u−n ‖ → 0, assim, u−n → 0 e, a continuidade de I e I ′,

nos permite considerar sequências de Cerami não negativas a partir de agora, isto é, dada
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uma sequência de Cerami (un), podemos considerar que un(x) ≥ 0 q.t.p. em R
N , para

todo n.

Falta mostrar que u 6≡ 0. Com base em [9] e [19] vejamos o seguinte lema:

Lema 3.3. Seja I o funcional associado a (P) e (un) uma sequência de Cerami para I

com un ⇀ 0. Então somente uma das alternativas ocorre:

(i) un → 0 em W 1,p(RN);

ou

(ii) Existem uma sequência (yn) ⊂ R
N e constantes R > 0, η > 0 tais que

lim inf
n→∞

∫

BR(yn)

|un|pdx > η > 0.

Demonstração: Suponha que (ii) não ocorre. Assim, para todo R > 0, temos

lim sup
n→∞

∫

BR(yn)

|un|pdx = 0.

Pelo Lema 3.1 a sequência (un) é limitada, dáı pelo Lema de Lions (Teorema 2.6) segue

que

un → 0 em Lr(RN), r ∈ (p, p∗). (3.58)

De (3.1) temos que

h(un) ≤ δ|un|p−1 + Cδ|un|q−1,

assim,

h(un)un ≤ δ|un|p−1un + Cδ|un|q−1un

≤ δ|un|p + Cδ|un|q. (3.59)

Integrando em ambos os lados de (3.59) obtemos, a partir de (3.58), que:

lim sup
n→∞

∫

RN

h(un)un dx ≤ lim sup
n→∞

∫

RN

(δ|un|p + Cδ|un|q)dx

= δ lim sup
n→∞

∫

RN

|un|p dx + Cδ lim sup
n→∞

∫

RN

|un|q dx

= δ lim sup
n→∞

∫

RN

|un|p dx. (3.60)
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Como δ > 0 pode ser escolhido arbitrariamente pequeno e a sequência (un) ⊂
W 1,p(RN) é limitada, obtemos:

lim
n→∞

∫

RN

h(un)un dx = 0 (3.61)

Como (un) é uma sequência de Cerami, temos, pelo Lema 3.1, que (un) é limitada.

Assim, pela Definição 3.2, tem-se que I ′(un)un = on(1). Mas,

I ′(un)un =

∫

RN

(|∇un|p − V (x)|un|p)dx−
∫

RN

h(un)un dx (3.62)

= ‖un‖p −
∫

RN

h(un)un dx. (3.63)

Logo,

‖un‖p =
∫

RN

h(un)un dx+ on(1), (3.64)

o que implica, de (3.61), que a sequência (un) converge forte a zero em W 1,p(RN), ou seja,

un → 0 em W 1,p(RN)

e portanto, (i) ocorre. �

Suponhamos por contradição que u ≡ 0. Assim, temos un → 0. Mas, pela

continuidade do funcional I temos I(un) → 0, contradizendo o fato de que I(un) → c > 0.

Segue do Lema 3.3 que (ii) acontece, isto é, existe uma sequência (yn) ⊂ R
N e constantes

positivas R e η tais que

lim inf
n→∞

∫

BR(yn)

|un|pdx > η > 0.

Por (V2), podemos assumir, sem perda de generalidade, que yn ∈ Z
N . De fato,

se yn = (y1n, y
2
n, ..., y

N
n ) ∈ R

N , existe wi
n ∈ Z, 1 ≤ i ≤ N tal que |yin − wi

n| ≤ 1
2
. Agora

considerando zn = (z1n, z
2
n, ..., z

N
n ) ∈ Z, temos |zn − yn| ≤

√

∑N

i=1 |zin − yin|2 ≤
√
N
2
. Logo,

BR(yn) ⊂ B
R+

√
N
2

(zn), pois se x ∈ BR(yn) temos

|zn − x| ≤ |zn − yn|+ |yn − x| <
√
N

2
+R.

Portanto,

lim inf
n→∞

∫

B
R+

√
N
2

(zn)

|un|p dx ≥ lim infn→∞

∫

BR(yn)

|un|p > η > 0 para todo n ∈ N.
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Suponhamos yn ∈ Z
N definindo ũn(x) = un(x+yn). Observe que {ũn} é limitada

em W 1,p(RN), pois ‖∇un‖0,p = ‖∇ũn‖0,p e por (V2) novamente, temos

∫

RN

V (x)|ũn(x)|pdx =

∫

RN

V (z − yn)|un(z)|pdz =
∫

RN

V (z)|un(z)|pdz,

ou seja,

‖ũn‖ = ‖un‖, para todo n ∈ N.

Desta forma podemos assumir ũn ⇀ ũ em W 1,p(RN) para algum ũ ∈ W 1,p(RN). A

menos de subsequência ũn → ũ em L
p
loc(R

N) e ũn(x) → ũ(x) q.t.p. em R
N . De (ii)

do Lema 3.3, sabemos que ũ 6= 0. Além disso, pela periodicidade de V, temos que

〈I ′(ũn), ũn〉 = 〈I ′(un), un〉 e I(ũn) = I(un). De fato,

〈I ′(ũn), ũn〉 =

∫

RN

(|∇ũn|p−2∇ũ∇ũ+ V (x)|ũn|p−2ũnũn) dx−
∫

RN

h(ũn)ũ dx

=

∫

RN

(|∇un|p−2∇u∇u+ V (x)|un|p−2unun) dx−
∫

RN

h(un)u dx

= 〈I ′(un), un〉

e

I(ũn) =
1

p

∫

RN

(|∇ũn|p + V (x)|ũn|p)dx−
∫

RN

H(ũn) dx

=
1

p

∫

RN

(|∇un|p + V (x)|un|p)dx−
∫

RN

H(un) dx

= I(un).

Prosseguindo de maneira análoga aos cálculos anteriores, obtemos que {ũn} é

uma sequência de Cerami de I, e

〈I ′(ũ), v〉 = 〈I ′(u), v〉 = 0 para todo v ∈ W 1,p(RN) com ũ 6= 0. (3.65)

Logo, ũ é uma solução fraca não trivial de (P).

Finalmente, devemos verificar que ‖u‖p ≤ Lpcα

Lα− pα− pσ
. Procedendo como na
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limitação da sequência de Cerami do Lema 3.1, temos por (H5) e (V1) que

LI(ũn)− 〈I ′(ũn), un〉 =

(

L

p
− 1

)
∫

RN

(|∇ũn|p + V (x)|ũn|p) dx − L

∫

RN

H(ũn)ũn dx

+

∫

RN

h(ũn)ũn dx

=

(

L

p
− 1

)

‖ũn‖p −
∫

RN

(h(ũn)ũn − LH(ũn)) dx

≥
(

L

p
− 1

)

‖ũn‖p −
∫

RN

σ|ũn|pdx

=

(

L

p
− 1

)

‖ũn‖p − σ

∫

RN

|ũn|p dx

≥
(

L

p
− 1

)

‖ũn‖p −
σ

α
‖ũn‖p

=

(

L

p
− 1− σ

α

)

‖ũn‖p, (3.66)

para todo n ∈ N. Assim, como I(un) → c e I(un) = I(ũn), temos que I(ũn) → c e de

(3.65) tem-se

Lc = lim inf
n→∞

(LI(ũn)− 〈I ′(ũn), ũn〉). (3.67)

Substituindo (3.66) em (3.67), obtemos

Lc ≥ lim inf
n→∞

[(

L

p
− 1

)

− σ

α

]

‖ũn‖p

= lim inf
n→∞

[(

L

p
− 1

)

− σ

α

]

‖un‖p

= lim inf
n→∞

[

Lα− pα− pσ

pα

]

‖un‖p.

Logo,
Lcpα

Lα− pα− pσ
≥ lim inf

n→∞
‖un‖p.

E pela semicontinuiadede fraca da norma (Teorema 2.4), segue que:

Lcpα

Lα− pα− pσ
≥ ‖u‖p.

Portanto,

‖u‖p ≤ Lcpα

Lα− pα− pσ
.

�



A Formulação Fraca do Problema (P)

Neste apêndice, nosso objetivo é obter a formulação fraca do problema (P), vista

no Caṕıtulo 3, seção 3.1.

Seja u uma solução clássica do problema (P), isto é, uma função u ∈ C2
0(R

N) que

satisfaz a equação (P) e considere a equação

−∆pu+ V (x)|u|p−2u = h(u). (A.1)

Multiplicando (A.1) por uma função teste ϕ ∈ C∞
0 (RN) e integrando, em ambos

os lados, em R
N , obtemos:

∫

RN

−∆puϕ dx+

∫

RN

V (x)|u|p−2uϕ dx =

∫

RN

h(u)ϕ dx. (A.2)

Observemos que,

∫

RN

−∆puϕ dx =

∫

RN

−div(|∇u|p−2∇u)ϕ dx

=

∫

RN

−
N
∑

i=1

∂

∂xi

(

|∇u|p−2 ∂u

∂xi

)

ϕ dx

= −
N
∑

i=1

∫

RN

∂

∂xi

(

|∇u|p−2 ∂u

∂xi

)

ϕ dx. (A.3)

Usando a integração por partes em (A.3) e do fato de ϕ ∈ C∞
0 (RN), obtemos

−
N
∑

i=1

∫

RN

∂

∂xi

(

|∇u|p−2 ∂u

∂xi

)

ϕ dx =
N
∑

i=1

(
∫

RN

|∇u|p−2 ∂u

∂xi

∂ϕ

∂xi

)

dx

=

∫

RN

|∇u|p−2∇u∇ϕ dx. (A.4)

Logo, substituindo (A.4) em (A.2), segue que:

∫

RN

|∇u|p−2∇u∇ϕ dx+

∫

RN

V (x)|u|p−2uϕ dx =

∫

RN

h(u)ϕ dx

para todo ϕ ∈ C∞
0 (RN). Pelo Teorema 2.17, segue que

∫

RN

|∇u|p−2∇u∇ϕ dx+

∫

RN

V (x)|u|p−2uϕ dx =

∫

RN

h(u)ϕ dx. (A.5)
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para toda ϕ ∈ W 1,p(RN).

Observe que (A.5) é satisfeita por funções u ∈ W 1,p(RN) que possuem proprie-

dades bem mais fracas (isto é, menos restritivas) que as funções u ∈ C2
0(R

N), que são

soluções de (A.1). Por isso, dizemos que (A.5) é a formulação fraca para o problema (P ).



B Estudo do Funcional Associado a (P)

Definamos o seguinte funcional I : W 1,p(RN) → R por

I(u) =
1

p

∫

RN

(|∇u|p + V (x)|u|p) dx−
∫

RN

H(u) dx,

com H(u) =

∫ u

0

h(s)ds.

Verifiquemos que I está bem definido. De fato, seja u ∈ W 1,p(RN) e


























I1(u) =
1
p

∫

RN

|∇u|p dx, (I)

I2(u) =
1
p

∫

RN

V (x)|u|p dx, (II)

I3(u) =

∫

RN

H(u) dx (III)

Como u ∈ W 1,p(RN) logo,
∫

RN

|∇u|pdx <∞.

Tomando o módulo em (II), temos:

|I2(u)| =
∣

∣

∣

∣

1

p

∫

RN

V (x)|u|pdx
∣

∣

∣

∣

≤ 1

p

∫

RN

|V (x)||u|pdx

e como V (x) é limitado, segue que,

1

p

∫

RN

∣

∣

∣

∣

V (x)|u|pdx
∣

∣

∣

∣

≤ 1

p

∫

RN

sup |V (x)||u|pdx

=
1

p
sup |V (x)|

∫

RN

|u|pdx <∞,

onde a última desigualdade segue das imersões cont́ınuas de Sobolev. Logo,

1

p

∫

RN

V (x)|u|p <∞.

Observe em (III), que por (H3) temos:
∣

∣

∣

∣

∫

RN

H(u)dx

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

RN

[
∫ u

0

h(t)dt

]

dx

∣

∣

∣

∣

≤
∫

RN

∣

∣

∣

∣

∫ u

0

h(t)dt

∣

∣

∣

∣

dx. (B.1)

Analisaremos os seguintes casos de u da equação (B.1):
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Caso (i): u ≥ 0

Pela condição (H3) segue-se:
∣

∣

∣

∣

∫ u

0

h(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ u

0

|h(t)|dt ≤
∫ u

0

C (|t|p−1 + |t|q−1)dt, para todo t ∈ R
+,

assim, obtemos:
∣

∣

∣

∣

∫ u

0

h(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ u

0

C (tp−1 + tq−1)dt

= C

(

tp

p
+
tq

q

)∣

∣

∣

∣

u

0

≤ C

(

up

p
+
uq

q

)

≤ C (up + uq).

Logo,
∣

∣

∣

∣

∫ u

0

h(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ C (|u|p + |u|q), para todo q ∈ (p, p∗).

Caso (ii): u < 0

Pela condição (H3) segue-se:
∣

∣

∣

∣

∫ u

0

h(t)dt

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

−
∫ 0

u

h(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ 0

u

|h(t)|dt

≤
∫ 0

u

C (|t|p−1 + |t|q−1)dt, para todo t ∈ R
+,

assim, obtemos:
∣

∣

∣

∣

∫ u

0

h(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ 0

u

C (tp−1 + tq−1)dt

= C

(

tp

p
+
tq

q

)
∣

∣

∣

∣

0

u

≤ C

(

(−u)p
p

+
(−u)q
q

)

≤ C ((−u)p + (−u)q).

Logo,
∣

∣

∣

∣

∫ u

0

h(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ C ((−u)p + (−u)q) ≤ C (|u|p + |u|q), para todo q ∈ (p, p∗).

Portanto, dos casos (i) e (ii), segue que:
∣

∣

∣

∣

∫ u

0

h(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ C (|u|p + |u|q), para todo q ∈ (p, p∗). (B.2)
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De (B.1) e (B.2), temos,

∣

∣

∣

∣

∫

RN

H(u)dx

∣

∣

∣

∣

≤ C

[
∫

RN

|u|pdx+
∫

RN

|u|qdx
]

e pelas imersões cont́ınuas de Sobolev, obtemos

∣

∣

∣

∣

∫

RN

H(u)dx

∣

∣

∣

∣

<∞.

A proposição a seguir é o principal resultado deste apêndice.

Proposição B.1. O funcional I é de classe C1(W 1,p(RN),R) emW 1,p(RN), com derivada

de Gâteaux dada por

〈I ′(u), v〉 =
∫

RN

(|∇u|p−2∇u∇v + V (x)|u|p−2uv) dx−
∫

RN

h(u)v dx (B.3)

para todo u, v ∈ W 1,p(RN).

Para provar a proposição acima, faremos uso dos três lemas a seguir.

Lema B.1. O funcional I1 é de classe C1(W 1,p(RN),R) em W 1,p(RN), com derivada de

Gâteaux dada por

〈I ′1(u), v〉 =
∫

RN

|∇u|p−2∇u∇v dx. (B.4)

Demonstração:

Afirmação 1: O funcional I1 é Gâteuax diferenciável.

Sejam u, v ∈ W 1,p(RN). Definamos a seguinte função:

ϕ : (0, 1) → R

t 7→ ϕ(t) =
1

p
|∇u+ t∇v|p

Observe que ϕ(t) é claramente cont́ınua e diferenciável em (0, 1). Por definição,

temos

∇u =
N
∑

i=1

∂u

∂xi
e ∇v =

N
∑

i=1

∂v

∂xi
.

Dáı, pelas propriedades de somatório, tem-se:

∇u+ t∇v =
N
∑

i=1

∂u

∂xi
+ t

N
∑

i=1

∂v

∂xi
=

N
∑

i=1

∂u

∂xi
+

N
∑

i=1

t
∂v

∂xi
=

N
∑

i=1

(

∂u

∂xi
+ t

∂v

∂xi

)

.
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Desta forma,

|∇u+ t∇v| =
[ N
∑

i=1

(

∂u

∂xi
+ t

∂v

∂xi

)2] 1
2

,

o que implica

|∇u+ t∇v|p =
[ N
∑

i=1

(

∂u

∂xi
+ t

∂v

∂xi

)2] 1
2
·p
.

Logo, ϕ(t) =
1

p
|∇u+ t∇v| = 1

p

[ N
∑

i=1

(

∂u

∂xi
+ t

∂v

∂xi

)2] p

2

.

Agora, derivando ϕ(t), obtemos:

ϕ′(t) =
1

p
· p
2

[ N
∑

i=1

(

∂u

∂xi
+ t

∂v

∂xi

)2] p−2
2

·
[ N
∑

i=1

2

(

∂u

∂xi
+ t

∂v

∂xi

)]

·
N
∑

i=1

∂v

∂xi

=
1

2

[ N
∑

i=1

(

∂u

∂xi
+ t

∂v

∂xi

)2] 1
2
·(p−2)

· 2
[ N
∑

i=1

∂u

∂xi
+ t

N
∑

i=1

∂v

∂xi

]

·
N
∑

i=1

∂v

∂xi

= |∇u+ t∇v|p−2 · (∇u+ t∇v) · ∇v. (B.5)

Logo, ϕ(t) é diferenciável em (0, 1).

Do fato de ϕ ser cont́ınua e diferenciável, temos pelo Teorema do Valor Médio

que existe θ ∈ (0, t), onde θ = ct com 0 < c < 1 tal que:

ϕ(t)− ϕ(0) = ϕ′(θ)(t− 0) = ϕ′(θ) · t.

Assim, tem-se que:

1

p
|∇u+ t∇v|p − 1

p
|∇u|p = |∇u+ ct∇v|p−2 · (∇u+ ct∇v)∇v · t

1

t

[

1

p

(

|∇u+ t∇v|p − |∇u|p
)]

= |∇u+ ct∇v|p−2 · (∇u+ ct∇v) · ∇v. (B.6)

Tomando o limite em t, quando t→ 0, na expressão (B.6) obtemos:

lim
t→0

1

t

( |∇u+ t∇v|p − |∇u|p
p

)

= |∇u|p−2∇u∇v. (B.7)

Por outro lado, tomando o módulo em (B.6), pela desigualdade triangular e como
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0 < ct < 1 tem-se:

∣

∣

∣

∣

1

t

( |∇u+ t∇v|p − |∇u|p
p

)∣

∣

∣

∣

=
∣

∣|∇u+ ct∇v|p−2 · (∇u+ ct∇v) · ∇v
∣

∣

≤
∣

∣|∇u+∇v|p−2 · (∇u+∇v) · ∇v
∣

∣

= |∇u+∇v|p−2 · |∇u+∇v| · |∇v|

≤ (|∇u|+ |∇v|)p−2 · (|∇u|+ |∇v|) · |∇v|

= (|∇u|+ |∇v|)p−1 · |∇v|. (B.8)

Utilizando a desigualdade de Hölder, para 1
p
+ 1

r
= 1, com p > 1, obtemos:

∫

RN

(|∇u|+ |∇v|)p−1 · |∇v|dx ≤
(
∫

RN

[

(|∇u|+ |∇v|) p

r

]r
dx

)
1
r

·
(
∫

RN

|∇v|pdx
)

1
p

≤
(
∫

RN

(|∇u+∇v|)pdx
)

1
r

·
(
∫

RN

|∇v|pdx
)

1
p

= ‖(|∇u+∇v|)p−1‖0,r · ‖∇v‖0,p.

Logo,

(|∇u+∇v|)p−1 · |∇v| ∈ L1(RN). (B.9)

Assim, por (B.6)

〈I ′1(u), v〉 = lim
t→0

I1(u+ tv)− I1(u)

t

= lim
t→0

∫

RN

1

t

( |∇u+ t∇v|p − |∇u|p
p

)

dx

= lim
t→0

∫

RN

|∇u+ ct∇v|p−2(∇u+ ct∇v)∇v dx.

Considerando t = tn, (B.7) e (B.9) nos permitem aplicar o Teorema da Con-

vergência Dominada, donde segue que

lim
t→0

∫

RN

|∇u|p−2(∇u+ ct∇v)∇vdx =

∫

RN

|∇u|p−2∇u∇v dx.

Portanto, I1 é Gâteaux diferenciável e, para todo v ∈ W 1,p(RN), sua derivada é

dada por,

〈I ′1(u), v〉 =
∫

RN

|∇u|p−2∇u∇v dx,

ficando provada a afirmção 1.
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Consideremos o seguinte espaço:

χ =
N
∏

i=1

L
p

p−1 (RN),

munido da norma,

‖h‖χ =

( N
∑

i=1

∥

∥hi
∥

∥

p

p−1

0, p

p−1

)
p−1
p

(B.10)

com h = (h1, h2, . . . , hN) ∈ χ.

Definamos

g = (g1, g2, ..., gN) : W
1,p(RN) → χ

u 7−→ g(u) = |∇u|p−2∇u (B.11)

com gi(u) = |∇u|p−2 ∂u

∂xi
, i = 1, 2, . . . , N .

Afirmação 2: g(u) está bem definido. De fato, de (V1), temos

∥

∥gi(u)
∥

∥

p

p−1

0, p

p−1
=

∫

RN

∣

∣

∣

∣

|∇u|p−2 · ∂u
∂xi

∣

∣

∣

∣

p

p−1

dx =

∫

RN

(

|∇u|p−2 ·
∣

∣

∣

∣

∂u

∂xi

∣

∣

∣

∣

)
p

p−1

dx

≤
∫

RN

(|∇u|p−2 · |∇u|)
p

p−1dx =

∫

RN

|∇u|
(p−2)p
p−1 · |∇u|

p

p−1dx

=

∫

RN

|∇u|pdx

≤
∫

RN

(|∇u|p + V (x)|u|p)dx

= ‖u‖p < +∞.

Provando assim, a afirmação 2.

Afirmação 3: g(u) é cont́ınua. De fato, pela equivalência das normas em R
N , podemos

encontrar uma constante C1 > 0 para todo h ∈ χ tal que

∥

∥h
∥

∥

p

p−1

χ
≤ C1

∫

RN

|h|
p

p−1 . (B.12)

Sejam u, v ∈ W 1,p(RN), então:

∥

∥g(u)− g(v)
∥

∥

p

p−1

χ
≤ C1

∫

RN

|g(u)− g(v)|
p

p−1dx

= C1

∫

RN

∣

∣|∇u|p−2∇u− |∇v|
p

p−2∇v
∣

∣

p

p−1dx. (B.13)

Vamos analisar os seguintes casos, em relação a p:
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Caso (i): p ∈ (1, 2)

Do Teorema 2.20 - (ii) e de (V1), segue que:

∥

∥g(u)− g(v)
∥

∥

p

p−1

χ
≤ C1

∫

RN

(β̄|∇u−∇v|p−1)
p

p−1dx

= C1β̄
p

p−1

∫

RN

|∇u−∇v|pdx

≤ C2

∫

RN

(|∇u−∇v|p + V (x)|u− v|p)dx

= C2‖u− v‖p.

Assim,

‖g(u)− g(v)‖χ ≤ C
p−1
p

2 ‖u− v‖p−1 = C‖u− v‖p−1, (B.14)

onde C = C
p−1
p

2 é uma constante positiva que independe de u e v.

Caso (ii): p ≥ 2

Do Teorema 2.20 - (i), segue de (B.12) que:

∥

∥g(u)− g(v)
∥

∥

p

p−1

χ
≤ C1

∫

RN

∣

∣β|∇u−∇v|(|∇u|+ |∇v
∣

∣)p−2|
p

p−1 dx

= C1

∫

RN

∣

∣β
p

p−1 |∇u−∇v|
p

p−1 (|∇u|+ |∇v
∣

∣)
p·(p−2)
p−1 | dx

= C1β
p

p−1

∫

RN

|∇u−∇v|
p

p−1

∣

∣|∇u|+ |∇v|
∣

∣

p·(p−2)
p−1 dx

≤ C1β
p

p−1

∫

RN

|∇u−∇v|
p

p−1 (|∇u|+ |∇v|)
p·(p−2)
p−1 dx.

Temos que |∇u−∇v|
p

p−1 ∈ Lp−1(RN) e (|∇u|+ |∇v|)
p·(p−2)
p−1 ∈ L

p−1
p−2 (RN). De fato,

(
∫

RN

(

|∇u−∇v|
p

p−1
)p−1

dx

)
1

p−1

=

(
∫

RN

|∇u−∇v|pdx
)

1
p−1

<∞

e
(
∫

RN

(

(|∇u|+ |∇v|)
p·(p−2)
p−1

)
p−1
p−2dx

)
p−2
p−1

=

(
∫

RN

(|∇u|+ |∇v|)pdx
)

p−2
p−1

<∞.
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Assim, pela desigualdade de Hölder, segue que

∥

∥g(u)− g(v)
∥

∥

p

p−1

χ
≤ C1β

p

p−1

∫

RN

|∇u−∇v|
p

p−1
(

|∇u|+ |∇v|
)

p·(p−2)
p−1 dx

≤ C̃2

(
∫

RN

(

|∇u−∇v|
p

p−1
)p−1

dx

)
1

p−1
(
∫

RN

[(

|∇u|+ |∇v|
)

p·(p−2)
p−1

]
p−1
p−2dx

)
p−2
p−1

≤ C̃2

(
∫

RN

|∇u−∇v|pdx
)

1
p−1

(
∫

RN

(|∇u|+ |∇v|)pdx
)

p−2
p−1

= C̃2

(
∫

RN

|∇(u− v)|pdx
)

1
p−1

(
∫

RN

(|∇u|+ |∇v|)pdx
)

p−2
p−1

≤ C̃2

(
∫

RN

(|∇(u− v)|p + V (x)|u− v|p)dx
)

p

p−1
(
∫

RN

(|∇u|+ |∇v|)pdx
)

p−2
p−1

= C̃2

∥

∥u− v
∥

∥

p

p−1

(

∥

∥|∇u|+ |∇v|
∥

∥

p

0,p

)
p−2
p−1

= C̃2

∥

∥u− v
∥

∥

p

p−1
∥

∥|∇u|+ |∇v|
∥

∥

p· p−2
p−1

0,p
, (B.15)

onde C̃2 = C1β
p

p−1 independe de u e v.

Da desigualdade de Minkowski, da definição de norma em Lp(RN), e de (V1) segue

que:

∥

∥|∇u|+ |∇v|
∥

∥

p· p−2
p−1

0,p
≤ (‖∇u‖0,p + ‖∇v‖0,p)p·

p−2
p−1

=

[(
∫

RN

|∇u|pdx
)

1
p

+

(
∫

RN

|∇v|pdx
)

1
p
]p· p−2

p−1

≤
[(

∫

RN

(|∇u|p + V (x)|u|p)dx
)

1
p

+

(
∫

RN

(|∇v|p + V (x)|v|p)dx
)

1
p
]p· p−2

p−1

= (‖u‖+ ‖v‖)p·
p−2
p−1 . (B.16)

Substituindo (B.16) em (B.15), vem que:

∥

∥g(u)− g(v)
∥

∥

p

p−1

χ
≤ C̃2‖u− v‖

p

p−1 (‖u‖+ ‖v‖)p·
p−2
p−1 .

Desta forma,

‖g(u)− g(v)‖χ ≤ C̃2

p−1
p ‖u− v‖(‖u‖+ ‖v‖)p−2.

Logo,

‖g(u)− g(v)‖χ = C ′‖u− v‖(‖u‖+ ‖v‖)p−2, (B.17)

onde C ′ = C̃2

p−1
p é uma constante positiva que independe de u e v.

Portanto, de (B.14) e (B.17) segue a continuidade de g(u), ficando provanda a

afirmação 3.
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Agora, mostremos que a derivada de Gâteaux I ′1 do funcional I1 é cont́ınua.

Com efeito, a partir da continuidade de g(u), basta mostrarmos que ‖I ′1(u) − I ′1(v)‖⋆ ≤
K‖g(u) − g(v)‖χ, onde K é uma constante positiva que independe de u, v ∈ W 1,p(RN).

De fato, de (B.11) temos

|〈I ′1(u)− I ′1(v), w〉| =

∣

∣

∣

∣

∫

RN

(|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v)∇w dx

∣

∣

∣

∣

≤
∫

RN

∣

∣(|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v)∇w
∣

∣ dx

=

∫

RN

|(g(u)− g(v))∇w| dx.

Pela desigualdade de Hölder, por (B.12) e (B.10), segue que:

|〈I ′1(u)− I ′1(v), w〉| ≤
(
∫

RN

|g(u)− g(v)|
p

p−1dx

)
p−1
p

·
(
∫

RN

|∇w|pdx
)

1
p

≤ K

(

∥

∥g(u)− g(v)
∥

∥

p

p−1

0, p

p−1

)
p−1
p

·
(
∫

RN

|∇w|pdx
)

1
p

≤ K

( p
∑

i=1

∥

∥gi(u)− gi(v)
∥

∥

p

p−1

0, p

p−1

)
p−1
p

·
(
∫

RN

(|∇w|p + V (x)|w|p)dx
)

1
p

= K‖g(u)− g(v)‖χ · ‖w‖.

Logo, |〈I ′1(u) − I ′1(v), w〉| ≤ K ′‖g(u) − g(v)‖χ, onde K ′ = K · ‖w‖, para todo

u, v ∈ W 1,p(RN) e I ′1(u) é cont́ınuo.

Portanto, do Teorema 2.18, segue que I1 ∈ C1(W 1,p(RN),R). �

Lema B.2. O funcional I2 é de classe C1(W 1,p(RN),R) em W 1,p(RN), com derivada de

Gâteaux dada por

〈I ′2(u), v〉 =
∫

RN

V (x)|u|p−2uv dx. (B.18)

Demonstração: Primeiro, mostremos que I2 é Gâteuax diferenciável. Para isso, sejam

t ∈ R satisfazendo t ∈ (0, 1) e u, v ∈ W 1,p(RN).

Definamos a seguinte função:

ψ : (0, 1) → R

t 7−→ ψ(t) =
1

p
V (x)|u+ tv|p

Observe que ψ(t) é claramente cont́ınua e diferenciável em (0, 1).
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De fato, pela regra da cadeia, temos que a derivada de ψ(t) é:

ψ′(t) =
1

p
V (x) · p|u+ tv|p−1 · (u+ tv)

|u+ tv| v

= V (x)|u+ tv|p−2(u+ tv) · v (B.19)

Logo, ψ(t) é diferenciável em (0, 1).

Assim, do fato de ψ ser cont́ınua e diferenciável, temos pelo Teorema do Valor

Médio que existe θ ∈ (0, t), onde θ = ct, tal que

ψ(t)− ψ(0) = ψ′(θ)(t− 0) = ψ′(θ) · t.

Dáı,
1

p
V (x)

[

|u+ tv|p − |u|p
]

= V (x)|u+ ctv|p−2(u+ ctv)vt,

logo,
1

t

[

V (x)(|u+ tv|p − |u|p)
p

]

= V (x)|u+ ctv|p−2(u+ ctv)v. (B.20)

Tomando o limite em (B.20), quando t→ 0, temos:

lim
t→0

1

t

[

V (x)

( |u+ tv|p − |u|p
p

)]

= V (x)|u|p−2u · v. (B.21)

Por outro lado, tomando o módulo em (B.20), pela desigualdade triangular, e

como 0 < ct < 1, tem-se:
∣

∣

∣

∣

1

t

[

V (x)

( |u+ tv|p − |u|p
p

)]
∣

∣

∣

∣

=
∣

∣V (x)|u+ ctv|p−2(u+ ctv)v
∣

∣

≤
∣

∣V (x)|u+ v|p−2(u+ v)v
∣

∣

= |V (x)||u+ v|p−2|u+ v||v|

≤ |V (x)|(|u|+ |v|)p−2(|u|+ |v|)|v|

= V (x)(|u|+ |v|)p−1|v|.

Utilizando a desigualdade de Hölder para 1
p
+ 1

r
= 1 com p > 1, e de (V1), obtemos

∫

RN

V (x)(|u|+ |v|)p−1|v|dx ≤
∫

RN

V (x)(|u|+ |v|)p−1|v| dx

≤
∫

RN

supV (x)(|u|+ |v|)p−1|v| dx

≤
(
∫

RN

(supV (x)(|u|+ |v|)p−1)rdx

)
1
r

·
(
∫

RN

|v|pdx
)

1
p

= supV (x)

(
∫

RN

(|u|+ |v|)pdx
)

1
r

·
(
∫

RN

|v|pdx
)

1
p

= supV (x)‖|u|+ |v|‖0,r · ‖v‖0,p.
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Dáı, segue que

V (x)(|u|+ |v|)p−1|v| ∈ L1(RN). (B.22)

De (B.20), obtemos

〈I ′2(u), v〉 = lim
t→0

I2(u+ tv)− I(u)

t

= lim
t→0

∫

RN

1

t

[

V (x)(|u+ tv|p − |u|p)
p

]

dx

= lim
t→0

∫

RN

V (x)|u+ ctv|p−2(u+ ctv)v dx.

Considerando t = tn, (B.21) e (B.22) podemos aplicar o Teorema da Convergência

Dominada, donde segue que

lim
t→0

∫

RN

V (x)|u+ ctv|p−2(u+ ctv)v =

∫

RN

V (x)|u|p−2uv dx.

Portanto, I2 é Gâteaux diferenciável e para todo v ∈ W 1,p(RN) a derivada de

Gâteaux é dada por

〈I ′2(u), v〉 =
∫

RN

V (x)|u|p−2uv dx.

Agora mostraremos que a derivada de Gâteaux I ′2 do funcional I2 é cont́ınua.

Para isso, vamos provar que ‖I ′2(un)− I ′2(u)‖ → 0.

Consideremos uma sequência (un) ⊂ W 1,p(RN), com un → u em W 1,p(RN) para

algum u ∈ W 1,p(RN). Assim, temos, pelo Teorema das Imersões Cont́ınuas de Sobolev,

que un → u em Lq(RN) para todo q ∈ [1, p∗). A menos de subsequência e pelo Teorema

2.10, existe uma função f(x) ∈ Lp(RN) tal que:

un(x) → u(x) q.t.p. em R
N , quando n→ ∞ (B.23)

e

|un(x)| ≤ f(x) q.t.p. em R
N . (B.24)

Por (B.23), temos que

|un(x)| → |u(x)| q.t.p. em R
N . (B.25)
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Para toda v ∈ C∞
0 (RN) e do fato de V (x) ser limitado, temos:

|〈I ′2(un)− I ′2(u), v〉| = |〈I ′2(un), v〉 − 〈I ′2(u), v〉|

=

∣

∣

∣

∣

∫

RN

V (x)|un|p−2unv dx−
∫

RN

V (x)|u|p−2uv dx

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

RN

V (x)(|un|p−2un − |u|p−2u)v dx

∣

∣

∣

∣

≤
∫

RN

∣

∣V (x)(|un|p−2un − |u|p−2u)v
∣

∣ dx

≤
∫

RN

∣

∣ supV (x)(|un|p−2un − |u|p−2u)v
∣

∣ dx

≤
∫

RN

| supV (x)|(||un|p−2un|+ ||u|p−2u|) · |v| dx

=

∫

RN

| supV (x)|(|un|p−1 + |u|p−1) · |v| dx. (B.26)

Observe que |un|p−1 + |u|p−1 ∈ L
p

p−1 (RN). Desta forma, podemos aplicar a desi-

gualdade de Hölder em (B.26) e dáı,

∫

RN

|V (x)(|un|p−2un − |u|p−2u)v| dx

≤
(
∫

RN

∣

∣ supV (x)(|un|p−2un − |u|p−2u)
∣

∣

p

p−1dx

)
p−1
p

·
(
∫

RN

|v|pdx
)

1
p

= supV (x)

(
∫

RN

(

|un|p−2un − |u|p−2u
)

p

p−1dx

)
p−1
p

·
(
∫

RN

|v|pdx
)

1
p

= supV (x)
∥

∥|un|p−2un − |u|p−2u
∥

∥

0, p

p−1

· ‖v‖0,p.

Combinando (B.23) e (B.25), obtemos

(|un|p−2un − |u|p−2u) → 0 q.t.p. em R
N . (B.27)

Como
∣

∣|un|p−2un − |u|p−2u
∣

∣ ≤ |un|p−1 − |u|p−1 segue de (B.24) que

∣

∣|un|p−2un − |u|p−2u
∣

∣ ≤ f(x)p−1 + |u(x)|p−1 q.t.p. em R
N .

Assim,

∣

∣|un|p−2un − |u|p−2u
∣

∣

p

p−1 ≤
(

f(x)p−1 + |u|p−1
)

p

p−1

≤ 2
p

p−1
−1
(

f(x)p−1· p

p−1 + |u|p−1· p

p−1
)

≤ 2
1

p−1 (f(x)p + |u|p)

= C(f(x)p + |u|p).
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Dáı,
∣

∣|un|p−2un − |u|p−2u
∣

∣

p

p−1 ≤ C(f(x)p + |u|p) ∈ L1(RN). (B.28)

Então, como V (x) é limitado, de (B.27) e (B.28) podemos aplicar o Teorema da

Convergência Dominada, logo
∫

RN

V (x)|un|p−2unv dx→
∫

RN

V (x)|u|p−2uv dx quando n→ ∞.

Ou, equivalentemente,
∫

RN

V (x)(|un|p−2un − |u|p−2u) v dx→ 0 quando n→ ∞.

o que implica que

|〈I ′2(un)− I ′2(u), v〉| ≤ |I ′2(un)− I ′2(u)| · |v| → 0

e desta forma,

‖I ′2(un)− I ′2(u)‖ → 0, quando n→ ∞

Ou seja, a derivada de Gâteaux I ′2 é cont́ınua.

Portanto, pelo Teorema 2.18 segue que I2 ∈ C1(W 1,p(RN),R). �

Lema B.3. O funcional I3 é de classe C1(W 1,p(RN),R) em W 1,p(RN), com derivada de

Gâteaux dada por

〈I ′3(u), v〉 =
∫

RN

h(u)v dx. (B.29)

Demonstração: Seja o funcional I3 : W
1,p(RN) → R defnido por

I3(u) =

∫

RN

H(u)dx.

Sejam u, v ∈ W 1,p(RN), t ∈ (0, 1) então,

I3(u+ tv)− I3(u) =

∫

RN

H(u+ tv)dx−
∫

RN

H(u)dx

=

∫

RN

[H(u+ tv)−H(u)]dx.

Das hipóteses iniciais, temos que H é cont́ınua e derivável, assim, pelo Teorema

do Valor Médio, temos que existe θ ∈ (0, 1) tal que:
∫

RN

[H(u+ tv)−H(u)]dx =

∫

RN

H ′(u+ θtv) · tv dx

=

∫

RN

h(u+ θtv) · tv dx.
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Assim,

I3(u+ tv)− I3(u)

t
=

1

t

∫

RN

h(u+ θtv) · tv dx

=

∫

RN

h(u+ θtv) · tv
t

dx

=

∫

RN

h(u+ θtv) · v dx. (B.30)

Tomando o limite em (B.30) quando t→ 0, vem que:

lim
t→0

I3(u+ tv)− I3(u)

t
= lim

t→0

∫

RN

h(u+ θtv) · v dx. (B.31)

Afimação: Podemos comutar o limite com a integral na equação (B.31).

De fato, observe que u+ θtv → u q.t.p. em R
N quando t→ 0 e da continuidade

de h, temos que

h(u+ θtv) · v → h(u) · v q.t.p. em R
N

Oberve que h(u) ∈ L
p

p−1 (RN). De fato, por (H3) para todo q ∈ (p, p∗), tem-se

que

|h(u)| ≤ C(|u|p−1 + |u|q−1),

Assim,

|h(u+ θtv)v| = |h(u+ θtv)| · |v|

≤ C(|u+ θtv|p−1 + |u+ θtv|q−1) · |v|

≤ C[(|u|+ |θtv|)p−1 + (|u|+ |θtv|)q−1 · |v|

≤ C[2p−2(|u|p−1 + |θtv|p−1) + 2q−2(|u|q−1 + |θtv|q−1)] · |v|

≤ C[2p−2(|u|p−1 + |v|p−1) + 2q−1(|u|q−1 + |v|q−1)] · |v|

= (2p−2C|u|p−1 + 2p−2C|v|p−1) · |v|+ (2q−2C|u|q−1 + 2q−2C|v|q−1) · |v|

= 2p−2C|u|p−1|v|+ 2p−2C|v|p + 2q−1C|u|q−1|v|+ 2q−2C|v|q

= 2p−2C|u|p−1|v|+ 2q−1C|u|q−1|v|+ 2p−2C|v|p + 2q−2C|v|q

= (2p−2C|u|p−1 + 2q−1C|u|q−1) · |v|+ 2p−2C|v|p + 2q−2C|v|q. (B.32)

Tomando a integral em ambos os lados de (B.32), temos:
∫

RN

|h(u+ θtv)v| dx ≤
∫

RN

(2p−2C|u|p−1 + 2q−1C|u|q−1) · |v| dx

+

∫

RN

(2p−2C|v|p + 2q−2C|v|q) dx. (B.33)
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Observe que,
∫

RN

2p−2C|u|p−1 · |v| dx <∞ (B.34)

e
∫

RN

2p−2C|u|q−1 · |v| dx <∞. (B.35)

De fato, utilizando a desiguldade de Hölder em:

• (B.34), para 1
p
+ 1

r
= 1, com p > 1, temos:

∫

RN

2p−2C|u|p−1 · |v| dx ≤
(
∫

RN

(

2p−2C|u|p−1
)r
dx

)
1
r

·
(
∫

RN

|v|pdx
)

1
p

=

(
∫

RN

2(p−2)rCr|u|pdx
)

1
r

·
(
∫

RN

|v|pdx
)

1
p

= 2p−2C

(
∫

RN

|u|pdx
)

1
r

·
(
∫

RN

|v|pdx
)

1
p

= ‖2p−2C|u|p−1‖0, r
r−1

· ‖v‖0,p <∞. (B.36)

• (B.35), para 1
q
+ 1

s
= 1, com q ∈ (p, p∗), temos:

∫

RN

2p−2C|u|q−1 · |v| dx ≤
(
∫

RN

(

2p−2C|u|q−1
)s
dx

)
1
s

·
(
∫

RN

|v|qdx
)

1
q

=

(
∫

RN

2(p−2)sCs|u|qdx
)

1
s

·
(
∫

RN

|v|qdx
)

1
q

= 2p−2

(
∫

RN

Cs|u|qdx
)

1
s

·
(
∫

RN

|v|qdx
)

1
q

= ‖2p−2C|u|q−1‖0, s
s−1

· ‖v‖0,q <∞. (B.37)

Assim, 2p−2C|u|p−1 ∈ L1(RN) e 2p−2C|u|q−1 ∈ L1(RN). E usando o fato de L1(RN) ser

um espaço vetorial temos que 2p−2C|u|p−1 + 2p−2C|u|q−1 ∈ L1(RN).

Logo, pelo Teorema da Convergência de Dominada de Lebesgue temos que,

lim
t→0

∫

RN

h(u+ θtv)v dx =

∫

RN

h(u)v dx

provando assim, a afirmação.

Portanto, I3 é Gâteaux diferenciável e, para todo v ∈ W 1,p(RN), a derivada de

Gâteaux é dada por

〈I ′3(u), v〉 =
∫

RN

h(u)v dx,
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finalizando assim a prova da afirmação.

Mostremos agora que a derivada de Gâteaux I ′3 do funcional I3 é cont́ınua. Para

isso, consideremos uma sequência (un) ⊂ W 1,p(RN). Como un → u em W 1,p(RN) para

algum u ∈ W 1,p(RN), temos pelo Teorema das Imersões Cont́ınuas de Sobolev que un →
u ∈ Lq(RN). Devemos mostrar que I ′3(un) → I ′3(u) em W 1,p(RN), ou equivalentemente:

‖I ′3(un)− I ′3(u)‖⋆ → 0, quando n→ ∞.

Com efeito, pela Definição 2.5 e pela desigualdade de Hölder, temos que

|I ′3(un)− I ′3(u)| =

∣

∣

∣

∣

∫

RN

(h(un)− h(u)) · v dx
∣

∣

∣

∣

≤
∫

RN

|(h(un)− h(u)) · v| dx

≤
(
∫

RN

|(h(un)− h(u)|
p

p−1 dx

)
p−1
p

·
(
∫

RN

|v|p dx
)

1
p

= ‖h(un)− h(u)‖0, p

p−1
· ‖v‖0,p

Portanto,

‖I ′3(un)− I ′3(u)‖⋆ ≤ C‖h(un)− h(u)‖0, p

p−1
.

Assim,

‖I ′3(un)− I ′3(u)‖⋆ → 0 quando n→ ∞.

Donde conclúımos que I ′3 é cont́ınuo.

Portanto, do Teorema 2.18 , segue que I3 ∈ C1(W 1,p(RN),R). �

Dos Lemas B.1, B.2 e B.3 segue que a Proposição B.1 é verdadeira. Com efeito,

como

I(u) = I1(u) + I2(u) + I3(u)

temos que, a partir dos lemas B.1, B.2 e B.3, o funcional I é de classe C1 em W 1,p(RN)

e sua derivada é dada por

〈I ′(u), v〉 =
∫

RN

(|∇u|p−2∇u∇v + V (x)|u|p−2) dx−
∫

RN

h(u)v dx

para todo u, v ∈ W 1,p(RN).



REFERÊNCIAS

[1] ADAMS, Robert A. Sobolev Spaces, Academic Press, Nova York, 1975.
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Matemática) - Universidade Federal da Paráıba, João Pessoa, 2006.
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