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RESUMO

Neste trabalho, estabelecemos a existéncia de solucao para uma classe de pro-
blemas envolvendo o operador p-laplaciano. Para isso, usamos resultados classicos de
Anaélise Funcional e Equacoes Diferenciais Parciais, a fim de aplicar o consagrado Teo-

rema do Passo da Montanha.

Palavras-chave: Operador p-laplaciano, Equacgoes Diferencias Parciais, Teorema do

Passo da Montanha.



ABSTRACT

In this work, we establish the existence of a solution to the class of problems
involving the p-Laplacian operator. For this, we use classic results of Functional Analysis

and Partial Differential Equations, in the order the established Mountain Pass Theorem.

Keywords: p-Laplacian operator, Partial Elliptic Differential, Mountain Pass Theorem.



NOTACAO

Abaixo seguem todas as notagoes utilizadas neste trabalho.

N
0%u

Au = Z 92 denota o operador laplaciano da funcao u;
i=1

Ayu = div (]Vu[P72Vu) denota o operador p-Laplaciano de uma fungao u;

0 0
|Vul| = (a—u, - a—u) denota o gradiente da funcao u;
i Tn

(, ) denota o produto de dualidade;

Br(z) denota a bola aberta centrada em x e com raio R;
E* representa o dual topolégico do espago de Banach F;

* representa Wﬁl’P%l(RN), o dual topolégico de WHP(RY);

LP(RY) = {f : RY — R mensuravel; /

|fIPdx < +OO}, 1 < p < oo, denota o
RN

espaco de Lebesgue;

0
Whr(RY) = {u € LP(RN); a_go € LP(RN),i=1, ,n} denota o espago de Sobolev;

(2

LP

loc

(RN) = {f : RY — R mensurdvel; / |fIPdx < +oo}, onde K C RY ¢
K
um conjunto compacto e 1 < p < oo, denota o espaco das fungoes localmente

integraveis;

C*(RY) é o espago das fungoes continuas;

Cs°(RY) é o espaco das fungoes infinitamente diferencidveis com suporte compacto;
Q) é o subconjunto limitado de R";

lsll, = (Jz|P + |y|p)% denota a norma p em R?;

1
p
lullo, = (/N |u\pd:c> é a norma da funcao u no espago em LP(RY);
R



3=

lullrp = (/ (IVul? + |u|p)dx) é a norma da funcao u no espaco WHP(RY);
RN

1

|lul| = (|VulP+V (z) |u|p)dx) " 6 uma norma equivalente da func¢ao u no espago

supp v denota suporte da funcao v;

(C). denota a condi¢ao de Cerami no nivel c;

— denota a convergéncia fraca, quando n — oc;

— denota a convergéncia forte, quando n — oo;

— denota a imersao continua;

<% denota a imersao compacta;

I’ representa a derivada de Gateaux do funcional [;

q.t.p. significa “quase todo ponto”;

se N > p;

pr=(K N-— p’ denota o expoente critico de Sobolev;

00, se l<N<p

o, (1) denota sequéncias que convergem a zero quando n — oo.
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1 INTRODUCAO

O objetivo principal deste trabalho é estudar a solugao de uma classe de problemas
envolvendo o operador p-Laplaciano com potencial periddico e nao linearidade subcritica
via teorema do Passo da Montanha, versao de Cerami. Assim, estudaremos a solucao

proposta no artigo de Gongbao Li e Chunhua Wang [20] para o seguinte problema em
RY:
—Ayu+ V(z)|ulP~? = h(u), em RY )
u € WHP(RN),
onde A,u = div(|VulP~*Vu),1 < p < N é o operador p-Laplaciano, V(z) é um potencial

periédico Holder localmente continuo, limitado e h é uma funcao de classe C*(R*,R),

superlinear e subcritica, como veremos no capitulo 3.

E bem conhecido que o caso quaselinear p > 1 surge em muitas aplicacoes nas
areas da Matematica Aplicada, Fisica e Mecanica como, por exemplo, na teoria de elasti-
cidade nao-linear, no processamento de imagem, fluidos nao-newtonianos, fluidos pseudo-

pldsticos, e em algumas reagoes de difusao, conforme pode ser visto em [2] e [18].

Usaremos o método variacional que consiste em associar um funcional energia
ao problema (P) e encontrar seus pontos criticos. Para isso, precisamos assegurar a
limitacao das sequéncias de Cerami desse funcional. Um modo de fazer isso, em muitos
dos trabalhos sobre equacoes elipticas, é assumir a condicao superlinear de Ambrosetti e

Rabinowitz (AR): existe uma constante 6 > 0 tal que
0 < (p+60)F(x,1) < tf(z,),

t
comt # 0,z € RN e F(z,t) = / f(z,s)ds. No entanto, essa condigdo é muito restri-
tiva e elimina muitas nao lineari(i)ades interessantes e importantes. Ao longo dos anos,
muitos autores utilizaram diversas estratégias para desenvolver resultados de existéncia
de solugoes para problemas de nao linearidade tentando eliminar a condi¢ao (AR) como,

por exemplo, no artigo [6], os autores usaram a condigao:

f(s)s —pF(s) > a|s|* > 0, para todo s € R\{0}.
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Para este trabalho, tivemos auxilio para as realizacoes dos calculos as dissertagoes
de [2], [3], [17] e [18] e as teses de [9], [13] e [19], assim como foram modelo e base para a

estrutura e organizagao do mesmo. O trabalho esta dividido da seguinte forma:

No Capitulo 2, apresentamos alguns resultados preliminares que serao impres-
cindiveis para o entendimento e dinamica deste trabalho. Com o propdsito de deixar a
leitura do texto mais agradavel, apenas enunciamos os resultados, com suas respectivas
referéncias para possiveis consultas das demonstracoes. Nesse capitulo enfatizamos trés
resultados classicos que serao recorrentes em quase todo o trabalho, a saber, a Desigual-
dade de Holder, o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e as Imersoes de

Sobolev.

No Capitulo 3, iniciamos com a formulagao fraca do problema ((P)), em seguida
apresentamos a Geometria do Passo da Montanha, em que mostramos, primeiro, que qual-
quer sequéncia de Cerami associada ao funcional I é limitada. Finalizamos este capitulo,
apresentando o principal resultado desse trabalho, ou seja, a garantia da existéncia de
solugdo para o problema (P), sob as condigoes de V' e h. As principais dificuldades em
mostrar esse resultado se dao em virtude da funcao h nao satisfazer a tradicional condigao
de Ambrosetti-Rabinowitz (AR) (por isso precisamos usar o Teorema do Passo da Monta-
nha na versao de Cerami), e da perda da compacidade, pois estamos estudando problemas
em RY. Para contornar esta tltima dificuldade usamos uma adaptacao do Lema de Lions

7].

E por fim, temos o apéndice, que se encontra dividido em duas secoes. No
Apéndice A, mostramos com mais detalhes a obtencao da formulacao fraca da classe do

problema (P). No Apéndice B, é feito o estudo do funcional associado a esse problema.



2 PRELIMINARES

Neste capitulo elencamos algumas defini¢oes e resultados essenciais para o desen-

volvimento e entendimento deste trabalho.

2.1 Principais Resultados

Definicao 2.1. Uma funcio f : RN — R ¢é Hélder continua com expoente o,0 < o < 1,

se existe C' > 0 tal que para todo x,y € RV,

|f(x) = f(y)] < Clz —y|™

Teorema 2.1. (Teorema do Valor Médio de Lagrange - [11], pag. 123) Seja
f: U — R definida num aberto U C RY. Suponhamos que o segmento de reta |a,a+v] =
{a +tv;0 < t < 1} esteja contido em U, que a restricio f|jaqrv) Seja continua e que
exista a derivada direcional %(x), sequndo v, em todo ponto x € (a,a+v). Entao existe

0 € (0,1) tal que
_9f
v

Teorema 2.2. (Regra da Cadeia - [11], pag. 256) Sejam U C RM V Cc RY abertos,

fla+v)— f(a) (a+ 0v).

f: U — RY diferencidvel no ponto a, com f(U) CV, eqg:V — RY, diferencidvel no
ponto f(a). Entao gof : U — REY € derivdvel no ponto a, com (go f)'(a) = ¢'(f(a))-f'(a) :

RM 5 RP,

Definicao 2.2. Seja E um espago vetorial real. Suponha que esteja definida em E uma
fungao || - || - E — R, tal que:

(7) |lu|| =0, para todo u € E e ||u|| =0 se, e somente se, u=0;

(i7) |lau| = |al||u|l, para todo u € E e para todo o € R;

(737) [|u +v|| < ||lu|| + ||v]|, para todo u,v € E.

Nestas condigoes a funcao || - || é chamada de norma e (E,|| -|) € um espago normado.

A seguir apresentamos as definigoes segundo [14] sobre equivaléncia das normas,

Espaco de Banach e dual de um espaco normado.
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Definigao 2.3. Duas normas || - ||y e || - [|2 em um espago E sdo equivalentes, se existem
a, B >0 tal que

allzlly < [lzllz < Bllzlly, para todo x € E.

Observagao 2.1. As normas || - ||; e || - |2 s@o equivalentes se, e somente se, a aplicagdo

identidade de (E, || - ||1) em (E,|| - ||2) é um isomorfismo isométrico.

Definicao 2.4. Seja E um espago vetorial normado. Dessa forma, dizemos que E é um

espaco de Banach, quando E € completo.

Definicao 2.5. Seja E um espaco normado. Definimos por E*, o espaco dual de E. Os

elementos de E* sao chamados funcionais lineares. Se A € E* entao,

Y

g = sup |A(z)| = sup A(z).

=<1 =<1

Teorema 2.3. (Corolario 1.2 - [5], pag. 03) Seja G C E um subespago linear. Se

g: G — R € um funcional continuo e linear, entao existe f € E* que estende g e tal que

1.f]

g = sup |g(z)| = ||g||g+ para todo = € G.

[[=]I<1

Defini¢ao 2.6. Seja E um espago de Banach. Dizemos que uma sequéncia {u,}>>, C E
converge fracamente para u € E, escrevendo u, — u, se (u*,u,) — (u*,u) para cada

funcional linear limitado u* € E*.

Teorema 2.4. (Proposicao 3.5, (iii) - [5], pag. 58) Sejam E um espago de Banach
e (u,) uma sequéncia em E. Se u, — u na topologia fraca de E, entdo (||u,||) € limitada
e temos que

||| < liminf |ju,|.
n—oo

Teorema 2.5. (Teorema 3.18 - [5], pdg. 69) Sejam E um espaco de Banach reflezivo
e (z,) uma sequéncia limitada em E, entao existe uma subsequéncia (x,,) de (x,) que

converge na topologia fraca de F.

Teorema 2.6. (Lema de Lions - [9], pdg. 116) Sejar >0 ep < s < p*. Se (u,) €

limitada em WP(RY) e se

sup/ |u,|*dz — 0,
B(y,r)

entdo u, — 0 em LY(RYN) para p <t < p*.
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Definicao 2.7. Seja 1 < p < 00. O espaco LP consiste de todas as classes de equivaléncia
1
P

[f] tal que / |fIPdp < 00, cuja norma € definida por || fllo, = </ |f|pdu) .

Teorema 2.7. (Desigualdade de Minkowski - [4], pdg. 57) Seja f,g € LP com
1 <p<oo. Entao,

1f + gllop < 1 fllop + llgllop-

A combinacao entre os trés proximos teoremas sao os resultados mais utilizados

no decorrer deste trabalho e essenciais em vérias demonstragoes.

Teorema 2.8. (Desigualdade de Hélder - [5], pag. 92) Sejam f € L? e g € L%, com

1§p§ooe%—|—%:1. Entao fg € L' e

/ 179 < I/ loallglloa

Teorema 2.9. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue - [5], pag.
90) Seja (f,) uma sequéncia de fungoes em L' que satisfaz:

(1)  faulz) = f(x) q.t.p. em Q;

(it)  Eziste uma fungao g € L' tal que para todo n, |fn(z)| < g(z), ¢.t.p. em Q.

Entio f € L' e ||fn — flloa — 0.

Teorema 2.10. (Teorema 4.9 - [5], pdg. 94) Seja (f,) uma sequéncia de fungées em
LP e seja f € LP tal que ||f, — fllop — 0. Entdo existe uma subsequéncia (f,,) e uma
funcao h € LP tal que:

(i) fo.(x) = f(x) q.t.p. em §2;

(i) | fop ()] < h(z), g.t.p. em Q.

Defini¢ao 2.8. Sejam 1 < p < oo e Q um subconjunto aberto em RY. Dizemos que
f:Q = R € localmente integravel em LP(QY), e denotamos por f € L7 (), se f é uma

loc

funcao mensurdvel e para qualquer compacto K C €2

/K () Pda < oo,

Teorema 2.11. (Proposigao 1.8 - [10], pdg. 03) Seja 1 < p < ¢ < oco. Entao
Ll () C L () C LP(Q).

loc loc
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2.2 Espacos de Sobolev

Definicao 2.9. Sejap € R com 1 < p < o0. Definimos o Espaco de Sobolev de ordem 1

em RY por,

WLP(RYN) = {u € LP(RY); 2—90 € LP(RN),i =1, n} (2.1)

%

onde para cada u € WHP(RY),

/ Op dx = (9u‘ o dx

para todo ¢ € C5°(RY).

2.2.1 Imersoes de Sobolev

Antes de enunciarmos os teoremas das imersoes continuas e compactas de Sobolev,
necessitamos primeiramente definir o que vem ser uma imersao continua e uma imersao

compacta. Sendo assim, de [16], segue suas respectivas defini¢oes:

Definicao 2.10. Sejam E e F espacos de Banach, com E C F ei: E — F a injecdo
canonica de E em F, que a cada elemento x € E fazemos corresponder i(x) = x como
elemento de F. Dizemos que a imersao de E em F ¢ continua quando existe uma constante

C >0, tal que ||z||r < C|z|| g, para todo x € E.

Definicao 2.11. Sejam E e F espacos de Banach, com E C F. Dizemos que E estd

compactamente imerso em F se as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(i) Existe uma constante C' > 0, tal que ||z||r < C||x|| g, para todo x € E.

(ii) Qualquer sequéncia limitada em E € pré-compacta em F.
As imersoe continuas e compactas de F em F sao denotadas, respectivamente,

por E< FeE<SF.

Agora enunciaremos os teoremas sobre imersoes continuas e, em seguida, o Teo-

rema das Imersoes Compactas, de acordo com [5].
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Teorema 2.12. (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg - [5], pag. 278) Seja 1 < p < N.

Entao

WP (RY) — L7 (RY), onde p* € dado por — = ~
p

D

e existe uma constante C' = C(p, N) tal que
lullop < C|Vullo, para todo u € WHP(RY).

Corolario 2.1. (Corolario 9.10 - [5], pag. 281) Seja 1 < p < N. Entdo,
WP (RY) — LYRY), para todo q € [p, p*]

com imersao continua.

Corolario 2.2. (Corolario 9.11 - [5], pag. 281) Seja p = N. Entao,
WP (RY) — LYRY), para todo q € [N, o)

com imersao continua.

Teorema 2.13. (Morrey - [5], pag. 278) Seja p > N. Entao

WHP(RY) — L®(RY)
com com imersdao continua. Além disso, para todo u € WIP(RY), temos
lu(x)u(y)| < Clo —y|*|Vullop ¢t.p. z,y € RY,
onde v =1 — % e C' € uma constante (dependendo somente de p e N).

Teorema 2.14. (Rellich—-Kondrachov - [5], pag. 285) Suponha que Q@ C RY seja

limitado e de classe C'. Entao as sequintes imersoes sio compactas:

WhP(Q) — L4(2), paratodo q € [p,p*), onde # = % — % se p< N;
Whe(Q) < L), para todo ¢ € [p,+00), se p= N,
Wir(Q) < C(Q), sep> N.

Em particular, W' (Q) < LP(Q) com a imersio compacta para todo p (e para todo N).
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2.2.2 Propriedades do Espaco de Sobolev

Os espacgos de Sobolev gozam de algumas propriedades que sao essenciais para a
demonstracoes de alguns resultados nos préximos capitulos.
Teorema 2.15. (Teorema 3.2 - [1], pag. 45) WHP(RY) ¢ um espaco de Banach.

Teorema 2.16. (Teorema 3.5 - [1], pag. 47) W'P(RY) ¢ separdvel, se 1 < p < oo e

é reflexivo e uniformemente convexo se 1 < p < co.

Teorema 2.17. (Teorema 2.2.1 - [12], pag. 47) C*(RY) é denso em W1P(RY).

2.3 Funcionais Diferenciaveis

Os resultados a seguir serao utilizados para provar que o funcional energia I,

associado ao problema, é de classe C', encontrado no apéndice B.

Definicao 2.12. Seja I : U — R, onde U € um subconjunto aberto de um espaco de
Banach E. O funcional I é Gateaux diferencidvel, com f € E' em u € U se, para todo
heF,

o1

lim n [I(u+th) — I(u) = (f,th)] =0

A deriwvada de Gdteaux em u € denotado por I'(u).

Definicao 2.13. Seja I : U — R, onde U € um subconjunto aberto de um espaco de

Banach E. O funcional I é Fréchet diferencidvel, com f € E' em U se,

.1 N
}l%m[f(wh) —I(u) — (f,h)] = 0.

Teorema 2.18. (Proposicao A.1 - [15], pag. 48) Se I tem derivada de Gateaux

continua em E entao I € C*(E,R).
Teorema 2.19. (Lema 2.24 - [1], pag. 34) Sep € [1,00) e a,b >0, entdo:
(a+b)P < 2771 (a? 4 bP).

Teorema 2.20. (Lema A.1 - [18], pag. 95) Para todo y,z € RY e 3,3 € R temos:

(i) Sepe[2,00), entao vale:

127722 = |y [P~y | < Blz — yl(|=] + [y~
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(i)

Se p € (1,2], entdo vale:

1217722 — |y|P%y| < Blz —y|P .



3 ESTUDO DO PROBLEMA (P)

Neste capitulo, investigaremos a existéncia de solu¢ao de uma equagao envolvendo
o operador p-Laplaciano com crescimento subcritico. Mais precisamente, estudaremos o

seguinte problema:
—Ayu+ V(x)|ulP~? = h(u), em RY

(P)
u € WHP(RN),

em que V : RY — R é uma funcao Holder localmente continua, limitada que satisfaz:
(V1) existe a > 0 tal que V(z) > a >0, z € RY;

(Va) V(z)=V(x + y) para todo v € RN, y € ZV.

A funcao h(t) € C(R*,R) satisfaz as seguintes condigoes:

(H1) h(t) =0 para todo t < 0;

lt|]—0+ [t[P—2t a

(Hs3) Eziste C >0 eq€ (p,p*) tal que

\h(t)| < O(|tP~ + |t]97Y), para todo t € RY;

() tim 2 o - /th(s)ds;

|t —+oo |E[P

(Hs) Para a >0 dado por (V1) existe L >p e o € (0, (% —1)a), tal que
th(t) — LH(t) > —o|t|P, para todot # 0.
Observamos que das hipéteses (Hs) e (H3) temos que para algum § > 0, existe

Cs tal que:
|H(t)| < §|t]P + Cs|t]? para todo t € R*. (3.1)

Um exemplo de fungao que satisfaz as hipGteses acima é dada por h(t) = t971,
com g € (p,p*).

Vale ressaltar que a fungao f(t) = t7 ! + €(1 + cost)t"™ !, com L < ¢ < p* < r

satisfaz (Hj5) mas nao satisfaz a condigao (AR).
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Proposigao 3.1. ||u|| = (/ (|Vul? + V(x)|u|p)dx) " ¢ norma em Whp(RY),
RN

Demonstragao: De fato, para cada u € W'P(RY) temos |lul| >0 e

=0 & ([ (vup+vilPi) —o

& |VulP +V(z)|ul’ =0 q.t.p.

Como por (V7),V(x) > 0, segue que |Vul? =0 e |ul’ =0 q.t.p.

Logo,
u =0 q.t.p. (3.2)
Seja u € WHP(RY) e \ € R, entao
Pt = ([ 470w+ vy )
RN

_ (/RN(APWW+V(a:)v|uyp)dx)"

- (/RN NP(|Vul? + V(a:)|u|p)dx) ’

_ A(/RN<|VU|Z’+V(;U)|u|p)dx)”
= Alul. (3.3)

Agora, sejam u,v € WIP(RY), entao pela desigualdade de Minkowski, temos
lu+o|P = / (IV(u+v)|P 4+ V(z)|u+ v]P)dx
RN
= / |Vu+ Vou|P + / V(x)u+v|Pdx
RN RN
= | Vut Vol + / V(@) + vfPde
RN

< (Vullop + Vel + [ V(u+oPds (3.4
R
Observamos que:

/ V(z)|lu+v|Pde = / V(z)|u+v| - |u+ v tde
RN RN

z

R

(z)
< / V() |u+vPt - (Ju| + |v])dz
(2)

= / V(x)|u+ vfP~ul da:—l—/ V()4 [P~ Ho| dz. (3.5)
RN RN
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Tomando ¢ > 1 tal que + 7 = 1 temos (p—1)g = p, e assim [u+v[’~" € LYRY).
De fato,

(/ (|u+v|p_1)qdw)q = (/ |u—|—v|pdx)q < 00.
RN RN

1
Notamos também que podemos reescrever V(z) como o produto de V(z)r e

1

V(zx)a, isto é:

Utilizando a desigualdade de Holder em cada uma das parcelas do segundo mem-

bro de (3.5), obtemos:

/ V(z)|u+ P u| do
/ Y ulV ()5 |u+ 0P da

< )4 ul)” dm); . (/RN (V(x)3|u+v|p_1)qu);
( \u|pdx>’1’ - (/RN V(:z:)|u—|—v\”d:c)}l (3.6)

<(/. (W;de);( [ i opyiar)
_ (/RN V(x)]v]pdx) : (/RN V() u + mm) ] (3.7)

Somando (3.6) e (3.7), e substituindo em (3.5) obtemos

< K/RN V(:p)|u|pdx); + (/RN V(:v)|v|pdx>;} (/RN V(x)|u+v|pdx);. (3.8)

Agora, dividindo ambos os membros de (3.8) por (/ Vi(x)|u+ v|pdx) " vem que
RN

(/RN V(x)!u+vypdx)’l’ - </RN V(x)‘u’pdxy . (/RN V(m)\v\pdz:);,



23

Assim,

/RN V(z)|u+ vfPde < K/RN V(x)]u|pdx>; + (/RN V(:E)|v]pda:)

Substitindo (3.9) em (3.4), obtemos

3=

]p. (3.9)

|lu+v]|” < (||Vullop+VVllop)? + K/RN V(a:)]u|”d:c);+ (/RN V(:c)|v\pd:c) ;r. (3.10)

Para facilitar os cédlculos e a fim de simplificar a notagao, vamos chamar

v, = (/RN V(x)]u\pda:) %e vV, = (/RN V(:U)]v|pdx> %.

Consideremos a = (||[Vullo,, Vu) € b = (|[Vv]lop, Vo), onde a,b € R? munido da

norma p em R?, isto é, se ¢ = (z,y), entao s, = (|z|” + \y[”)%

Notamos o seguinte:

la+0l, = 1 (IVullop, Vo) + (IV0llop: Va) llp

I (IVullop + 1VUllop Vi + Vo)

S =

= ([IVullop + 1Vollop|” + Vi + Val") . (3.11)

Aplicando a desigualdade de Minkowski em (3.11), temos

la+0ll, < lall, + bl
= [UIVullop: Vi)l + 11V 0llop, Va)llp
— 1 _ 1
= (IVullo, + [Val?)7 + ([[Vollo,, + [Va[")7

< (|Vulfs, + V) + (Vo + VR (3.12)
Usando (3.12), (3.11), e elevando ambos os membros a p, obtemos
(IVullop + [IVollop)? + (Vi + Vo)?
< [(IVullg, + V)r + (190l + Vi5)e]" (3.13)
Desta forma, de (3.10) e (3.13), temos

lu+ol < [(IVullp, + V)7 + (IVoll, + V.")7]"

; L
= |(1vutt,+ [ veanpas)”+ (19elt, + [ vira)']

= (lull +l)?,
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o que implica que

lu 4ol < Jlull + Jv]]- (3.14)

Portanto, de (3.2), (3.3) e (3.14) segue que || - || ¢ uma norma em W'?(RY). O

Sabemos que a norma em W1HP(RY) é equivalente a
Jull = [ (9uP+ V@l de
RN
pois, da definicio de norma em LP(RY) e da hipétese (V) temos,
= [ (Vb + Vi)lup) da
RN

> [ (vul+ alul) ds
]RN

= / |Vu|p—|—/ alul? dx
RN RN

= / \Vu\p—l—oz/ |ul? dx
RN RN

= [[Vully, +allulls,
Tomando K; = min{1, a} obtemos

el”

v

K (|[Vally, + [lullg,)
= Kulu[f},,

Consequentemente,

[ull = K [lull1p, (3.15)
1
onde Ky = K{ é uma constante que independe de w.

Novamente pela definicao de norma em LP(RY) e agora pela limitacio de V (x)

temos,
= [ (9 +V@uP) do
RN
< / |Vu|p+supV(x)/ |ul? dx
RN RN
= [IVully,, +suwp V@),
Tomando K3 = max{1,sup V(z)} obtemos
lul” < Ka(|[Vulls, + llully,)

_ p
= Kflulf;,,
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Consequentemente,

Jull < Ky [lullp, (3.16)
1
onde K, = K3 > 0 ¢ uma constante que independe de w.

Portanto, de (3.15) e (3.16) segue a equivaléncia das normas.

3.1 Formulacao Variacional

O principal objetivo desta secao é garantir a existéncia de solucao fraca para o

problema (P). Para isso, fazemos a seguinte definicao.
Definigao 3.1. Dizemos que u € WYP(RY) € solugdo fraca de (P) se

/RN(|Vu|p_2VuVU + V() |ulP*uv) dx — / h(u)v dx =0 (3.17)

RN
para todo v € WHP(RY),

A equacao (3.17) é chamada formulagao fraca do problema (P). Veja o apéndice

A para maiores detalhes.

Seguindo o método variacional, associamos ao problema (P) o seguinte funcional
I: Wh(RN) — R, definido por
1

I(u) = E/RNGVUV’ + V(z)|uP)dx — . H(u) dx, (3.18)

em que H(u) = / h(s) ds.
0
Além disso, temos que I € CH(WIP(RY) R) e sua derivada de Gateaux é dada

por:

(I'(u),v) = /RNUVUV’_QVUVU + V(2)|u|P~*uw) dx — /]RN h(u)v dz, (3.19)

para todo u,v € WP(RY) (veja os detalhes no Apéndice B).

Portanto, cada ponto critico de I é uma solucao fraca do problema (P).

3.2 Existéncia de Solucao

Defini¢ao 3.2. Seja (E, || - ||g) um espago de Banach com seu espago dual (E*, || - ||g+)

eI € CY(E,R). Para c € R, dizemos que I satisfaz a condigio de Cerami no nivel c,
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denotado por (C)., se para alguma sequéncia (u,) C E, quando n — 0o, com
I(u,) — ¢,

1 ()|

g (1+ ||unllg) — O, (3.20)

existe uma subsequéncia que converge fortemente em E. A sequéncia (u,) acima é cha-

mada sequéncia de Cerami.

Tendo o conhecimento da definicao acima, o resultado de existéncia de solucao
sera obtido por base na versao do Teorema do Passo da Montanha, que garante a existéncia
de uma sequéncia de Cerami a nivel do passo da montanha. O teorema a seguir pode ser

visto em [6]. Para maiores detalhes sobre o Teorema do Passo da Montanha, veja [21].

Teorema 3.1. Seja E um espaco de Banach real e suponha que I € C*(E,R) satisfaca a
condicao

max{/(0),I(d)} <a < < inf I(u), (3.21)

[[ull=r

para algum o < B,p >0 ed € E com ||d|g > p. Seja ¢ > 5 caracterizada por:

¢ = inf max I(v(t)), (3.22)

el 0<t<1
onde T' = {r € C°[0,1], E),~v(0) = 0,~v(1) = d} € o conjunto de caminhos continuos
ligando 0 e d. FEntao, existe uma sequéncia de Cerami de I com o nivel do passo da

montanha ¢ > 3.

3.2.1 Geometria do Passo da Montanha

Lema 3.1. Assumindo que V e h satisfagcam (V1) e (Hy) — (Hs), respectivamente, entdo

qualquer sequéncia de Cerami {u,} associada ao funcional I é limitada em W1P(RY).

Demonstragao: Seja L dado em (Hs), assim LI(u,) e (I'(uy,), u,) sdo, tais que:

Liuy) — L( /R ) (%|Vun|p+V(:c)|un\p)dx— [ ) da:)

L p Pydx — U X
= E/}RN(NU”‘ + V(2)|un|?P)d L/RN H(uy) d (3.23)

(VP >Vu, Vau, + V() | P *upu,) do — / h(uy,)u,dx

RN

Iy = [

RN

= [ V0P V@) = [ ), o (3:24)

RN
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Subtraindo (3.23) de (3.24) e usando (Hs), obtemos:

Ll(uy) — ('(wn), ) = (5_1) /R (Vul V@)l o — L / H(un)uy de

p RN

L
= (— — 1) || +/ (h(up)u, — LH(uy)) dz
p RN
L
> (— — 1) Il || —/ olu,|Pdx
p RN
L
= (— - 1) llwn||P — 0/ |un|P dx. (3.25)
p RN

Como V(x) > a > 0, decorre que

|lun]|P = / |Vu|pd:c+/ V(z)|u,|? dx
]RN

RN

> / V(z)|u,|? dx
RN

> a/ |, |P dex.
RN

1
—/ up|Pdz > — [P (3.26)
RN (0%

Substituindo (3.26) em (3.25), vem que:

Logo,

L) = () = (1) ul? =

= <_ —1- a) (3 (3.27)

Seja (u,,) uma sequéncia de Cerami, o que implica, pela Definigao 3.2, que I(u,,) =

c+0,(1) e [[I'(un)||«(1 + [Jun||) = 0n(1). Dessa forma:
LI(uy) — (I'(up), un) < Le+ 0,(1), (3.28)

tomemos Cy = Lc + 0,(1).

Assim, de (3.27) e (3.28), temos que LI(u,) — (I'(uy),u,) é limitada. Desta

L
forma, tomando <— —-1- f) = (', temos que:
P o

Co > LI(un) — (I'(un), un) = Chllunl”

o que implica

Co > C[un |
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Logo,

Portanto, (u,) é limitada em W1P(RY). O

Lema 3.2. Suponha que V e h satisfacam (V1) e (Hy) — (Hy), respectivamente. Entdo, 1

possui a geometria do Passo da Montanha.

Demonstragdao: De (3.1), temos que

() = 1/ (VulP + V@)l de — [ H@) do
P JrN RN
1
> Ljugr - / (6lul? + Cslul?) dz
p RN
> luuup—(s/ uf? dx—C(;/ u|? dz. (3.29)
p RN RN

Pelas imersoes continuas de Sobolev (Corolario 2.1) temos |[u/lo, < C||Vullop € ||u)log <

Cl</ |Vul? dw)p
RN

01 (/Rquuv? + V(@) |ul?) dm)
= Cyull. (3.30)

(/ |ul? dx)q < C’g(/ |Vul? dm)p
RN RN

< @(/RN(\VulerV(:cﬂu]p) da:>
_ . (331)

C||Vullop. Assim, por (V1), temos:

(Lre)

IN

IN

Dai, tomando C? = « e Cf = 3, em seguida, somando (3.30) e (3.31), obtemos
[ o [ jul do < afulp + e (3.32)
RN RN
Multiplicando (3.32) por (—1) e substituindo em (3.29) vem que:

1
[w) = Zlul” = adlull” = ACsllu]

1
= uf? K— - @5) - ﬁCaHUH“’]-
p
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1
Escolhendo 0 < § < —, existem dois niimeros positivos p e b tais que:
pa

1
VﬂWHeb:(g—wgf—ﬂﬁf

satisfazendo

b= inf I(u) > I(0)=0.

llull=p

Por (H,), para algum v € WHP(RY) com |[jv|| = 1, temos:

I(t 1 /1
im L _ —(—||tv||p—/ H(tu) dm)]
|t o0 |E[P lt|=o0 | |E[P \ p RN
(1 |¢|P P
T H(tv)d}
too [ [t rv [E]P
1 Hi(t
= lim |~ || - (tv) dx]
tl=o0 [P rv [E]P
1 H(t
= lim — — lim / (tv) [v|P dx
too p [tl=oo S [E[P|0IP
1 H(t
= —— lim (U)|U|p dx,

P ltl=oo Jygn |tvlP

I(t
logo !(ﬂg) — —00, quando [t| = +o0.
Portanto, existe d = tv satisfazendo ||d|| > pe I(d) < 0 = I(0), para || suficiente-
mente grande. 0

3.3 Resultado Principal

Teorema 3.2. Assumindo que V' e h satisfazem (V1), (Va) e (Hy)— (Hs), respectivamente.

Entao (P) tem solugdo positiva tal que

L
l[ul|P < _ mpex
Lo — pa — po

onde v e o sao dados por (V1) e (Hj), respectivamente e ¢ é o nivel minimax associado a

(P).

Demonstra¢cao: Como, pelo Lema 3.2, o funcional [ satisfaz a geometria do Passo da
Montanha, temos, pelo Teorema 3.1, que existe uma sequéncia de Cerami. Suponhamos

que (u,) C WHP(RY) seja essa sequéncia.
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Pelo Lema 3.1, (u,) é limitada em W1P(RY) e como W1P(RY) ¢é reflexivo, pelo
Teorema 2.5, podemos extrair uma subsequéncia, que ainda denotaremos por (u,), tal

que u, — u em WHP(RY) para algum u € WHP(RY).

Como u, — u em WIP(RY), temos pelo Teorema das Imersoes Compactas de
Sobolev, que para todo ¢ € [1,p*), WP(Q) N L1(9), em que Q C RY ¢ limitado. Logo,

u, — wem Ll (RY) para todo ¢ € [1,p*) e assim, pelo Teorema 2.11, u,, — uwem L (RY).

loc

A menos de subsequéncia e pelo Teorema 2.10, existem fungoes f(z), g(z) € LP(F) onde

F :suppuw, tal que:

Vu,(z) = Vu(z) q.t.p. em F quando n — oo (3.33)
un(r) = u(z) q.t.p. em F, quando n — oo (3.34)
e
|Vu,(x)| < g(x) q.t.p. em F. (3.35)
lun(z)| < f(z) q.t.p. em F. (3.36)

Dai, por (3.33) e (3.34) obtemos,

|Vu, ()| — |[Vu(z)| q.t.p. em F. (3.37)

|un(z)| — |u(z)| q.t.p. em F. (3.38)
Consideremos v € C§°(RY) e observemos que
() — I'(u),0) = / (VP2 — |VulP~2V) Vo da
/ ) (|t [P~ 2, — |u|P2u)v do
/ (u))v dz. (3.39)
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Para analisarmos as convergéncias faremos as seguinte desigualdades:
[ 050290~ (9up =299 de
RN
e
RN
< / (VP2 V| + || VuP2Vul]) Vo] da
RN

:/ (VP! + [Vur~1) | Vo] do
RN

g/ |(|Vun P~ + [ VulP ) Vol de. (3.40)
]RN

Observe que (|Vuu [P~ + |[Vu[P~1) € L7~ (RY). De fato, se |[Vu, [P~ € Li-1(RY)

e |[VulP~! € L5 1 (RY) temos, respectivamente,

p—1 p—1
p

(/RN(|vun|p1)pfldx>” _ (/RN VP dm) < o0

e
p=1 p=1
(/ (]Vu]p_l)Ppld:U> C = (/ |VulP da:) " <o
RN RN
Como L7 7 (RY) é um espaco vetorial normado, segue que (|Vu, [P~ +|VulP~1) €
L7 (RY). Logo, (|Vun|[P2Vu, — |Vu[P~2Vu) € Lr-1 (RY).
Desta forma, podemos aplicar a desigualdade de Hélder em (3.40) e assim,

/ |(|Vun P2V, — |VulP~2Vu|)Vo| do
RN

p—1 1

< ( / |rwn|p—2wn—|Vu|p—2w|fldx) ” ( [ o dx)”
RN RN

= IVl 2Vn = [Vul =2l - [[Vo],,,

Combinando (3.33) e (3.37), obtemos

(|Vun|P>Vu, — |VulP"2Vu) = 0 q.t.p. em F. (3.41)

Como ||Vu, [P72Vu, — [VulP72Vu| < (|[Vu, [P + [VulP~!) segue de (3.35) que

IV, P2V, — [VulP*Vu| < g(z)”' + [Vul
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assim
[V ean PG = (Va2 90 < (gl + [Vl
< 2G5 (g(2) P 4 WPV )
= 21 (g(a)? + | Vul?)
< Clg(x)” + [VulP).
Dai,
Va2V, — [ul 2Vul™T < Clg(a? + |[Vul?) € L'(F). (3.42)

Desta forma, a partir de (3.41) e (3.42) podemos aplicar o Teorema da Convergéncia

Dominada, logo

/ (|Vun|P*Vu, — |Vu|P"2Vu)Vo dz — 0 quando n — oo. (3.43)
RN

Do fato de V(z) ser limitado, temos:

/ V(@) (JunPPup — [ulP?u)v| do

]RN

< / | sup V(m)(\un|p_2un — \u|p_2u)v] dx.
RN

=/ | sup V() |(|un|P | — |ufP~2ullv] da
]RN

= / | sup V()| (Jun [P~ un] + |u]P~2[ul)|v] dz
RN

—/ |sup V()| (Jun [P~ + [u[P~H)|v| da. (3.44)
RN

Observe que [u P~ + [uP ™! € L#T(RY). Logo, V(x)(|un* %y — ufu) €

Lﬁ(RN ). Desta forma, aplicando a desigualdade de Holder em (3.44) temos,

[ V@ b2 =l )] da
RN

= (/ ‘SupV(x)(|un|p_2un—IU|p_2U)|”p1dx) p (/ |"U|pdx>p
RN RN

—sup|v<x>|( / <\un|p—2un—\u|p—2u>pfldx> ’ ( / |v|pdx)”
RN RN

Combinando (3.34) e (3.38), obtemos

(|un|P 2wy — |u[P~?u) = 0 q.t.p. em F. (3.45)
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Como |t [P~ u, — [uP72u| < |un [P — |ufP~! segue de (3.36) que

“un|p_2un - |U’p_2u| < f(x)P '+ |ufft q.t.p. em F.

Assim,
el 2 = [uP~2u] 7T < (f)Pt 4 fuf )P
< 27T (f(a) T A [ufP A
< 251 (f(2)” + Jul?).
Dali,
|t P20, — JulP 2|77 < C(f(2)? + |uf?) € LY(F). (3.46)

Entao, como V(z) é limitada, de (3.45) e (3.46) podemos aplicar o Teorema da

Convergéncia Dominada, logo

/ V(@) (Jun |~ 2w, — |ulP?u)v dz — 0 quando n — oco. (3.47)
RN

Do fato de u,, — u q.t.p. em F e da continuidade de h, segue que
h(u,) - v — h(u) - v q.t.p em F. (3.48)
De (3.1), temos que:
1) - v = [R(un)] - o] < C(lua"™ + fun| ™) - J0] (3.49)
e pelo Teorema 2.10, existe uma fun¢do g € L*(F) com s € (p,p*) tal que
lun| < g(x) em F. (3.50)
Substituindo (3.50) em (3.49), segue que:
[h(un)| - [v] < Clg(z)"™" + g(2)") - [u] = Cg(a)" ol + Cg(x)* " |v].
Aplicando a desigualdade de Holder para:

° %—l— =1, com p > 1, temos

- C(/RNUg(xnp) dx)i(/m of? dx)i

< oo. (3.51)

D=
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=1, com g € (p,p*), temos

- C(/RN(!g(a:)W) dm)i(/RN ol dm)é

< 0. (3.52)

[ J
0 =
+
Q=

Desta forma, de (3.51) e (3.52) segue que (g(z)?~|v| + g(x)7 7 |v]) € LY(RY) e acrescen-

tando a isso o resultado (3.48), temos, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, que

/ (h(un) — h(u)) v de — 0, quando n — oo. (3.53)

De (3.39), (3.43), (3.47) e (3.53) segue que (I'(u,)—I'(u),v) — 0 quando n — oo
ou, em outras palavras,

(I'(up),v) = (I'(u),v). (3.54)

Como (u,) é sequéncia de Cerami, temos, pela Defini¢ao 3.2, que I'(u,) — 0.

Em particular, temos que

(I'(up),v) = 0. (3.55)
Por (3.54), (3.55) e pela unicidade do limite segue que I'(u) = 0. Dali,
(I'(u),v) = 0, para todo v € Cg°(R™).
Como Cg°(RY) é denso em W1P(RY) (Teorema 2.17), logo
(I'(u),v) = 0 para todo v € W'P(RY). (3.56)
Portanto, u é solugao fraca de (P). Além disso, notamos que:

I'(up)(u,) = /RN |Vu,|P*Vu,Vu, dx + V() |tn P2 unu, dx—/ h(u,)u, dx

RN RN

= / |Vu;|pdx+/ V(z)|u, |P dx
RN RN

= u, 11" (3.57)

Assim, do fato de (u,) ser limitada, segue que u,, = u,}" — u,, também é limitada e como
I'(u,) — 0 temos de (3.57) que ||u, || — 0, assim, u; — 0 e, a continuidade de I e I,

nos permite considerar sequéncias de Cerami nao negativas a partir de agora, isto é, dada
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uma sequencla de eramil (Uy odemos conslaerar que up(xr) = A1.p. em ara
quéncia de Cerami (u,), pod iderar ¢ () > 0 qtp RY, p

todo n.

Falta mostrar que v # 0. Com base em [9] e [19] vejamos o seguinte lema:

Lema 3.3. Seja I o funcional associado a (P) e (u,) uma sequéncia de Cerami para I

com u, — 0. Entao somente uma das alternativas ocorre:

(i) tup — 0 em WHP(RY);

ou

(ii) Ezistem uma sequéncia (y,) C RN e constantes R > 0,1 > 0 tais que

liminf/ |un|[Pdz > n > 0.
Br(yn)

n—oo
Demonstragdao: Suponha que (i7) nao ocorre. Assim, para todo R > 0, temos

lim sup/ |un|[Pdz = 0.
n—o0 Br(yn)

Pelo Lema 3.1 a sequéncia (u,) ¢ limitada, dai pelo Lema de Lions (Teorema 2.6) segue
que

u, — 0 em L"(RY),r € (p,p*). (3.58)
De (3.1) temos que
h(up) < 8lu, [P~ + Cslu, |7,
assim,

IN

S|t [Py, 4 Cs|tn |7y

N

8un? + Cslunl?. (3.59)

Integrando em ambos os lados de (3.59) obtemos, a partir de (3.58), que:

limsup/ h(uwn)uy, doe < limsup/ (0un|P + Csluy|?)dz
RN RN

n—oo n—o0

= (51imsup/ |un|P dz + Cs limsup/ |up|? dx
RN RN

n—oo n—oo

= 5limsup/ |un|P d. (3.60)
RN

n—oo
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Como § > 0 pode ser escolhido arbitrariamente pequeno e a sequéncia (u,) C

WhP(RY) é limitada, obtemos:

lim h(u,)uy, de =0 (3.61)

n—oo RN

Como (u,,) é uma sequéncia de Cerami, temos, pelo Lema 3.1, que (u,,) é limitada.

Assim, pela Defini¢ao 3.2, tem-se que I’ (u,)u, = o,(1). Mas,

I'(up)u, = /RN(|Vun|p — V(2)|un,|P)dx — /RN h(u,)u, dx (3.62)
= |jun||P — /RN h(u,)uy, dx. (3.63)

Logo,
|unl|? = /RN h(un)uy, dx + o,(1), (3.64)

o que implica, de (3.61), que a sequéncia (u,,) converge forte a zero em W1P(RY), ou seja,
u, — 0 em WHP(RY)

e portanto, (i) ocorre. O

Suponhamos por contradicao que u = 0. Assim, temos u, — 0. Mas, pela
continuidade do funcional I temos I(u,) — 0, contradizendo o fato de que I(u,) — ¢ > 0.
Segue do Lema 3.3 que (i) acontece, isto é, existe uma sequéncia (y,) C RY e constantes
positivas R e n tais que

n—o0

liminf/ |un[Pdx > n > 0.
Br(yn)

Por (V3), podemos assumir, sem perda de generalidade, que y, € Z". De fato,

se Yo = (b, y2, ., yY) € RV, existe wi, € Z,1 < i < N tal que |y}, — wi| <

1
5.
considerando z, = (z},22,...,2)V) € Z, temos |z, — y,| < \/ZZN:1 |28 —yi|? < @ Logo,

n»~n?

Br(yn) C By, vx(2n), pois se x € Br(yn) temos
2

VN
]zn—a;\§|zn—ynl+|yn—x\<T+R.

Portanto,

n—o0

lim inf/ |un|P dx > lim inf,Hoo/ |un|P > n > 0 para todo n € N.
B w(zn) Br(yn)

Ry YN
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Suponhamos y,, € Z" definindo @, (z) = u,(z +y,). Observe que {,} é limitada
em WIP(RY), pois | Vu,llop = |[Vin|lo, € por (Vo) novamente, temos

V()i () [Pdx = /RN V(z = yn)lun(2)Pdz = | V(2)|un(2)|"dz,

RN RN

ou seja,

l@n || = ||un||, para todo n € N.

Desta forma podemos assumir @, — @ em W!'P(RY) para algum @ € W'P(RY). A

menos de subsequéncia @, — @ em L} (RY) e a,(z) — u(x) q.t.p. em RY. De (ii)

do Lema 3.3, sabemos que @ # 0. Além disso, pela periodicidade de V. temos que

(I' (1), tn) = (I'(uy), up) € 1(ty,) = I(uy). De fato,

(I'(T,), ) = / (|Vii, P2V + V(@) [P, ) dr — / h(ii, )i da
RN RN

= / (|Vun P2 VuVu + V(2)|u, [P 2 unu,,) de — / h(uy,)u dz
RN RN

= <[/(un>v Up)

(@) = + /R (VP V(@i / Hiiy) do

P RN

1 P dx — U X
- 5/RN(|vun| + V() |un|?)d /RN H(uy) d
= I(uy).

Prosseguindo de maneira andloga aos célculos anteriores, obtemos que {u,} é

uma sequéncia de Cerami de I, e
(I'(@),v) = (I'(u),v) = 0 para todo v € WH*(RY) com @ # 0. (3.65)

Logo, @ ¢ uma solucao fraca nao trivial de (P).

) _ Lpca
Finalmente, devemos verificar que |Ju|? < . Procedendo como na

Lo — pa — po
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limitac¢do da sequéncia de Cerami do Lema 3.1, temos por (Hs) e (Vi) que

LI(i,) — (I' (i), up)

para todo n € N. Assim,

(3.65) tem-se

(5
y

L

—1>A¥QV%V+W%@WH%¢£—L

h(t,)t, dx

Le = liminf(LI(a,) — (I'(1,), y,)).

Substituindo (3.66) em

Logo,

E pela semicontinuiadede fraca da norma (Teorema 2.4), segue que:

Portanto,

Le

n—o0

(3.67), obtemos

. _
21mmf<——o—fumw
n— oo L p O[_

T -
:1mmf<——0—fu%w
n—oo L p Oé_

.. [La—pa—po]
= liminf [ ||
n—oo L pOé ]
L
— =P > liminf |Ju, |
Lo — pa — po n—00

Lepa

_— > P,
La —pa —po — lu
Lepa
ol < —22
o — pa— po

RN

H (i), dz

(3.66)

como [(u,) — ce I(u,) = I(a,), temos que I(u,) — c e de

(3.67)



A Formulacgao Fraca do Problema (P)

Neste apéndice, nosso objetivo é obter a formulagao fraca do problema (P), vista

no Capitulo 3, secao 3.1.

Seja u uma solugao cléssica do problema (P), isto é, uma fungao u € CZ(RY) que

satisfaz a equagao (P) e considere a equagao

—Ayu+ V(2)|ulP"*u = h(u).

(A.1)

Multiplicando (A.1) por uma fungao teste ¢ € Cg°(RY) e integrando, em ambos

os lados, em RY, obtemos:

/ —Ayup dx+/ V() |ulP2up dm:/ h(u)p dzx.
RN RN RN

Observemos que,

/ —Apjup do = / —div(|VulP2Vu)y dx
RN RN

N
_ / Zaa (|Vu|p 2 Ou )¢dx
RN =1 L
ou
- _ p—2

Usando a integragao por partes em (A.3) e do fato de ¢ € C°(RY), obtemos

al ou dy
_ p—2 — p—2
Z/RN 0x; (|Vu| )SO dr Z (/ [Vl 8301 8x2>d$

i=1

= / |VulP2VuVp dr.
RN
Logo, substituindo (A.4) em (A.2), segue que:

/ |VulP2VuVp dm—l—/ V() |ulP2up d :/ h(u)e dx
RN RN

RN

para todo p € C3°(RY). Pelo Teorema 2.17, segue que

/ |VulP2VuVp d:):+/ V() |ulP2up do :/ h(u)p dz.
RN RN RN

(A.2)

(A.3)

(A.5)
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para toda ¢ € WhP(RY).

Observe que (A.5) é satisfeita por fungoes u € WHP(RY) que possuem proprie-
dades bem mais fracas (isto é, menos restritivas) que as fungoes u € CZ(RY), que sdo

solugdes de (A.1). Por isso, dizemos que (A.5) é a formulacao fraca para o problema (P).



B Estudo do Funcional Associado a (P)

Definamos o seguinte funcional I : WH?(RY) — R por

I(u) = %/RN(WUVD V@) do= [ HG do.

com H(u) = / h(s)ds.
0
Verifiquemos que I estd bem definido. De fato, seja u € WP(RY) e
hw=3 [ v az @
N

L(u) = ]iN V(x)|ulP dz, (1I)
I3(u) = H(u) dx (III)

\ RN

S =

Como u € WHP(RY) logo,

/ |Vul|Pdr < oo.
RN

Tomando o médulo em (II), temos:

1 1
|12<u>\=\— / V(@)luPde| < X / V(@) [ulde
P JrnN D JrN

e como V' (x) é limitado, segue que,

Al
P Jry

V(z)|ulPdz

1
< o [ sw V@)uds
D Jry
1
= —sup |V(x)]/ luPdz < oo,
p RN

onde a ultima desigualdade segue das imersoes continuas de Sobolev. Logo,

1
—/ V(z)|ulf < oo.
RN

p

Observe em (III), que por (Hs) temos:

/RN [/Ouh(t)dt]dx g/RN /Ouh(t)dt

Analisaremos os seguintes casos de u da equacao (B.1):

H(u)dx

RN

dz.




42

Caso (i): u>0

Pela condicao (Hs) segue-se:

‘/ h(t)dt‘ g/ |h(t)|dt < / C (|t~ + |t|9")dt, para todo t € RT,
0 0 0

assim, obtemos:

‘/ h(t)dt‘ < C ("t 1 Hat
0
P\ "
(5+5)
P q
o(7+1)

P q

C (uf +u?).

[e=]

I
Q

0

IN

IN

Logo,

/ h(t)dt’ < C (|u? + |u|?), para todo q € (p,p").
0

Caso (it): u <0

Pela condicao (Hs) segue-se:

/Ouh(t)dt‘ _ ‘—/uoh(t)dt’
< /uo\h(t)]dt

0
< / C (|t~ + |t|21)dt, para todo t € RT,

assim, obtemos:

u 0
/h(t)dt‘ < /C’(tp_1+tq_1)dt
0 u

p a\ [V
()
p q

IN
Q
~—

|
£
<

+

|

N
=
~

Logo,
\ / h<t>dt\ < C ((=u)’ + (—w)) < C (Ju’ + |ul?), para todo q € (p, p*).
0

Portanto, dos casos (i) e (i7), segue que:

/ h(t)dt’ < C (|u? + |u|?), para todo ¢q € (p,p"). (B.2)
0
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De (B.1) e (B.2), temos,

H(u)dx

<C [/ |u|pdx—i—/ |u\qu]
RN RN

e pelas imersoes continuas de Sobolev, obtemos

‘RN

H(u)dx

RN

< 00.

A proposicao a seguir é o principal resultado deste apéndice.

Proposigao B.1. O funcional I é de classe C*(W'P(RY),R) em WP(RY), com derivada

de Gateaux dada por

(I'(u),v) = /RN(\VuP”QVuVU + V() [ul2uv) dx —/R h(u)v dx

N

para todo u,v € WHP(RY).

Para provar a proposicao acima, faremos uso dos trés lemas a seguir.

(B.3)

Lema B.1. O funcional I, € de classe C*(W'P(RY),R) em WP(RY), com derivada de

Gateaux dada por

(I{(u),v) :/ |VulP?VuVu dr.
RN
Demonstracao:
Afirmagao 1: O funcional I; é Gatevax diferencidvel.
Sejam u,v € WIP(RY). Definamos a seguinte funcio:
v:(0,1) - R

1
t — () :5|Vu+th\p

(B.4)

Observe que ¢(t) é claramente continua e diferenciavel em (0,1). Por definigao,

temos

N oy N v
Vu:;axier:2axi.

Dai, pelas propriedades de somatorio, tem-se:

N N N N N
ou ov ou ov ou
Vu + tVo = a_asi+tza_xi_i:18_xi+.zlt8_xi_z(8xi+t

i=1 i=1 i=1

o
0:1%

)



44

Desta forma,

N7 ou ov 73
|Vu + tVo| = {Z(ax- +t@x-) ] :

o que implica

- N 29 %~p
|Vu+tVolP = Z (gg +tg;') :

[N4S)

N
1 1

Logo, ¢(t) = =|Vu + tVv| = — E
b p

Agora, derivando ¢(t), obtemos:
p—2 N N

P ou 81} N ou ov ov

'_[Z <axz oz ) ] ' {Z2<8xi +t8xi)] 2

1 8u e 8u Y ov N ov

= |Vu+th|p 2-(Vu+th)-V : (B.5)

e~

P't) =

Logo, ¢(t) é diferenciavel em (0, 1).

Do fato de ¢ ser continua e diferenciavel, temos pelo Teorema do Valor Médio

que existe 6 € (0,t), onde = ¢t com 0 < ¢ < 1 tal que:
p(t) = (0) = ' (O)(t = 0) = ¢'(6) - L.
Assim, tem-se que:
1 1 —2
]—)|Vu + tVol? — Z_9|VU|p = |Vu+ Vo™ - (Vu+ ctVou)Vo - t

1M1
;L—)(IWHW|”—IVU!”)] = |Vu+ctVolP2 (Vu+ ctVo) - Vo,  (B.6)

Tomando o limite em t, quando ¢t — 0, na expressao (B.6) obtemos:

lim

t—0 t

(\Vu +tVouP — |Vul?

, ) = |VulP2VuVo. (B.7)

Por outro lado, tomando o médulo em (B.6), pela desigualdade triangular e como
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0 <ct <1 tem-se:

‘1 ( Vu + tVolP — |Vu|p> ‘

; , = [[Vu+ctVoPP™? - (Vu+ ctVv) - Vo

< ||Vu+ VolP=? - (Vu+ Vo) - Vo
= |Vu+ Vo2 |[Vu+ V| - | V|

IA

(IVul + [Vo)P=2 - (IVul + [Vo]) - [Vl

(|Vu| + [Vo])P~t - [Vo. (B.8)

Utilizando a desigualdade de Holder, para é + % =1, com p > 1, obtemos:

/RN(|Vu|+|Vv|)P—1.|vU|dI < (/RN [(W“H\Vvl)ﬁrdq;y | (/RN |vv|pdx);

(/RN(\W+v1}\)m)i . (/RN |Vv]pdx>;

= [(Vu+ Vol Hos - [Vollop

IN

Logo,
(|Vu + Vo )Pt - |Vou| € LYRY). (B.9)
Assim, por (B.6)

(), vy = lim 20T = A

t—0 t
, 1 (|Vu+tVolP — |VulP

= lim - dx
t—=0 Jpn t D

= lim |Vu + ctVolP~*(Vu + ctVv) Vo d.

t—0 RN

Considerando t = t,, (B.7) e (B.9) nos permitem aplicar o Teorema da Con-

vergéncia Dominada, donde segue que

lim IVulP~2(Vu + ctVo)Vodr = / IVulP2VuVu dz.
RN

t—0 RN

Portanto, I; é Gateaux diferenciavel e, para todo v € WLP(RY), sua derivada é
dada por,
(I (u),v) —/ |VulP?VuVu dz,
RN

ficando provada a afirmcao 1.
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Consideremos o seguinte espago:
N
x =[] L7 ®Y),
i=1

munido da norma,
1

N p—1
RO =% (B.10)
com h = (hy,hs,..., hy) € X.

Definamos

9= (91,92 9v) - WHRY) = x
u +— g(u) = |VuP?Vu (B.11)

ou
81’,‘7

com g;(u) = |VulP~2 i=1,2,...,N.

2. dx:/ (\wﬂ-
31’ RN

[

Afirmacao 2: g(u) estd bem definido. De fato, de (V1), temos
ou

o =
sl = [ o) s

< /(|Vu|p_2-|Vu|)Pp1dx:/ Va5 | V|7 da
RN RN

= / |Vu|Pdx

RN
/ (Vul? + V(@) [ul)da
RN

= |lul|P < +oc.

IN

Provando assim, a afirmacao 2.

Afirmacgao 3: g(u) é continua. De fato, pela equivaléncia das normas em RY | podemos

encontrar uma constante C; > 0 para todo h € x tal que
Hwﬁgq/|wﬂ (B.12)
X RN
Sejam u, v € WHP(RY), entao:
o) =97 < € [ lotw) - gl
RN

= 01/ ’|Vu|p_2Vu—|Vv|ﬁVv‘%dx. (B.13)
RN

Vamos analisar os seguintes casos, em relacao a p:
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Caso (3): p € (1,2)
Do Teorema 2.20 - (i) e de (V}), segue que:

lotw) — g7 < & / (AIVu— Vop )it

X

= Clﬁp"ﬁ/ Vu — Vo|Pdx
RN

< Cg/ (|IVu — Vo|P + V(x)|u —vlP)dx
RN

= Cyllu—v|]P.

Assim,

lg(w) = g()lly < Co7 Jlu =[P~ = Cllu — vl (B.14)

p—1
onde C'= (C,” é uma constante positiva que independe de u e v.

Caso (it): p>2
Do Teorema 2.20 - (i), segue de (B.12) que:

X =

Jotw) = o5 < Cn [ (8190~ Tol(Tul + [To]p 2 do

p(p—2)

= Cl/ | 8777 | Vu — Vo7 (| V| + [Vo]) 7T | da
RN

p p p-(p—2)
= C’lﬂp—l/ [Vu — V|71 ||[Vu| + [Vo]| 77T da
RN

p(p—2)

Clﬁfl/ Vu — Volp 1 (|Vu| + | Vo) 7T da.
RN

IN

p(p—2)

Temos que |Vu— Vo|71 € LPL(RN) e (|Vu| +|Vo|) 71 € LZ;—;(RN). De fato,

(/ (|Vu—Vv|p§1)p_1dx>p_ = (/ |Vu—Vv|pdx>p_ < 00
RN RN

p—2 p—

(/RN ((IVu] + !VU\)p';11_12))§—§dx) - (/RNGVU‘ 1 |Vv])pdyc) 7

bS]
»




48

Assim, pela desigualdade de Holder, segue que

lo(w) - g7 < it / Vu — Vol (1V] + [Vol) # da

< C*Q(/ (|Vu—Vv|p”1)p1dx)Pl(/ [(|Vu|+|vv|) —2>]Zédg;)p1
RN RN

< @(/ |Vu—Vv|pdx>p_l</ (\vumw)pdx)p”
RN RN

= & [ va—apas) ([ (vl +veyas)
RN RN

< G [ (5-opevan- ) ([ avuswira)”
RN RN

_ @Hu_vnp‘%(H|vU|+|w|Hg7p) )

= Collu— o] [[IVul + |Vl [[5 2=, (B.15)

onde Cy = Clﬁﬁ independe de u e v.

Da desigualdade de Minkowski, da definigao de norma em LP(RY), e de (V}) segue

que:

p.Lj p=2
[1Vul + [Volllo =" < (IVullop + [ Vollo,)”
D
p—2

[( |Wlpdx>1 + (/RN |vv|de>Tﬁ
[( (IVul” + Vi )‘“’p)dJC); + (/RN(WUVD+V(x)\v|p)d:[)ﬂl’]p'p—1

(Il + ol = (B.16)

IN

Substituindo (B.16) em (B.15), vem que:
o) = @[T < Callu— ]| 7F (ul] + oll) 5=
Desta forma,
lgtu) = (o)l < G flu = ol (hull + [0l
Logo,
lg(u) = g(@)llx = C'llw = vl ([lull + [[0])P~, (B.17)
onde C" = C’gpf);l é uma constante positiva que independe de u e v.

Portanto, de (B.14) e (B.17) segue a continuidade de g(u), ficando provanda a

afirmacao 3.
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Agora, mostremos que a derivada de Gateaux I{ do funcional [; é continua.
Com efeito, a partir da continuidade de g(u), basta mostrarmos que ||I](u) — I](v)|, <
K|lg(w) — g(v)]|y, onde K é uma constante positiva que independe de u,v € W'P(RY).
De fato, de (B.11) temos

(I (u) = Ii(v), w)| = ‘/ (IVulP2Vu — Vol 2Vo)Vu do
RN

< [ J0vup v v ve vl d
RN

= [ Mot = g0Vl do.

Pela desigualdade de Holder, por (B.12) e (B.10), segue que:

p—1 1

i -l < ([ 1o -gola) " ([ weras)’

< &(Jlstw —g(v)Hg,izl)p”l ([ 1wwa)’

4 o\ T v
- K(Z loi(e) —w(v)Hazl) ~ ( | (wup +v<x>rwrp>dx)
i—1 P— RN
= Kllg(u) = g(0)lly - llwl]
Logo, [{I{(u) = I{(v), w)| < K'[|g(u) = g(v)l[x, onde K’ = K - [lw]|, para todo
u,v € WHP(RY) e I{(u) é continuo.

Portanto, do Teorema 2.18, segue que I; € C*(W1P(RY) R). O

Lema B.2. O funcional I, € de classe CL(WIP(RYN),R) em WIP(RYN), com derivada de

Gateaux dada por
(Ii(u),v) :/ V(z)|ulP2uv dr. (B.18)
RN

Demonstracao: Primeiro, mostremos que I é Gateuax diferenciavel. Para isso, sejam

t € R satisfazendo ¢ € (0,1) e u,v € W'P(RY).

Definamos a seguinte funcao:

v:(0,1) — R

PN @/J(t):%V(x)|u+tv|p

Observe que 1(t) é claramente continua e diferencidvel em (0, 1).
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De fato, pela regra da cadeia, temos que a derivada de ¢(t) é:

, 1 ‘ p1 (Ut tv)
= V(2)|lu+tvf2(u+tv) v (B.19)

Logo, ¥(t) é diferencidvel em (0, 1).

Assim, do fato de 1 ser continua e diferenciavel, temos pelo Teorema do Valor

Médio que existe 6 € (0,t), onde 0 = ct, tal que

P(t) = ¥(0) =" (0)(t — 0) = ¢'(0) - ¢.
Dali,
%V(a:) [|u + tv]P — |u|p} =V (2)|u+ ctv|P"(u + ctv)ut,

logo,

% |:V($)(|U +;U|p - |u|p):| _ V(CL’)|U + CtU’p_Q(u + ctv)v, (B20)

Tomando o limite em (B.20), quando ¢t — 0, temos:

lim % [V(l‘) ('“ i t“}'j - '“'p)} — V(@) - v, (B.21)

Por outro lado, tomando o médulo em (B.20), pela desigualdade triangular, e

como 0 < ct < 1, tem-se:

va('“*wg"“'p)ﬂ = V@)l -+ ctol2(u + ctoyol

(

V(z)|u+ P2 (u + v)v‘
(
(

IA

= |V (2)||u+ v\p_2\u + v||v|
)

< [V@I(ul + o)) (lul + [o)]]

= V(@)(Jul + [v])" ol.

Utilizando a desigualdade de Holder para %—l—% =1comp > 1, ede (V7), obtemos
[ v@Qu+ b thlde < [ vl + o] do
RN RN

< / sup V(@) (ful + o])P"Jo] de
RN

< ( [ v+ \vl>“>’"d“f’)i | (/RN '”‘pdx);
_ supV(ZE)(/RN(|U|+|U|)pde)i - (/RN |U|de)zlo

= sup V(@) |[[ul + [v[[lo, - [0]lo-
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Dai, segue que

V(@) (lu| + [v])P~v| € LYRY). (B.22)

De (B.20), obtemos

Ly(u+ tv) — I(u)

(Iy(u),v) = lim

t—0 t
1 tolP — |ul?
oy [ H[Yerr o),
t—0 ]RNt D

= lim V(z)|u+ ctv[P~2(u + ctv)v dx.
t—0 RN

Considerando t = t,,, (B.21) e (B.22) podemos aplicar o Teorema da Convergéncia

Dominada, donde segue que

lim V(z)|u+ ctv[P~2(u + ctv)v = / V(z)|ulP?uv da.

t—0 RN RN

Portanto, I, é Gateaux diferencidvel e para todo v € WHP(RY) a derivada de

Gateaux é dada por
(I (u),v) :/ V() |ulP2uv dz.
RN
Agora mostraremos que a derivada de Gateaux I do funcional I, é continua.
Para isso, vamos provar que ||I(u,) — I5(u)|| — 0.

Consideremos uma sequéncia (u,) C WHP(RY), com w,, — u em W'P(RY) para
algum v € WLP(RY). Assim, temos, pelo Teorema das Imersdes Continuas de Sobolev,
que u, — u em LI(RY) para todo ¢ € [1,p*). A menos de subsequéncia e pelo Teorema

2.10, existe uma fungao f(x) € LP(RY) tal que:

U, (z) = u(x) q.t.p. em RN, quando n — oo (B.23)

lun(7)] < f(2) q.t.p. em RY. (B.24)

Por (B.23), temos que
|un ()] = |u(z)| q.t.p. em RY. (B.25)
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Para toda v € C°(RY) e do fato de V(z) ser limitado, temos:

(I (un) = L(u),v)| = [(I5(un),v) = (I5(u), )]
= ‘/ ) [t [P upv dx—/ V(x)|ulPuv dx

- ‘/ 2)(|tn|P 2y — |ulP~2u)v do
RN

< / IV (@) (tnlP %t — [P 22u)o] d
]RN

< [ ls V@) (ul e~ a2 do
RN

= / [ sup V()| (|fun”*un| + [Jul""ul) - |v] dz
RN

_ / Lsup V()| (Jun P~ + [ufP~) - [o] da (B.26)
]RN

Observe que [u,[P~! + [u[P~! € L5-1(RY). Desta forma, podemos aplicar a desi-

gualdade de Holder em (B.26) e dali,

L V@l 0, = el ds

p=1 1
< </ | sup V() (Jun ", — |u|p’2u)|%d:c T (/ ]v|pdaz> ’
RN RN

:supV(x)(/ (Jun | — |u|p_2u)”p1dm) L (/ |v|pda7)p
RN RN
=sup V(z H|un|p U, — |ulP™ 2“”@ 2 [vllop-
Combinando (B.23) e (B.25), obtemos
(Jtn|P 1y — |u[P~?u) — 0 q.t.p. em RV, (B.27)

Como |, [P~ 2w, — [uP72u| < |u, [P~ — |ulP~! segue de (B.24) que
[P 2w, — JufP"?u| < f(2)P~" + Ju(@) P~ q.t.p. em RY.

Assim,

[P~ — [l 2|77 < (fla)P ™+ )
< 2 (F@P T 4 )
< 201 (f(@) + [up)

I
Q
—~~
=
8
~

iS]
_|_
=
=
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Dai,
|t P20 — [uP2u]7T < C(f(2)? + |uf?) € L}'(RY). (B.28)

Entao, como V(z) é limitado, de (B.27) e (B.28) podemos aplicar o Teorema da

Convergéncia Dominada, logo

/ V() |t P2 upv dz — V(z)|u|P"*uv dz quando n — oo.
RN RN

Ou, equivalentemente,
/N V() (|tn]P?up, — |u|P~*u) v dz — 0 quando n — oo.

R

o que implica que
(L (un) — Ly(u), v)| < [I(un) = I(u)] - [v] = 0
e desta forma,
|15 (uy) — I5(u)|| — 0, quando n — oo

Ou seja, a derivada de Gateaux I é continua.

Portanto, pelo Teorema 2.18 segue que I, € C1(WP(RY), R). O

Lema B.3. O funcional I3 € de classe C*(W'P(RY),R) em WP(RYN), com derivada de

Gateaux dada por

(I3(u),v) :/ h(u)v dx. (B.29)
RN
Demonstragao: Seja o funcional I3 : WHP(RY) — R defnido por

I3(u) = H(u)dz.

RN

Sejam u, v € WHP(RY), t € (0,1) entao,

Ii(u+tv) — I3(u) = H(u+ tv)dr — H(u)dx

RN RN

_ /RN (H(u+ tv) — H(uw)]dz.

Das hipdteses iniciais, temos que H é continua e derivavel, assim, pelo Teorema

do Valor Médio, temos que existe 6 € (0, 1) tal que:

/N[H(u+tv) — H(u)ldz = H'(u+ 0tv) - tv dx

RN

= / h(u + 60tv) - tv dx.
RN
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Assim,
I3(u + tv) — I3(u) _ 1/ h(u + 0tv) - tv dx
t RN

_ / h(u + 60tv) - tv i
RN t

- / h(u+ 0tv) - v da. (B.30)

Tomando o limite em (B.30) quando ¢t — 0, vem que:

I — I
lim s(ut tv) = Is(w) = lim h(u + 0tv) - v dx. (B.31)

t—0 t t=0 JpnN

Afimacgao: Podemos comutar o limite com a integral na equagio (B.31).

De fato, observe que u + 0tv — u q.t.p. em RY quando t — 0 e da continuidade
de h, temos que

h(u 4 0tv) -v — h(u) -v q.t.p. em RY

Oberve que h(u) € L%(RN). De fato, por (H3) para todo ¢ € (p,p*), tem-se

que
[h(u)] < C(Juf™ + Jul*™),
Assim,
|h(u+ Otv)v] = |h(u+ 6tv)] - |v]

< Clu+0tofP" + Ju+ Oto] 1) - o]
< Cl(Jul +10to])"~" + (Jul + [0tv]))* - [v]
< O (Jul"™t + 10t0 ™) + 2972 (Jul " + [0to]|" )] - Ju]
< O (Jul ™+ ol ™) + 207 (luf 4 o) - o

(2P2C uP~t + 20720 WP - vl + (277 2C |7 + 297 2C v| 7Y - v

2p’20|u\p71]v| + 2”’20]1}]]” + 2q’10]u\q’1\v\ + 2q’20\v|q

= 27 CuP ol 4+ 27 Clul? ol + 2272 Co]? 4 207 C o

= (2P 2C|ulP~t 4+ 2771 C |7 - o] + 2P72Cw|P + 297 2C v (B.32)
Tomando a integral em ambos os lados de (B.32), temos:
/ |h(u+ Otv)v| de < / (2P 2C P~ + 2771 Clu|t™h) - |v| dx
RN RN

+/ (2P2Cw|P + 277 2Cv]?) da. (B.33)
RN
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Observe que,
/ 2020 P - u| d < oo (B.34)
RN
/ 2P 20|t - |v| dz < oo. (B.35)
RN

De fato, utilizando a desiguldade de Holder em:

e (B.34), para i + % =1, com p > 1, temos:

/ 2p720|u|p71 . |U’ dx < </ <2p20|u’p1)rdx> r . (/ |U|pd:(;)p
RN RN RN
= </ 2(p_2)TC’T]u‘pd:U) " (/ ]U’pdx>p
RN RN
= 2p_20</ |u|pdx)r : (/ |v]pdx)p
RN RN

= [12772Clul" Mo,z - 0]l < o0 (B.36)

r—1

e (B.35), para é + % =1, com q € (p,p*), temos:

/ 2P—2C|u|q—1 . ’U| dx < </ (2p—20|u|q—1)sdx) s . (/ |U|qu> q
RN RN RN

— (/ 2(p2)503|u|qu)s . (/ qux)q
RN RN
= 2p_2(/ C’S|u|qu)s : (/ |v|qd1’)q
RN RN

= [2772Clul Mo, 221 - [vllog < oo (B.37)

Assim, 2P72C|ulP~t € LY(RY) e 277 2C|u|?! € LY(RY). E usando o fato de L'(R") ser

um espago vetorial temos que 2P~2C|u|P~1 + 2P72Cul?7! € LY(RN).

Logo, pelo Teorema da Convergéncia de Dominada de Lebesgue temos que,

lim h(u+ Otv)v dx = / h(u)v dx

t—0 RN RN
provando assim, a afirmacao.

Portanto, I3 é Gateaux diferencidvel e, para todo v € W1P(RY), a derivada de

Gateaux é dada por

(), v) = / h(wo dr,
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finalizando assim a prova da afirmacao.

Mostremos agora que a derivada de Gateaux [} do funcional I3 é continua. Para
isso, consideremos uma sequéncia (u,) C WP(RY). Como u, — u em WP(RY) para
algum u € WHP(RY), temos pelo Teorema das Imersoes Continuas de Sobolev que wu,, —

u € LY(RY). Devemos mostrar que I4(u,) — I4(u) em WHP(RY), ou equivalentemente:

| 5 (un) — I5(w)||x» — 0, quando n — oo.

Com efeito, pela Definicao 2.5 e pela desigualdade de Holder, temos que

) = K@l = | [ () =hw) -0 da

[0 @) o] do

< (/RN|(h(un)—h(u) 1 dx)p~(/RN of? dx)zl)

= [hlun) = h(w)llo,2; - [[v]lo,

IN

Portanto,

1) = I4() s < Cl(utn) — Al

b p7 1
Assim,

1 15 (w,) — I5(w)]l, — 0 quando n — oc.
Donde concluimos que I5 é continuo.

Portanto, do Teorema 2.18 | segue que I3 € CH(W1IP(RYN) R). O

Dos Lemas B.1, B.2 e B.3 segue que a Proposicao B.1 é verdadeira. Com efeito,
como

I(u) = Ii(u) + Ir(u) + I3(u)

temos que, a partir dos lemas B.1, B.2 e B.3, o funcional I é de classe C* em W1P(RY)

e sua derivada ¢é dada por

(I'(u),v) = /RN(\Vu\pQVqu + V() |ulP~?) dr — /RN h(u)v dx

para todo u,v € WHP(RY),
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