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Notacao

Abaixo estao as principais notagdes usadas no texto.

X Espaco de Banach sobre C
X Espago dual de X.
X0 Funcao caracteristica de €2
LP(I;X) (1 <p< o) Pégina 5.
C(I; X) Pégina 6.
Wh(T; X) Péagina 6.
L .([0,00); X) Pagina 6.
fou£{f(t)} Transformada de Laplace da fungao f.
INQY Funcao Gama.
H,(e,0) Caminho de Hankel.
B(\, z) Fungao Beta
E.p(N) Fung¢do de Mittag-Leffler
J Integral fracionaria de Riemann-Liouville.
Dy Derivada fracionaria de Riemann-Liouville.
cDy Derivada fracionaria de Caputo.



Resumo

Neste trabalho estudamos as equacoes diferenciais fracionérias em espagos de Banach. Nos
dois primeiros capitulos apresentamos os pré-requisitos necessarios para o estudo dessas
equacgoes. Primeiro, discorremos sobre diferenciacao e integracao de funcoes com valores
em um espaco de Banach e, ainda, algumas propriedades sobre convolugoes e transfor-
mada de Laplace. Depois apresentamos as func¢oes elementares do calculo fracionario
e os principais operadores que serao usados ao longo do trabalho, como os operadores
de Riemann-Liouville e a Derivada de Caputo. Finalizamos com o estudo das equacgoes
diferenciais fracionarias, iniciando com o problema de Cauchy até chegar ao problema

abstrato de Cauchy, onde apresentamos a existéncia e unicidade de solu¢ao branda.

Palavras Chaves: Equagoes Diferenciais Fracionarias; Calculo Fracionario; Solugao
Branda; Problema Abstrato de Cauchy.



Abstract

In this work we study the fractional differential equations in Banach spaces. In the first
two chapters we present the necessary prerequisites for the study of these equations.
First, we discuss the differentiation and integration of functions with values in a Banach
space, and some properties about convolutions and Laplace transform. Then we present
the elementary functions of fractional calculus and the main operators that will be used
throughout the work, such as the Riemann-Liouville and Caputo Derivative operators.
We conclude with the study of fractional differential equations, starting with the Cauchy
problem until we get to the abstract Cauchy problem, where we present the existence and

uniqueness of mild solution.

Keywords: Fractional Differential Equations; Fractional Calculus; Mild Solution;
Abstract Cauchy Problem.



Introducao

A origem do célculo fracionario pode ser associada a uma pergunta feita por L’Hopital
a Leibniz sobre o significado da derivada de ordem 1/2. Desde entdo, esta teoria vem
se desenvolvendo rapidamente nas ultimas décadas e o estudo das equacoes diferenciais
fracionérias passou a ser de grande interesse na comunidade cientifica. Muito disso, é
por conta do vasto potencial de aplicagoes em diversas areas como fluxo de fluidos, redes
elétricas, probabilidade e estatistica, teoria das distribuicoes, entre outras. Veja, por
exemplo, as referéncias [8] e [9].

Motivados por isso, nesta dissertacao estudamos as equagoes diferenciais fracionérias
em espagos de Banach. Sendo mais especificos, estamos interessados no problema abstrato
de Cauchy

cDyu(t) = Au(t)+ f(t,u(t)) t>0

U(O) =wuy € X, (1)

onde a € (0,1), cDy é a derivada de Caputo, X é um espaco de Banach sobre o corpo
dos complexos, A : D(A) C X — X é um operador setorial e f: [0,00) x X — X é uma
funcao continua.

Nosso objetivo é estabelecer condigoes suficientes para que o problema (1) tenha exis-
téncia e unicidade de solugdes branda global. Uma solugao branda global para (1) é uma

fungao continua u : [0,00) — X que satisfaz a equagao
t
u(t) = Eo(t*A)ug +/ (t—8)* ' Eyo((t — 5)*A) f(s,u(s))ds, ¥Vt > 0.
0

Para isso, apresentamos conceitos introdutorios nos dois primeiros capitulos. No Capi-
tulo 1 discorremos sobre diferenciacao e integracao de fungoes com valores em um espago
de Banach, e ainda, algumas propriedades sobre convolucoes e transformada de Laplace.
Ja no Capitulo 2, discutimos o célculo fracionario. Mais precisamente, apresentamos as
funcoes elementares do calculo fracionario e os principais operadores que serao usados ao
longo do trabalho, como os operadores de Riemann-Liouville e a Derivada de Caputo.

E no Capitulo 3, estudamos as equagoes diferenciais fracionarias em espagos de Banach.



Iniciamos com o problema de Cauchy

cDYu(t) = Bu(t), t>0

u(0) =uy € X, )

com B: X — X sendo um operador linear limitado. Logo em seguida, estudamos o caso
mais geral
cDfu(t) = Au(t), t>0

u(0) =ug € X, &

com A : D(A) € X — X sendo um operador setorial. E por fim, apresentamos os
resultados obtidos sobre o problema (1). As principais técnicas e resultados apresentados
nesse trabalho foram desenvolvidas a partir de uma pesquisa detalhada do artigo [4] e de

uma série de consultas em paralelo nas demais referéncias.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Integral de Bochner

O objetivo desta segao é apresentar uma teoria de integracao para fungoes com valores
em espacos de Banach. Ao longo deste capitulo, sempre que nao for especificado, X
denotara um espaco de Banach sobre os complexos e I representara um intervalo da reta
(limitado ou ilimitado) ou um retangulo em R? com a medida de Lebesgue. Comecamos,

entao, definindo a no¢ao de fun¢des mensuraveis nesse contexto.

Definicao 1. Uma fungao g : I — X é uma funcao simples mensurdvel se existem
conjuntos mensuraveis 2y, ..., em I, todos com medida de Lebesgue finita, tais que

Q. N Q; = 0 sempre que r # j, e vetores x1, ..., € X tais que

k

Uma fungao f : I — X é mensuravel quando existe uma sequéncia (g, )neny de fungoes
simples mensuraveis definidas em [ tal que g,(t) — f(t), quando n — oo, para quase
todo t € I.

Observagao 1. Assim como na teoria de mensurabilidade de fung¢oes tomando valores
em R ou C, valem as seguintes propriedades: Se f,g: I — X e h : I — C sao fungoes
mensuraveis, entao as fungoes f + g e hf sao mensuraveis. Além disso, se H : X — Y
¢ continua (Y sendo um espago de Banach), entdao H o f é mensuravel sempre que f for

mensuravel. Em particular, ||f|| é mensuravel sempre que f : I — X for mensurével.
Definicao 2. Seja f: I — X uma funcao dada. Dizemos que

(¢) f possui valor enumerdvel se existe uma parti¢ao {€2,;n € N} de I por subconjuntos

(), tais que f é constante em cada 2,.



(#7) f possui valor quase separdvel se existe um conjunto de medida nula 2 em [ tal
que f(I\ Qo) :={f(t);t €I\ Q} éseparavel.

111) f é fracamente mensuravel se a funcao z*o f : t — 2*(f(t)) é Lebesgue mensuravel
G g

para cada x* € X*.

A principio nao é facil verificar pela definicao se uma dada fungao é mensuravel ou

nao. O préximo resultado nos fornece uma outra alternativa para isso.

Teorema 1. (Pettis). Uma fungao f: I — X é mensurdvel se, e somente se, € fracamente

mensurdvel e possut valor quase separdvel.
Demonstracao. Veja [1], Teorema 1.1.1. O
Corolario 1. Dada uma funcao f: I — X, valem as sequintes afirmagoes:

1. Se X é separdvel, entao f € mensurdvel se, e somente se, € fracamente mensurdvel.
2. Se f € continua entao é mensurdvel.

3. Se fr,: I — X é uma sequéncia de fungoes mensurdveis e f,(t) — f(t) para quase

todot € I, entao f € mensurdvel.
Demonstragao. Veja [1], Corolario 1.1.2. O

Agora iniciaremos a teoria de integracao. Como no caso de fungoes escalares, come-

¢amos definindo integral de fungoes simples.

Definicao 3. Seja g : I — X uma func¢ao simples mensuravel, g = 2521 X«, T;, definimos

/g(t)dt = Zm(Qj)xj

I ]:1

onde m(£2;) é a medida de Lebesgue de €2;. Assim como no caso de funcoes escalares, esta

definicao nao depende da representagao da funcao g.

Definicao 4. Uma fungao mensuravel f : I — X ¢é Bochner-integravel se existe uma

sequéncia de fungoes simples mensuraveis (g, )nen tal que

(1) gn(t) — f(t) para quase todo t € I.

uwlm;[Mﬂw—%amw—&

Neste caso, para cada subconjunto €2 C I mensurével definimos a integral de Bochner da

funcao f sobre €2 como

dt .= i n(t)dt.
[ swdei= tim_ [ xognra

As condigbes (i) e (i) garantem que o limite acima existe e ndo depende da escolha

da sequéncia (g, )nen-



O préximo resultado é de grande ajuda na verificacao da Bocnher-integrabilidade de

uma determinada fungao mensuravel f: [ — X.

Teorema 2. Uma func¢io mensurdvel f : I — X € Bochner-integravel se, e somente se,

a fungao ||f|| : I — R € Lebesgue-integrdavel.
Demonstragao. Veja [1], Teorema 1.1.4. O

Corolario 2. Sejam f : I — X uma fun¢ao Bochner-integrdvel e 2 C I um conjunto

Sg@ﬁHstmmw

Demonstracao. Veja [7], Coroléario 9.7.7. O

mensurdavel. Entao

Proposicao 1. Sejam A : D(A) € X — X wum operador linear fechado sobre X e
f I — X uma fungao Bochner-integrdavel. Suponha que f(I) C D(A) e Ao f: 1 — X €

Bochner-integravel. Entao
[ st e pa,
I

A/If(t)dt:/IA(f(t))dt

Demonstracao. Veja [1], Proposigao 1.1.7. ]

e ainda,

Teorema 3. (Convergéncia Dominada) Seja f, : I — X uma sequéncia de fungoes
Bochner-integrdaveis. Suponha que f(t) := lim, ., fn(t) existe para quase todot € I e
suponha que existe uma funcao Lebesque-integravel g : I — R tal que || f.(t)|| < g(t), para

quase todo t € I, para todo n € N. Nessas condicoes, a funcao f é Bochner-integrdvel e

n——:oo

/If(t)dt: lim fn()

Além disso,

hm /||f (t)||dt = 0.

Demonstragao. Veja [1], Teorema 1.1.8. O

Para finalizarmos essa se¢ao, apresentaremos os espagos de fungoes que aparecerao
no restante do texto. Os destalhes omitidos podem ser encontrados na Secao 1.1.1 da
referéncia [1].

Seja 1 < p < oo. O conjunto LP(I; X) é o conjunto formado por todas as fungoes

f I — X mensuraveis tais que (|| f(.)]|)? é integravel. A expressao

151 5= (ﬂu ol



define uma semi-norma em LP([; X). No entanto, como no caso de fungdes com valores
escalares, considerando os elementos LP(I; X) como classes de equivaléncias, temos que
| fll, define uma norma e (LP(I;X),] ||,) ¢ um espago de Banach. O L*([;X) ¢ o
conjunto das fun¢oes mensuraveis f : I — X tais que || f(t)|| é essencialmente limitada e

definimos a norma

[ flloo = sup ess || f(t)] < oc.
tel

Também neste caso, temos que (L*(I; X), || ||oo) ¢ um espago de Banach. Ja o conjunto
C(I; X) é formado pelas fungdes continuas f : I — X, e quando I é compacto, C(I; X) C
L*>(I; X) é um subespago fechado, logo é um espago de Banach. O espago de Sobolev
WhL(I; X) pode ser definido como o conjunto das fungoes f € L'(I; X) tais que existe

uma funcao ¢ € L'(I; X) satisfazendo a equacao

+ / o)

No caso especial em que I = [0, c0), destacamos também o conjunto

para quase todo s,t € I.

Liye([0,00); X) = {f : [0,00) = X : flom € L'([0,7]; X) para todo 7 > 0}.

E ainda, se f € L} .([0,00); X) entao dizemos que f ¢ localmente integrdvel.

Exemplo 1. Se f € L'([0,00); X) entao f é localmente integravel e

/0 " (bt = tim f( )i

T—%00

Com efeito, dada uma sequéncia crescente de nimeros reais positivos (7,,) tal que 7,, — oo,
considere a sequéncia f, : [0,00) — X definida por f, = X0, f- Logo, pelo Teorema da

Convergéncia Dominada (Teorema 3), temos

im [ f(t)dt = /f

n—=oQ

1.2 Convolucao e Transformada de Laplace

Para funcoes h, [ : R — R integraveis sabemos que a convolugao entre essas fungoes

(h*1)(t) := /Rh(t — s)l(s)ds

existe para quase todo t € R e h x [ é integravel. Além disso, esta operacao é comutativa

e assoclativa.



Nesta secao, vamos apresentar a definicao de convolugao envolvendo func¢oes com va-

lores escalares e vetoriais.

Definicao 5. Sejam h : R — Ce f : R — X fung¢oes mensuraveis. Definimos a convolugao

entres essas duas funcgoes como
(s 50 = [ hit = 5)1(s)ds
R

sempre que essa integral existir. Observemos que (b * f)(t) = [, h(s)f(t — s)ds, e assim,

podemos também escrever f x h ao invés de h x f.

Muitos resultados sobre convolugoes de fungoes escalares possuem versoes semelhantes

para o caso envolvendo fungoes vetoriais. Apresentamos alguns deles.

Proposigao 2. Sejam h,l :R — C e f: R — X fungoes dadas. As sequintes afirmagoes

sao vdlidas:

(i) Se h € LY(R,C) e f € LY(R, X), entao (h* f)(t) existe para todot € R e h* f €
'R, X).

(it) Se h,l € LY(R,C) e f € LY(R, X), entao [h* (I * f)](t) = [(h = 1) * f|(t) para todo
teR.

(17i) (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p,q,r < oo satisfazendo a equagaio %+é =
14+1. Seh € LP(R,C) e f € LY(R, X), entio hxf € L"(R, X) e|[hxf[|, < ||][,]|f]lq-

(iv) Sejam 1 < p,q < oo satisfazendo a equagao }D—F% =1 Seh e LP(R,C) e f €
LR, X), entiao h* f : R — X € continua e limy_,o ||(h* f)(t)||x = 0.

(v) Se h € LN(R,C) e f € L®(R, X), ou h € L*(R,C) e f € L'(R, X), entio hx f :

R — X ¢ uniformemente continua e limitada.
Demonstragao. Veja [1], Proposigao 1.3.1. e Proposicao 1.3.2. ]

Observacao 2. Quando h e f estao definidas em um intervalo, por exemplo em [0, 7](7 <
00), entao para definirmos h % f usamos a Definigdo 5 com h = 0 = f em R\ [0,7], e

assim, obtemos

(hx f)(t) = /o h(t —s)f(s)ds, (0<t<T).

Observe que a Proposi¢ao 2 continua valida nesse contexto. Dessa forma, se h € L} ([0, 00); R)

loc

e [ € Lb(0.00); X) entio (h * f)(t) € L, ([0, 0); X).

Agora, expomos alguns resultados sobre a transformada de Laplace.



Definigao 6. Seja f: [0,00) — X localmente integravel.
A integral de Laplace de f é

f\) = /oo e Mf(t)dt, \ e C.

0

A abscissa de convergéncia da fungao f é
abs(f) := inf{Re(\) : existe f(\)}.

Se f()\) converge para todo A € C, entao abs(f) := —oco. E se nao existir A € C tal
que f (M) converge, entao abs(f) := co. Dizemos que f possui transformada de Laplace
se abs(f) < oo.

Observacao 3. Usaremos também a notacao £{f(£)}(\) = f()\) para a transformada de

Laplace de uma funcao f dada.

Proposigdo 3. Seja f € LL_([0,00), X). Entio a integral de Laplace f(\) converge
sempre que Re(\) > abs(f) e diverge se abs(f) > Re()).

Demonstragao. Veja [1], Proposigao 1.4.1. ]

Definigao 7. Seja f : [0,00) — X uma fungao. O limite exponencial de f é dado por
w(f) =inf {w eER: sup|le ™ f(t)|| < oo} :
t>0

Dizemos que f é do tipo exponencial quando w(f) < oo.

Observagao 4. Segue da tltima defini¢ao que

abs(f) < abs(|[f]]) < w(f)-

Assim, toda funcao do tipo exponencial possui transformada de Laplace.

Teorema 4. Se f € L ([0,00), X) e abs(f) < oo, entdo a aplicacio X\ — f(\) €

loc

analitica para todo Re (X) > abs(f).

Demonstragao. Veja [1], Teorema 1.5.1. e a Defini¢ao 13 para defini¢ao de func¢ao anali-
tica. 0

Proposigao 4. Sejam f € L}, .([0,00); X) e A: D(A) C X — X um operador fechado.

loc

Suponha que f(t) € D(A), para todot >0, e Ao f € L}, ([0,00); X). Dado A € C, com

Re (A\) > 0, se existem f(\) e Ao f(N), entdo f(A) € D(A) e Ao f(A) = A(f(N)).

Demonstrag¢ao. Veja [1], Proposigao 1.6.3. ]



Proposigao 5. Sejam h € L'([0,0),C) e f € L,.([0,00), X). Valem as sequintes

afirmagoes:

(i) Se A € C e Re(A) > max{abs(|h|), abs(f)}, entdo (% F)(\) existe e (b f)(\) =
h(A)f(A)

(17) Seja F(t) = f; f(s)ds, t > 0. Se Re(X) > 0 e f(\) existe, entdo F'(N) também existe
e F(N) = f(N)/x.

Demonstragao. Veja [1], Proposigao 1.6.4 e Proposi¢ao 1.6.5. O]

Teorema 5. Sejam f,g € L ([0,00), X) tais que max{abs(f),abs(g)} < oo ety >
max{abs(f),abs(g)}. Suponha que f(N) = §(\) para todo X real com X\ > to. Entdo
f(t) = g(t) para quase todo t € [0,00).

Demonstracao. Veja [1], Teorema 1.7.3. O

1.3 Funcoes Analiticas Tomando Valores em Espacos
de Banach

Nesta secao sao apresentados alguns resultados da teoria de fungoes analiticas com
valores em espacos de Banach. Apresentamos resultados que serao utilizados ao longo
do texto sobre a integral de linha. Para uma exposi¢ao detalhada, recomendamos [11]

(Capitulo 5) e [10] (Capitulo 1).

1.3.1 Curvas Retificaveis

Uma partigdo de um intervalo [a,b] da reta é um conjunto finito de pontos P =

{to, ..., tnp }, onde np € N, tais que

a=th<t; < ..<t,, =b

np
Usaremos a notacao P :a =ty < t; < ... < t,, = b para denotar uma partigdo P de [a, b].
Definigao 8. Seja v : [a,b] — C uma fungao definida em um intervalo.

(1) Dizemos que 7 é um caminho em C se for uma fungdo continua.

(2) Quando ~ for diferenciavel e 4 continua, chamamos v de um caminho suave.

(3) Se existir uma partigdo P : a =ty < t; < ... < t,, = btal que, paratodo j = 1,...,np,

'y|[tj7tj71] ¢ um caminho suave, entao dizemos que v é um caminho suave por partes.



(4) Para cada partigdo P:a =1ty <t; < ... < t,, = b definimos
np
(v, P) ==Y v(t;) — ()],
j=1

Chamamos 7 de uma fungao de variagao limitada quando V (7, [a, b]) = sup{v(y, P) :
Pé particao de [a,b] } < oo. Neste caso, dizemos que V (v, [a,b]) é a variagao de v

em [a,b].

Observagao 5. Seja v : [a,b] — C uma funcao de varia¢ao limitada. A funcao |v| :
[a,b] — C, dada por |v|(t) = V (7, [a, t]), &é de variagao limitada e V (||, [a, b]) = V (7, [a, b]).

Definicao 9. Dado um caminho 7 : [a,b] — C chamamos o conjunto {(¢) : ¢t € [a,b]}
de trago do caminho v e denotamos por {7}. Dizemos que 7 é retificavel quando for de

variac@o limitada, fechado se v(a) = 7(b) e simples quando 7 : [a,b) — C for injetora.

Proposicao 6. Se v : [a,b] — C € um caminho suave por partes entao é um caminho

retificavel e vale

V(v,[a,b]) z/ 1Y (t)]|dt.

Demonstragao. Veja [3], Proposigao 1.3. ]

1.3.2 Integral de Riemann-Stieltjes

Definigao 10. Sejam X um espa¢o de Banach sobre C, v : [a,b] — C um caminho
retificavel, f : [a,b] — X uma fungao vetorial e P : a =ty < t; < ... < t,,, = b uma
particao. Definimos a soma de Riemman-Stieltjes da func¢ao f com relagao a ~, associada

a particao P, como
S(f,7. P) = S(P) =Y _[v(t;) = +(t;-1)lf ()

onde t;_1 < 7; <t;, para todo j =0,1,...,np.

Definicao 11. Sejam X, f e v dados como na definigao anterior. O vetor I € X é a
integral de Riemman-Stieltjes da fungao f com relagao a v quando para todo € > 0 existe
0 > 0 tal que

I1S(P)—1T|<e

sempre que max{t; —t;_y : j =1,..., Np} < . Denotaremos esse vetor por

/a ’ fdy.

10



Observagao 6. Se na defini¢ao acima 7 : [a,b] — C é dado por y(t) =t e f:]a,b] - X
possui a integral de Riemman-Stieltjes sobre v e é ao mesmo tempo Bochner-integravel,

entdo essas integrais coincidem ( Veja [1], Segao 1.9).

Teorema 6. Sejam X um espa¢o de Banach sobre C, v : [a,b] — C um caminho retificdvel

e f:]a,b] = X uma funcao vetorial. Se f € continua, entao existe I € X tal que

I_/abfdy.

Demonstragao. Veja [10], Teorema 1.16. O

Proposicao 7. (Propriedades). Sejam f,g : |a,b] — X continuas, v,0 : |a,b] — C

caminhos retificaveis e o, B € C. Entao
(i)
b b b
/ fd(ay + Bo) = a/ fd”y—l—ﬁ/ fdo.

(i) b b b
[ar+sgar=a [ tar+5 [ g

(iii) Se a =ty <t < ..<t, =0 entdo

/abfm:zj:/:l fan.

‘/abfdv s [ st

Demonstracao. Veja [10], Proposigao 1.17. ]

(iv)

Definicao 12. Sejam X um espago de Banach sobre C, f : 2 — X uma fungao vetorial
continua, definida num aberto Q2 C C, e v : [a,b] — C um caminho retificavel tal que
{7} € Q. Assim, a func¢do f o~ :[a,b] — X é continua, e dai, podemos definir a integral
de linha de f sobre 7 como
b
[ fovaxi= [ (s onan.
5 a

Os proximos resultados nos dizem como podemos calcular as integrais de linha e que

elas sao compativeis com as transformagcoes lineares limitadas.

Teorema 7. Se X ¢ um espaco de Banach sobre C, f : Q C C — X € uma funcao

continua definida em um aberto e v : [a,b] — C € uma caminho suave por partes, tal que
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{7} estd contido no dominio da f, entao

/ F(\)dA = / /0y (1)t

Demonstragao. Veja [10], Teorema 1.19 O]

Teorema 8. Sejam X e Y espacos de Banach sobre C, T € L(X,Y), f:Q — X uma
func¢ao vetorial continua, definida num aberto Q C C, e v : |a,b] — C um caminho

retificqvel tal que {v} C Q. Nestas condigoes, existe a integral de linha da fun¢io T o f

T (/7 f()\)d)\> :lT(f(A))dA.

Demonstracao. Veja [10], Teorema 1.18. O

sobre v e € dada por

Definicao 13. Seja X um espago de Banach sobre o corpo dos niimeros complexos. Uma
funcao f : @ C C — X definida num aberto 2 do plano complexo é analitica quando
para todo A\g € Q2 o limite

Jm S Ao

[F(A) = F(Xo)]
existe. O limite acima sera denotado por f/'(A\g), Ao € (2.

Definicao 14. Chamamos um subconjunto D do plano complexo de Dominio de Cauchy
quando for aberto, possuir um numero finito de componentes conexas e a fronteira de
D, 0D, é composta por um nimero finito de caminhos fechados simples e retificaveis.

Quando a fronteira 0D esta orientada positivamente, denotaremos por +09D.

A maioria dos resultados classicos de anélise complexa possuem versoes analogas para
funcoes analiticas tomando valores em espacos de Banach. No entanto, para nossos inte-

resses destacamos apenas o seguinte resultado:

Teorema 9. (Teorema de Cauchy) Seja D um Dominio de Cauchy limitado, f uma
funcdo que é continua no fecho D , tomando valores em um espaco de Banach X, tal que

f € analitica em D. Entao

/w FOVdA = 0.

Demonstragao. Veja, [10] Teorema 1.21 O]

12



Capitulo 2

Elementos de Calculo Fracionario

2.1 Funcoes Especiais

Neste capitulo sao apresentados resultados bésicos sobre as funcoes especiais que serao
usados no decorrer do texto. Damos aqui algumas informagoes sobre as funcoes Gama,
Beta e fungoes de Mittag-Leffler. Essas aplicagoes desempenham um papel importante na

teoria de diferenciacao de ordem arbitréaria e na teoria de equagoes diferenciais fracionérias.

2.1.1 Funcao Gama

Nesta segao apresentamos a fungao Gama e algumas de suas propriedades.

Definigao 15. Para cada A € C, com Re(\) > 0, a integral
/ e "
0
é convergente. A funcao Gama é, frequentemente, definida por
INOVNE / e "t*"1d), para todo A € C,com Re()) > 0.
0

Ela também pode ser escrita como

+00 k
-1
'\ = kE ﬁ + funcao inteira.
=0

Assim, podemos considerar I' definida em C\ {0, —1,—2,...} =: D(I'). Dai, a funcdo I'

tem polos simples em A =0,—1,-2,....

Agora, expomos algumas propriedades dessa funcao:
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Proposigao 8. Para todo A € D(I") valem :

DA+ 1) = AT()) (2.1)

i n* n!
P = I T )0 (22)

Demonstragao. Veja [8], Se¢ao 1.1.2 e 1.1.3. ]

Observagao 7. Segue de (2.1) que I'(n + 1) = n! para todo n € N. Isto quer dizer que a
funcao Gama generaliza a aplicagao fatorial definida nos naturais. Esta é, provavelmente,

a propriedade mais conhecida dessa funcao.

Definigao 16. Dados ¢ > 0 e § € (n/2, m) o Caminho de Hankel Ha = Ha(e,0) é o

caminho Ha = Hay, + Hay — Has onde os Ha; sao definidos por

Hay = {te"? 1t € [¢,00)}
Hay = {ec" : t € [—-0,0]} (2.3)
Has == {te™ : t € [¢,00)}

Ha L

Figura 2.1: Caminho de Hankel Ha

Proposicao 9. (Representac¢do integral de 1/T'(X).)
Para todo A € C tal que Re(\) > 0 temos
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1 1 ty—A
LS £t
T\~ 2m /Hae

onde Ha = Ha(e, 0) ¢ qualquer Caminho de Hankel com e >0 e w/2 <0 < .

Demonstrag¢ao. Veja [8], Se¢ao 1.1.6. O

2.1.2 Funcao Beta

Agora, apresentamos a funcao Beta e sua relagao com a fungao Gama.

Defini¢ao 17. A fungao Beta B(), z), definida sobre
D(B) = {()\, z) € C* : Re()\), Re(2) > 0},

¢ dada pela formula integral

1
B(\, 2) = / A1 — ) .
0

A préxima proposi¢ao mostra como as fungoes Gama e Beta estao relacionadas.

Proposigao 10. Para todo A e z em D(B) temos
FANI(2) =LA+ 2)B(A, 2).
Demonstracao. Veja [8], Se¢ao 1.1.4. O

2.1.3 Funcao de Mittag-LefHler

A funcdo exponencial, e*, é muito utilizada na teoria de equacoes diferenciais de ordem

inteira. Sua generalizagao, a um parametro, é a fungao de Mittag-Leffler definida por

E.(\) = ; ﬁ (a > 0).

Estas funcoes foram introduzidas por G.M. Mittag-Leffler, em 1903, e estuda também
por A. Wiman na mesma época. Ja a funcao de Mittag-Leffler a dois parametros, a
qual desempenha papel importante em calculo fracionério, foi de fato introduzida por
R.P. Agarwal em 1953. Varias relagoes envolvendo essas fungoes foram obtidas por P.
Humert e R.P. Agarwal, na década de 50, usando técnicas que envolvem a transformada
de Laplace. No entanto, Humert e Agarwal generosamente usaram a mesma notagao das
funcoes a um parametro e essa é uma das razoes pela qual esta funcao, associada a dois

parametros, é ainda chamada de fungao de Mittag-LefHer.
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Definicao 18. Sejam «, § > 0. A funcao, associada a dois parametros, de Mittag-Leffler
E,p3:C— C ¢é dada pela série

o0

%M—;W%E- (2.4)

As seguintes propriedades podem ser encontradas em [2].

Proposicao 11. As sequintes afirmacoes a respeito das funcoes de Mittag-Leffler sao

verdadeiras:

(i) A fungao E,p definida em (2.4) é analitica, e ainda, se X € C e escolhendo um
caminho de Hankel H,, = H(ey, 0), com €y > A& e e (n/2, ), entio

1 a—F3  w
%M——Lw < dw.

- 27 we — A
ax
(i1) Se a = =1, entao
E )\ = _— = -_— = A )\ .
11(A) go Th+1) 2 e’, VAeC

Isto €, a funcdo exponencial € um caso particular das funcoes de Mittag-Leffler.

Demonstragao. Veja [8], Se¢ao 1.2. ]

O préximo resultado sera usado na prova da unicidade de solugoes brandas locais no

capitulo 3.

Teorema 10. (Gronwall) Sejamb >0 ea >0 eo :[0,00) = R uma fun¢io nao-negativa
localmente integrdvel sobre o intervalo [0,T), onde T < co. Suponha que h : [0,00) — R

¢ uma fun¢do nao-negativa e localmente integravel em [0,T) tal que
t
h(t) < ot) + b / (t — 5)*h(s)ds (2.5)

0

para todo t € [0,T). Nestas condigoes, temos
t

h(t) < o(t) + bl'(«) / (t—8)* 1B, o(bT(a)(t — s)*)o(s)ds

0

para todo t € [0,T). Em particular, se 0 =0 entao h =0 em [0,T).

Demonstracao. Comecamos definindo o seguinte operador

Fo(t) = b /0 (t— 5)*6(s)ds, t > 0,
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para toda fungao nao-negativa ¢ localmente integravel em [0,7"). Como F' é dada pela
convolugao de duas fungoes reais localmente integraveis, entao F' estda bem definida (Veja
[6], Teorema 8.7.). Agora, faremos algumas observagoes sobre o operador definido acima.

A primeira delas é que esse operador satisfaz

FFo(t) = [bFF(<k:o3§ /Ot(t — s)k*=1gp(s)ds, t > 0. para todo k € N. (2.6)

De fato, para k = 1 é a definigdo. Suponha que (2.6) vale para k, entao

FMIg(t) = FHNPG(1)] = “}F(fj; [ = sperasas
— [Z}F(]{:O;); /0(t—s)ka_lb/os(s—T)a_lgzﬁ(T)des.
B 0 ()

%/o (t= )ka_l/ (s = 7)*o(T) X (0,9 (T)drds
+1 a k

B FEZ( /0/0 $)" s = 1) O (T) Xy (s)dsdT
[

(

_ ? gg))‘ )" / / )k (s — 1)L g(7)dsdr.

FT (o
FFlgt) = b +I‘££é¢) / / (t—(t —71)r — 1) ((t = 7)r)*2p(7)(t — 7)drdr.
— —b }gz((f; /O(t 7)EHa=ly 7 )/0 (1 —r)re=tro=tdrdr,
@ —b +F£££3)] /0 (t — T)(k+1)"‘_1gb(7')B(oz, ka)dr,

onde B ¢é a fungao Beta. Pela Proposi¢ao 10, obtemos

Ia)T'(ka)

B(a, ka) = Tk 1 D)’

Substituindo essa ultima expressao em (@), concluimos

[T ()]

F0 = 53 D) /0 (t — )0 NG (s)ds, ¢ > 0,

Isso prova a nossa primeira observagao.

A nossa segunda observacao a respeito desse operador é que

lim F""¢(t) =0, Vte (0,7). (2.7)

n—-ao0
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Para provarmos isso, fixemos t € (0,7"). Para n+1 > 1/a, temos

0< F'Hot) = %/0 (t — )"0 g(s)ds
Pr(@)™* (" e
Mooy J, 1 s

:(tla/d) ) nall)

e como [bI'(a)t*]"/T'(na + @) — 0 quando n — o0, pois é o termo geral da série da

funcao de Mittag-Lefller E, ,, concluimos que
lim F"o(t) =0
n—aoo

Para finalizarmos, observe que a hipdtese (2.5) implica

Fh(t) < Flo(t) + Fh(t)]

= Fo(t)+ F?h(t).
Dessa forma, temos
h(t) < o(t) + Fh(t) < o(t)+ Fo(t) + F*h(t), YVt € [0,T).
Prosseguindo por indugao, obtemos

o(t) + zn: FFo(t) + F"h(t), Yt € [0,T),

para todo n € N. Fazendo n — oo, temos

h(t) @ Z Fro(

—s)kto(s)ds, YVt €[0,T).

Como a série
b ()]

T (ko) (t —s) o (s)|ds

converge para todo t € [0, T) fixado, segue do Teorema da Convergéncia Dominada (sendo
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mais especifico, estamos usando o Teorema 2.25 da referéncia [6]) que

[ B s+ [ IO
- /obF " 1§: kai—_oj) o(s)ds

9 () /0 (t = $)* Baa(0l(0)(t — 5)*)0(s)ds

Assim, juntando a desigualdade ®) com a igualdade (¢), concluimos

h(t) < o(t) + bl'(«) /0 (t — 5)* ' Eua(bT(a)(t — 5)*)o(s)ds,

para todo t € [0,7.

2.2 Derivada e Integral Fracionarias

Dada uma fungao f € L'([0,b], X), definimos o operador I que associa essa fungao a

:/Otf(s)ds, t €10,0].

O que nos da I : L'([0,0], X) — L([0,0], X). Agora, veja que podemos calcular as

poténcias de ordem inteira desse operador da seguinte forma

:/Ot/OSf(T)des:/Ot(t—s)f(s)dsa
:/Ot/os /ng(a)dades: %/Ot(t—s)Qf(s)d&

Prosseguindo por indugao, obtemos a férmula de Cauchy para a n-ésima iteracao

g | = s

Usando a funcao Gama, podemos escrever

1" f(t) =

I f(t) = ﬁ /0 (t — 5)" f(s)ds. (2.8)

Observe que o lado direito da expressao (2.8) esta definido também para n > 0 ndo-inteiro.

Definigao 19. Sejam a € (0,1),b > 0 e f € L'([0,0]; X). A integral fraciondria de
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Riemann-Liouville de ordem « da funcgao f é

1

10 = / (t — )" f(s)ds

para quase todo t € [0,b]. Para o = 0 definimos J?f(t) = f(t) para todo t € [0, b].

Observagao 8. Seja a > 0. Considere a fungao g, : R — [0, 00) definida por

ta—l

Jo = I'(a)’
0

t>0

t <0.
Dessa forma, podemos escrever
Jif(t) = (gax [)(t), ¥Vt €10,0].

Teorema 11. Dados o € (0,1) e b > 0, o operador integral fraciondrio de Riemann-

Liouville

Je: LN0,6): X) — L1(0,b]; X)
f — oS
€ um operador linear limitado.

Demonstragdo. Dada f € L'([0,b]; X), temos

20 o) — /ﬁ/( ) f(5)ds
</ _ﬁ/ota—s)alnf()nds}dt

= [ i [ 156 1 xwatsias]

= [ i [e= 9156 1 xeatoris] a

= [ i [ =9 156 1 xaterr] as

= [ i =t 1 s6 1] as

[ =L o] as

ba+1

g | 7O oo

o

[e=]

O

Definigao 20. Sejam a € (0,1), b > 0 e f € L'Y([0,b]; X) tal que (f * g1_a) €
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Wh1([0,]; X). Definimos a Derivada Fraciondria de Riemann-Liouville de ordem a da
funcao f por
DY f = DyJy = f = Dilgi-a * f)(1),
d
para quase todo t em [0, b], onde D, = 7

Observagao 9. Explicitamente, temos

D)= D e =9 s

para quase todo ¢t € [0, b]. E ainda, se f : [0,b] — X é uma funcao absolutamente continua
e a € (0,1) entdo Dy f € LP([0,0], X) para todo p € [1,1). (Para uma demonstragao

desse resultado veja [9], Lema 2.2).

Exemplo 2. Sejam « € (0,1), 5 € (—1,00) e ¢ € X. Considere a fungao f : [0,b] - X
dada por f(t) = ct®. Temos

0=t [ -oa) = B [ 0t

= D, cg 1(1—3)*05%
r(l—a) J,

f—a 1
= c(l—l—ﬂ—a)ﬁ/{) (1—s5)"s"ds
B—a
= c(l—i—ﬁ—a)mB(l—a,ﬁ—i-l)
B '~ T(1l-a)T(B+1)
= U+ = T T T8 —a) 7 1)
— Ctﬁ—a F(ﬁ_‘_l) )
F'l+5—-a)
Portanto, ,
arn LB+
PO =T =)

Do exemplo anterior, obtemos a derivada fracionaria de Riemann-Liouville de uma

funcao constante
a t_a
Dic= I‘(l——a) c.

Assim, podemos observar que Dy'c tem um comportamento singular em zero e, além disso,
a derivada de uma constante nao é nula. Entao, a fim de evitar dificuldades desse tipo,
adotaremos o conceito da derivada fracionaria de Caputo. Esta é uma das razoes que
levaram Michele Caputo, em 1969, a propor essa definigdo (para mais detalhes, veja [§],

segao 2.4.1) .
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Definigao 21. Sejam « € (0,1),0 > 0e f € C([0,0]; X) tal que (fxg1_o) € WHL([0,5]; X).

Definimos a derivada fracionéaria de Caputo de ordem « da fungao f como

D7 f(t) = DE(f(t) = f(0))
para quase todo t em [0, b].

Proposigao 12. Seja o € (0,1). Para toda f € C([0,b]; X) temos cD& f(t) € C(]0,b]; X),

e ainda vale a sequinte igualdade
DY f(t) = J,~f'(t), Vtel0b].

Demonstracao. Veja |2], Proposigao 2.34. ]

Proposigao 13. Dados o, € (0,1) eb > 0. Se f € L'([0,0]; X) e h € C([0,b]; X),

entao valem as sequintes propriedades:

(i) Se a+ B € (0,1), entao
TR F) = 0 f ()

(id) Dy f(t) = f(t)
(ii1) Se (g1—a * f) € WHL([0,8]; X) entdo

JEDE () = f(t) - ﬁt“-l{ﬁ-aﬂs)}m.

Além disso, se existe uma funcao integravel ¢ tal que f(t) = J3¢(t), entdo

JeDEf(t) = f(1).
(i) D Jeh(t) = h(t)

(v) Se (g1—a * k) € WHH([0,8]; X), entdo

JeeDEh(t) = h(t) — h(0).

Demonstragao. Veja [2], Proposigao 2.35. O

22



Capitulo 3

Equacoes Diferenciais Fracionarias

3.1 Caso com Operadores limitados

Nesta secao provaremos a existéncia e unicidade de solugoes do problema de Cauchy

para a equacao diferencial linear

cDfu(t) = Bu(t), t>0
U(O) =uy € X

(3.1)

onde X ¢é um espago de Banach sobre C, @ € (0,1), ¢D{ é a derivada de Caputo e
B : X — X é um operador linear limitado.

Iniciamos nossa discussao considerando o seguinte conjunto
C0,7]; X) :=={u e C([0,7]; X) : ¢Du € C([0,7]; X)},

que ¢ um subespago vetorial de C([0, 7]; X).

Definicao 22. A fungdo continua u : [0,00) — X ¢é uma solugao global de (3.1) se
u e C([0,7]; X), para todo 7 > 0, e satisfaz a equagao (3.1).

Lema 1. Sejaw : [0,00) — X uma fung¢ao continua. Uma condig¢ao necessdria e suficiente

para que u seja solug¢do global de (3.1) € satisfazer a sequinte equagdo integral
1 t 1
u(t) = up + —/ (t —s)* " Bu(s)ds, YVt>0 (3.2)
I'(a) Jo

Demonstra¢ao. Suponhamos que u é uma solugado global da equagao (3.1) e fixemos 7 > 0.

Como u é solugao global e B é um operador linear limitado, entdao u € C*([0,7]; X) e
cDfu(t) = Bu(t), Vt € (0,7].
Portanto, podemos aplicar J* na igualdade acima, pois cD%u € L'([0,7]; X). E assim,
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obtemos

u(t) = wu(0)+ J7Bu(t)

1 ¢ o1
up + m/o (t — s)* " Bu(s)ds, ¥Vt €0,7].

Como a escolha de 7 > 0 foi arbitraria, concluimos que u satisfaz (3.2).
Reciprocamente, suponhamos que u satisfaga a equacao integral (3.2) e fixemos 7 > 0.
Por hipotese, u € C([0,7]; X) e

1 t
w(t) = uo + —/ (t— $)*'Bu(s)ds, ¥t € [0,7].
" I'(a) Jo
Podemos reescrever a equacao acima da seguinte forma
u(t) —u(0) = J*Bu(t),V t € [0, 7],

pois u(0) = ug e JXf(t) = ﬁfot(t — 5)*"1f(s)ds. Entao, como Bu(t) € C(]0,7]; X),

concluimos pelo item (i7) da Proposi¢ao (13) que

cDju(t) = Dy (u(t) —u(0))
—  DJOBu(t)
= Bu(t), Vtel0,r7].

Isso nos mostra que cDfu € C([0,7]; X). E novamente pela arbitrariedade de 7 > 0,

concluimos que u é uma solugao global de (3.1). O

Para demonstragao do nosso préximo resultado, usaremos um Teorema classico da
Analise, conhecido como Teorema do Ponto Fixo de Banach, o qual enunciaremos da

seguinte forma:

Teorema 12. (Ponto Fizo de Banach) Sejam K um espagco métrico completo e T : K —
K uma aplicagao. Suponha que existe n € N tal que T™ : K — K € uma contragao.
Nestas condigoes, T possui um tunico ponto fizo em K. Além disso, para todo u € K, a

sequéncia (T™(u))nen converge a esse unico ponto fizo.
Demonstragcao. Veja [5] Corolario 5.9. O

Teorema 13. Sejam o € (0,1),B : X — X um operador linear limitado e uy € X.

Entao o problema ( 3.1) possui uma inica solu¢ao global.

Demonstragao. Fixemos 7 > 0 . Consideremos K = {u € C([0,7]; X) : w(0) = uo} e T

uma aplicacao definida sobre K por
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1

(o) /0 (t—s)* ' Bu(s)ds, t € [0,7]

Tu (t) =ug +
Observemos que Tu(0) = ug e pela Proposic¢ao 2, item (v), a aplicagao
t— f(f(t — 5)* 1 Bu(s)ds é continua. Entao, temos Tu € K.
Nos mostraremos agora que 7' : K — K é uma contragao. Com efeito, dados u,v € K,

temos

ITu(t) - To(t)]| = Hf%5¢£<t—sw-Uﬂu@>—v@nds

L [T IIBI luls) = o)l
— Ta) Jo (t —s)t=e

LI

< — t—s)* "ds sup ||lu(s) —v(s

o) J, (=97 sup Jlats) — (o)
|| B

= sup ||u(s) —wv(s
Ty S )~ o)
|| Bl

= ——— sup ||u(s) —v(s)||, Vte|0,r].
oy 1) S 1) ()l ¥t < 0,7)

Prosseguindo por inducao, obtemos

7fnoz||B||n
T"u(t) — T v(t = —— sup ||u(s) —v(s

B
sup |lu(s) —wv(s)||, Ve l|0,7]
Fa 1) 22 l149) )| ¥ £ 0.7

. T Bl" éri j 1
Assim, como Tmat) © O termo geral de uma série convergente, veja (2.4), existe n € N tal
que T" : K — K ¢ uma contragdo. E considerando a norma |[u|| = sup,c( . [|u(s)|| em

K, temos um espago de Banach (K, || ||). Portanto, pelo Teorema 12 e Lema 1, concluimos

que (3.1) possui uma tunica soluc¢ao global, pois 7 > 0 foi tomado arbitrariamente. O
Corolario 3. Mesmas hipoteses do Teorema 13.

(i) Seja vy, : [0,00) = X uma sequéncia de fungoes continuas dadas por

1 t
t) = a1 (t) = —— | (t—9)*"'Bu,(s)ds, n=0,1,2,....
vo(t) =ug € vpya(t) UO+F(a)/O( s) vn(s)ds, n

Entao existe uma fungao u : [0,00) — X tal que para todo T > 0 temos v, — u em

C([0,7]; X). Além disso, u é a unica solugao global de (3.1).
(17) A solugao u € dada por

= (t*B)*
z:: ka—i—l

k=0
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Demonstragao. O item (i) segue da demonstra¢do do Teorema 13 e do Teorema 12.

provar o item (i) observemos que

1 ¢ o1
vi(t) = uo—l—m/o(t—s) Buyds

i taBuo
u
* " al(a)

e usando as propriedades da funcao gama, Proposicao 8, obtemos

t*B

Ul(t> = U + m

Ug-

Agora, calculando vy(t), temos

1 [ -
va(t) = uo+m/o(t—s) Bui(s)ds

1 K s*B
— - t_ O{*lB - d
u0+F(a)/0< s) [u0+r(a+1)u0] s
1

1 t t
= - t— O‘_I‘B d - t — a—1 CVBQ d
UO+F(a)/O( s) Up S+F(Q)F(a+1)/0( s)* s Uupds
2

= wug+ ﬁ/o (t — 5)* ' Bugds + WZH‘U/O (1-— %)a_l (;)a BQuOT

1 t . t2o¢ 1
_ — s\ 1B 1 — a—1 _a B2
u0+—F(a)/0(t s) u0d8+—F(a)F(a+1)/0( s)* 7 s%ds B uyg
4 /t(t )\ Bugds + — - B(a+1,a) B?
= U+ —— -3 upds + ———B(a +1,a) B*u
" T(e) Jy " T (a+ 1) ’

taBUO (taB)Quo
all(a)  TQ2a+1)

Prosseguindo por inducao, obtemos

tO‘B =0,1,2
Fka—i— =0,1,2,....
Dessa forma, temos
= (t*B)*
t) = lim v, =: E,1(t*B
u(t) nl_{gov £ m+1 1(t"B)ug

Observagao 10. Como
1B <IB|", ¥neN
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temos

—~ (t*B)" — lt*Bl" < |ltB|"
< < = Eo([t*B)).
; I'(na+1) ;} I'(no+1) nZ:% I'(na+1)
Assim, esta bem definida a fungdo E,1(t“B) que associa cada t > 0 ao operador linear
I‘ (na —i— 1)

No entanto, diferentemente do caso quando Dj* = E em (3.1), a familia de operadores

{E01(t*B)}+>0 nao possui a propriedade de semigrupo, isto ¢, nao ¢ verdade que

limitado

Eo1((t +8)*B) = Ea1(t*B)E,1(s*B), V t,s > 0.

3.2 Operadores de Mittag-Leftler

Nesta secao, apresentamos o principal operador deste trabalho. Na secao anterior
provamos que se B : X — X é um operador linear limitado, entdo E, ;(t*B)u, ¢ a tnica

solugao da equacao diferencial fracionaria

cDfu(t) = Bu(t), t>0
’LL(O) =ug € X.

Na presente se¢do, estudaremos o caso um pouco mais geral que (3.1). Para isso, precisa-

mos da seguinte defini¢ao:

Definicao 23. (Definigao extraida do artigo [4]) Um operador A : D(A) C X — X &
chamado de operador setorial quando for linear, fechado, denso e existirem ¢ € (7/2, )
e N > 1 tais que

Soi= A€ C: |arg(V)] < 6, A £ 0} C p(A),
N
Al

Neste caso, dizemos que A é um operador setorial de angulo ¢.

I =47 < = YA€ S,

Agora, considere o seguinte problema

cDfu(t) = Au(t), t>0

onde a € (0,1), ¢D{ é a derivada de Caputo e A : D(A) € X — X é um operador

setorial. O primeiro resultado é a definicao da familia de operadores de Mittag-Leffler
{E4(t*A), By o (t*A) }i>o0.
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Observagao 11. Na demonstracao do préoximo resultado, usaremos

1 A
— [ SZan=1,

210 J g A
onde Ha = Ha(e,0), com € > 0e 6 € (7/2,7), ¢ um caminho de Hankel dado. Para uma

demonstragao detalhada, o leitor pode consultar o Exemplo 3.3 da referencia [10].

Teorema 14. Se o € (0,1) e A : D(A) C X — X € um operador setorial de dngulo
¢ € (w/2,7), entdo as fungoes

21
tlfa

E.(t°A) = i/ ALY — A) AN, > 0
Ha
(3.4)

B (t%A) = / MO — A)ldA, £ >0
Ha

2

( onde Ha € qualquer caminho de Hankel (Veja (2.3)), contido em Sy.) estao bem defini-

das. Além disso, existe uma constante M > 0 tal que
|Eo(t*A)|| <M e ||Eya(t*A)|| < M para todo t >0

Demonstragao. Primeiramente, vamos mostrar que para todo ¢t > 0 o resultado ¢ valido.
Para isso, fixemos ¢t > 0 e considere 7/2 < 0 < ¢ , e =1/t e Ha = Haf(e, #) o caminho de
Hankel. Agora, vamos estimar a fungéo ||E,(t*A)|| sobre cada caminho Ha; que compoe
Ha:

e Sobre Ha; temos

1 1 R .
omi [, eom—aar|| = gL [ e sty et - 4yt
1 B o .
S . lim |6tse ||8619|a—1||( (Seze)a o A)_IHdS.

2T R—ro0 ¢

Como « € (0,1) e Ha; C Sy, temos
; N
[((se”)* — A)7| < S—a,v s € [e, R|

0
tse | — etSCOSQ‘ Dessa,

pois A é um operador setorial. Observemos também que |e
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forma, temos

1 A 1 1 N f 0 1
—/ AT — A)7HdA ] < — lim glscost ga—lg=a g
27'['2 Hay 27T R— 00 €
N R
S ~  lim ets cos edS
2me R—oo J,
N ets cosf1 R
= — lim
27€e R—o0 ltcos@] .
— N |:< lim etRCOSG) _ etecose]
2met cos ) L\R—o0 '

Usando agora o fato de cosf < 0, pois 6 € (7/2,7), e de e = t~!, obtemos

e Sobre Has, usando argumentos semelhantes ao caso anterior, obtemos

1
_/ eAtAa_l(Aa—A)_ld)\H <
Haq

27

Necos@
27(—cosf)

1 At ya—1 -1 1 /9 tee’s [ isya—1 -1, i
_ b A — A d\ _ €e LERYo! iy A is ]
‘ 57 /Haze ( ) o _96 (ee™)*( (ee™) ) ee*ds
9
< i tscos(s)ea—lﬁeds
2 J_g €“
0
— E eos(s) 1o < 9&
2m J_ us

e Sobre Hag é andlogo a Ha,.

Dessa forma, escolhendo M > 0 como o maior dos trés limitantes encontrados acima,

Observe que o limitante M obtido depende de ¢, pois o caminho de Hankel Ha(e, #) foi

temos .
—/ ML\ — A)‘ld)\H < M.
Ha

271

escolhido de modo que € = 1/t. Sendo assim, precisamos mostrar que o valor da integral
/ AT — A)TLdA (3.5)
Ha

nao depende do caminho de Hankel escolhido. Dados 0 < € < € e 2/m < ¢ < 0 < ¢,
considerem os caminhos de Hankel Ha = Hal(e,0) e Ha' = Ha(€',0'). Para R > ¢
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considere o caminho vz = Ha'y — v1,r — Hag + 72.r, onde

(Ha'R ={\€ Hd : |\ < R/sinf'}
Tr:={s+iR:s e [R/tanf, R/ tan ']}
Hagr :={X € Ha: |\ < R/sinf}

| V2R = {s —iR:s € [R/tanf, R/ tan ']}

A figura 3.2 ilustra o caminho 7g.

—MN.r

Ha'y

2.1

Figura 3.1: Caminho g

A partir de agora, para simplificar a escrita, ponhamos ®(\) = M \*"1(\* — A)~L. Pelo

Teorema 9 obtemos

/ D(N)d\ = 0.

TR

E como vg = Ha’y, — v1.r — Hagr + V2.5, entao

/Ha/ q)md“/ <I>(A)dA:/Ha QI>(A)CM+/ B(A)dA.

Observemos agora que
lim d(N)dN = / D(N)d
Ha

R— 00 Hap
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lim D(N)dN = / D(N)dA.

R— 00
Haly,

Assim, para valer a igualdade

/Ha@(A)dA: /Ha/@(x)cm

¢ suficiente que

lim
R—00

/ BA)A|| =0, j=1,2. (3.6)
Vi, R

Sendo assim, vamos provar (3.6). Temos

/ D(N)dA

— / ekt)\a—l()\a —A)_ld)\
Y1,R

R/tan ¢’ A
= / e (s 4 iR)* I ((s +iR)™ — A)"lds

R/tan6
R/tan¢’ N
< / 65t|s+iR|O‘_1—.a s
R/tan6 ‘S + ZR‘
R/ tan¢’ est
= N —ds
R/tanf 'V 52 + R?
N R/tan¢’ N eRt/ tan 6 eRt/ tan 6’
< = elds = — [ — } .
R R/ tan#6 R t t

Como tan 6, tan 6" < 0, obtemos

lim =0.

R— 00

/ D(N\)dA

De modo analogo, mostra-se para j = 2. Portanto, podemos concluir que a integral em

(3.5) nao depende do caminho de Hankel escolhido, e assim, vale
|Ea(t™A)|| < M,V ¢ > 0.

Agora, mostraremos o caso t = 0. Fazendo uma mudanga de variavel, obtemos

1 1
— | N = A) AN = — [ et (p — AtY)dp, YVt > 0. (3.7)

21 JHa 270 JHa

Como a integral

/ A0 A) 1)
Ha

existe, segue de (3.7) que
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o 1 e
Ea(O A) - 2—7” . Xd)\ Id

1 A
— [ SZan=1,
27TZ Ha )\

Pela Observacao 11, temos

e assim, concluimos que F,(0*A) = Id. Portanto,
|EL(t*A)|| < M,V t>0.
De modo analogo, obtemos também
| Eaa(t®A)|| < M, ¥ t>0.

]

Proposicao 14. Considerando vdlida as mesmas hipdteses do Teorema 14. E,(t*A) é

fortemente continua, isto €, para cada v € X temos
lim ||Eu(t*A)z —z|| = 0. (3.8)
t—0+

Demonstragao. Como | E,(t*A)|| < M, para todo ¢ > 0, ¢ suficiente mostrarmos que
(3.8) vale para todo z € D(A). Dado x € D(A), para todo ¢t > 0 temos

E,(t*A)r —z = = MATEHAY — A)rrd) — L d\
“ rTer= 271 Hae o 210 J e /\x

1

= — [ M= A) = Az dA
211 Ha
1

= 5= MY — AT ATH A — A) A — A)]zd)
T JHa
1 At -1 -1 -1

= — A — A) AT = ATH A — Az dA
3t f, O = AT (A = A
1

= — [ M= AT A Az d)

21 Ha
1 a -1 -1
RN ORES
21 J g, t t t
Segue dessa igualdade, que

1 Nt*||A
||Eo(t*A)x — z|| < o /H eRe(“)#dw < C||Azx||tY, Yt >0,

onde
1 eRe (1)

B % Ha |“|a+1 d|u|
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¢ finito (para uma demonstragao desse fato, veja [10] pagina 70). Portanto, (3.8) segue

da tultima desigualdade. O

Proposicao 15. Considerando vdlidas as mesmas hipoteses do Teorema 14. Dado x € X,

temos
L{E,(t*A)x}(A\) = X* T\ — A)7 1y
LT B, o(t*A)zy(\) = (A — A) 7z
Demonstracao. Veja [2], Teorema 2.43. O

Proposicao 16. Mesmas hipdteses da Teorema 14. Para todo uy € X a fungao u(t) =

EL(t*A)ug € analitica e é a unica solugao do problema (3.3).

Demonstracao. Veja [2]|, Teorema 2.44. O

3.3 O Problema Abstrato de Cauchy

Nesta secao apresentamos os principais resultados deste trabalho. Considere o pro-

blema abstrato de Cauchy

cDfu(t) = Au(t) + f(t,u(t)) t>0
U(O) =up € X.

(3.9)

onde a € (0,1), ¢D{ é a derivada de Caputo, A : D(A) C X — X é um operador setorial

e f:]0,00) x X - X & uma fungdo continua.

Definigao 24. Seja u : [0,00) — X uma fungao continua. Dizemos que u é uma solugao

branda global de (3.9) se satisfaz a seguinte equagao
t
u(t) = E (t*A)ug + / (t—8)* ' Eyu((t —8)*A) f(s,u(s))ds, ¥Vt > 0. (3.10)
0

Este conceito é baseado na seguinte construgao: Suponha que u : [0,00) — X satis-
faz a equacdo (3.9). Entao aplicando o operador fracionario de Riemman-Liouville J¥

(Defini¢ao 19) em ambos os lado da equagao (3.9), obtemos

w(t) —u(0) = JXAu(t) + JXf(t, u(t))

Sou(t) = uo—i—ﬁ/o (t—s)alAu(s)ds+ﬁ/o (£ — 5)* (s, u(s))ds, ¥ ¢ > 0.
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Agora, aplicando a transformada de Laplace na igualdade acima, temos

i) = 2+ %Aam - % Fu)(\)

= AN = upA* 4+ Aa(\) + flu)(N),

—

onde f(u)(A) = L{f(s,u(s))}(N). Assim, para A* € p(A), segue que

—

a(A) = XN = A) g + (A = AT [F(u)(V)].

Portanto, pelo Teorema 5 e Proposicao 15, obtemos
t
u(t) = Eo(t*A)ug + / (t —8)* ' Eua((t — 8)*A) f(s,u(s))ds, Vt>0.
0

Motivados por essa discussao, adotaremos as seguintes definigoes:
Definicao 25. Seja 7 > 0.

(i) Chamamos a fungao u : [0, 7] — X de solucao branda local de (3.9) em [0, 7] quando

u é continua e satisfaz a equacao
t
u(t) = Eo(t*A)ug + / (t — 8)* ' Eua((t —8)*A) f(s,u(s))ds, ¥V t €[0,7].
0

(77) Dizemos que a func¢do w : [0,7) — X & solugdo branda local de (3.9) em [0, 7)
quando, para todo 7" < 7 positivo, u : [0,7] — X é solugao branda local de (3.9)

em [0, 7'].

Defini¢ao 26. Dizemos que uma fungao f : [0,00) x X — X ¢é localmente Lipschitz na
segunda variavel, uniformemente com respeito a primeira variavel, se para todo x € X
fixado, existe uma bola aberta B,, que contém x, e uma constante L > 0, que depende

da bola B,, tais que
1f(t,2) = f )l < Ll|z =yl

para todo z,y € B, et € [0, 00).

Teorema 15. Suponha que no problema (3.9) a fung¢ao continua f : [0,00) x X — X
€ localmente Lipschitz na sequnda varidvel e uniformemente com respeito & primeira.

Entao, existe to > 0 tal que (3.9) tem uma unica solugao local branda em [0, to].

Demonstragao. Sejam r > 0, B, (r) a bola de centro ug com raio r e L > 0 a constante
de Lipschitz de f associada & bola B, (r). Fixemos € (0,r). Sejam M > 0 a constante
dada pelo Teorema 14, isto é, M = sup,sq || Faa(t*A)|| € C = supepo 4 [|.f(5, u0)|- Agora,
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pela Proposigao 14, podemos escolher ¢5 > 0 tal que

N

%(Lﬁ + C)to
o

|| Eo (t* A)ug — uol| < g Yt e[0,t).

Considere K := {u € C([0,to]; X) : w(0) = ug e ||u(t) — up|| < B, para todo t € [0, o]}
Assim, K é completo, ja que é um subconjunto fechado de um espago de Banach, e nao-
vazio, pois u(t) = uy € K. Agora definimos para cada u € K, a fungao Tu : [0,tg] — X
dada por

Tu(t) = E(t*A)ug + /0 (t—8)* ' ELa((t — 8)*A) f(s,u(s))ds.

Afirmamos que T'(K) C K. De fato, dado u € K temos diretamente que Tu(0) = ug e
Tu € C([0,to]; X). E para mostrar que ||Tu(t) — up|| < 8 para todo t € [0, o], observe

que
1 Tu(®) —uol| = |[Ea(t®A)uo + /O (t =) " Baal(t = s)*A) f(s, u(s))ds — uo|
< [[Ea(tA)ug — uol| + /O (t =) M| f(s.u(s)) = f(s,uo)ll + [ (s, u0)||ds

e como f é localmente Lipschitz na segunda variavel e u € K, obtemos

t t
ITu(t) — uo| < §—|—ML/(t—s)a_lHu(s)—u0||ds+MO/ (t— 5)*1ds
0 0
MLBt*  MCt™ M
< DM MO P Mo <8, Ve 0.t

Provando assim, a nossa afirmacao.
Mostraremos agora que o operador 7" : K — K ¢é uma contragao. Dados u,v € K e
t € [0,1], temos

t

| Tu(t) = To()]| = (t = 8)" " Ega((t = 8)*A)[f(s,u(s)) = f(s,v(s))]ds

< M / Y1 (s u(s)) — £ (s 0(s)]|ds.

Como u(s),v(s) € By, (r), para todo s € [0,t], podemos usar a hipdtese assumida sobre a
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funcao f para concluir que
t
1 Tu(t) = To(®)]] < ML/ (t = )" Hu(s) = v(s)[|ds
0

s€[0,to]

M Lty
— sup [u(s) —v(s)].

Q&  s€l0,to)

< ML( sup ||U(S)—U(S)||>/O(t—S)"‘_ldS

Dessa forma, pela escolha do ¢ty > 0, obtemos

ITu(t) = To(o)ll < 5 sup [fu(s) ~v(s)]], ¥ 1 € 0.1
s€[0,to]
Segue-se da expressao acima que T : K — K é uma contragao.

Portanto, pelo Teorema 12, existe u € K tal que Tu(t) = u(t), para todo t € [0, to].
Isto mostra a existéncia de uma solugao branda local u : [0,%)] — X de (3.9) em K.
No entanto, nada nos garante que u é a unica solu¢ao em C/([0,%0]; X). Sendo assim,
precisamos mostrar a unicidade da solugao nesse espaco.

Suponha agora que v : [0,%y] — X é uma solugdo branda local de (3.9). Existe entao
T > 0 tal que

llo(t) —wol| < B/2<r, YVtel0,T], (3.11)

ja que ||v(0) — up|| = 0(Veja item (i) da Defini¢ao 25.) e v é continua. Assim, obtemos

que v(s),u(s) € By, (r) para todo s € [0,T]. O que implica

[o(t) —u(®)]] = /O (t = 5)" " Eaal(t = 5)*A)[f(s,v(s)) — f(5,u(s))]ds

< M / (t— 5)* L | f(s,0(s)) — F(5,u(s))] ds

< ML/O (t = $)° o(s) — u(s)|| ds, ¥ t € [0,T].

Logo, podemos usar o Teorema 10, com b = ML, 0 = 0 e h(t) = |Jv(t) — u(t)||, para
concluir que v(t) = wu(t) no intervalo [0,7]. Considere agora o subconjunto da reta
H ={T € (0,t] : v(t) = u(t), VYt € [0,7]}. Vimos acima que H é nao-vazio. Entao,
existe d = sup H < tg. Suponhamos que d < ty. Como v(d) = u(d), pois v(t) = u(t) em
[0,d), existe d < T < tq tal que

lo(t) —u(®)l| < 8/2, vt €[0,T],

pois |[v(d) —u(d)|| =0 e v = w em [0,d]. Do mesmo modo como fizemos anteriormente,

obtemos v(t) = u(t) em [0,7]. O que é uma contradigao, pois T' € H e T" > d. Esta
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contradicao mostra que tem que ser sup H = 3, o que implica v = u. Portanto, u é a

tinica solugdo branda local de (3.9). O

Definigao 27. Seja u : [0,t9)] — X uma solu¢ao branda local de (3.9). Se t; > ¢y e
v :[0,t1] — X é uma solugao branda local de (3.9) em [0, ¢;], entdo dizemos que v é uma

continuagao de u em [0, ;].

Teorema 16. Seja f : [0,00) x X — X como no Teorema 15. Se u : [0,tg] = X € uma
solugao branda local de (3.9) em [0,to], entao existe uma tnica continuagao u* de u em

algum intervalo da forma [0,to + 7|, 7 > 0.

Demonstragao. Seja u : [0,tg] — X uma solu¢do branda local de (3.9) em [0, ¢o],. Como
[ & localmente Lipschitz, existem 7 > 0, uma bola B = By,)(r) de centro u(ty) e raio r,

e L a constante de Lipschitz de f associada a bola B. Fixemos 8 € (0,7). Sejam

C = sup Hf(S,U(to)H),

s€[0,to]

D= sup |[|f(s,u(s)l),

s€[0,to]
M = { sup [EueA). - sup |Eaa(t*A)] .
>0 >0
Agora, podemos escolher 7 > 0 satisfazendo as seguintes condigoes:
[ HEa(taA>U0 — Ea(toaA)U()H S 6/4

L+ 0y </
MD
o it = Bl = $)4) — Fual(to = 5)"A))f(s,uls)lds < 5/4,
Yt € [to, to + 7]

[t — (t — to)* — ] < B/4, ¥ t € [to,to + 7]

Consideremos o conjunto

K :={we C([0,ty +7]; X) : w(t) =u(t) paratodot € [0,
e llw(t) — u(to)|| < B para todo t € [tg, to + 7]}

eT: K — C([0,ty + 7]; X) dado por

Tw(t) = E,(t*A)ug +/0 (t —8)* ' Eya((t — 8)*A) f(s,w(s))ds, t € [0,t + 7).
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Verifiquemos que T'(K) C K. Dado w € K, temos Tw = u em [0, to]. Porque w(t) = u(t)

em [0, %] e u é a solugdo branda local para (3.9) em [0, to], e assim,

Tw(t) = Eu(t"A)uy + /0 (t—8)* 'Eyu((t—8)*A) f(s,w(s))ds
= E,(t"A)uy + /0 (t—8)* ' Eyu((t —8)*A) f(s,u(s))ds = u(t).

Agora, se t € [to,to + 7], temos

ITw(t) — ulto)| = |Ealt® Ao + / (t — )% Bl (t — 5)*A) f (5, w(s))ds
~ Bu(te® Aug — / (to — 8)" Eual(to — 5)°A) (5, w(s))ds],

pois w(s) = u(s) em [0,¢y]. Agora, adicionando e subtraindo

[ o= 9 Bt~ 977 ) 5wl

0

no lado direito da igualdade acima e usando a desigualdade triangular, obtemos
[Tw(t) —ulto)|| < I+ Lo+ Is + Iy,

onde

Il = ||Ea(tO‘A)u0 — Ea(toaA)U()H
L - / (t— ) B a((t — 8)*A) f(s, w(s))ds

to

Iy = /0 [(t = 5)"" = (to — 5)" ' Eaal(t — 5)"A) f(s,w(s))ds

Iy = /0 O<t0 - S)Oﬁl[Ea,a((t o S)O[A) B Ea,a((t() - S)QA)]f<va<S>>d5 )

Assim, pela escolha de 7 > 0, temos [; < /4, para j = 1,2,3,4. Portanto, ||Tw(t) —
u(to)| < B

De forma similar, como foi feito acima, verificamos que

MLT*
sup [[w(s)—v(s)|| <
s€[0,t0+7]

[Tw(t)=Tv@)] <

sup  [lw(s)—v(s)[l, V't € [0, to+7],
s€[0,t0+T7]

DN | —

quaisquer que sejam w,v € K. Portanto, T é uma contragao e pelo Teorema 12 existe
um tnico uv* em K que é ponto fixo de 7. Da mesma forma como foi feito ao final da

demonstragao do Teorema 15, obtemos que u* é a tinica continuagao de u em [0, ¢o+7]. O
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O proximo resultado sera usado na demonstracao do Teorema 17.

Lema 2. Sejam w € (0,00), u: [0,w) = X uma fungao continua limitada e f : [0,00) X
X — X também uma fungao continua limitada. Se (t,)nen € uma sequéncia de pontos no

intervalo [0,w) que converge para w, entao

tn
i [t = ) Bt = 9°4) = B )" ) .u(s)lds = 0
Demonstragdo. Sejam M = sup;s || Eaa(t*A)|| € C = supygo . | f (s, u(s))[|. Dado € > 0,

fixemos 0 < 8 < w tal que
M_C( B < €
o “ -2

Como lim,,_,, t,, = w, podemos escolher N € N tal que

e t, > [ para todo n > N.

B
o /0 (tn — 8)* [ Baa(tn — 8)*A) — Eqo((w — 8)*A)]f(s,u(s))||ds < €/2, ¥ n > N.

Assim, para n > N, temos

/0 (tn = ) (b — $)°A) — Eual( — )" A)]f (s, u(s))|[ds =
B8
/0 (tn — ) [ Bu (tn — 5)°A) — Eua (w0 — 5)*A)]f (s u(s))||ds +

/ﬁ (= ) (b — 8)°A) — Eaal(w — ) A)]f (s, u(s)) [ds <

tn MC
%—I—MC/B (tn—s)o"lds§§+7(w—ﬁ)a<e.
Portanto, o Lema estd demonstrado.

]

Teorema 17. Seja f:[0,00) x X — X como no Teorema 15 com a hipdtese adicional de
que a imagem de conjuntos limitados sao limitados. Nestas condigdes, ou o problema (3.9)
tem uma solugdo branda global em [0,00) ou existe w € (0,00) tal que u : [0,w) — X €

uma solugao branda local em [0,w) tal que u ndao pode ter uma continuagao e, além disso,

temos
lim sup ||u(t)|| = oco.
t—w™
Demonstragao. Considere o conjunto H := {7 € (0,00) : Existe uma tnica fungao u, :

[0,7] — X que é solugao branda local de 3.9 em [0, 7]}. O Teorema 15 garante que H é

nao-vazio. Sendo assim, seja w = sup H < co. Para cada t € [0,w) existe 7 € H tal que
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t < 7, e dessa forma, podemos definir u(t) = u,(t). Afirmamos que u esta bem definida e é
solugao branda local de (3.9) em [0, w). De fato, para provar a nossa afirmagao precisamos
mostrar que o valor de u(t) ndo depende da escolha de 7 € H. Sendo assim, sejam 7 e
7' em H tais que t < 7,7". Sem perda de generalidade, podemos supor 7 < 7/, e dessa
forma, u, e u, : [0,7] — X sdo solugdes brandas locais de (3.9) em [0, 7]. Pelo Teorema
15, temos u,(t) = u(t). Logo, u : [0,w) — X estd bem definida. O fato dessa funcao ser
a solucao branda local em [0,w) segue de sua propria definigao.

Agora, observe que temos duas possibilidades mutuamente excludentes: ou w = oo, e
nesse caso u seréa solugao branda global, ou w < co, e nesse caso u é uma solucao branda
local em [0, w).

Portanto, para finalizar a demonstracao, precisamos mostrar que se w < oo entao

lim sup ||u(t)|] = oo.
t—w™
Assim, com propoésito de chegar a uma contradicao, suponha que exista uma constante
positiva C' > 0 tal que ||u(t)|| < C para todo t € [0,w). Sejam (¢,)neny umMa sequéncia em
[0,w), com t, = w,

M = { sup [E,@ ). sup [Euae )]}
>0 £>0
e D = sup,e) llf(s,u(s))|| (Observe que [0,w) x {u(t) : t € [0,w)} C [0,00) X X ¢

limitado, entao a hipotese adicional sobre f implica D < o0). Dado € > 0, pelo Lema 2

podemos escolher N € N tal que, se n,m > N, nés temos

[t, — 1 |aMD <<
n m Q — 57
MD

|tna - (tn - tm)a - tma|T S

[ Ea(tn® A)uo — Ea(tn" A)uol| <

I

Tl ot

/D (= 9 Bl (ta — )7 4) — Bual(w — )" A1 f (s, u(s))llds <

Y

[S28 e

A%%—$“mewm—ﬁﬂwJ%Jw—wﬂmbm@mwég
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Agora, para n,m > N, digamos t,, > t,,, segue que

Hu(tn> - “(tm)” = ||Ea(tnaA)U0 - Ea(tmaA)UO
+ /0 (t, — s)a_lE%a((tn —5)*A) f(s,u(s))ds
+ /0 (b = ) B (b — 8)*A) (5, u(s))ds].

Adicionando e subtraindo

/ "y = ) B (b — ) A) (5, u(s))ds
0
no lado direito da igualdade acima, e depois usando a desigualdade triangular, obtemos
[ultn) — u(tm)l] < [|Ea(tn® A)uo — Ea(tm® A)uoll + Iy + Iz + I,
onde
Bi= [ = Bl = 5" A7 o s < o~ 1l 22,
(tn = ) I[Baal(te — 5)*A) = Eaa((tm — 5)*A)]f (s, u(s))l|ds

(tn — S)a_1||[Ea,a((tn —s)*A) — Ea,a((w —5)*A)f(s,u(s))lds

+ /0 (b= 9 Baal(tn — $)74) — Eaa((@ — )" A)]f(s,uls))|ds
/0 (tn = ) l[Eaal(ta — 5)"A) = Eaal(w — 5)*A)|f(s,u(s)) | ds
/0 (tm = )" [ Eaa((tm — 5)*A) = Baa((w — s)*A)|f (s, u(s))llds

tm
Iy = / [(tn = 5)" 7" = (tm — 8)* ] | Eaa((tm — 5)* A) f (5, u(5)) | ds
0
<t — () — )™ —
St (h— ) — £
Portanto, pelas estimativas acima, obtemos
|u(tn) —u(tn)] <€ Vn,m>N.

Isto mostra que a sequéncia (u(t,))neny ¢ uma sequéncia de Cauchy em X, e consequen-
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temente, existe u,, € X tal que wu(t,) — u,. Assim, podemos estender u sobre [0, w]
obtendo

u(t) = Eo(tA)ug +/0 (t— s)a_lEa,a((t — )% A)f(s,u(s))ds, V¥t € [0,w].

E entao, pelo Teorema 16, podemos estender a solucao u para um intervalo maior que

[0,w], 0 que contradiz a defini¢ao de w. O
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