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Resumo

Neste trabalho, apresentamos alguns resultados de ergodicidade intrinseca para
uma classe de sistemas parcialmente hiperbdlicos, ou seja, a classe possui apenas uma
medida de entropia maxima.

Primeiro, discutimos sobre o trabalho “Intrinsic Ergodicity of Partially Hyper-
bolic Diffeomorphisms with Hyperbolic Linear Part” devido a Ures, R. Ele mostrou que
qualquer difeomorfismo (absolutamente) parcialmente hiperbélico de T® homotépico a um
automorfismo hiperbdlico ¢ intrinsecamente ergédico.

A seguir, nés falamos sobre o artigo “Maximal Entropy Measures for Certain
Partially Hyperbolic, Derived from Anosov Systems” devido a Buzzi J., Fisher T., Sam-
barino M. e Vasquez C. Neste trabalho, eles provaram que a classe dos difeomorfismos
robustamente transitivos descritos por Mané sao intrinsecamente ergédicos. De fato, eles
previram que seu método se aplica a varias classes de sistemas que sao similarmente de-
rivados de Anosov, por uma isotopia, a saber, um exemplo misto de Mané e outro obtido

através de uma bifurcacao de Hopf.

Palavras-chave: Entropia, Ergodicidade Intrinseca, Derivado de Anosov.



Abstract

In this work, we present some results on intrinsic ergodicity for a class of parially
hyperbolic systems, that means, the class has only one maximal entropy measure.

First, we discuss about the work “Intrinsic Ergodicity of Partially Hyperbolic Dif-
feomorphisms with Hyperbolic Linear Part” due to Ures, R. He showed that any (absolu-
tely) partially hyperbolic diffeomorphism of T3 homotépic to a hyperbolic automorphism
is intrisically ergodic.

Next, we disseus about the article “Maximal Entropy Measures for Certain Par-
tially Hyperbolic, Derived from Anosov Systems” due to Buzzi J., Fisher T., Sambarino
M. e Véasquez C. In this paper, they proved that the class of robustly transitive diffeo-
morphisms desoribed by Mané are intrinsically ergodic. In fact, they preved that their
method applies to several class of systems which are similarly derived from Anosov, by an

isotopy, namely, a mixed Mané example and one obtrained through a Hopf bifurcation.

Keywords: Entropy, Intrinsic Ergodicity, Derived from Anosov.
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Introducao

Em 1865, um dos pioneiros fundadores da Termodinamica, Rudolf Clausius, in-
ventou a palavra entropia. A segunda lei da Termodinamica afirma que, quando um
sistema isolado passa de um equilibrio a outro, a entropia do estado final é necessaria-
mente maior do que a entropia do estado inicial. Na teoria dos sistemas dinamicos, a
entropia ¢ uma medida do grau de “desordem” do sistema.

Toda aplicacao continua definida num compacto possui medida de probabilidade
invariante e é de interesse saber o comportamento do sistema do ponto de vista pro-
babilistico para certas medidas consideradas naturais. As medidas de maxima entropia
sao medidas que captam subconjuntos invariantes para a aplicacao f : M — M onde a
aplicacao se comporta com maior complexidade. O expoente central de uma medida inva-
riante é a taxa média de crescimento exponencial da derivada na direcao E° com relacao
a esta medida.

Os resultados de W. Cowieson [8] e L.-S. Young [27] nos dizem que todo sistema
parcialmente hiperbdlico com dire¢ao central unidimensional é expansivo e em particular
possui medida de maxima entropia. Embora a existéncia ja seja fornecida por esses
resultados, nosso método se dé imediatamente como uma consequéncia das propriedades
da semiconjugacgao de f com sua parte linear.

Trataremos da unicidade das medidas de maxima entropia. Os sistemas que tém
essa propriedade foram chamados por B. Weiss [26] de intrinsecamente ergddicos.

No primeiro capitulo, sao introduzidos conceitos e resultados basicos, dentre eles,
nocoes de hiperbolicidade, que serao necessarios para a compreensao do texto.

No Capitulo 2, abordamos os conceitos e principais resultados de entropia métrica
e entropia topoldgica. Na primeira, definimos a entropia introduzida por A. Kolmogorov
e desenvolvida por Y. Sinai [23]|, baseada em uma transformacao relativa a uma pro-
babilidade invariante, e na segunda, definimos a entropia segundo R. Bowen [4] e E.
Dinaburg [9], baseada na dispersao de 6rbitas de mapas uniformemente continuos com
espaco métrico nao necessariamente compacto. Mostra-se ainda a relacao entre esses dois

conceitos, dada pelo Principio Variacional.



No Capitulo 3, provou-se que qualquer difeomorfismos parcialmente hiperbélico
f em T® homotépico a um automorfismo hiperbdlico A é intrinsecamente ergédico. Para
isso, provamos algumas propriedades da semiconjugagao h entre f e sua parte linear, e
mostramos como as propriedades de h e da férmula de Ledrappier-Walters [16] implicam
a unicidade da medida de méxima entropia.

No Capitulo 4, tratamos a equidistribuicao de pontos periddicos para um ho-
meomorfismo expansivo com a propriedade de especificacao, generalizando para algumas
extensoes bem-comportadas de tais sistemas.

No Capitulo 5, analisamos medidas de maxima entropia, e uma nocao relativa
de estabilidade, para uma classe de difeomorfismos nao-Anosov robustamente transitivos
baseado no exemplo de Mané. Nosso método se aplica a alguns sistemas derivados de
sistema Anosov (sistemas que sao C%-préximos de um sistema Anosov e obtidos de um

certo tipo de perturbagao).



Capitulo 1
Preliminares

Apresentaremos neste capitulo alguns conceitos e defini¢bes basicas, em particu-

lar, nogoes de hiperbolicidade que serao utilizados ao longo do texto.

1.1 Hiperbolicidade

Suponhamos que f : M — M é um difeomorfismo e M é uma variedade Rieman-

niana compacta.

Definigao 1.1.1. Um conjunto fechado A C M invariante por itf € dito hiperbolico se
existe C' >0, XA € (0,1) e para todo = € A existem E*(x), E*(x) C T, M tais que:

1. T,M = E*(z) @ E%(z);

2. || dffot ||[< CX || v® ||,Vv® € E*(z) en > 0;

3| df; et ||[< CA || o™ ||, Yo' € E*(z) en > 0;

4 N dfs B2 (2) |= E*(f(2)) e[| df: E"(2) |= E"(f(z)).

E possivel mostrar usando os itens da defini¢ao acima que os subespacos E*(x) e

E"(x) variam continuamente com relacao a x € .

Definicao 1.1.2. Dizemos que um difeomorfismo f : M — M € de Anosov se M for um

congunto hiperbolico para f.

Seja SL(Z,n) o conjunto das matrizes com entradas inteiras e determinante igual
a +1. Note que se A € SL(Z,n), entdao A(Z") C Z". Também temos que A~! € SL(Z,n),
assim A~Y(Z") C Z" e, portanto, A(Z") = Z". Consequentemente, a transformagao linear
A induz um difeomorfismo no toro T" = R™/Z"™. Denotamos este difeomorfismo por fy,
chamado também de Anosov Linear. Ou seja, temos que o diagrama abaixo comuta, onde

7 : R" — T™ é uma projecao canodnica.



™ —T"

fa

2 1
Exemplo 1.1.3. Considere a matriz A = ( L ) . A aplicacio Ty : T?> — T? dada por

Ta([z]) = [Az] € um difeomorfismo de Anosov.

De fato, os autovalores de A sao A\ = %5 e Xy = 3*2\/5. Logo, todo ponto de

T? € um ponto hiperbdlico de Ty. O autoespaco gerado pelo autovetor correspondente ao

autovalor A\ cuja norma é maior que 1 serd o E" e o autoespago gerado pelo autovetor
correspondente ao autovalor Ay cuja norma € maior que 1 serd o E°.

Note que se \ € autovalor de A e v € seu autovalor associado, entao A" € autovalor
de A" e v € seu autovalor associado. Assim, se Df, : Ty M — Tj)M € a aplicagdo de f
no ponto x, entao Df"v = A™v.

Para v € E?, temos:
1 Df™ (%) [I= 1AL v < 2[Ae]™ | 0™ ]
Para v* € E*, temos:
IDf ()l = AT el = I ot fl= Ixe]™ [ o [l< 2[Ae]"[[o ],
pois | o] = |\

Tomando, A = |Xs| e C = 2 na defini¢io 1.1.1, temos que T? é um conjunto

hiperbdlico.

Definicao 1.1.4. Dado um ponto hiperbélico x € M por um difeomorfismo f : M — M

de classe C" definimos:

o We(x) ={y e M;d(f*z,f*y) — 0,k — oo} a variedade estdvel por x;
o We(x)={ye M;d(f*x,f*y) = 0,k — oo} a variedade instdvel por x;

E dado € > 0 denotamos por Wi (z) a variedade estdvel de = de raio €, ou seja,
o We(z) ={y € Myd(f*z,f"y) < e, Vk € N},

e por W¥(z) a variedade instdavel de x de raio €, ou seja,

o W¥(x)={ye€ M;d(f %z, f*y) <eVk € N}.



Figura 1.1: Propriedade de Sombreamento

Em difeomorfismos de Anosov, podemos em cada ponto de M definir as suas
variedades instavel e estavel, obtendo folheacoes instavel e estavel de M que denotamos
por F“ e F®, respectivamente. Entender a dinamica em M, é estudar o que acontece
nas folhas W" e W?¥, as quais podemos mostrar que variam continuamente com x e pela
definicao podemos dizer que f contrai folhas estaveis e expande folhas instaveis.

A partir de agora, assumamos f : M — M difeomorfismo de Anosov e M varie-

dade Riemanniana compacta e conexa.

Defini¢ao 1.1.5. Para d > 0, uma sequéncia de pontos {x; {ijl C M, com j1,70 € Z e
J1 < jo, € chamada uma §-pseudo-érbita de [ se d(f(x;), z;+1) < § para todo j; < i < ja,
1 € Z. Nos dizemos que it f possui propriedade de sombreamento se para todo € > 0, existe

delta > 0 tal que para qualquer d-pseudo-orbita {x; 2 de f, existe y € M satisfazendo

=71

d(f"(y), ) < € para todo j, <i < jo, i € Z (veja Figura 1.1).

Lema 1.1.6. (Lema do sombreamento) Para todo > 0 existe um o > 0 tal que toda
b

a-pseudo orbita {z;};_, em w é -sombreada por um ponto x € w.

Definicao 1.1.7. Dizemos que uma f : M — M ¢é d-expansiva se v,y € M, x & vy,
entdo existe N € N tal que d(f¥z,fNy) > §, § assim sendo é chamado constante de

expansividade da f.

Observagao 1.1.8. Pode-se mostrar que se f é Anosov, entdo f € dg-expansiva, para

algum .
Seja dyp a constante de expansividade de f.

Teorema 1.1.9. Se a = —o0, b = 00 e f < §/2 entdo existe « > 0 tal que o (-
b

sombreamento da a-pseudo drbita {x;};_, € unico.



Demonstragao. A existéncia de « é garantida pelo Lema do Sombreamento. Seja {x;}22_
uma a-pseudo drbita. Suponhamos que y, z sdo dois S-sombreamento de {z;}$°___, assim:

d(f'(y).f'(2)) < d(f'(y), ) + d(z:),['(2)) < B+ B = 28 < 09,Vi € Z,

pela expansividade de f,y = z.

]

Dizemos que f : M — M é transitiva se para quaisquer dois abertos U,V C M
existe n > 0 tal que f*(U) NV # 0.
Definicao 1.1.10. Um difeomorfismo f : M — M ¢€ robustamente transitivo se f ¢é

transitiva e existe uma vizinhanga Vi de f na topologia C* tal que para toda g € Vy é

transitiva.
Corolario 1.1.11. Se f é Anosov transitiva, entdo f é robustamente transitiva.

Na década de 1970, Shub [22] e Mané [17] deram exemplos de difeomorfismos
robustamente transitivos e que nao sao hiperbdlicos, a existéncia de tais exemplos mostra
que s6 a condicao de hiperbolicidade nao serve para a descricao geral dos sistemas. E por
isso que se deve enfraquecer um pouco a condicao de hiperbolicidade, o que culmina no
estudo da dinamica parcialmente hiperbdlica. Que nada mais é que uma definicao mais

fraca de hiperbolicidade.

Definicao 1.1.12. Sejam M e N espagos topologicos. Dizemos que f : M — M e
g : N — N sao topologicamente conjugados se existe um homeomorfismo h : M — N que
satisfaz: goh =hof.

M1

>
>

Em outras palavras, uma conjugagao topoldgica significa que f difere de g por uma
mudanca de coordenada. As conjugacoes sao uteis pelo fato de preservarem propriedades
dinamicas tais como: invariancia, transitividade, entre outras.

A definigao a seguir nos diz que qualquer pequena perturbacao de f tem a mesma

estrutura topolégica de f.

Defini¢ao 1.1.13. Um difeomorfismo f € Diff (M) é estruturalmente estdvel se existe

uma vizinhanga U de f tal que toda g € U € topologicamente conjugada a f.



Teorema 1.1.14. Seja f + M — M wm difeomorfismo de Anosov. Entdo eriste wvizi-
nhanca Vy de f na topologia C" tal que para g € V; existe um homeomorfismo h : M — M
que safisfaz, he f = goh.



Capitulo 2
Entropia

A palavra entropia foi inventada em 1865 pelo matematico e fisico alemao Ru-
dolf Clausius, um dos primeiros fundadores da Termodinamica. Podemos interpretar a
entropia como sendo uma medida do grau de “desordem”de um sistema. Neste capitulo,
apresentaremos alguns resultados desta teoria que precisaremos ao longo deste trabalho.
Na primeira secao definimos a entropia de uma transformagcao relativa a uma probabili-
dade invariante, que foi proposto por Kolmogorov-Sinai [23]. Na segao seguinte daremos
a definigdo de entropia topoldgica introduzida por Bowen [4] e Dinaburg [9], baseada na
dispersao de orbitas de mapas uniformemente continuos 7' : X — X, sendo X um espaco
métrico nao necessariamente compacto. Como sub-secao destacaremos a relagao notavel

entre esses dois conceitos, dada pelo Principio Variacional.

2.1 Entropia Métrica

Esta secao dedicada ao estudo da entropia de uma medida invariante, um conceito
que contém muitas informagoes ergodicas do sistema dinamico. Um aspecto importante
refere-se a distinguir duas transformagoes que preservam medida do ponto de vista de
sua estrutura ergddica: se suas entropias diferem, as transformacgoes sao definitivamente
diferentes do ponto de vista ergddico.

Seja (M, B, 1) um espago de probabilidade. Entenderemos por parti¢aio uma
familia finita ou enumeravel P de conjuntos mensuraveis de M disjuntos dois-a-dois e
cuja uniao tem medida total. A soma PV Q de duas particoes P e Q é a particao cujos
elementos sao as intersecoes PN Q com P € P e Q € Q. Mais geralmente, dada qualquer

familia enumeravel de particoes P,,, definimos:

V.. P.={N P, : P, € P, para cada n}

8



Defini¢ao 2.1.1. Seja P uma parti¢ao finita do espago de probabilidade (M, B, ). Seja
o(z) =xlogx se 0 <z <1 e@(0)=0. Definimos a entropia de P como:

H(P) = = > pep ¢(u(P))

Seja f : M — M uma transformacao que preserva medida e seja P uma particao
de M, entao fP = {f(P): P € P} é também uma partigao de M, para todo j € N.

Definicao 2.1.2. Suponhamos que f : M — M preserva medida e seja P uma partigao,

definimos a entropia h(f,P) de f com respeito da particio P como:
h(f,P) =limg oo LH(\/ =, f7(P))

Defini¢ao 2.1.3. A entropia de uma transformagao f : (M, B, u) — (M, B, 1) que pre-

serva medida se define como:

h,(f) = sup{h(f,P) : P € parti¢ao finita}.

Exemplo 2.1.4. Suponhamos que a medida invariante p estd suportada numa orbita
periédica. Em outras palavras, existe v em M e k > 1 tal que f*(z) = = e a medida u é

dada por:
=100+ @)+ + i)

Neste caso a medida s6 toma um numero finito de valores. Consequentemente, a
entropia H,,(P) também sé toma um nidmero finito de valores quando consideramos todas

as partigoes enumerdveis P. Isto prova que neste caso h,(f) = 0.

Exemplo 2.1.5. Esse exemplo é dedicado a calcular a entropia de uma rotag¢ao R, de
angulo o do cicrulo S* com respeito a medida de Lebesque m. Na verdade, o argumento
que usaremos abaizo se aplica a qualquer bije¢io mensurdvel f : S — ST (ou f : [0, 1] —
[0,1]) que preserve uma dada medida p. Primeiramente, observe que uma particio do
circulo P com k elementos é determinada por uma sequéncia p1, . ..,ps de pontos de S*.

Observe também que se denotamos por pz = f7(p;) entao P" € determinada pelo conjunto

de pontos C" = {(p}) € S;i=1,....,k ej=0,...,n—1}. Note que 1C,, < 1C,,_1 + k,
pois Cp,—Cp_y = {p},...,p}. Assim, podemos deduzir por indugao que §P"™ < kn. Deste

modo:
hu(f,’P) = limw < ﬁ% = lim loikn —0.

Como a escolha de P foi arbitrdria, temos que h,(f) = 0.
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A seguinte proposicao nos diz que a entropia h,(f) é sempre uma funcado afim da

medida invariante p.

Proposicao 2.1.6. Sejam p e v medidas de probabilidades invariantes por uma trans-
formacdo f: M — M. Entao hyyi—iw(f) = thy(f) + (1 — t)h(f) para todo 0 <t < 1.

Demonstragao. Defina ¢(z) = —xlogx, para > 0. Por um lado, como a fungao ¢ é

concava,

o(tu(B) + (1 —t)v(B)) = to(u(B)) + (1 — t)o(v(B))

para todo conjunto mensuravel B C M.
Por outro lado, dado qualquer conjunto mensuravel B C M, como a funcao — log

¢ decrescente, temos que:

o(tu(B) + (1 = t)v(B)) — to(u(B)) + (1 = t)p(v(B)) < —tu(B)logt — (1 = )v(B)(1 —t).
Portanto, dada qualquer particao finita ou enumeravel P, com entropia finita,

Htu+(17t)1/(/P) > tHu(P) + (1 - t)HV(P)

Hyyroew(P) <tH(P)+ (1 —t)H,(P) — tlogt — (1 — t)log(1 —¢).
Consequentemente,
hipt(1-0w(f, P) = thy(f, P) + (1 = )l (f, P).
Segue, imediatamente, que hyur (1w (f) = the(f) + (1 — £)h,(f). Além disso,
Pijr (-t (fs P1 V Pg) > thy(f,Pr) + (1 — )b (f, P2)

para quaisquer particoes P; e Ps.
Tomando o supremo em P; e P, obtemos que Ay, (1—¢) (f) > thu(f)+(1 —t)h(f).
[

Definicao 2.1.7. Sejam p e v medidas de probabilidades invariantes por transformacoes
f:M— Meg: N — N, respectivamente. Dizemos que os sistemas (f,p) e (g,v) sdo
ergodicamente equivalentes se podemos escolher conjuntos mensurdveis X C M eY C N
com (X)=1ev(Y) =1, e uma bijecao mensurdvel ¢ : X — Y com inversa mensurdvel,

de tal forma que:

bu=v ¢ dof=god
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onde ¢.pu(A) = (¢~ (A).

Como veremos na proposi¢ao abaixo, a entropia é um invariante com respeito a
essa relacao de equivaléncia. Isso torna a entropia bastante util em identificar quando

duas transformacoes preservando medida nao sao equivalentes.

Proposicao 2.1.8. Sejam f : M — M e g : N — N transformacoes preservando

probabilidades n em M e v em N. Se (f,n) é ergodicamente equivalente a (g,v), entdo:

Demonstracao. Seja P; uma particao de M. Desprezando um conjunto de medida p nula

podemos supor, sem perda de generalidade, que P; é uma particao em X. Defina:
Py =¢(P1) ={¢(P) C N; P € P1}

Observe que como ¢ é uma bijecao mensuravel, temos que P, é de fato uma
parti¢ao de N. Além disso, utilizando que ¢ o f = g o ¢ vem que ¢(P}') = ¢(Py)" = Py.
Assim, existe uma bijegao entre os elementos de PJ e os elementos de P.

Como pu(P) = ¢(v(P)) para cada P € P}, temos que:

H,(Py) = > —p(P)logu(P)

PPy

= Y —v(¢(P))logv(¢(P))
PPy

= ) —v(Q)logr(Q)
QePT

Assim, vem diretamente que:

hu(f,P1) = h(g, P2).

Como a particao P; de M foi escolhida de modo arbitrario, tomando o supremo

no lado esquerdo da igualdade acima, vem que:

h(f) < u(g).

Aplicando o mesmo argumento com ¢ no lugar de f, vem que:
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O que encerra a prova.
[l

Observacao 2.1.9. Apesar da utilidade clara do teorema acima em determinar quando
duas transformacoes preservando medida nao sao equivalentes, a entropia métrica tem a
limitagao de nao ser um invariante completo para a relagao de equivaléncia que definimos.
Por exemplo, a entropia da medida de Lebesque de uma rotacao € sempre igual a zero.
Porém, rotagoes irracionais nao podem ser equivalentes a rotacoes racionais. De fato,
todas as orbitas de uma rotacao racional sao periodicas, enquanto todas as orbitas de

uma rotacao irracional sao densas.

Agora, vejamos algumas propriedades de sistemas com entropia igual a zero.
Veremos que tais sistemas sao invertiveis em quase todo ponto, se o ambiente é um
espaco de Lebesgue.

No que segue (M, B, u) é um espaco de probabilidade e f : M — M é uma

transformacao mensuravel preservando a medida p.

Lema 2.1.10. Seja P uma particao finita. Entao h(f,P) = 0 se, e somente se, P <
Vo2 f —(P).

O Lema 2.1.10 nos diz que a taxa média h,(f,P) de informacao (relativamente a
partigao P) gerada pelo sistema a cada iteracao é nula, se e somente se, o futuro determina
o presente, no sentido de que a informacao relativa ao iterado zero pode ser deduzida do
conjunto das informagoes relativas aos iterados futuros.

Como consequéncia, obtemos que todo sistema com entropia nula é invertivel:

Proposicao 2.1.11. Seja (M, B, ) um espago de Lebesgue e seja f : M — M uma
transformagao mensurdvel a medida pi. Se h,(f) = 0, entdo (f, 1) € invertével: existe uma
transformacdao mensurdvel g : M — M que preserva a medida j e satisfaz fog = gof = id

em |4 - quase todo ponto.

Demonstragio. Considere o homomorfismo f : B — B induzido por f na &lgebra de
medida de B. Sabemos que f é sempre injetivo.

Dado qualquer B € B, considere a particao P = {B, B}. A hipétese h,(f) = 0
implica que h,(f,P) = 0 entdo, pelo Lema 2.1.10, P < \/j?’ilf_j(P). Isto implica que
P C f~1(B),jad que f~1(P) C f~(B) para todo j > 1. Fazendo variar B, concluimos que
Bc f1(B).

Em outras palavras, o homomorfismo f é sobrejetivo. Entao f ¢ um isomorfismo
de algebras de medida. Entao, existe alguma aplicacao mensuravel g : M — M, preser-
vando a medida p, tal que o respectivo homomorfismo de dlgebra de medida § : B — B é

o inverso de f.
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Ouseja, foj=gof=r1d. Entdo fog= gof =1id, e a prova estdo completa.
]

2.2 Entropia Topolégica

O invariante numérico mais importante relacionado com o crescimento orbital
¢ a entropia topoldgica. Representa a taxa de crescimento exponencial do nimero de
segmentos de orbitas distinguiveis com precisao arbitrariamente pequena mas finita. Em
um certo sentido, a entropia topoldgica descreve, de um modo pouco preciso mas sugestivo,
a complexidade exponencial total da estrutura orbital através de um tinico niimero.

Daremos énfase a definigao de entropia topoldgica segundo Bowen-Dinaburg ([4],[3],

respectivamente), usando a defini¢do de conjuntos geradores e conjuntos separaveis.

Definigao 2.2.1. Sejamn € N ee > 0. Dizemos que F' C X € (n, €)-gerador com respeito
é [ se para todo x € X eziste y € F' com d,(z,y) < €, ou seja,

X CU,er N S B(f1y.0)
Definicao 2.2.2. A entropia topologica de f em termos de conjuntos geradores é:
ha(f) :=lim._y r(€) = lim._ 4 lim,_, sup % log r(n,€),
onde,
r(n,e) = min{fF : F € (n,¢€)-gerador} e r(€e) = lim,_,o0 sup = log 7(n, €).

Definigao 2.2.3. Sejam n € N e € > 0. Dizemos que E C X € (n,¢€)-separado com
relagio a f se x,y € E com x # vy, implica d,(x,y) > €. Ou seja, para cada x € E, o

conjunto (\o—y f " B(f'z, €) ndo contém outro ponto de E.

Definicao 2.2.4. A entropia topoldgica de f em termos de conjuntos separados € definida

por:
hs(f) :=lime,g s(e) = lim._,p lim,,_,, sup % log s(n,¢€),
onde,
s(n,€) = max{tF : E € (n,€)-separado} e s(€) = limy,_,o0 sup = log s(n, €).

A observacao a seguir nos esclarece que a definicao de entropia topoldgica usando

conjuntos separados e a definicao usando conjuntos geradores sao equivalentes.
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Observacao 2.2.5. Sejan € N e e > 0, entdo:

1. r(n,e) < oo. De fato, se X = |J,cx B(z,€), entdo pela compacidade de
X existem x1,79,...,7, € X tal que X = U B(x;,e,n). Assim, temos que F =
{x1,29,..., 2k} € um conjunto (n,e€)-gerador. Portanto, r(n,e) < k.

2. r(n,e) < s(n,e) < r(n,e/2) e, portanto, s(n,e) < co. De fato, se §(E) =
sn(€,X), entao E € (n,€)-gerador. Logo, r(n,e) < s(n,€). Para provar a sequnda desi-
gualdade, consideremos E um conjunto (n,€)-separado, F um conjunto r(n,e/2)-gerador
e defina 0o mapa ¢ : E — F escolhendo para cada x € E um ponto ¢(x) € F tal que
dy(z,0(x)) < €/2. Assim, ¢ € injetora e, portanto, s(n,e) < r(n,e/2).

Assim,
r(e) < s(e) <r(e/2).

Da observagao acima temos que, hg(f) = lim.,y s(e¢) = lim.,, r(e) = hg(f) e,
portanto:
h(f) = huop(f) = ha(f) = hs(f)-
Exemplo 2.2.6. (Mapa de duplicagao) Considere o mapa f : R/Z — R/Z definido por

Tx = 2z(modl). Para k > 1 podemos definir o conjunto:

Fo={2:m=0,...2"—1}.

ok

(onde a cardinalidade é 2¥). Para € > 0 escolha k > 1 tal que 5 < €5

Para n > 1 afirmamos que F, ;o é um conjunto (n,€)-separado. Isso € claro,

. . . _1 .
pois para pontos distintos 5=z, savi=s € Fuyx temos que d(T" ' (5555 ), 5ir ) = d(gir, 521) >
st > €. Assim, s(n,€) > 282,

Paran > 1 afirmamos que F, 1) é um conjunto (n,€)-gerador. Para qualquer x €

R/7Z podemos escolher wit € Fryp com d(z, 5i) < 2k+1§5 Portanto, r(n,e) < 2mHF=1,

Agora sabemos que:

h(f) = hme%()(hmnaJroo sup % lOg 8(77,, 6)) > log 2

h(f) = 1ime—>0(1imn—>+oo sup % log S(n, e)) <log 2
Juntando ambas as desigualdades provamos que h(f) = log 2.

Em seguida, calculamos a entropia de uma isometria, que deve ser claramente 0,
uma vez que a distancia entre os pontos é preservada, de modo que o niimero de orbitas

distinguiveis é constante sob as aplicacgoes de f.
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Teorema 2.2.7. Seja (X, d) um espago métrico compacto e seja f : X — X uma isome-
tria continua, isto €, d(xz,y) = d(f(z),f(y)). Entao, h(f) = 0.

Demonstra¢ao. Como f é uma isometria, temos que d(x,y) = d(f™(z),f"(y)) para todo

n. Assim, s(n,€) nao depende de n. Entao,
h(f) = limeg s(€) = lime, g lim, o sup £ log s(n, €) = 0,

Onde concluimos a prova.

]

Agora vamos provar que a entropia é um invariante topoldgico. Esta propriedade
¢ muito importante porque proporciona um método para calcular a entropia topoldgica.
Observe que a entropia topoldgica nao é facil de ser calculada, porém é possivel em alguns
casos. Logo, se queremos calcular a entropia topoldgica de um sistema dinamico usando
este método, devemos calcular primeiro a entropia topoldgica de um sistema dinamico

conjugado mais simples. Precisaremos do lema a seguir.

Lema 2.2.8. Para um espago métrico compacto (X,d) e um mapa continuo f : X — X

a entropia topologica de f nao depende da escolha da métrica d.

Teorema 2.2.9. Se (X, f) e (Y, g) sao dois sistemas dinamicos topologicamente conju-

gados com conjugagao ¢ 1Y — X, entao h(f) = h(g).

Demonstracao. Seja d uma métrica em X. Seja d’ uma métrica em Y definido como:

d'(y1,y2) = d(¢(y1), d(y2))-

Pelo Lema 2.2.8, o valor de h(g) nao depende da defini¢io da métrica d'.

Agora, considere:

dyry2) = max d(g"(y:). 9°(y2))

= max d(o(¢"(y1)), d(g"(y2)))

0<k<n—1

= max d/(fk(¢(yz))7 gk(gb(yg)))

0<k<n—1

= dn(gb(yl)) ¢(y2))

A segunda igualdade é dada pela definicao de d’ e a terceira igualdade vem do
fato de ¢ ser um conjugacao.

Assim, as distancias em ambos X e Y depende unicamente da métrica d,,. Dado
isso junto com o fato de que ¢ é uma bijecao, bem como conjuntos de coberturas geradoras
e separados devem ter a mesma cardinalidade para X e Y. Segue que h(f) = h(g).

O
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Corolario 2.2.10. Sejam (X, f), (Y, g) sistemas dinamicos com entropias h(f) # h(g).

Entao os sistemas nao sao conjugados.

Exemplo 2.2.11. Seja T? = R?/Z* o toro bidimensional e definimos um automorfismo

linear no toro T : T> — T? por T(z1,x2) = (axy + bxy, cxy + dxs)(modl). Dizemos que

b
T :T?/Z? — T?/7Z?* é hiperbdlico se A = ¢ nao tem autovalores de mddulo 1.

c d
A entropia de um automorfismo hiperbdlico no toro é dado por h(T) =logA;.

De fato, fizemos € > 0. Podemos cobrir T? por e-bolas centrada em um conjunto

finito de pontos {(x1,z), ..., (% %)},
B((a}, 29), €) = {(21,22) € T? : (21, 22) — (w1, 22)| < €}

Em particular, podemos tomar k < ;%.

Em wolta de cada ponto x* = (x},x%),1 = 1,...,k, podemos descrever uma
“caira’:
Clal,zh) ={(z}, 7)) +1+2: —e < a, 8 < €}
~ a b
onde vy € vy sao autovetores para A = Pk (com |vi| = |vg| = 1) correspondente a

A1l > 1 e |Ao| > 1, respectivamente. Para cadan > 1 e 1 <i <k podemos considerar o

subconjunto finito de C(x*) consistindo dos pontos
Ry, ) = {(a1,23) + o 5 = =[] [}

FEste conjunto tem cardinalidade 2[|\|"]|+1. A cardinalidade do conjunto (n, 2€)-
gerador R =5, R(z) ¢ no mdzimo k(2[|\|"] + 1), vemos que este é um limite superior
na menor cardinalidade r(n,€) de conjuntos (n,2€)-geradores. Pelo Teorema 2.2.9 temos

que:

1
h(T) = lim lim —(n,e¢)

e—~0n—+oo N
1 16(2[| A" + 1
< lim lim —log( (2l 12’ ]+1)
e—~0n—+oo N €
= limlog|A\;| = log ||
e—0

)

Para obter a desigualdade reversa, fizremos um ponto (x1,13) € T2, Parae >0 e

n > 1 podemos considerar o subconjunto:
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Rler,a) = {(a}, 28) + 2501+ j = —[A, - D)),

A cardinalidade do conjunto S (n,€)-separado € 2[|M\1|"] + 1 e entdo isso dd um
limite inferior na maior cardinalidade s(n,€) de conjuntos (n, €)-separados. Pelo Teorema

2.2.9, temos que:

1
h(T) = lim lim —(n,e¢)

e—0n—+oco N

1
lim lim —log(2[|A]"] + 1)

e—0n—+oco n

= limlog|A\| = log |\
e—0

v

Assim, temos que h(T) < log|\;| e h(T) > log|\;| provando que h(T) =
log |A;].

Se duas métricas sao equivalentes do ponto de vista topolégico, entao sua entropia

topoldgica é a mesma.

Teorema 2.2.12. Seja d,d’ duas métricas topologicamente equivalentes em X e seja h(f),

B'(f) as entropias topoldgicas de T calculadas com respeito a d,d’, respectivamente. Entdo

h(f) = W(f).

A proposicao a seguir diz que a entropia topoldgica se comporta como seria de se
esperar relativamente a iterados positivos, pelo menos quando a transformagao é unifor-

memente continua.

Proposigao 2.2.13. Se f : M — M é uma transformacgao uniformemente continua num

espago métrico, entao h(f*) = kh(f) para todo k € N.

Demonstracdo. Veja que, d,(f*(z), f*(y)) < dim(z,y). Entao h(f*) < kh(f). Reciproca-
mente, para € > 0 existe d(e) > 0 tal que d(z,y) < d(e) implica que d(f*(z),f"(y)) < €
para i =0,..., k. Entdo r(n,e, f*) > r(km,e f) e h(f¥) > kh(f).

[

Em particular, a Proposicao 2.2.13 vale para toda transformacao continua num
espaco métrico compacto. Por outro lado, no caso de homeomorfismos em espacgos com-

pactos, a conclusao se estende aos iterados negativos.

Proposicao 2.2.14. Se M ¢ um espagco métrico compacto e f : M — M € um homeo-
morfismo, entio h(f~1) = h(f). Consequentemente, h(f™) = |n|h(f) para todo n € Z.
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Demonstragao. Observe que a enésima imagem de um conjunto (n, €)-separado para f é
—1 .
(n, €)-separado para f~' e vice-versa.
]

O seguinte resultado diz que toda a entropia esta contida no conjunto nao-errante,

ou seja, as Orbitas de pontos errantes nao contribuem a entropia topoldgica.

Teorema 2.2.15. A entropia topologica de f € igual a entropia topoldgica de T restrita

ao seu conjunto nao-errante, isto €, h(f) = h(fo(s))-

Mais ainda, se o conjunto nao-errante é um conjunto de pontos periédicos, entao

a entropia topoldgica é zero. Como diz o teorema a seguir.
Teorema 2.2.16. Se Q(f) é um conjunto finito de pontos periédicos. Entao h(f) = 0.

Demonstra¢ao. Suponhamos que Q(f) = {z;,..., 2} onde cada x; é um ponto periddico
com periodo n;. Entao, se N é o minimo multiplo comum entre ni, ns, ..., ng, temos que
f|g(f) = flagyo--.ofey) = 1. Logo, pela Proposi¢ao 2.2.13 e pelo Teorema 2.2.15 temos

que:

NO(f) = h(f ) = h(1) = 0.

2.2.1 Principio Variacional

Seja (X, B, ) um espago de medida, com X um espago métrico completo e B
a sigma &algebra de Borel. Assumamos que i é uma medida de probabilidade, ou seja,
u(X)=1.

Denotamos por M}(X ) o conjunto das medidas de probabilidade p € X que sdo
f-invariantes.

O principio variacional estabelece uma relacao natural entre a entropia topologica
e a entropia relativa a uma medida. Precisamente, ele nos diz que, se f é uma aplicacao

continua e X é um espaco métrico compacto, entao:

h(f) = sup{h.(f); p € M} (X)}.

Dizemos entao que uma medida de probabilidade f-invariante p é uma medida

de mdzima entropia para [ se:

h(F) = hu(f)
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A seguir veremos alguns resultados que serao utilizados nos préximos capitulos,

mas omitimos suas demonstracgoes.

Definicao 2.2.17. Sejam f : X — X eg: Y — Y mapas continuos em espacos métricos

compactos. Um mapa continuo h : X — Y é chamado uma semiconjugacdao se hof = goh

eh(X)=Y.

O teorema abaixo fornece uma relagao entre a entropia de sistemas semiconjuga-

dos.

Teorema 2.2.18. (LEDRAPPIER; WALTERS, [16]) Sejam f e g sistems continuos

semiconjugados como abaizo:

f

X—X
Y Y

Considere v uma medida g-invariante. Entao, vale:

—_—

9

SUDg, ey () = P (9) + [y B, 771 () dv(2)

Teorema 2.2.19. (FORMULA DE BOWEN, [4]) Sejam (X,d), (Y,e) espagos métricos
compactos, T : X = X e S :Y — Y homeomorfismos e m : X — Y continua, tal que

moT = Som, entao:

ha(T) = he(S) + supyey h(T, 77" (y)).



Capitulo 3
Ergodicidade Intrinseca em T°

Um difeomorfismo f: M — M de uma variedade regular fechada M é parcial-
mente hiperbolico se T'M divide-se em trés espacos invariantes, de tal forma que um deles
esta se contraindo, o outro esta se expandindo, e o terceiro, chamado direcao central, tem
um comportamento intermedidrio, isto é, nao tao contrativo quanto o primeiro nem tao
expansor quanto o segundo. A seguir apresentamos esta definicio com um maior rigor
matematico.

Um difeomorfismo f: M — M de uma variedade regular fechada M é parcial-
mente hiperbdlico se admite uma decomposi¢aao nao-trivial D f-invariante do fibrado
tangente TM = FE* @ E°® E", tal que todos os vetores unitarios vJ(c = s,c¢,u) com
x € M satisfazem:

[Defoil| < [|Defool| < | Do fo"||

para alguma métrica Riemanniana adequada. Df também satisfaz: |Df < 1le

IDf el < 1.

Es

Definicao 3.0.1. Duas transformacoes continuas ho,hy : X — Y entre espacos to-
poldgicos sao homotdpicas se existe uma transformacgdao continua h : [0,1] x X — Y
tal que h(0,z) = ho(x) e h(1,z) = hi(x). A transformacgao h é chamada de homotopia

entre ho e hy.

Observacao 3.0.2. Seja f : T" — T" wuma aplicacao continua. Como Z" € o grupo
fundamental de T" temos que [ induz uma transformacao linear f, : Z" — 7Z". Tal
tranformacao linear pode ser pensada como uma matriz L, onde todos os coeficientes sao
inteiros. Tal matriz induz uma transformacao linear Fy, de T™ em T". Agora, dada uma
aplicagao continua g : T" — T™ na mesma classe de homotopia de f, os inteiros relacio-
nados com o numero de voltas que a g vai dar nos lacos geradores do grupo fundamental

de T™ ndo podem ser distintos daqueles induzidos pela f. Assim, a matriz G relacionada
20
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a gy, serd iqual a matriz L e, portanto, a transformacao linear Fg de T™ em T™ também
serd tgual a Fr.

Portanto, cada transformacao do toro f : T" — T™ € determinada a menos de
homotopia pela sua acao f, no grupo fundamental Z*. Esta a¢ao é dada por uma matriz
m X m inteira A que também determina uma unica transformacao linear Fy na classe de

homotopia de f.

Neste capitulo, consideramos difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos com direcao
central unidimensional homotépico a um automorfismo hiperbdlico de T". A principal
questao sera a unicidade das medidas de maxima entropia para esses sistemas.

Neste cendrio, o método usado por R. Ures [25] para fornecer a exiténcia de
medidas de maxima entropia se a diregao central for unidimensional se d4 imediatamente
como consequéncia das propriedades da semiconjugacao h entre f e sua parte linear, em
particular, mostra-se que h sé pode colapsar arcos centrais.

O principal resultado ¢ a unicidade da medida de maxima entropia. Os siste-
mas que possuem essa propriedade sao chamados intrinsecamente ergédicos. O principal

resultado:

Teorema 3.0.3. (Ures) Seja f : T? — T um difeomorfismo parcialmente hiperbdlico ho-

motopico a um automorfismo linear hiperbolico. Entao f € intrinsecamente ergodico.

Definicao 3.0.4. Uma folheagdo VW de uma variedade Riemanniana é quase-isométrica
se existem a,b € R tais que dy (z,y) < ad(z,y) + b para qualquer x,y na mesma folha W
de W. Aqui dy representa a distancia induzida pela restricao de W do ambiente métrico

Riemanniano.

A prova do Teorema 3.0.3 depende de dois resultados sobre difeomorfismos parci-
almente hiperbélicos. O primeiro é que um difeomorfismo parcialmente hiperbélico em T3
tem folheacoes fortes quase-isométricas. O segundo resultado é dado por A. Hammerlindl
[12], que mostrou que a propriedade quase-isométrica para as folheagoes fortes implica a
propriedade quase-isométrica para a folheagao central.

Apo6s o resultado de Brin-Burago-Ivanov [5] (que nos diz que existem folheagoes
ramificadas tangentes a £ e E e invariante sob qualquer difeomorfismo Ct f : M — M
que preserva as distribuigoes orientadas E*, £ e E*), o Teorema 3.0.3 é uma consequécia

do seguinte:

Teorema 3.0.5. Seja f : T" — T" um difeomorfismo parcialmente hiperbdlico com dire¢ao
central unidimensional com folheacoes fortes quase-isométricas homotopicas a um auto-

morfismo linear hiperbolico A. Entao f € intrinsecamente ergodico. Mais ainda, se p é
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medida de mdxima entropia de f e m é a medida de Lebesque, entdo (f,pn) e (A, m) sdo

isomorfos.

3.1 Propriedades da Semiconjugacao

Seja f um difeomorfismo parcialmente hiperboélico homotodpico a um automorfismo
hiperbdlico A de T", com direcao central unidimensional e com folheagoes fortes quase-
isométricas. Por um resultado conhecido de J. Franks [11] f é semiconjugado a A, ou seja,
existe h : T" — T" homotopico é identidade tal que Ao h = ho f. Essa igualdade pode
ser expressada em R™, a cobertura universal de T", tomando valores de forma adequada
obtemos Aoh = ho f com h em uma distancia finita do mapa identidade.

Uma das propriedades mais importantes de h é que B(i’) = B(g) se, e somente
se, existe K > 0 tal que d(f"(z), f*(j)) < K para todo n € Z. Além disso, K pode ser
tomado independente de T e g.

Devemos dizer que f é dinamicamente coerente se existem folhegoes invariantes
W? tangentes a E*7 = E°@ E para 0 = s,u. Note que tomando a intersecao dessas
folheagoes obtemos uma folheagao invariante W€ tangente a E° que subfolhea W%’ para

o = s,u. A folha de W* contendo ¥ serd chamada W¢(z).
Lema 3.1.1. Suponha que h(Z) = h(§). Entdo, § € W¢(&).

Demonstracao. Se § ¢ W(z), temos que, ou § & W(Z) ou g ¢ W(&). Suponha que
ocorre o primeiro caso (o outro é andlogo).

Seja z = W"(g) W (Z) e chame D.s = d.s(Z,2) e D, = d,(y,2). A existéncia
(e unicidade) de Z é provado por Brin-Burago-Ivanov [5] para T? e na Proposigao 2.15 da
tese de Hammerlindl [12] em uma configura¢do mais geral.

Agora, a hiperbolicidade parcial absoluta implica a existéncia de constantes 1 <

Ae < Ay tal que, Vn > 0,

d(f" (@), f"(2)) S A\Des e du(f (7)., (3)) > AID,.

Como W™ é quase-isométrico, temos que:

“n “n

d(f (),f (2)) > 5(\; Dy — D)

Finalmente,
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Esta quantidade vai para o infinito com n implicando que iz(.f:) # h(y), comple-

tando a prova do lema.

[
O lema 3.1.1 implica que E’I(Wf‘(i’)) estdo contido em ij(é) para qualquer
Z e h~(z). Além disso temos que, B_I(Wz(fv)) = We(3).

A seguir, vamos nos concentrar no estudo dos conjuntos onde a injetividade de h

falha.

Proposigao 3.1.2. Para todo z € R", h™'(z) é um subconjunto compacto conexo (isto €,

um arco ou um ponto) de uma variedade central.

Demonstragao. Pelo Lema 3.1.1, h~!(z) é um conjunto compacto contido em uma va-
riedade central. Tome z,y € iL_1<Z). Por um lado, sabemos que existe K tal que
d(f*(#), f"(4)) < K, ¥n € Z. Por outro lado, se tomarmos @ no segmento central
unindo T e g, a propriedade quase-isométrica da folheacao central implica que existem

constantes a,b > 0 tais que para todo n € Z:

d(f" (@), f1 (@) < dwe(f"(@), ()
< dwe(f"(@). /(@)
< ad(f"(@), ["(§)) +
< aK +b

estd contido em A~ (z). Assim, h~'(2) é conexo.
[

Agora, o lema a seguir mostra que A admite decomposicao parcialmente hi-
perbdlica semelhante a decomposicao parcialmente hiperbdlica de f.

Sejam p,p’ > 1 e 6,0/ > 1, tais que:
[ Dy fo*|| <6 <6 < |[[Dyfoe]| < pr < p <D fv"]

Vi itarios, o = = iva-
ara todo x,y,z € M e v? € EY vetores unitarios, s,c,u e w = x,Y, 2 respectiva

mente.

Lema 3.1.3. A admite uma cisio parcialmente hiperbdlica E5@®ES®EY = R" tal que

dim(ES) é unidimensional e 01 < Av® < pl se v¢ € um vetor unitdrio em E9.
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Demonstragio. Seja & um ponto fixo para f. A(W¢(i)) é uma curva A-invariante e,
portanto, estd contido na variedade estavel ou instavel de 0 (o tnico ponto fixo de fl).

Suponha que, h(We(&)) C W%(0), sendo o outro caso andlogo. Por um lado,
a distancia até 0 de qualquer ponto Z em h(W¢(Z)) cresce menos que C(p )" + K sob
fl—iterato, onde C', K sao algumas constantes positivas.

De fato, o comprimento de uma curva central unindo Z e uma pré imagem por h
de Z cresce menos que C'(p)", e h esté dentro de uma disténcia finita da identidade. Isso
implica que A tem, pelo menos, um autovalor instdvel com médulo menor que pl.

Por outro lado, h(W¢(&)) C W%(0), e um argumento similar dd que as distancias
crescem mais do que C 4+ K. Entao, nao é dificil concluir que existe um tnico autovalor

instavel com mddulo menor que p/, e isso da a divisao desejada.
O

O lema 3.1.3 implica que a imagem h de uma variedade central de f é uma

variedade central (linha) de A.

3.2 Demonstracao do Teorema 3.0.5

Seja f um difeomorfismo absolutamente parcialmente hiperbdlico homotépico a
um automorfismo hiperbélico A de T™, com um espago central unidimensional e com
folheacoes fortes quase-isométricas. Vamos provar a unicidade da medida de méaxima
entropia de f, Teorema 3.0.5.

Seja X = {i eR"; # 71_1(5:) > 1}. Pelos resultados da secdo anterior, X é o
conjunto de pontos cujas pré-imagens por h sao arcos centrais nao-triviais. Seja 7 : T" —
T" a projecao cobertura e X = m(X).

Lema 3.2.1. m(X) =0 (também temos que m(X) =0).
Demonstracao. Seja we () uma variedade central para A que é unidimensional pelo Lema
3.1.2. O Lema 3.1.1 diz que h="(W5(7)) = W)%(%)

Seja Xg = W¢(2) N X. Como h~'(y) é um intervalo nao-trivial de W¢(z) para
todo y € X¢, temos que XS é um conjunto contavel. Obtemos que X% é contavel para
todo 7 € R"™.

Como A é linear, sabemos que a folheacao central de A é uma folheacao por linhas

de retas paralelas. Portanto, pelo Teorema de Fubini temos que m(X) = 0.
O
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Certamente, o Lema 3.1.3 implica a existéncia e unicidade de uma medida g
cuja pré-imagem por h é m. Gragas a desintegracao de Rokhlin, também é verdade que
qualquer medida f-invariante via h é uma medida A-invariante.

Assim, para obter o Teorema 3.0.5 é suficiente provar que a imagem h de uma
medida de maxima entropia é a medida de Lebesgue m.

Tome qualquer medida invariante v para f e seja = v o h™! (obseve que ¥ é
dado pela desintegracao de Rokhlin). Entao, o principio variacional de Ledrappier-Walters
(Teorema 2.2.18) diz que:

SUPj:jioh—1=p hﬁ(f) = hzﬁ(A) + fqrn h(f, h_l(y))dﬁ(y)

Agora ja temos o necessario para a prova do Teorema 3.0.5.

Primeiro observe que, como as pré-imagens por h dos pontos sao arcos de compri-
mento uniformemente limitado e a particao através da pré-imagem por h é f-invariante,
obtemos que hy,,(f, h~*(y)) = 0 para qualquer y € T".

Isto significa, depois da férmula de Ledrappier-Walters [16], que h,(f) = hs(A)
para qualquer medida f-invariante v.

Como uma consequéncia facil temos que qualquer medida de méaxima entropia
para f tem como sua imagem h a medida de Lebesgue m, isto é, a tnica medida de
maxima entropia para A.

Os resultados anteriores implicam a unicidade de tal medida dando a prova do

Teorema 3.0.5. Que (f, 1) e (A, m) sao isomorfos via h segue a partir da construgao.



Capitulo 4

Um Critério para Ergodicidade

Intrinseca

A nocgao da propriedade de especificagao, devida a R. Bowen [4], pode ser usada
para a deducao de boas propriedades topoldgicas, entre elas a existéncia de pontos periédicos.

Moralmente, dizemos que uma transformacao f satisfaz a propriedade de espe-
cificagao se dado um erro € > 0, para um numero arbitrario de segmentos de orbitas
arbitrariamente grandes, podemos encontrar uma érbita periddica que acompanha cada
um dos segmentos com o erro de € e muda de um segmento para outro em uma quantidade
fixa de tempo que depende apenas de e.

Bowen [4] mostrou que se X é um espago métrico compacto e f : X — X é um
homeomorfismo expansivo com a propriedade de especificacao, existe uma tnica medida

de probabilidade f-invariante que maximiza a entropia métrica.

Definigao 4.0.1. Seja f € Diff (M). Seja e > 0 e Per. um subconjunto (e, n)-separado de
{z € M;f™(z)}, o conjunto dos pontos periddicos. Um difeomorfismo f € dito ter pontos
periodicos equidistribuidos com respeito a medida p se vale o sequinte para € suficiente-

mente pequeno:

. 1 =
im0 e Gy 2aefpere () O = H-

A seguir, apresentaremos a propriedade que nos permite construir muitos pontos

periédicos.

Definicao 4.0.2. Um difeomorfismo f : X — X tem a propriedade de especificacao se
para qualquer € > 0, eziste um inteiro M = M(e) > 0 tal que para qualquer k > 2,
para todos os k pontos xi,xo,...,xr € X, para quaisquer inteiros a; < by < as < by <
n--- < ap < by coma; —b;_1 > N para 2 < i < k, existe um ponto y € X tal que

d(f*(y), f/ () <eparaa; <j<b,1<i<k (veja a Figura 4.1).
26
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Figura 4.1: Propriedade de Especificagao

Considere um homeomorfismo de um espago métrico completo f : X — X.
Assuma que ele é expansivo e tem a propriedade de especificacao. Por enquanto, vamos
observar que eles valem para todos os difeomorfismos Anosov e garantir a existéncia de
uma unica medida de maxima entropia.

Seja g : X — X uma extensao continua de f, isto é, existe um mapa continuo
sobrejetivo 7 : X — X tal que for = mog. O mapa 7 define uma relacao de equivaléncia
Y ~r 2z se, e somente se, m(y) = m(z).

Para x € X, denotemos por:

(2] = A{y € Xsm(y) = 7(2)} = 7~ (n(x)

a classe de quivaléncia de x.

Dizemos que uma classe [x] é periddica se m(x) é um ponto peridédico de f. Neste
caso, ™|z © [¢] — [2] é um homeomorfismo em um conjunto compacto [z], onde m
é o periodo de w(x). Entdo, existe uma probabilidade ¢g™-invariante suportada em [z].
Escolhemos um e denotamos ele por dj).

Podemos assumir que 0y, = ¢.0[,). Naturalmente,
m—1
2o 9400s)

¢ uma medida de probabilidade g-invariante suportada em uma dérbita da classe periddica

[z].
Definimos Per,(g) como o conjunto de classes equivalentes que sao fixos por g"

e o conjunto:
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. 1 _
Un = |Pern(g)] Zwe\Pern(g)\ Og-

Bowen [4] estabeleceu a equidistribuicao de pontos periédicos para um homeo-
morfismo expansivo com a propriedade de especificacao. Generalizamos isso para algumas
extensoes bem-comportadas de tais sistemas, obtendo o teorema abstrato enunciado a se-

guir.

Teorema 4.0.3. Seja f : X — X um homeomorfismo expansivo de um espaco métrico
compacto com a propriedade de especificacdo e seja p a unica medida de mdzima entropia
de f. Seja g : X — X uma extensdo continua de f através de algum mapa sobrejetivo
continuo ™ : X — X e assuma que as sequintes duas condicoes sao satisfeitas:

(H1) hiop(yg, [z]) = 0, para qualquer v € X;

(H2) u({m(x) : [x] € reduzido a {x}}) = 1.

Entao, recordando que v, := ) 0z, seque que o limite v = lim,, o v,

1 -
|Pern(g)| ZzePern(g
existe.

Além disso, a medida v € g-invariante, ergodica, e € a unica medida que maximiza

a entropia de g.
Vamos dividir a prova em varios lemas.
Lema 4.0.4. Existe ponto de acumulagcdo para a sequéncia v, := m erﬁern(g) Oy

Demonstracao. Faremos..
O

Seja v qualquer ponto de acumulagao da sequéncia v,. Vamos provar que v é a

unica medida de maxima entropia, e assim, v serd o limite de v, e o resultado segue.
Lema 4.0.5. No cendrio do teorema, m,v = .
Demonstracao. Primeiro, veja que:
TN = [Uy, VN > 1.
De fato, para todo A C X Borel, se x € X é ponto qualquer, entao:
Oz (T7H(A)) = O(r-1(m(a) (TTH(A)) = Or(a) (A).

Assim,



29

T (A) = Vn(fl(A))
- ‘Pern )| Z Oy (1 (A))

ePern(g)
1
SRR S Srio(4)
Po ] 2 @
‘ er (f)’ﬂ(x)epern(f)
= :un(A)

Onde /,Ln(A> |Pe7'n f)| ZTF(I GPETn(f) 571‘(]}) (A)
A primeira e a segunda igualdades vem da definicao de m,v,, e da definicao de

Vp, respectivamente, e a terceira igualdade vem do fato de g ser uma extensao continua
de f.

Da continuidade de ,, obtemos:

TV = .

Lema 4.0.6. A medida v € de mazima entropia, isto é:

ho(9) = Tiop(9g)-

Demonstragao. De fato, (g,v) sendo uma extensao de (f, u), temos h,(f) < h,(g). Por

outro lado, a férmula de Bowen (Teorema 2.2.19) afirma que:

htop(g) S htop(f) + Sup:pEX htop(gv [SE])

Sendo assim, do principio variacional, temos que:

htop(g) S htop(f) + SUPgex htop(97 [ZL'])

De (H1), temos que hiop(g, [2]) = 0, 100, hiop(g) < huop(f).
Como p é de maxima entropia, temos que hyop(f) < R, (f), e como (g, v) é extensao

e (f,p), segue que h,(f) < h,(g).
Ou seja,

htop(Q) S htop(f) S hu(f) S hV(.g) S htop(g)'

Temos, entao que:

ho(9) = hiop(g)-
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Portanto, v é de maxima entropia.

Definigao 4.0.7. Dizemos que A € saturado se A =7~ (n(x)).
Em geral, a saturagao de A C X é definida como sat(A) := 7~ (7 (x)). Veja que,
v(sat(A)) = u(r(A)).
Lema 4.0.8. Para cada conjunto de Borel A, temos:
v(A) = v(sat(A)).

Demonstracdo. Considere o conjunto X = {z € X : [z] = {z}}. De (H2) e do fato de

que T, v = p, temos que, v(X) = 1.
Para A C X Borel, temos:

v(sat(A)) = v(sat(A) N X) = v(AN X) = v(A).
Dai,

v(A) = v(sat(A)).

Lema 4.0.9. A medida de probabilidade v € ergddica.

Demonstragao. De fato, como v(A) = v(sat(A)) = u(mw(A)), segue que se P é um sub-

conjunto g-invariante, entao:

v(P) = v(r (7 (z)) = p(x(P)).

Como 7(P) é f-invariante e u é ergédica, temos que v é ergddica.

[]

Lema 4.0.10. Sejan uma medida de probabilidade g-invariante e assuma que n € singular

com respeito a v. Entao:

hn(9) < hiop(9)-

Demonstrag¢ao. Observe que é suficiente provar o lema para 7 ergddico e entao usar a
decomposigao ergodica.

Seja p = m.n. A medida n é, portanto, ergddica, pelo Lema 4.0.9.

Afirmamos que p e p sao mutuamente singular. Prosseguimos por contradicao.
Pela ergodicidade, p e p sdo iguais. Mas a hipdtese (H2) diz que 7 é um-a-um sobre um
conjunto de medida total para u. Assim, n = p, contrariando a hipdtese. A afirmagao
esta provada.

A férmula de Ledrappier - Walter (Teorema 2.2.18) afirma que:
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hn(9) < ho(f) + [x Puop(g, 7" (2))dp(2).
Como de (H1), temos que:
hiop(g, [2]) = 0, Vo € X.

Entao,

hn(9) < ho(f)-

Bowen [8] provou que:

hp(f) < Piop(f) = heop(9)-

Portanto,

hr](g) < htop(g)'

Agora, podemos finalizar o Teorema 4.0.3.

Seja 1 qualquer medida de probabilidade g-invariante tal que h,(g) = hiop(9g).

Podemos escrever: n = an + (1 — a)nq, para algum « € [0,1] tal que 7; sdo
medidas de probabilidade invariantes, n << v, e ny ¢é singular com respeito a v.

Segue que, pela Proposigao 2.1.6:

hiop(9) = hy(g)

heant(1-ay(9)

ahy, (9) + (1 = a)hy, (g)
hiop(9)

IN

O Lema 4.0.10 implica que o = 1, isto é, n é absolutamente continua com respeito

a v. Como v é ergddico, temos que n = v. Isso completa a prova do teorema.

Vamos aplicar o Teorema 4.0.3 para varias classes que sao derivados de Anosov,

nomeados:

e Mané Robustamente Transitivo;
e Exemplo de Mané Derivado de Anosov;

e Derivado de Anosov através da bifurcacao de Hopf.



Capitulo 5
Exemplos

Neste capitulo, provaremos que uma classe de difeomorfismos robustamente tran-
sitivos descritos por R. Mané [17] s@o intrinsecamente ergddicos. Mostraremos também
que o método se aplica a varias classes de sistemas que sao similarmente derivados de

Anosov, nomeados, um exemplo de Mané e um obtido através da bifurcacao de Hopf.

5.1 Exemplo de Mané Robustamente Transitivos

O exemplo de Mané de um sistema dinamico robustamente transitivo que nao é
Anosov foi construido em T2, mas pode ser extendido para dimensdes maiores.

Fixemos d > 3 e seja A € GL(d,Z) um automorfismo dentro de um circulo
unitario e todos os autovalores reais, positivos, simples, e irracionais.

Seja As o inico médulo menor que 1 e A\, o menor dos médulos maior que 1.

Denotemos o sistema Anosov linear induzido em T? por f4 e seja F¢ a folheacao
correspondente ao autovalor .. Localmente, em cada ponto, F¢ é apenas um segmento
linha na direcao de um autovalor associado com A.. Similarmente, F¢ e F* sao folheacoes
correspondentes a um autovalor A\, e todos os autovalores maiores que \., respectivamente.

Como todos os autovalores sao irracionais, cada folha de F*, F¢ e F" é denso em
Te.

Tais matrizes podem ser construidas para qualquer d > 3 como matrizes com-
panheiras para o polindbmio minimal sobre Q de um numero de Pisot cujos conjugados
algébricos sdo todos reais. Tais numeros sao dados por M.J.Bertin [2, p. 85, Teorema
5.2.2] (A prova implica que os conjugados sao reais). Os mddulos sd@o entao pareados
distintos por C. Smyth [24].

Sem perda de generalidade, podemos assumir que f4 tem pelo menos dois pontos

fixos e que qualquer autovalor instéavel que nao seja A. tem mddulo maior que 3 (se nao,

32
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Figura 5.1: Construgao Mané

substitua A por algum capaz).

Seja p e ¢ pontos fixos sob a acao de f4 e p > 0 um nimero pequeno a ser
determinado abaixo.

Seguindo a construgao em [17], definimos f; modificando f4 em um dominio su-
ficientemente pequeno C contido em B,/5(¢), mantendo invariante a folheacao F°.

Entao, existe uma vizinhaca U de p tal que fAIU = f%.

Em C' o ponto fixo ¢ sofre uma bifurcacao forcada na direcao da folheagao F¢. O
indice estavel de ¢ aumenta em 1, e sao criados dois outros pontos com o mesmo indice
estavel que o ¢ inicial. (Veja Figura 5.1).

O difeomorfismo resultante f, é fortemente parcialmente hiperbdlico com um
folheacio central F¢ C'. De acordo com [17], f, é robustamente transitivo para p > 0

suficientemente pequeno.

Proposicao 5.1.1. Seja fa um difeomorfismo de Anosov no d-toro, d > 3, como acima.
Seja f € Diff 1(T?) satisfazendo as sequintes propriedades:

(a) Existem constantes € > 0 e 6 > 0 tais que cada e-cadeia em fy é 6-sombreada por
uma orbita em fu e 30 € uma constante de expansividade para fa, isto é, se x,y € T? e
d(fr(z), fi(y)) < 39 para todo n € Z, entio x = y.

(b) Cada f-orbita é uma e-cadeia para fa.

Entdo, o mapa m : T¢ — T¢, onde m(x) é um ponto em T que sob a agdo de fs vai
d-sombrear a f-orbita de x, € uma semiconjugacao de f para fa, isto €, € continuo com

mof =faom.

Demonstracao. Pelo Teorema do Sombreamento, obtemos que o mapa 7 esta bem definido

e que m(f(x)) = fa(w(z)) e d(w(x), z) < J. Precisamos ver que 7 é continuo e sobrejetivo.
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Para provar que 7 é continua, tomemos uma sequéncia x, — 2 € provemos que
m(x,) — w(z).
Fixe M € N. Entao, existe um N (M) € N tal que para cada n > N (M), temos:

d(f(z,), f/(x)) < 4§, para todo —M < j < M
Temos que,
d(fi(m(z,)), fi(7(x))) < 36, para todo —M < j < M, onde n > N(M).
Segue que, para qualquer ponto limite y da sequéncia m(x,,), temos que:
d(f1(y). fi(r(x))) < 30, para todo j € Z.

Como 30 é uma constante de expansividade para fa, isso implica que y = 7(z) e
7(x,) converge para 7(x). Logo, m é continua.

Agora, provemos que 7 é sobrejetiva. Suponha, por absurdo, que nao é e seja
y & m(T7).

Considere a bola fechada B = B(y, 35) e o mapa da bola sobre sua borda r : B —
OB do seguinte modo: Para x € B, r(z) é a intersecdo do raio geodésico (comecando por
y e passando por 7(z)) com a borda dB.

O mapa estd bem definido desde que 7(x) # y. Mais ainda, ele é continuo.

Por outro lado, r|,_ : B — 0B ¢é isot6pico & identidade(desde que d(7(x),z) < &
e a bola tenha raio 39). Mas isso contradiz o Teorema de Brouwer.

m

Lema 5.1.2. Seja g : T? — T¢ wm mapa continuo injetivo. Seja K uma curva compacta
tal que o comprimento de todos seus iteratos, g"(K), n > 0, sao limitados pela constante
L. Entao, h(g, K) = 0.

Demonstracao. Para cada n > 0, existe um subconjunto K(e,n) de ¢™(K) com cardi-
nalidade no méximo £ + 1 dividindo ¢"(K) em curvas com comprimento no maximo
€.

Veja que, Uycpep 9 K (€, k) é um (n, €)-gerador de K com cardinalidade subex-
ponencial.

[]

Observe que, ao usar a semiconjugacao m, da Proposicao 5.1.1 mostra-se que para

cada z € T? e cada g C'-préximo de fy, o conjunto 7Tg_1<$) ¢ um intervalo compacto de
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comprimento limitado contido em uma folha central, e ¢ um 1inico ponto para quase todo
x.

Esses fatos, juntamente com o Lema 5.1.2 e o Teorema 4.0.4 implicam que uma
classe de difeomorfismos robustamente transitivos descritos por Mané sao intrinsecamente
ergddicos. Notamos que a medida de maxima entropia para fs é a medida de Lebesgue,
denotada por p, em T

Observemos que, para p > 0 suficientemente pequeno, qualquer difeomorfismo f
que seja Cl-préximo do difeomorfismo previamente construido f, satisfaz a hipétese (b)
da Proposicao 5.1.1.

Seja r > 0 uma constante de expansividade para f4 e fixe uma vizinhanga U C U
de fy tal que cada g € U satisfaz a hipdtese (a) da Proposicao 5.1.1 com 0 < ¢ <
min(r/3, p).

Obtemos um conjunto aberto de difeomorfismos que nao sao normalmente hi-
perbdlicos e estruturalmente estavel, no entanto, tem a seguinte estabilidade em relagao a
sua entropia: sua entropia topoldgica é constante e cada uma tem uma medida de maxima
entropia com respeito a qual as orbitas periddicas sao equidistribuidas.

Mais ainda, equipada com sua respectiva medida de maxima entropia, esses dife-
omorfismos sao isomoérficos aos pares.

Assim, para qualquer d > 3, existe um conjunto aberto nao-vazio U em Di f f*(T?)
satisfazendo que: cada f € U é fortemente hiperbdlico, robustamente transitivo e intrin-
secamente estavel; cada f € U tem pontos peridédicos equidistribuidos com respeito a

medida de maxima entropia; e nenhum f € U é Anosov ou estruturalmente estavel.

5.2 Exemplo de Mané derivado de Anosov

Seja f : T" — T™ um difeomorfismo de Anosov (linear), onde n > 4, tal que TT"
admite divisao dominada TT" = E** @ E°® E*® E" com dimE® = dimE" =1, e a taxa
de contracdo/expansdo é Ay < Ay < 1 < A\, < Ay, onde Ags é 0 maior médulo de um
autovalor correspondente a E**, A\, é o médulo de um autovalor correspondente a E*, A\, é
o modulo de um autovalor correspondente a E%, e A, é o menor médulo de um autovalor
correspondente a E"“".

De fato, tome qualquer mapa Anosov linear A em T? com TT? = E* @ E“ e

depois tome um mapa Anosov linear B em T" 2 tal que TT" 2 = E% @ E* e:
Aos = BIE* [[<| A[E® ||, Ay =] BTHE™ ||<[| A7 E"||.

Entao, f := A x B é um mapa Anosov linear em T" com as propriedades reque-

ridas.
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Observe também que, se definirmos £E¢ = E* & E*, entao f é um difeomorfismo
fortemente parcialmente hiperbdlico, TT" = E** & E¢ @ E*", e T" tem uma folheagao
hiperbdlica normal cujas folheacao hiperbélica normal cujas folhas sao toro T? tangente
a B°.

Tomando o dominio de f, se necessario, assuma que f tem dois diferentes pontos
fixos p e q.

Seja r > 0 pequeno e deforme f dentro de B(p,r) e B(q,r), similar para a cons-
trucao de Mané derivado de Anosov. Em B(p, r) executamos uma perturbagao forgada ao
longo de E® e em B(q, r) executamos uma bifurcacao for¢ada ao longo de E" (isso também
pode ser feito de forma que a folheacdo pelo toro T? tangente a E° seja preservada).

Assim, obtemos ¢ que cai na Proposicao 4.2.1. De fato, seja d, r tal que qualquer

r-cadeia é §-sombreada. Podemos assumir que g satisfaz as seguintes propriedades:

e ¢ ¢ fortemente parcialmente hiperbolico TT" = E*® E“® E“® E" que é dominado
(cada subespago dominou os anteriores por um fator a < 1), e dimE* = dimE“* =

1. Estes subespacos sao CY-préximos aos respectivos de f;

dCO(f7g) <

Se d(x,y) < 26, entdo || Dy|E(z) || / || Dty E(y) ||< a7, i = s, u;

Dy|E(z) é uniformemente contratante fora de B(p, ) com taxa A,.

D¢|E*(x) é uniformemente expansivo fora de B(q, ) com taxa A,.

Observe também que as condigbes acima valem em uma vizinhanca de g (os dois
ultimos, a taxa expansivo/contracao, estard perto de Ay e \,, respectivamente).

Além disso, pela maneira como construimos g, E¢ = E* @ E° é unicamente
integravel e normalmente hiperbdlica, e assim, o mesmo acontece em uma vizinhanca de
g.

Mais ainda, esse exemplo também é robustamente transitivo, ja que podemos
tomar uma folha central periddica que nao intersecta o suporte ou a perturbacao e, por-
tanto, suporta um Anosov transitivo, e pela estabilidade estrutural das folhas centrais, as
variedades estaveis e instaveis deste toro peridédico sao densas.

Mostramos que g satisfaz as hipéteses de Teorema 4.0.3 e, portanto, possui uma
unica medida de maxima entropia.

Este exemplo compartilha semelhancas com o exposto no capitulo anterior.

Sejam

o1 = sup{|| Dy|E®(x) ||;z € M},
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o2 = sup{|| Dg|E“(2) |;x € M},
em € N tal que 01 A" <1 e 03] > 1. Seja p > 0 satisfazendo

onde p é a medida de Borel de f, onde a medida de Borel é a tinica medida de maxima
entropia do difeomorfismo de Anosov.

Assumamos que 2§ < §. Seja m : T" — T" a semiconjugagao (da Propopsicao
5.1.1, d(m,id) < §).

Observe que E“ e F° sao unidimensionais e, assim, sao integraveis. Vamos
denotar por W (z) a folha (curva integral maxima) de £ contendo x. Nao afirmamos
que a curva é tnica. Também denotamos por W*(z) o arco em W (x) de tamanho 2y
com z no centro. Analogamente, definimos W<,

Como mencionado acima, a folheacao por T? tangente a E° é preservada por g.
Denotamos por W¢ a folha da folheacao tangente a K¢ = E“ @ E.

Seja J o segmento tangente a E. Dizemos que E® é localmente integravel
através de J se qualquer curva integral maxima de E“ através de qualquer ponto de J

deve conter J, e analogamente para E.

Lema 5.2.1. Seja x € T™ um ponto qualquer. Entao um e apenas um dos sequintes vale:
(1) 7Y (x) consiste em um tinico ponto.
(2) 771 (x) € um segmento tangente a E de comprimento menor que 2.
(3) 7= 1(x) é um segmento tangente a E* de comprimento menor que 20.
(x) é

(4) 7= X(x) é um quadrado tangente a E% @ E tal que:

e para cada y € 7' (x), temos que WS*(y) N~ (x) € um segmento estdvel central que
denotamos por J(y) e E° € localmente integrdvel através de J%(y), e similarmente

para E; e
o scy ez estio em 7 (x), entdo @ # J¢(y) N JU(z) € m(x).

Demonstragdo. Assuma que 7! (z) é nao-trivial, e sejay, 2 € 7~ () dois pontos distintos.
Pela hiperbolicidade normal, concluimos que y € W¢(z).

Também, se z € W (y), entao [y, 2]° C 7' (z). Isso significa que W (y)Nr " (z)
¢ um segmento, digamos J(y), cujo comprimento permanece limitado no futuro e no
passado e, pela dominacao em E° @ E, concluimos que E° é unicamente integravel
através de J*(y), e similarmente, se 2 € W< (y).

Assuma também que nem (2) nem (3) valem.
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Fe(x)

Wen(z)

Figura 5.2: Estrutura produto em uma classe de equivaléncia.

Considere curvas integrais centrais locais W<*(y) e W5"(z), e seja w o ponto de
intersegao (veja Figura 5.2). Embora possam nao ter taxas de expansao ou contragao, um
argumento similar pode ser feito para que m(w) = 7(z) = 7(y).

Portanto, {w} = J%(y) N J*(y) € 7 (z).

Corolario 5.2.2. As condigoes (H1) e (H2) sdo satisfeitas por g.

Demonstracao. Precisamos apenas verificar (H1) no caso (4).

Pela notacao acima, observamos que:

g(J=(y) = J=(g(y)) e g(J*(y) = J"(g9(y))

Assim sendo, a estrutura produto é invariante e nao é dificil ver que a cardina-
lidade méxima de um conjunto (n, €)-gerador na classe de equivaléncia tem no maximo
crescimento polinomial.

De fato, pela dominacao, concluimos que || Dgn|E%(y) ||< (a2)" para cada n
grande o suficiente e, de fato, o mesmo vale para qualquer w € J(y). Assim, o compri-
mento de ¢"(J*(w)) diminuird exponencialmente rapido.

Observamos que uma propriedade semelhante é valida no passado: os segmentos
cu estao contraindo exponencialmente rapido (veja Figura 5.3).

Seja € > 0 dado e ng tal que (a%)25 < 5. Entdo, para n > ng, nao ¢ dificil ver
que podemos cobrir g"(7~!(z)) com no maximo % + 1 bolas de raio €.

Assim sendo, temos uma (n, €)-cobertura de 7! (x) com crescimento polinomial

com n. Portanto, hp(g, [y]) = 0.

Finalmente, para condigao (H2), consideremos z um ponto genérico. Entao, o

Teorema Ergodico de Birkhoff garante que:
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cs cs cs 1

cu Cu cu

h=1(x)

Figura 5.3: Iteracao de uma classe de equivaléncia

lim, oo 2{j : [/ & B(p,p)} > 1 — +,
e, entao, para n > ngy, com n, garante, temos que:
i P (a) € Bp.p)y 21— 5
Agora, tome um ponto, y € h~!(z). Entao, para cada n € Z, temos:
dist(g™(y),f™(z)) < Cr.
Entao, para n > ny,
i g (@) € B(p, 5t 21— 4.

Afirmamos que h~!(z) consiste em um ponto. Por outro lado, seja yi,y» €

h~1(z). Tome n > ny, tal que:
(oA~ "2CT < dist(y1, ya)

Assim, dist(g™(y;), 9" (y2)) < 2Cr, e o segmento central entre y, y» é tammbém

uma classe equivalente, temos que:

dist(y1,y2) = dist(g~"(9"(y1)), 97" (9" (y2)))
< (oA7)"dist(9"(y1), 9" (y2))
< (o N™M)2CTr < dist(yy, y2)

Uma contradi¢io. Assim, para qualquer ponto x u-genérico, temos que h~!(z)
consiste de um tnico ponto.
m
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5.3 Derivado de Anosov através da bifurcacao de Hopf

Até agora vimos exemplos robustamente transitivos. Esse nao é.

Lembre-se que o cldssico mapa derivado de Anosov no 2-toro é obtido de um mapa
de Anosov executando uma deformacao em um ponto que passa por uma bifurcacao. O
resultado é um mapa Axioma A, cujo conjunto nao-errante consiste de um ponto fixo
repulsor e um atrator hiperbdlico nao-trivial.

No toro T3, podemos fazer uma construcao semelhante onde o ponto fixo passa
por uma bifurcacao de Hopf. O resultado nao é Axioma A.

De fato, o conjunto nao-errante consiste de um ponto fixo repulsor e de um
atrator transitivo nao-hiperbdlico (por causa da existéncia de um circulo invariante -
correspondente a bifurcagdo de Hopf - dentro do atrator).

Este exemplo pode ser obtido a partir de um Anosov linear através de uma
bifurcacao de Hopf.

Seja f4 : T? — T um difeomorfismo Anosov linear induzido pela matriz:

0 -1 0
1 a>—=1 a
0 a 1

onde a € Z \ 0.

A matriz é hiperbdlica e possui apenas um autovalor real A, que é maior que 1.
Os outros autovalores sao complexos de médulo A; < 1. Assim, fy é um difeomorfismo
Anosov linear em T3 e TT? = E% @ E%* com dimE* = 2.

Considere p = 0 um ponto fixo de f4. Em coordenadas locais, e com respeito a
decomposigao TT? = E5 & E4%*, o mapa f4 parece fa(z,y) = (A, Rz, \,y), onde R é uma
rotacao.

Deformamos f4 dentro de uma bola B(p,r) para obter um difeomorfismo ¢ :
TT? — TT?, de forma que em coordenadas locais em torno de p (e com respeito a

decomposicao E% & EY") o mapa g é:

g(z,y) = (1 = x(9) ARz + x()o(|| = )Rz, \uy),

onde y é uma fungao de colisao e ¢ é uma fungao suave nao-crescente com ¢(t) = Ag se
t>1leX, >¢(t)=a>1parat<0.

Vemos que para g o ponto fixo p é um repulsor, cercado por um circulo invariante
S (em y = 0 existe um unico ¢ > 0 tal que || z ||= ¢, onde ¢(c) = 1).

De fato, nao ¢ dificil ver que g pode ser visto como o resultado de uma bifurcacao

de Hopf em p (veja Figura 5.4).
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E#(p) E=(p)

_ P _
E*(p) E"(p)A

A )

Figura 5.4: Derivada de Anosov através da bifurcacao de Hopf.

Observe que E% ¢ invariante sob D,. De fato, g ¢ parcialmente hiperbdlico,
TT? = E @ E*, onde E* = E¥,.

Denote por W< a folheagao central estavel tangente a £ e por W** a folheacao
instavel (forte). Denotemos também por W*(p) a depressao da repulsao de p e por W, (p)
a depressao local da repulsao.

As principais propriedades de g sao as seguintes:

e p é um repulsor de g.

e ¢ é parcialmente hiperbdlico em T3 = E ¢ Ev,

D, contrai uniformemente E* fora de B(p,r).

| Dyglees(x) [|< 1 para qualquer = & Wi.(p).

deo(g, f) < r.

o [ = I ¢ localmente integravel.

Provemos que um difeomorfismo ¢ satisfazendo as condigoes acima possui uma
unica medida de maxima entropia.

Denote por h a semiconjugacao entre f e g. Nao é dificil ver que h € injetiva em
cada W (y, g) para qualquer y e, mais ainda, h( W"(y, g)) = W™ (h(y), fa).

Também afirmamos que h(W(y, g)) = W*(h(y), fa). Para ver isso, elevemos g
e h para a cobertura universal R?. Denote a elevacao por G e H. Assim, HoG = Ao H
e H — Id é limitado.

Seja z € W(y, @) e assuma que:

H(z) ¢ W(H(y), A) = H(y) + E3
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Observe que a distancia entre G"(y) e G"(z) pode crescer no maximo com taxa
exponencial a = sup || Dy|E ||.

Por outro lado, se H(z) ¢ W*(H(y),A), entdao a distancia entre A"(H(y)) e
A™(H(z)) vai crescer com taxa exponencial \,. Desde que, A"(H(y)) = H(G"(y)) e
A"(H(z)) = H(G"(y)), temos uma contradi¢ao. Isso prova nossa afirmagao.

Em particular, segue-se que uma classe equivalente deve estar contida em uma

variedade central estavel. Como h(p) = p, temos que:

Wes(p) = We(p, fa) = W3(h(p), fa) = (W= (p)),

e percebemos que o circulo S C W (p) atrai todos os pontos em W(p) exceto p.

Denote por D o disco fechado em W (p) limitado por S. Temos:
[p] =0""(p) = {z:d(g"(2),p) < Cr,¥n€Z} =D
Lema 5.3.1. Se x & W(p), entdo diam(g™[z]) — 0.

Demonstragao. Como x ¢ We(p), existem infinitamente muitos n > 0 tais que ¢"(z) ¢
B(p,r) (e podemos supor sem perda de generalidade que ¢g"(z) & W.(p)).
Portanto, || D,|E®(z) ||— 0 e o mesmo vale para qualquer y € [z] (e uniforme-
mente em y). A conclusio segue.
[

Corolario 5.3.2. As condicoes (H1) e (H2) valem.

Demonstra¢ao. Como dissemos antes, a classe [p] é o disco fechado D, com p um repulsor,
e a fronteira de S atrai tudo no disco exceto p. Assim sendo, hyp,(g, [p]) = 0.

Se [z] C W*(p) e [z] = [p], entao a classe [z] é atraida pelo circulo invariante e,
entao, hip(g,[z]) = 0.

Agora, se [x] ndo é um subconjunto de W (p), entao diam(g"[z]) — 0 e, assim,
para qualquer € e qualquer n suficientemente grande, a cardinalidade de qualquer conjunto
(n, €)-gerador em [x] é limitado e, assim, hyp(g, [2]) = 0.

Provamos que (H1) vale.

A condi¢ao (H2) pode ser provada com métodos semelhantes aos do exemplo
anterior.

]
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