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Resumo

Neste trabalho, exibiremos a nocao de valorizacao de Rees de um ideal em um
anel Noetheriano. Para isso, apresentaremos resultados envolvendo valorizacoes, entre
eles, a Existéncia de anéis de valorizagoes Noetherianos e o Critério de valorizagao para o
fecho integral de um ideal. Por fim, trataremos da Unicidade e Existéncia de valorizacoes

de Rees em anéis Noetherianos.

Palavras-chave: Fecho integral de ideais, Anéis de valorizagoes, Valorizacoes de Rees.



Abstract

In this work, we will show the notion of Rees’ valuations of an ideal in a Noethe-
rian ring. For this, we will present results involving valuations, among them, the Existence
of Noetherian valuations rings and the Valuation Criterion for the integral closure of an
ideal. Finally, we will deal with the Uniqueness and Existence of Rees valuations in

Noetherian rings.

Keywords: Integral closure of ideals, Valuations rings, Rees valuations.



Notacao

Abaixo seguem as notacoes utilizadas neste trabalho.

R - fecho integral do anel R;

Q(R) - anel total de fragoes de um anel R;

Frac(R) - corpo de fragoes de um dominio R;

(R,m) - anel local R, cujo ideal maximal é m;

dim R - dimensao de Krull de R;

Ass(R/I) - conjunto dos ideais primos associados de [;
Min(R/I) - conjunto dos ideais primos minimais de I;
Min(R) - conjunto dos ideais primos minimais de R;
VT - radical do ideal I

R - radical de Jacobson do anel R;

K(p) - corpo de fragdes de R/p, onde p C R é um ideal primo;
RV(I) - conjunto das valorizagdoes de Rees de I;

ord; - ordem do ideal I;

R, - anel de valorizacao da valorizagao v;

m, - ideal maximal do anel de valorizacao R,;

my - ideal maximal do anel de valorizagao V;

my N R - centro da valorizagao de V em R;

1V - extensao do ideal I no anel de valorizacao V;



I(R/p) - extensao do ideal I no anel R/p, onde p C R é um ideal primo;
ht(7) - altura do ideal I;

STIR - localizacao do anel R em um subconjunto multiplicativo S C R;
S~ - extensao do ideal I no anel local S7!'R;

R, - localizacao do anel R no subconjunto mutiplicativo R — p, onde p C R ¢ um

ideal primo;

pp = pR, - ideal maximal do anel local R, ou extensao do ideal primo p no anel

local Ry;

I, - extensao do ideal I no anel local R;

R,, - componente homogénea de grau n de um anel graduado R;
deg(r) - grau do elemento r;

RI[It] - algebra de Rees de um ideal I;

gr;(R) - anel graduado associado de I.
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1 Introducao

A Algebra Comutativa é o ramo da Algebra Abstrata que trata do estudo de anéis
comutativos, bem como de seus ideais e médulos. Os anéis comutativos mais bésicos sao o
anel Z de niimeros inteiros racionais e os anéis polinomiais sobre um corpo. Foi durante o
estudo de extensoes do anel Z que Richard Dedeking introduziu a nocao de ideal, por volta
de 1870, e desde entao matematicos importantes tém deixado contribuigoes significativas
nessa area. Dentre eles, podemos apontar David Hilbert, Emmy Noether, Wolfgang Krull,

Oscar Zariski e David Rees. Este ultimo tera um papel de destaque neste trabalho.

David Rees foi um matemaético britanico, considerado um dos mais brilhantes de
sua geracao. Rees nasceu em 29 de Maio de 1918 e estudou Matemética na Sidney Sussex
College, em Cambridge. Ele havia iniciado sua pesquisa de Pés-graduacao em Setembro
de 1939, quando foi recrutado para o Bletchley Park, para fazer parte da equipe que
mais tarde decifraria a maquina alema Enigma. Apesar dos poucos meses de estudo de
Poés-graduagao antes de ingressar no Bletchley Park, esse tempo foi suficiente para Rees
alcancar notaveis resultados, pois em 1940 ele publicou seu primeiro artigo, intitulado On
semi-groups, onde consta um resultado hoje conhecido como O Teorema de Rees. Ja o
primeiro artigo de David em Algebra Comutativa, foi escrito em 1954 em conjunto com o

matematico Douglas Northcott e nele é introduzido o conceito de reducao de um ideal.

Rees também foi o primeiro a estudar anéis de valorizacoes associados a um ideal

I de um anel comutativo R (com unidade). E conhecido (ver por exemplo [15]) que
I=()IVNR
v

quando V' percorre todos os anéis de valorizacoes discretas entre R/p e k(p), e p varia
sobre todos os ideais primos minimais de R. Se R é um anel Noetheriano, tais anéis
de valorizagoes também sao Noetherianos. Rees foi mais além e provou que existe uma
quantidade finita de valorizacoes satisfazendo a igualdade acima nao apenas para I, mas
também para toda poténcia de I. Estes anéis foram posteriormente chamados de valo-
rizagoes de Rees. O primeiro caso da existéncia e unicidade das valorizagoes de Rees foi

provado por este em 1956 [11] para ideais em anéis Noetherianos locais de dimensao zero.
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Ja o segundo caso, para ideais arbitrarios em dominios Noetherianos, foi provado por ele
em 1956 [12] e o Teorema geral de Existéncia foi provado em [13] e o de Unicidade em

11].

Neste texto teremos como objetivo principal o estudo das valorizagoes de Rees,
o que faremos com base no trabalho de Swanson e Huncke [15]. No segundo capitulo
apresentaremos resultados preliminares, que serao usados ao longo do texto, bem como as
defini¢oes de fecho integral de anéis e ideais e resultados envolvendo anéis Noetherianos,
dominio de Krull e valorizagoes. No terceiro capitulo trataremos das valorizacoes de Rees,
tendo como resultados principais os Teoremas da Unicidade e Existéncia de valorizagoes

de Rees em um anel Noetheriano.



2 Preliminares

Neste capitulo elencaremos algumas defini¢oes e resultados essenciais para o de-
senvolvimento e entendimento deste trabalho. Para isso, usaremos [15] como principal
bibliografia. Vale enfatizar que no decorrer de todo o texto, os anéis considerados serao

sempre comutativos com unidade.

2.1 Fecho integral de anéis e ideais

Nesta secao faremos uma introdugao ao fecho integral de anéis e ideais, mostrando

suas defini¢oes, algumas propriedades e resultados elementares.

Definicao 2.1. Sejam R um anel e S uma R-élgebra contendo R. Um elemento r € S é

dito integral sobre R, se existem um inteiro n e elementos aq,...,a, € R tais que:
a4 a1+ ay = 0.

O conjunto de todos os elementos de S que sao integrais sobre R é chamado de fecho
integral de R em S e é denotado por R. Se todos os elementos de S sdo integrais sobre

R, entdo S ¢ integral sobre R. Se R = R, dizemos que R ¢ integralmente fechado.

Proposicao 2.2. Um dominio R de fatoragao tinica € integralmente fechado.

. . a ,
Demonstracao. Seja 7 € Frac(R), onde a,b € R e b # 0. Apé6s cancelamentos, podemos
supor que a e b nao possuem em suas fatoragoes elementos irredutiveis em comum, isto

é,a=0a--aseb=p - B, onde cada «; e cada f; é irredutivel e o; # [3; para todo

a
i=1,...,sej=1,...,r. Suponha que 3 seja integral sobre R; entao existem um inteiro
n e elementos rq,...,r, € R, tais que:
) n ) e () #m=o
— ri |-+ et r, = 0.
b "\b b
a” " n—1 . a . ) )

Dessa forma, b" - o + 7" - 1 + ...+, b" - 7 + r,b" = 0. Isso implica que a™ +
riba™ 4. 4y " a4+, b = 0, ou seja, a = b(—ria" — . =1, 10" 2a — 1,007,
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1

Tomando ¢ = —ria™ ' — ... — 110" 2a — r,b» !, obtemos a™ = be. Como R é dominio

de fatoragao unica, segue que b é unidade em R. Logo, existe um elemento y € R, tal que
a a
b-y = 1. Isso implica que — = —~ = a -y € R. Concluimos, entao, que - € R. Portanto,

b b
R é integralmente fechado. O]

<=

Definicao 2.3. Sejam R um anel e I C R um ideal. Um elemento r € R é dito integral

sobre I, se existem um inteiro n > 1 e a; € I*, com 1 < i < n, tais que:
4+ ar™ L anr + a, = 0.

O conjunto de todos os elementos integrais sobre I é chamado fecho integral de [ e é

denotado por I. Se I = I, dizemos que I é integralmente fechado.

Exemplo 2.4. Se z e y sao elementos no anel R, entao zy € (x2,y?), onde (z2,%?%) é um

ideal em R[x,y]. De fato, se tormarmos n = 2,a; = 0 e ay = —2%*y?, com a; € (22, y?),

obtemos (zy)? + ai(xy) + as = (zy)* + 0(zy) — 2%y?> = 0. De modo que zy € (22,42).

Analogamente, para qualquer inteiro nao-negativo i < d, vale x'y?~% € (24, y4).

Exemplo 2.5. Se I é um ideal em R, entdo /I é integralmente fechado, isto é, v/I = ﬁ
Com efeito, como todo ideal esta contido no seu fecho integral, resulta que VI C ﬁ
Para a outra inclusao, considere y € ﬁ Assim, existem um inteiro m > 1 e b; €
(VI), com 1 < i < m, tais que y™ 4+ byy™ ' + ... + b1y + by, = 0. Isso implica que
Y+ by + .+ b1y + by, € 1, e como b; € I, segue que y™ € I. Concluimos, entao,
que y € V1.

Observacao 2.6. O fecho integral de ideais possui algumas propriedades bésicas, dentre

elas destacamos a persisténcia do fecho integral, que consiste em:

Seja I C R um ideal. Se ¢ : R — B é um homomorfismo de anéis, entdao (1) C ¢(I)B.

Proposicao 2.7. Seja R um anel e I C R um ideal. Para o subconjunto multiplicativo

S C R, tem-se S~'1 = S—1].

Demonstracdo. Pela persisténcia do fecho integral, S~'1 C S—1I. Para a reciproca, seja

re S~ C S7'R e escreva

0
Mmtar™ L anr+a, = 1 (2.1)
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para algum inteiro positivo n e a; € S~'I*. Dessa forma, a; = — com x; € I',s; € S
S;

T A
er = n onde x € Ret € S. Tomando s = s189---S,t, resulta a;s € I' e sr € R.

Multiplicando (2.1) por s™, obtemos
n n—1 n—1 n 0
(rs)" +a1s(rs)" " + ...+ a,_ 18" (rs) + a,s" = T

Existe s € S tal que s'[(rs)" + ais(rs)" ' + ...+ a,_15""(rs) + a,s"] = 0 e multipli-

cando a equacao acima por (s/)"~1, temos
(rss)" + ayss'(rss’ )" 4 A ap_1(s8) " (rss’) 4+ an(ss’)" = 0.
Dessa forma, rss’ € I. Portanto, r € S™'1. n

Proposicao 2.8. Sejam R um anel nao necessariamente Noetheriano e I C R um ideal.
Entdo, um elemento r € I se, e somente se, para todo ideal primo minimal p em R, a

imagem de r em R/p pertence ao fecho integral de I(R/p).

Demonstragio. Pela Persisténcia do fecho integral, vale I(R/p) C I(R/p). Logo,ser € I,

segue que a imagem de r em R/p estd contida em I(R/p).

Reciprocamente, sejar € R e defina W = {r" + a;r" ' + ... + a,; a; € I'}. Note
que W é fechado para a multiplicacao. Se 0 € W, segue que 0 = 7" + a7 L 4+ ... + ay,
para algum n € N e a; € I' e entdo r € I. Caso contrario, suponha que 0 ¢ W. Seja >
o conjunto dos ideais contidos em R — W. Note que > é nao-vazio, pois (0) € >_. Pelo
Lema de Zorn, existe um elemento maximal q € ).

Afirmacao: q é primo.
De fato, suponha por absurdo que xzy € q, onde = ¢ q e y ¢ q. Como q C q + (x), segue
que q + (z) € R— W, ou seja, x ¢ R — W; de modo que x € . Similarmente, y € W.

Como W ¢é fechado, segue que xy € W, o que é uma contradicao.

Agora, tomemos um primo minimal p € q. Dai, pNW C qNW = (. Por

hipétese, r +p € I(R/p). Assim, tomando " = r + p, obtemos

/

(" +a () 4 a, =0

com a; € I'(R/p) e a; € I'. Logo, (" + ayr™ ' + ... + a,) = 0 e isso implica que
™+ a1+ ... +a, €p. Portanto, W Np # 0, o que é uma contradiciao. Segue que

0 W eassimr e I. O
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Proposicao 2.9. Seja R um anel ndao necessariamente Noetheriano. Para algum ele-
mento r € R e um ideal I C R, temos que r € I se, e somente se, existe um inteiro n,

tal que (I + (r))™ = I(I + (r))" L.

Demonstragdo. Suponha que r € I; entdo existem n € N e a; € I’ tais que r" + ay "' +

asr" % 4+ ... +a, =0. Assim,

= —art— a2 —a,

Note que a;r"~" € I'(I + (r))"", pois r"* € (I + (r))"". Observe que a;7""* € I'(I +
(r)" CI(I+ (r)~Y I+ (r))" " =1I(+ (r))"'. Logo, r" € I(I + (r))"'. Note entao
que (I+ ()" =I"+ 1"+ 122 4+ Ir" 4 (r") = [+ 1172 + 117302 +
oo I (r) C (T + (r))™ L. Portanto, (I + (r))™ = I(I+ (r))"".

Para a reciproca, suponha que exista um inteiro n tal que (I + (r))" = I(I +

(r))"~t. Como r™ € (I + (r))", segue que r" € I(I + (r))"*. Temos (I + (r))"* =
I L 2 4 1302 4 I 2 + 7771 De onde segue
IT+ ()t = I+I1 e .+ 224 Iyt
= It P2 I I
Desse modo, podemos escrever ™ = a7 ! + ayr" 2+ ...+ a,_17 + a,, onde a; € I* com

i=1,...,n. Portanto, r € I. O]

Definicao 2.10. Sejam J C [ ideais de um anel R. Dizemos que J é uma reducgao de

I, se existe um inteiro nao-negativo n, tal que I = JI™.

O corolario a seguir é obtido da Proposigao 2.9.
Coroldrio 2.11. Sejar € R. Entior € I se, e somente se, I é uma reducdo de I + ().

Corolario 2.12. Sejam I C R um ideal e v um elemento no anel R. Suponha que exista
um R-maodulo finitamente gerado M satisfazendo as sequintes condigoes:

(1) rM CIM;

(2) Sempre que aM = 0 para algum a € R, temos r € m

Entdo, r € 1.

Demonstrac¢ao. Seja M um R—moddulo, onde M = Rb; + ... + Rb,,, isto é, M =

(b1,...,bn) e tal que rM C IM. Entao, para cada i = 1,...,m podemos escrever
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rbi = Y1~ a;b; para algum a;; € I e algum b; € M. Seja A a matriz (d;7 — a;;), onde
0;; ¢ a funcao delta de Kronecker. Nesse caso, o delta de Kronecker se reduz a matriz
identidade de ordem m. Seja b o vetor coluna (by,...,b,) € M™. Sendo assim, Ab serd
um vetor coluna, cuja primeira linha, por exemplo, é igual a (0117 —a11)b1+ (d127 —a12)ba +
+(0137 — a13)bs + . . . + (017 — A1) b = 701 — a11by — a12by — ai3bs — ... — aymby, = 0 de
acordo com equacao acima envolvendo rb;. As demais linhas seguem analogamente e dessa
maneira Ab = 0. Sendo assim, det(A)b = adj(A)Ab = 0 e com isso para todo b;, temos
det(A)b; = 0, o que implica det(A)M = 0. Tomando a = det(A) na condigao (2), obte-
mos que r € /(0 : det(A)). Tsso significa que para algum &k > 0, vale 7* € (0 : det(A)),

ou seja, r*det(A) = 0. Desenvolvendo

r—ain  —ai2 —a13 —Q1m
—G21 T — a2 —A23 —Aa2m
det(A) = det | —ag —azy T —as3 a3m
—Qm1 —Qm2 —Qam3 " — Qmm
obtemos uma equacao de dependéncia integral de r sobre I. Portanto, r € I. O

Lema 2.13. Sejam R um anel, M um R-mddulo finitamente gerado, ¢ : M — M um
homomorfismo de R-mddulos e I C R um ideal, tal que p(M) C IM. Entdo, eziste um

inteiron er; € I', 0 < i < n, tais que
n n—1 0 __
it e =0,

onde @ : M — M denota a aplicacio identidade. Em particular, se A D R é um anel tal

que x € A, xM C M e M ¢€ fiel sobre R[z], entdo x € R.

Demonstracao. A segunda parte segue da primeira, pois tome ¢ como sendo a multi-
plicacao por z, visto que xM C M e como (@™ + 710" 1 +... +7r,0%) (1) = 0, isso implica

que 2" +rz" '+ ...+ 7, =0, de modo que z € R.

Para a primeira parte, suponha M = Rmy+...+ Rm,,, isto é, M = (mq,...,my,).
Como ¢(M) C IM, escreva p(m;) = > 7| a;jm;, para algum a;; € I. Seja A a matriz
cuja entrada (i,7) é igual a ; ;o — a;;1d e seja m o vetor coluna (my,...,m,) € M™. Si-
milarmente ao coroldrio anterior, obtemos Am = 0 e assim det(A)M = 0. Desenvolvendo

o det(A) encontramos uma funcio da forma @™ + ri" 1 + ... +r,0° onde r; € I'. O
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Proposicao 2.14. Seja R um anel nao necessariamente Noetheriano e integralmente
fechado em Q(R). Entao, para algum ideal I e algum ndo-divisor de zero f em R, temos
fI = fI. Em particular, todo ideal principal gerado por um elemento nao-divisor de zero

em R € integralmente fechado.

Demonstracdo. Suponha que r € fI, isto é, r é integral sobre fI. Entdo, existem um
inteiro n e b; € I', tais que ™ + by fr" ' + ...+ b,_1 f" r + a,f" = 0. Dividindo essa

equacao por f", obtemos

b bus "' buf"
+ +. + =
IO fr IE

€l ecomissore fI.

0.

Dessa forma,

f

Reciprocamente, seja r € fI, com r = sf,s € I. Sendo s € I, temos s™ +

Logo,

a1s™ '+ ...+ am_15+ ay =0, com a; € I'. Agora, multiplicando por f™, obtemos
()™ +arfms™  + . A a1 [+ ap f" = 0.

Isso implica (sf)™ + ar ff™ 1™+ 4 Gy f" s+ an f™ = 0. Com isso, (sf)™ +
arf(fs)™ '+ .. 4 amor f"NSfS) + amf™ = 0, de modo que 7™ + a; fr™t + ...+

A1 [ + ap f™ =0, a; € I'. Portanto, r é integral sobre fI, como querfamos.

Particularmente, seja J = (f), onde f é nao-divisor de zero em R. Como R é
um ideal dele mesmo, temos fR = fR. Com isso, J = fR = fR = fR = J, pois R ¢é

integralmente fechado. O

Proposicao 2.15. Seja R C S uma extensdo de anéis e seja I C R um ideal. Entao,

ISNR=1.

Demonstracdo. Temos I C ISNR. Mas, pela persisténcia do fecho integral, vale IS C IS.
Logo, obtemos ICISNR.

Para a reciproca, seja r € ISN R; entdo r € R e r € IS, de modo que

a4 apr +a, =0,
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onde a; € I'S C S; assim, a; = Zle zjyj com z; € I"ey; € S. Digamos que z; = >, wj;.
Seja T'C S uma R-algebra finitamente gerada Rly;] e seja J = (w;;). Entao, a; € J'T, o
que implica r € JT. Como r € R, suponha que r € JT N R. Queremos mostrar r € J,
pois isso implicard r € I, visto que J C I. Sendo r € JT, temos do Corolario 2.11 que

JT é uma reducao de JT + (r). Logo, existe um inteiro n, tal que

JUT+ ()T = (JT + (r)""
= (JT+ (r)"(JT + (r)) (2.2)
= (JT+(r)"(J+7r)T
)

= JJ+r)"T+r(JT+ (r)"T.

Seja M o R-mdédulo finitamente gerado (JT' + (r))"T. Entao, da Equagao (2.2) obtemos

(r)
()
(r)
+(r)

JM = JM +rM e com isso rM C JM. Além disso, se aM = 0 para algum a € R, segue
que a(J + (r))"T = 0, de modo que ar™ = 0. Logo, r* € (0 : a) e assim r € /(0 : a).

Resulta, entdo, do Corolario 2.12 que r € J, e assim r € 1. O]

2.2 Anéis Noetherianos

Nesta secao abordaremos resultados sobre anéis Noetherianos e dominios de Krull.

2.2.1 Ideais principais

Lema 2.16. Sejam R um anel Noetheriano, J C R um ideal e p € Ass(R/J). Entao,

existe um nao-divisor de zero y € R, tal que p = (J : y).

Demonstra¢ao. Tome p € Ass(R/J); entdao p = (J : ), onde ¢ J. Por outro lado,

temos

U »=0
peAss(R/J)

onde D é o conjunto dos divisores de zero de R. Além disso, R € (J : ), pois (J : x) =p
é primo. Da mesma forma, R ¢ p para todo p € Ass(R/J). Com isso, pela Proposigao
A.2 existe z € R, tal que

=¢ |J » (2.3)

peAss(R/J)
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Logo, z é nao-divisor de zero e consequentemente zx também nao o é. Tome y := zx.
Assim, p = (J : x) C (J : zx) = (J : y). Por outro lado, (J : zz) C (J : z) = p,
pois seja a € (J : zx), logo azx € J. Dai, az € (J : ) = p. Da Equacao (2.3), temos
z ¢ (J:x)=p. Oqueimplica a € (J : x). E assim, p = (J : y) para algum y € R

nao-divisor de zero. O

Lema 2.17. Sejam (R,p) um anel local Noetheriano integralmente fechado em Q(R) e

r € R um elemento nao-divisor de zero. Se p € Ass(R/xR), entdo p € Min(R/zR).

Demonstracao. Seja p € Ass(R/xR); entao

p=(zR:y), (2:4)

onde y ¢ xR e é nao-divisor de zero pelo lema 2.16. Da Equacao (2.4), py C zR. Dal,
gp C R. Sendo p um ideal maximal, segue que %p Cpou %p = R. Se gp C p, entao
pelo Lema 2.13, temos % €R=R. Assim,ycrsRep= (zR:y) = R. O que é uma
contradicao. Sendo assim, %p = R. Logo, existe um elemento z € p, tal que %z =1
e entdo yz = x. Segue que p = (xR : y) = (yzR : y) = zR. Portanto, p é um ideal
principal. Como p € Min(R/p), resulta do Teorema A.23 que ht(p) = 1. Sabendo que

p 2 =R, concluimos que p € Min(R/zR). O

Proposicao 2.18. Sejam R um anel Noetheriano que € integralmente fechado em Q(R),

x um elemento nao-divisor de zero em R e I = (x) um ideal principal. Entdo,
Ass(R/I) = Min(R/I).

Demonstragao. A inclusdo Min(R/I) C Ass(R/I) é imediata. Para a outra inclusdo, seja
p € Ass(R/I). Agora, localizando em p, temos p, € Ass(R,/1,). Sendo (Ry,p,) um anel
local Noetheriano e x € R um elemento nao-divisor de zero, segue do lema anterior que

p, € Min(R,/I,), o que implica pelo Corolario A.10 que p € Min(R/I). O

2.2.2 Dominios de Krull

Definicao 2.19. Um dominio integral R ¢é dito um dominio de Krull se:
(1) Para todo ideal primo p C R tal que ht(p) =1, o anel R, é um dominio Noetheriano

integralmente fechado;
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(2) R= ﬂht(p):l Ry;
(3) Todo elemento nao-nulo de R pertence no maximo a uma quantidade finita de ideais

primos de altura um.

Exemplos 2.20. 1. Todo dominio Noetheriano integralmente fechado é um dominio de
Krull (vide [15, Proposition 4.10.4]). Por outro lado, todo dominio de Krull é integral-
mente fechado, pois como R, ¢ integralmente fechado para cada ideal primo p de altura

um, segue que mht(p):l R, = R também ¢ integralmente fechado.

2. Seja {z;} um conjunto arbitrario de varidveis independentes. Se R é um dominio
de Krull entao o anel dos polindémios R[{x;}] é um dominio de Krull (vide [3, Proposition
1.6]). Em particular, se k é um corpo, segue do Exemplo 1 que o anel de polinémios

k[xy1, 22, x3,...] em infinitas varidveis é um dominio de Krull que nao é Noetheriano.

3. Se R é um dominio de Krull entdo o anel formal de séries de poténcias R|[[x]] em

uma varidvel z é um dominio de Krull (vide [3, Proposition 1.7]).

Proposigao 2.21. Sejam R um dominio de Krull e x € R um elemento nao-nulo. Sejam
P1,...,Ps ideais primos de R tais que ht(p;) =1 e z € p; para todo i = 1,...,s. Entao,
tR =(;_; (xRy, N R) é uma decomposi¢io primdria minimal de xR. Em particular, os

ideais principais nao tem primos 1mersos.

Demonstracao. Queremos mostrar:

(1) 2R =iy (xR, N R);

(2) xRy, N R é um ideal primario, para todo ¢

(3) A decomposigao R = (;_; (zRy, N R) ¢ minimal.

Para (1) tome y € (;_, (zRy, N R), logo y € R e y € zR,, para todo p;. Com isso,
Yy € R,, para todo p;, onde ht(p;) = 1. Pela defini¢do de dominio de Krull, temos que
o € R. Isso implica que y € zR. A reciproca segue do fato de ztR C R e R C xR, para
todo p; de altura um.

(2) De acordo com a Defini¢ao 2.19, o anel R,, é um dominio Noetheriano integralmente
fechado para todo p;. Sendo R,, um anel local, de dimensao um, resulta da Proposicao

A.21 que xR, é uma poténcia do ideal maximal de p;, . Assim, da Proposicao A.9

concluimos que o ideal xR, é primdrio, para todo p; de altura um. Portanto, R = (;_,
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(xR,, N R) é uma decomposi¢do primaria.
(3) Afirmagdo 1: \/(xRy,, "N R) =p,; paratodoi=1,...,s
De fato, vimos no item (2) que /xR, = p;,,. Assim, \/(zR,, N R) = (\/zR,, N R)

((ps)p; N R). Note que (ps,, N R) = p;. J& sabemos que (p;,, N R) D p;. Dai, se supormos
(Pip, N R) # pi, teremos pg,. = (Pip, N R)p; # (Pi)p;, = Pip,» 0 que é uma contradigao. Além
disso, segue da hipdtese que p; # p; para todo i # j.

Afirmagao 2: (. (xRy, NR) € (xR, N R).

Com efeito, se [,; (xR, N R) C (zR,; N R), entao \/ﬂl#j(me NR) C /(xR N R).

Isso implica ﬂ#j V(zR,, N R) C /(zR,; N R). Logo, izj Pi © pj. Segue da Proposi¢ao

A.2 que p; D p; para algum 7 # j. No entanto, temos ht(p;) = 1 para todo i. Logo, p; = p;

para algum ¢ # j, o que contradiz o fatos dos p;; serem todos distintos.
Portanto, xR = (;_, (zRy, N R) é uma decomposi¢ao primdria minimal de zR.

A dltima afirmagao dada no enunciado segue da Proposigao 2.18. [

Lema 2.22. Nas hipoteses da proposi¢ao anterior, sejam I = xR e [ = qiNg2N. ..NG; uma
decomposi¢ao primdria minimal de I, isto €, \/q; = p; sdao distintos para todo i =1,... 1t

e Nz 95 € qi para todo i. Entdo, (,,; q; € pi para todo i.

Demonstrac¢ao. Suponha que ﬂ#i q; C p;. Assim, ,/ﬂ#i q; € /p;. Isso implica que
ﬂ#i V45 € /pi. Sendo assim, pela Proposicao A.2, segue que p; C p; para algum j # 1,
o que é uma contradigao, visto que p; € Ass(R/I) = Min(R/I). O

2.3 Valorizacoes

Nesta secao trataremos do estudo de valorizacoes. Mostraremos algumas de-
finigbes importantes, resultados auxiliares e de modo especial a Teorema de existéncia de

anéis Noetherianos de valorizacoes e o Critério de valorizagao.

2.3.1 Definicoes

Definigao 2.23. Seja K um corpo. Uma valorizagao em K (ou uma K-valorizagao)

¢ um homomorfismo v de um grupo multiplicativo K* = K\{0} em um grupo abeliano
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totalmente ordenado G (aditivo) tal que para todo z,y € K,

(1) v(z+y) = minfu(z),v(y)};
(2) v(zy) = o) +o(y).

Segue das propriedades acima que v(1) = 0 e que para todo z,y € K\{0} temos

v(z™!) = —v(x); assim, v (f) = v(x) —v(y). Além disso, adotamos v(0) = oo.
)

Definicao 2.24. Considere um corpo K. Dizemos que as valorizagoes v : K* — G, e w :
K* — G, sdo equivalentes se existe um isomorfismo ¢ : v(K*) — w(K™*) preservando

ordem tal que para todo o € K*, temos ¢(v(a)) = w(a).

Definicao 2.25. Seja K um corpo. Um anel de valorizacao de K é um dominio integral
V onde Frac(V) = K tal que para todo elemento nao-nulo z € K,ouz € Vouz ' eV

(ou ambos).
Notagao 2.26. Seja v : K* — G uma valorizagao. Pode-se verificar que
R, ={re K*; v(r) >0} U{0}
¢ um anel de valorizagao de K, cujo ideal maximal é m, = {r € K*; v(r) > 0} U {0}.

Exemplo 2.27. Seja V um dominio, com Frac(V') = K, tal que para quaisquer ideais
eJemV,ouJ CIloulC.J. Entao, V é um anel de valorizacao de K.

De fato, seja % € K tal que a,b € V, com b # 0. Suponha que % ¢ V. Logo, (a) € (b),
pois caso contrario, teriamos a = bw para algum w € V e desse modo, % eV, oqueé
uma contradi¢ao. Segue da hipdtese que (b) C (a) e assim b = ay, com y € V. Por essa

—1 b
razao, (%) _ 2 y € V. Portanto, V é um anel de valorizagao de K.
a a

Defini¢ao 2.28. Dizemos que uma valorizagdo v : K* — Z U {00} é uma valorizagao

discreta e o anel R, é chamado anel de valorizacao discreta.

Neste trabalho os anéis de valorizagoes discretas estao de acordo com [1], isto é,
sao dominios locais Noetherianos integralmente fechados, cuja dimensao de Krull é igual

a um.

Definigao 2.29. Sejam R um anel, / C R um ideal e £ uma indeterminada. A algebra

de Rees de I ¢ o subanel de R[t] definido por

R[It] = {iaiti; neNea € I’} = @I”t”.

i=0 n>0
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Definicao 2.30. Seja R um anel e seja I C R um ideal. A dlgebra blowup associada ao
par (R,I) é a R-algebra graduada R[It]. Considere um elemento a € I. Dizemos que
a dlgebra blowup afim R [é] ¢ a R-algebra cujos elementos sao representados por uma

. x
expressao da forma — com x € I".
a

2.3.2 Propriedades de anéis de valorizagoes

Lema 2.31. Seja V' um anel de valorizacao.

(1) Seja I €V um ideal e seja G um conjunto finito de geradores de I. Entdo, existe
z € G tal que 2V =1.

(2) Se para alguns x,y € V, (x,y) # yV, entao para todo r € V, temos

(z —ry)V = (z,y)V.

Demonstracao. (1) Seja n o nimero de elementos de G. Se n = 1, entdao G = {z} e
teremos xV = I. Suponha agora G = {z,y} e mostraremos que I é um ideal principal.
Como z,y € V, segue que xy~ ' € Frac(V). Sendo V anel de valorizagao, resulta que
zy P € Vou (zy )t =yt € V. Assim, z € yV ou y € V. Portanto, I = zV ou
I = yV, e isso implica que I é um ideal principal. Fazendo indugao em n, concluimos o

resultado.

(2) Pelo item anterior, temos x € yV ouy € V. Como (x,y)V # yV, segue que
x ¢ yV. Sendo assim, temos y € xV, o que implica y = xq com g € V. Note que g nao é
unidade em V, pois do contrédrio terfamos z = yq~! € yV, o que seria uma contradicao.
Como (V,my ) é um anel local e my é formado por nao-unidades, segue ¢ € my,. Dali, pela
Proposigao A.1, conclui-se que 1 — rq é unidade. Por outro lado, x —ry € (z —ry)V e
r—ry =1z —rxq = x(l—rq); sendo 1 —rq unidade, multiplicando a equagao anterior por
(1—rq)~', obtemos = € (z —ry)V. Dai, xq € (x —ry)V, isto é, y € (x —ry)V. Portanto,
(x,y)V C (z —ry)V. A outra inclusdo ¢é direta. O

Lema 2.32. Sejam (R, m) um anel local e M um R-mddulo tal que o R/m-espago vetorial

M/mM tenha dimensdo um. Se z € M \ mM, entao M = (z).

Demonstracao. Seja k = R/m. Temos M/mM = (w) um k-espago vetorial e {w}

uma base de M/mM. Considere z € M \ mM; entdao {z} ¢ L.I em M/mM e como
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dim M/mM = 1, segue que {Z} também é uma base de M/mM. Dessa maneira, da

Proposicao A.4, resulta M = (z). O

Lema 2.33. Sejam R um anel, I C R um ideal e V1, ...,V, anéis de valorizacoes discre-
tas. Parat=1,...,n, seja m; o ideal maximal de V; e assuma que R contém unidades
Uty ..., Un_1, tais que W; # W; em R/m; N R. Entao, existe um elemento x € I tal que

para todo i =1,...,n, temos xV; = IV.

Demonstracao. Suponha por inducao que existam x,y € I, tais que para todo i < n e
j > 1, temos zV; = IV, e yV; = IV;. (O caso n = 1 segue do Lema 2.31). Se 2V}, = IV,
a demonstracao estaria concluida. Assim, suponha zV,, # IV,,. Similarmente, suponha
yVi # IVy. Dai, yVi # IV) = xV;. Isso implica (x,y)Vi # yVi, e entao, pelo Lema
anterior, segue que para toda unidade u € R, temos (z — uy)V; = (z,y)Vi = IV} pois
y € I e IV} = xV;. Analogamente, (x —uy)V,, = (z,y)V,, = IV,, para toda unidade u € R.
Para concluirmos o resultado é suficiente encontrar uma unidade u € R, de modo que
para todo i = 2,...,n — 1, tem-se (z — uy)V; = I'V;. Provaremos isso na Afirmagao 2.
Afirmagao 1: Se (x — uy)V; # 1V; entao x — uy € my[.

De fato, se x —uy ¢ m;I = m; IV}, isto é, se t—uy € IV;\m;IV;, pelo Lema 2.32 obterfamos
1V; = (x — uy)V;, visto que 1V; é um ideal principal.

Afirmagao 2: Existe j € {1,...,n—1} tal que (z—u;y)V; = IV, paratodoi =2,...,n—1.
Suponha que para cada j € {1,...,n—1} existe i; € {2,...,n—1}, tal que (z —u;y)V;, #
IV;,. Entao, x —ujy € my, [ paracada j =1,...,n—1 (vide Afirmagao 1). Reordenando
indices se necessario, podemos supor que * — w1y € Mol ..., — u, oy € m, 1. Além
disso,  — u,_1y € my[ para algum k € {2,...,n— 1}. Mas, v — u,_1y, & — upy € myl
implicaria (u,_1 — ug)y € myI. Porém, por hipdtese, u, 1 # U em R/my N R; dali,
Up—1 — U, & M N R, de maneira que u, 1 — ux ¢ my. Logo u,_1 — uy é unidade em V
e assim y € mil. Mas, IV; = yV; para todo ¢ = 2,...,n de modo que myIV; = ymy, e
assim y = yr para algum r € my; note que Vj nao seria um dominio, pois y(1 —r) = 0,

y#0el—r+#0 (visto que r € my). Com isso, concluimos a Afirmacao 2. O

2.3.3 Existéncia de anéis de valorizagoes

Nesta subsecao mostraremos a existéncia de anéis de valorizagoes entre um dominio

integral R e seu corpo de fracoes, de modo que todo ideal primo em R é a contracao do
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ideal maximal de algum desses anéis de valorizacoes. Faremos a prova para o caso em
que R é um dominio nao-necessariamente Noetheriano e para o caso em que R é um
dominio Noetheriano, e veremos que nesta tltima situagao, tais anéis de valorizagoes

serao Noetherianos.

Lema 2.34. Seja (R, m) um dominio local, nao necessariamente Noetheriano, e seja K =

Frac(R). Entdo, existe um anel de valorizac¢io (V,my) entre R e K tal que my N R = m.

Demonstracao. Seja > = {(T,mgp); RC T, mT CmpeT C K }, onde (T, my) é um
dominio local. Esse conjunto é nao-vazio, visto que (R,m) € Y . Defina uma relacao <

em » ., como segue:
(T,mT) < (T’,mT/), se T - T/ e Mmr - myr.

O conjunto Y com a relagdo < é um conjunto parcialmente ordenado. Aplicando o Lema
de Zorn, obtemos que Y possui um elemento maximal, denotado daqui em diante por
(V,my). Afirmagdo 1: my N R =m.

De fato, como (V,my) € > é um elemento maximal, resulta R C V e mV C my . Logo,
mV N R Cmy NR. Poroutro lado, m CmV N R C my N R e isso implica m C my N R.

Sendo my N R um ideal préprio e m um ideal maximal, concluimos que my N R = m.

Agora, mostraremos que V' é um anel de valorizagao. Para isso, seja x € K e
seja my[z] a extensdo do ideal maximal my em V[z]. Entdo, do Lema A.14 obtemos
my[x] # V[z] ou my[z] # V]z™!]. Sem perda de generalidade, suponha my[z] # V|z].
Seja my, o ideal maximal de V(z], o qual contém my[z]. Defina S = (V([z])m,, €
Mg = My [;]S.

Afirmagdo 2: (S,mg) € >_.
Com efeito, temos R C V C Viz] C S. Além disso, mS C myg, visto que mS é um
ideal préprio em S. E, como (V,my) € >, segue que V' C K. Sendo x € K, obtemos

Viz] C K. Dai, S C K, e isso implica (S,mg) € > _.

Por outro lado, pela defini¢ao de S, temos S O V e sendo (V, my) um elemento
maximal de >, segue (S, mg) < (V,my), o que implica S C V. Portanto, S = V. Sendo

assim, z € V' e dessa forma V' é um anel de valorizacao. O]

Teorema 2.35. (Existéncia de anéis de valorizagoes)

Seja R um dominio integral nao necessariamente Noetheriano, com K = Frac(R), e seja
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p C R um ideal primo nao-nulo. Entao, existe um anel de valoriza¢ao (V,my ) entre R e

K tal quemy N R=7p

Demonstragao. O anel (R,,p,) um dominio local. Pelo Lema anterior, existe um anel de
valorizacao V entre R, e Frac(R,) tal que my N R, = p,. No entanto, como R C R, e
Frac(R,) C K, segue que V estd entre R e K. Por outro lado, temos my NR,NR = p,NR.

E isso implica my N R = p, como queriamos. O

Agora, faremos o caso em que R é um dominio Noetheriano.

Lema 2.36. Seja R um anel Noetheriano e seja m um ideal mazimal de R tal que dim R =
ht(m). Suponha que m = (T'), onde T é um subconjunto de R, e todo elemento de T é

nilpotente em R. Entao, dim R = 0.

Demonstracao. Afirmacao: Todo elemento de m é nilpotente.
De fato, como m = (T'), segue que se a € m, entdo a = a181 + ... + pS,, com a; € R
e s; € T. Além disso, cada s; é nilpotente. Assim, s; € v/0 para cada i, de modo que

a € V0. Por essa razao, a é nilpotente.

Da afirmacdo acima, segue que m = /0. Pela Proposicido A.20, segue que m” =

(0). Entao, dim R = ht(m) = ht(m”") = 0. O

Lema 2.37. Seja (R, m) um dominio local Noetheriano e seja K = Frac(R). FEntdao,

existe um anel de valorizagao Noetheriano (V,my) entre R e K tal que my N R = m.

n

mn—l—l

Demonstragao. Seja G = gra(R) = D,,5 ( m ) o anel graduado associado de m. Pela

Proposicao A.22, G é um anel Noetheriano.
m
Afirmagao 1: <E> C @ é um ideal maximal.
2

m m _m m
Com efeito, temos <—2> = 5 ® -5 ... Eassim, G/ <—2> ~ R/m. Como R/m é

m m m m
corpo, segue que o ideal <E> ¢ maximal.

m
Afirmacao 2: Existe um elemento de — C G nao-nilpotente.
m

m . . ,
De fato, se todo elemento de — C G ¢ nilpotente, do lema anterior, concluimos que
m
dim(G) = 0. Isso implica pelo Teorema A.27, que dim R = 0. E, como R é dominio, isso
implica que R é corpo. Mas isso contradiz a hipdtese de que R tem um ideal maximal

nao-nulo. Por essa razao, nem todo elemento de m/m? é nilpotente.
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m
Seja x € m tal que a imagem de x em 2 ¢ nao-nilpotente em G e seja S = R[Z].
Entao S é uma R-algebra finitamente gerada e sendo R Noetheriano, segue da Proposicao

A.18 que S é Noetheriano. Se xS = S, escreva

a
-1

a
]_ = r— =
xm xm
n—1

onde @ € m" e por essa razao 2" ! € m”. Dai, a imagem de 2" ! em

C G é zero, o
mn

que é uma contradicao. Portanto, .5 é um ideal proprio em S.

Afirmagao 3: xS =mS.

A primeira inclusao é clara, visto que x € m. Para a reciproca, seja b € mS; entao

b=7, zyicomz €mey; €S5. Logo,

Ap
xnp

ax
b:zlyl—l—...—i-zpyp:zlﬁ—i—...—i—zp

onde a; € m™. Com isso,

PTG AR A S S e A A

xnt ...

FATCT AR A SIS Sl Ay M A A e
xnitetnp

PTG AR AL S S A A

:L‘n

(zra1x™ - - x™ 4 L zpaa™t - xte)
xntl

com n = ni + ...+ n, Dessa maneira, b = x
P )

onde z1a1x™ - - ™ + ...+ zpa,x™ - - 2™t € m" Tl Segue que b € xS, como queriamos.

Seja q C S um ideal primo minimal de xS. Pelo Teorema A.23, temos ht(q) = 1.
Sendo assim, dim(S;) = 1. Tome T' = 5, = (5), e seja mz o ideal maximal de 7. Dessa
forma, como my é o Unico ideal primo de T, pelo Teorema A.16, segue que q = myp N S.
Com isso, ¢ € my NS, o que implica T C (my NS)T C mp. Além disso, pelo Teorema
de Krull-Akizuki (Teorema A.26), o anel 7" é Noetheriano e tem dimensao igual a um.
Por outro lado, do Corolario A.15, segue que T é integralmente fechado. Assim, o mesmo
vale para o anel Ty,,.. Da Proposicao A.21 resulta que T;,, é um anel de valorizacao, visto
que Ty, é Noetheriano e tem dimensao igual a um. Tomando V = T,,, obtemos que
my = (M7 )m, ¢ 0 ideal maximal de V. E como q C q7" C my e my C my, isso acarreta
g C my. Mas, mS = 25 e xS C q, visto que q é minimal sobre xS e por essa razao

mS C my. Isso implica que m C my, e estando m C R, significa que m C my N R.
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A outra inclusao segue do fato de my N R ser um ideal préprio em R e sendo m C R
maximal, my N R C m. Portanto, V' é um anel de valorizagao Noetheriano entre R e K,

tal que my N R =m. O

Teorema 2.38. (Existéncia de anéis de valorizacoes Noetherianos)
Sejam R um dominio integral Noetheriano, K = Frac(R) e p C R um ideal primo nao-
nulo. Entao, existe um anel de valorizagio Noetheriano (V,my) entre R e K tal que

mvﬁR:p.

Demonstragao. O anel (Ry,p,) ¢ um dominio local. Em vista disso, segue do lema anterior
que existe um anel de valorizacdo Noetheriano V' entre R, e Frac(R,), de modo que
my N R, = p,. No entanto, como R C R, e Frac(R,) C K, resulta que V estd entre R e
K. Por outro lado, temos my N R, N R = p, N R. E isso implica my N R = p. Portanto,

V' é um anel de valorizacao Noetheriano entre R e K, tal que my N R = m. O

Definigao 2.39. Sejam R um dominio Noetheriano e V' um anel de valorizagao entre R
e Frac(R). O ideal primo my N R C R é chamado de centro de V' em R, onde my é o

ideal maximal de V.

2.3.4 Valorizacoes e o fecho integral de ideais

Proposicao 2.40. Seja R um dominio Noetheriano, onde K = Frac(R). Seja I C R um

ideal e V um anel de valorizacdo entre R e K. Entao, IV =1V =1V

Demonstracio. Como I C I, segue que IV C IV. Por outro lado, pela Persisténcia do
fecho integral, obtemos IV C IV. Agora, suponha que r € IV e mostremos que r € IV.

Se r € IV, entdo existem n > 1 e a; € I'V tais que
4+ ar™ 4 apr +a, = 0.

Logo, a; = Zle zjy; com z; € I' e y; € V. Digamos que z; = Y, wy; e seja J = (wy;).
Entdo, a; € J'V, o que implica r € JV. Como JV é um ideal finitamente gerado de V/,
resulta do Lema 2.31 que existe um elemento z € J, tal que zV = JV. Em vista disso,
r é integral sobre 2V, isto é, r € 2V. Sendo z ndo divisor de zero em R, concluimos da

Proposicao 2.14 que 2V = zV. Isso implica que r» € 2V = JV C IV. Por conseguinte,
IV CIv. O
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Proposicao 2.41. Seja R um dominio Noetheriano e seja I C R um ideal. Entao,
I=()IVNR,
v

onde V' wvaria sobre todos os anéis de valorizagéoes discreta de K = Frac(R) que contém

R.

Demonstragao. Como I C Ny IV N R, segue da Proposicio 2.40 que I C Ny IVNR.
Para a outra inclusdo, suponha r € (), IV N R, e seja S o anel R[%] = {%, x € I”},
onde r # 0.

Afirmagdo 1: Frac (R[1]) = K.

De fato, seja K’ = Frac (R[]). Tome a € K'; entao a = g, com b,c € R[f] e ¢ # 0.

R .
4~ =—-—,ondex € I" ey € I"™. Suponha, sem perda de generalidade, que
pm TNY

xr

Logo, a =

m—n

n < m, e dai, a = . Como tomamos ¢ = A =# 0, segue que y # 0 e isso implica
y rm

a € Frac(R). Assim, K’ C K. Suponha K’ C K e estando R C R[£] C K’, segue que
R C K' C K. Com isso, Frac(R) # K, o que é uma contradigdo. Portanto, K = K’ e

dessa forma Frac (R[]) = K.

Da Afirmacao 1, temos R C .S C K. Como r € IV quando V estd entre R e K,
segue que para todo anel de valorizacao discreta V entre S e K, vale r € IV.
Afirmacao 2: Para cada V, vale % SV = (1)V, onde % SV é a extensao de % SemV.
De fato, como r € IV, segue que r € IV e, de forma anédloga & prova da proposicio
anterior, existe um ideal finitamente gerado J C I, tal que r é integral sobre JV. Assim,
pelo Lema 2.31, existe 5 € J, tal que JV = jV. Logo, r é integral sobre jV. Pela
Proposicao 2.14, temos jV = jV, o que implica r € jV. Dessa forma, existe w € V tal

1 I
que r = jw. Com isso, vale Jw=1em V', onde J € — 9, ou seja, L w e - SV.
r ror r r

1
Pelo Teorema 2.38, resulta — S = 5. Sendo assim, podemos escrever

1= = (2.5)

onde a; € I'. Multiplicando a Equagao (2.5) por r", obtemos

Ap—1 (079 _ _
r"+—nr” —ar" T a4 an i +a,.
r

ay az
r’ = —rt=—r"4+—=r"4+.. .+
: 7”2 rn—1

Isso conclui que r € 1. O
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Teorema 2.42. (Critério de valorizagao)

Considere um ideal I em um anel Noetheriano R e um elemento r € R. As seguintes
afirmagoes sao equivalentes:

(1) rel.

(2) Para todo ideal primo p € Min(R) e para todo anel de valorizag¢ao discreta V' entre

R/p e k(p), temosr e IV.

Demonstracao. A demonstragao segue das proposicoes 2.8 e 2.41. [

Corolario 2.43. Para quaisquer ideais I e J em um anel Noetheriano R, vale que I J

c1J.

Demonstra¢io. Tome r € I e¢ s € J. Para qualquer p € Min(R) e qualquer anel de
valorizagao discreta V' entre R/p e k(p), segue do Teorema 2.42 que r € IV e s € JV.

Logo, rs € IJV. Portanto, do mesmo teorema temos rs € I.J. O

Corolario 2.44. Sejam R um dominio Noetheriano e I C J ideais em R, com I =
(ay,...,aq) # 0. Entao, para qualquer n € N, temos
(JI": 1) = (TT" : af) = T.

(3

Demonstracio. Seja r € (JI : I™), entdo rI™ C JI". Como I = (ay,...,ay), segue que
a? € I". Dessa maneira, ra C JI" e assim, r € (JI" : a?*). Portanto, (JI" : I") C (),
(JI™ : a?). Por outro lado, seja V um anel de valorizacio discreta tal que R C V C
Frac(R). Como I = (ay,...,aq) € IV é um ideal em V, resulta do Lema 2.31 que existe
a; € I tal que a;V = IV. Sendo r € (), (JI™ : al), acarreta ra?V C JI"V = JI"V, pela
Proposigao 2.40 e com isso, ra;'V C JI"V = Ja!'V. Portanto, r € JV e pela Proposicao
2.41 obtemos r € J. Dessa forma, conclufmos que (JI™: I") C (), (JI" : a?) C J. Além

disso, o Corolario 2.43 nos da J I C JI" e sendo I C ]_”, resulta J I C J In C JI™.

Por essa razdo, J C (JI" : I"), como querfamos. ]
Lema 2.45. Sejam (R, p) um anel local Noetheriano e I C R um ideal. Sep € Ass(R/I™),

entio p € Ass(R/I"+1).

Demonstragio. Seja p € Ass(R/I™). Se ht(p) = 0, entdo p serd o tinico ideal primo de

R, de maneira que Ass(R/I"*1) = {p}, e o lema estaria concluido. Assumamos entao
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que ht(p) > 0. Temos, p = (I" : x) para algum = € R, onde x ¢ I". Dessa forma,

p C (In*!: Ix) e como p maximal, segue que p = (I"*1: [x).

Se Iz € I"*1 entao p € Ass(R/I™'). Sendo assim, suponha que [z C I"+! e

mostraremos que, nesse caso, x € I, o que implicard em uma contradicao.

Seja q um ideal primo minimal de R. Suponha que I C q. Note que I" C g,
pois dado w € I", este satisfaz uma equacao da forma w™ + a;w™ ' + ... + a,, = 0, com
a; € I C q. Além disso, como q é minimal e p, por ter altura positiva, nao é minimal,
segue que q C p. Assim, existe z € p, tal que z ¢ q. Com isso, zx € I" C q e sendo q
primo, resulta € q. Isso implica 2/ = 0 e portanto ' € (I") = (0'), onde ' ¢ (I") so,

respectivamente, as imagens de x e (I™) em R/q. Assim, da Proposigao 2.8, resulta que

x € I", o que é uma contradicdo. Por outro lado, suponha que I ¢ q. Como [z C ["H1,

pelo critério de persisténcia do fecho integral, temos I'z’ C (I"+1) C (I"*1) onde 2/, 1" e
(I™*1) denotam, respectivamente, as imagens de x, [ e I"t!1 em R/q. Além disso, desde
que I’ # (0), pelo corolario anterior temos ((I™)'I' : I') = (I™) e com isso, obtemos

a' € (I"). O que implica, pela proposicio 2.8, que z € I", que é uma contradi¢io. E

assim o resultado estd concluido. O

Proposicao 2.46. Seja R um anel Noetheriano e I C R wm ideal. Entdo, para todo
n > 1, temos Ass(R/I") C Ass(R/I"1).

Demonstragio. Suponha Ass(R/I") = {p1,...,p,} e seja p € Ass(R/I"). Assim, locali-
zando IR em p, obtemos p, € Ass (Rp/(]_”)p> = ASS(RP/E) pela Proposigao 2.7 e, sendo
(Ry,py) um anel local Noetheriano, segue do lema acima que p, € Ass(R,/IyT"). Isso

implica, pelo Corolario A.10, que p € Ass(R/I"*1). O

Defini¢ao 2.47. Sejam R um dominio e v uma valorizagdo em Frac(R). Por convengao,

v(0) = 0o. Seja I C R um ideal ndao-nulo; definimos
v(I) = min{v(z); x € I}.
Corolario 2.48. Considere R um anel Noetheriano, I C R um ideal e v um elemento de

R. Entao, r € I se, e somente se, existe um inteiro n tal que para todo inteiro m > n,

temos r"™ e ™™,

Demonstracao. Suponha que exista um inteiro n tal que para todo inteiro m > n, temos

r™ e ™" Como I™™™ C R C R/p para todo p € Min(R), segue que ™ € I"™"(R/p).
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Considere v uma r(p)-valorizagao, que é nado-negativa em R/p e discreta.

Afirmagao 1: Se r™ € I'™™™, entao v(r™) > v(I™").

Com efeito, v(I"™ ") = min{v(x); . € I }. Se v(r™) < v(I"™ ™), obtemos r™ ¢ ™™™,
o que é uma contradi¢do. Dessa maneira, se r™ € I " segue v(r™) > v(I™").

Resulta da afirmagao acima que muv(r) > (m —n)v(I) e isso implica v(r) >
m-—n

v(I). Como v possui valores inteiros, v(r) > v([).

Afirmagdo 2: Se v(r) > v(I), entdo r € IV.

De fato, suponha v(r) > v(I) e seja V = {0} U {x € Frac(V); v(z) > 0 }. Como IV é
um ideal em V', segue que existe um inteiro k tal que IV = {y € Frac(V); v(y) > k }.
Assim, v(IV') > k. Por outro lado, v(r) > v(I) > v(IV) > k. Portanto, r € IV. Assim,

concluimos pelo Teorema 2.42 que r € 1.

Reciprocamente, suponha r € I e pelo Coroldrio 2.11, segue que I é uma reducio
de I+ (r). Assim, existe um inteiro nao-negativo n tal que (I + (r))"** = I(I +(r))". Por
essa razdo, para todo m > n, temos (I+(r))™ = (I+(r))"Tm=") = [m=n([ 4 (r))» C ™.

Portanto, r™ € I™™". ]

Definigao 2.49. Seja R um anel e I C R um ideal. A funcdo ord; : R — Zso U {0}
definida por ord;(r) = sup {m;r € I'""} é chamada de ordem de I.
Lema 2.50. Sejam R um anel Noetheriano ¢ I C R um ideal. Para qualquer x € R,

ord;(z")

n

tem-se que lim,, existe.

ord(z" : L o .
# e seja N um inteiro arbitrario estritamente

Demonstracao. Seja u = limsup,,
maior que u. Escolha ny € Nyg tal que ord;(z™) > N. Seja m um inteiro positivo
arbitrario. Podemos escrever n = gng + r para algum ¢,r € N, com r < nyg.

Afirmagdo: Para todo i, j € Nyg, vale ord; (™) > ord;(x?) + ords(z7).

De fato, sejam ord;(z') = n e ord;(27) = p. Assim, z' € I" e 27 € I? e isso implica
x e ["*P. Se supormos ord; (") < ord;(z) + ord;(z?), teremos ord;(z") < n + p,

acarretando que 7 ¢ "™ o que é uma contradigao. Portanto, para todo i,j € Nsg

vale ord; (™) > ord;(x?) + ord;(z7).
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De forma andloga, ord;(z*) > i ord;(z7). Com isso, temos

ordr(z")  ordp(x?"0*") - ord;(x?0)  ord;(z")

n qno + 1 T gno+r qQno + 1
q ord(z™) N ordy(z")

>
- qno +r qng +r
S 4 ord;(x"0)
- qmotr
~ qng ordg(a™)
qno +1 g
> qno N > qno '
o +7 " = no(g+ 1)
. ... ord(z") . .
Sendo assim, liminf ————= > N. Como isso vale para todo N, resulta que o limite
n
existe. O

Corolério 2.51. Sejam R um anel Noetheriano, I um ideal de R, r € R\{0} e c € N.

ordy(r™) o

Entao, r € I¢ se, e somente se, lim,,

Demonstracdo. Suponha que r € I¢. Pelo Corolario 2.48, existe um inteiro n tal que para

todo m > n, obtemos r™ € (I¢)™ "*1. Entao, ord;(r™) > ¢(m —n + 1) e por essa razao
dy(r™ — 1

ordr(r) o g A=t

m m

limy, o0

ord(r™
$ > c¢. Para um k positivo ar-

Reciprocamente, assuma que lim,, .
bitrario isso significa que para infinitos m, ord;(r™) > e¢m — % < cm. Entao, para
infinitos m, temos r™ € I~ %l Queremos mostrar que r € I¢ e para isso usaremos o
Teorema 2.42. Sejam p C R um ideal primo minimal, V' um anel de valorizacao discreta
de modo que R/p C V C k(p) e v sua valorizagao correpondente. Como r™ € R, segue
que r" e V.

Afirmagdo: Se r™ € I™=%1 entdo v(r™) > v ([[Cm*%]).
De fato, pela Definigao 2.47, segue que v (I[Cm_%]) = min {v(x); x € I[Cm_%}}. Assim, se

v(r™) < v(Ilm=%1), isso implica r™ ¢ I~ %! o que é uma contradicao.

Como r™ € Il %1 resulta v(r™) > v(Il* 1) e assim mo(r) > [em — 2o(I) >

[em—2—1]u(I), o que implica v(r) > (¢ — + — L) v(I). Como a afirmacdo acima vale para
uma quantidade infinita de inteiros positivos m para cada k, concluimos que v(r) > cv(I)
para todo v. Sendo cv(I) = v([°), segue de um argumento similar ao apresentado na
prova do Corolario 2.48 que r € I°V. Dessa forma, concluimos pelo Teorema 2.42 que

rele. O



3 Valorizacao de Rees

No capitulo anterior vimos no Critério de valorizagao (Teorema 2.42) que o fecho
integral de um ideal arbitrario I em um anel Noetheriano R é a intersecao das contracoes
de extensoes de I em uma quantidade possivelmente infinita de anéis de valorizagoes
discretas. Neste capitulo mostraremos mais geralmente que existe uma quantidade finita
de anéis de valorizagoes discretas que determinam nao somente o fecho integral de I, mas
também o fecho integral de todas as poténcia de I. A essas valorizagoes daremos o nome

de valorizacoes de Rees.

Este capitulo foi elaborado com base no Capitulo 10 [15], onde o leitor interessado
encontrara mais resultados a respeito de valorizagoes de Rees. Conquanto, tivemos aqui
o cuidado de contribuir com mais detalhes nas demonstragoes. Fazemos também mencao
que a definigdo de valorizagoes discretas apresentada no livro [15] é mais geral que a
definigao cldssica, encontrada por exemplo no livro de Atiyah [1]. Aqui trabalhamos com

a definicao classica.

3.1 Unicidade da valorizacao de Rees.

Definicao 3.1. Sejam R um anel e I C R um ideal. Se existe uma quantidade finita
Vi,...,V, de anéis de valorizagoes discretas, satisfazendo as propriedades:

(1) Para cadai = 1,...,r existe um ideal primo minimal p de R tal que R/p C V; C k(p);
(2) Para todo n € N, tem- se I" = ﬂ (I"V; N R);

(3) O conjunto {V4,...,V,} satisfazz:elndo (2) é minimal, no sentido que a extragao de
algum destes V; tornard (2) invalida.

Entao, os anéis Vi, ..., V, sao chamados de anéis de valorizacoes de Rees de [ e as

valorizagoes correspondentes vy, ..., v, sao chamadas valorizagcoes de Rees de [.

Note que de (1) obtemos que Frac(V;) ~ k(p), devido a propriedade de minima-

lidade de corpos de fracoes.

Notagao 3.2. Se vyq,...,v, sdo valorizagoes de Rees de I, entao o conjunto {vy,...,v,}
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é denotado por RV(I). Também usamos RV(I) para representar o conjunto {Vi,...,V,}

dos anéis de valorizagoes de Rees de I.

Observacao 3.3. Se R é um dominio e I = (0) é um ideal em R, qualquer anel de
valorizagao discreta entre R e Frac(R) é um anel de valorizacdo de Rees de I. Com
efeito, seja V' um anel de valorizagao discreta tal que R C V C Frac(R). Sendo R
dominio, segue que p = (0) é o unico ideal primo minimal de R e R/p ~ R. Com
isso, k(p) = Frac(R/p) = Frac(R) e assim R/p C V C k(p). A condigdo (2) segue da
Proposicdo 2.41, visto que I"™ = (0) = I; desse modo I" = I e por essa razio todo anel
de valorizagao discreta V entre R e Frac(R) satisfaz a propriedade (2). Portanto, quando

I = (0), qualquer conjunto das valorizacoes de Rees de I nao é unico.

Por essa razao, nesse capitulo consideraremos apenas ideais nao-nulos.

Exemplo 3.4. Sejam R um dominio Noetheriano integralmente fechado e I = (z) um
ideal principal. Entao, {Ry; p € Min(R/I)} é o conjunto de anéis de valorizacoes de Rees
de I.

Note que x € R é nao-divisor de zero, pois caso contrario, sendo R dominio

cairfamos na observacao anterior.

Para obtermos o resultado desejado, provaremos as afirmagoes abaixo. Suponha
Min(R/I) = {p1,...,ps}, pois Ass(R/I) ¢ finito, visto que R é Noetheriano.
Afirmacao 1: {Ry,;i=1,...,s } s@o anéis de valorizagdes discretas.
De fato, sendo R ¢ um dominio Noetheriano, R,, também o é. Além disso, R,, ¢ um
anel local para todo ¢. Por outro lado, dim R,, = ht(p;) para todo i e aplicando o Te-
orema do ideal principal de Krull (Teorema A.23), obtemos ht(p;) = 1. Por essa razao,
dim R,, = 1. Por outro lado, da Proposicao A.17 temos R,, integralmente fechado para
todo i = 1,...,s. Dessa forma, segue da Proposicao A.21 que R,, ¢é anel de valorizacao
discreta para todo .
Afirmagdo 2: Para cada i = 1,...,s existe um ideal primo minimal p; em R tal que
R/p; C Ry, C 5(p;).
Com efeito, sendo R dominio, resulta que (0) é o unico ideal primo minimal de R. Assim,
considere p; = (0) para todo i. Com isso, R/(0) C R,, C Frac(R) = x((0)) para cada
p; € Min(R/1).
Afirmagao 3: Para todo n € N, tem-se (z") =(;_; (z"R,, N R).
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Sendo (z") um ideal principal em R, gerado por um nao-divisor de zero, segue da Pro-

posicao 2.14 que ele é integralmente fechado, ou seja, (z7) = (™). Por essa razao, mos-
traremos que (z") = (_, (z"R,, N R). A primeira inclusao é direta. Para a reciproca,
seja r € (),_; (z"Ry, N R); entao g € 2" R,, para todo i. Entao, rR,, C 2"R,, para todo
i=1,...,s. Pela Proposicao 2.18 e Lema A.7, segue que (r) C (z"), implicando r € (z").
Afirmagao 4: O conjunto {Ry,; i =1,...,s} é minimal.

Com efeito, da Afirmacao 3, temos (z") = ()_, (z"Rp, N R). Sendo z # 0, segue que
2" # 0 é nao-divisor de zero em R. Queremos mostrar que a decomposi¢ao acima é
uma decomposi¢do priméria minimal de (z"). Como ja foi visto, o anel R,, é um anel
de valorizagao discreta para todo ¢ = 1,...,s. Dessa forma, o ideal 2" R,, ¢ poténcia do
ideal maximal (p;),, e resulta da Proposicao A.9 que 2" R, é (p;)p,-primério. Portanto, a
decomposicao (z") = (,_; (2" Ry, N R) é primaria. Quanto & minimalidade dessa decom-

posicao, ela segue de forma anédloga aquela apresentada no item (3) da Proposicao 2.21.

Dessa forma, (z") = (_; (z"Ry, N R) é uma decomposi¢ao primaria minimal de (z").

Portanto, o conjunto {R,,; i = 1,...,s } satisfaz as trés propriedades da Definicao

3.1, e com isso concluimos o exemplo.

Definicao 3.5. Uma valorizacao v correspondendo a um anel de valorizacao na definicao
3.1 é dada apenas no corpo de fragdes de R/p para algum ideal primo p minimal de R.

Definimos v em todo R como segue. Se r € R, entao
v(r) :=o(F), ondeT € R/p.

Seja u € R. Adotamos as seguintes convengoes em R U {oo}:

8

u o0

— =00, 00+ 00 =00, — =0, = 00, U+ 00 = 00.
00

8

u

Lema 3.6. Suponha RV(I) = {v1,...,v,}. Sejar € R. Entdo, r € I" se, e somente se,

v;(r) > nv;(I) para todoi=1,...,r.

Demonstracdo. Seja r € In = Ni—; (I"V;N R). Para cadai = 1,...,r, existe um ideal

S

primo minimal p C R tal que R/p C V;. Temos 7 € I"V;, com T € R/p. Assim, 7 =37 |
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a;b; com a; € I" e b; € V;. Dali,

v ()

vi(T)

Vi (Zj‘:l ajbj>
min{v;(a1b1), ..., v;i(asbs)}
min{v;(a;b;); j=1,...,s}
vi(1")

= ny;(I).

v

Reciprocamente, suponha v;(r) > nv;(I) para todo i e mostremos que r € I"V; N
R. Temos V; = {x € Frac(V;); v;(x) > 0} U{0}. Como I"V; é um ideal em V;, segue que
existe um inteiro k tal que I"V; = {x € Frac(V;); v;(z) > k}. Assim, v;(I"V;) > k. Logo,
vi(r) > v, (I") > v;,(I"V; N R) > v;(I"V;) > k. Dali, v;(r) > k. Resulta que r € I"V;N R

para todo i. Portanto, r € I™. O

Observacao 3.7. Suponha RV(I) = {vy,...,v,}. Sao equivalentes:
(i) I" = ;_, (I"V; N R) para todo n € N.

(ii) r € I" se, e somente se, v;(r) > nv;(I) para todoi=1,...,r.

Lema 3.8. Sejam R wm anel e I um ideal tal que I € p para todo p € Min(R). Seja
w: R — RsgU{oo} uma fungdo tal que para todon > 1, tem-se I" = {x € R;w(x) > n},
e tal que w(z™) = nw(x) para todo x € R en > 1. Seja RV(I) = {v1,...,v,} um
congunto de valorizagoes de Rees de I. Entao,

w(x):min{%; izl,...,r}.

Demonstrac¢ao. Defina w’ : R — Qs U {00} por w/'(z) = min {UIE'}C;, 1=1,... ,7“}.
> v

Primeiro, mostraremos que w’ satisfaz as mesmas propriedades que w.
Afirmacgdo 1: Para qualquer n > 1, temos I" = {x € R; w'(z) > n}.
vi(z)

De fato, se » € I", pelo Lema 3.6, v;(z) > nv;(I) com i = 1,...,r. Logo, W >n
U;
. . . . fui(z) .
para todo ¢. Assim, w'(x) = min W; 1=1,...,7» > n. Reciprocamente, suponha
(%
, , . [uilx) . .
que x € R é tal que w'(z) = min (I); i=1,...,rp >mn. Com isso, v;(x) > nv;(I),
U;

implicando pelo Lema 3.6 que = € I™.

Afirmagao 2: Para todo x € R e n > 1, tem-se w'(z") = nw'(z).
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Com efeito, seja x € R; entao

w'(z") = min U;fg;), 1, ..,r}
mi nvl(x) = r
0,
= n mm{m; 1,..., }
= nw'(x)

Agora mostraremos que w’ = w, ou seja, que a fun¢do w é tnica. Suponha que
w' # w. Existe z € R tal que w'(z) # w(z). Suponha, sem perda de generalidade, que
w'(z) < w(z). Por definigdo, w(x) = oo ou w(x) € Rsg. Sendo assim, dividiremos a
demonstragao em dois casos e chegaremos a uma contradigdo. O que implicard w(zr) =
w'(x).
Primeiro caso: w(x) = 00
Neste caso, para todo k > 1, teremos oo = w(z™) > k. Portanto, 2" € I* para todo k > 1.
Por outro lado, como w'(x) < w(z), temos w'(x) < co. O que implica w'(z) € Q9. Com
isso, existe um k suficientemente grande tal que w'(z") < k, resultando que z" ¢ I*, o
que é uma contradigao.
Segundo caso: w(z) € Rxy.
Neste caso, w(z") = nw(z) € Rsg. Por outro lado, como w'(z) < w(x), resulta que
para algum inteiro n suficientemente grande, temos % < w(z) — w'(z), de modo que
1 < n(w(z) —w'(z)), ou seja, w'(x™) < w(z™) — 1. Dal, seja k = |w(z™)] o maior inteiro
menor ou igual a w(z"). Entéo, w(z") > k de modo que " € I*. Pela definicao de k,
w(z™) < k4 1. Com isso, w'(z™) < k e isso implica ™ ¢ I*, o que é uma contradicéo.
De forma andloga, mostramos que nao ocorre w(x) < w'(z) para algum = € R e

assim w(zr) = w'(zr) para todo x € R. O

Definicao 3.9. Para um ideal I em um anel R, a fungao 7y : R — Rs¢ U {oo} definida

por

d n
vr(z) = 7}13)10 OI"ITW

é chamada de fungao assintética de Samuel.

A funcao assintética de Samuel é um exemplo de uma funcao que satisfaz as

condigoes do Lema 3.8. Desse modo, a imagem de 7; é um subconjunto de Qo U {oo}.
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Lema 3.10. Seja RV(I) um conjunto de valorizagoes de Rees de I; entdo

7;(x) = min {% ve RV([)} .

Demonstrag¢ao. Devemos mostrar que:

(i) Para todo n > 1, temos I"* = {x € R; v;(x) > n};

(i7) Para todo z € R e n > 1, vale 7;(z") = n v/(z).

Para (i) temos do Corolario 2.51 que x € I™ se, e somente se, v;(z) > n. Portanto, para

todo n > 1, obtemos I" = {x € R; v;(x) > n}. Quanto & prova do item (ii), fixe n € N.

d m v n d nm d nm
Temos Tr(z) = limym o0 ord;(z"™) o vr(x") lim O 1(z™™) Note que ord(z"™) ‘
i) o ordgae) ICO.
x ord;(z ord;(z
uma subsequéncia de Or[—, logo lim,,, oo ! = lim ! Portanto,
nm m—o0 m
vr(z"™) = n vr(x). =

Definicao 3.11. Sejam R um anel e w: R — Q>0 U {oo} uma funcdo. Dizemos que um
subconjunto S C R é w-consistente, se para qualquer m € N e quaisquer x4, ...,z,, € S,

tivermos w(wy -+ - Ty,) = > oo w(x;).

No préximo resultado, mostraremos que para um ideal I C R tal que I ¢ p para
todo ideal p € Min(R), um conjunto minimal de valorizag¢oes determinando a fungao w
¢ unicamente determinado por w. Isso significa que o conjunto de valorizagoes de Rees,

quando existir, é inico.

Teorema 3.12. (Unicidade da valorizacao de Rees)
Sejam R um anel ¢ I C R um ideal tal que I ¢ p para todo p € Min(R). Entao,
o conjunto das valorizacoes de Rees de I, quando existe, € unicamente determinado, a

menos de equivaléncia de valorizagoes.

Demonstracao. Primeiro faremos uma construcao que sera utilizada na prova do teorema.
Seja RV(I) = {v1,...,v,} um conjunto de valorizagoes de Rees de I. Seja w : R —

Q>0 U {00} definida por

Afirmagdo 1: Para qualquer = € R, o conjunto {z™; m € Z} C R é w-consistente.
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Sejam 2™, ..., 2™ com m; € Z,j = 1,...,n. Entao,
w(x™ ---z™) = min vl(xm;(l)xm”), 1=1,...,r
. v (™ v; (™
= min Ui(f)) U(i(l));z:l, ,7’}
= min mlzig;++m"2g3’ izl,...,r}
= minq (m;+...+ mn)zzgi, i=1, ,r}

= muw(z)+ ... +muw(x)

= w(@™)+...+w(x™).

Com isso, concluimos a Afirmacao 1.

Denote por ) o conjunto parcialmente ordenado por inclusao, dos subconjuntos

de R nao-vazios e w-consistentes. Observe que Y é nao-vazio pela Afirmagao 1. Além

disso, note que toda cadeia de elementos de ) possui um elemento maximal, que é a unido

destes. Assim, segue do Lema de Zorn que ) possui um elemento maximal. Agora, para

cadai=1,...,r, defina

S; = {x € R; w(z) = Z% } .

Afirmacao 2: O conjunto S; é nao-vazio e w-consistente.

De fato, o conjunto S; é nao vazio, visto que 1 € S, pois

w(1) :min{v"(l)- i = 1,...,r} =0 = v;(1).

vi(I)’
Mostremos que S; é w-consistente. Para isso, sejam x1,...,x,, € 5;. Entao,
w(z;) = i(2)) para todo j=1,...,m.

vi(I)

Queremos mostrar que w(zy - zm) = D5, w(x;). Temos

- N - vi(z;)  wvile) . (@) vi(w e a)
Zw(-%) - Z Ui([) - Ui([) = UZ-(I) .

Jj=1 Jj=1

Como por defini¢ao w(x) = min {ngi, s=1,... ,r}, segue que
- vi(zy - xy)
D wlay) = = z e )
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Além disso, digamos que w(xy---x,,) = W onde s € {1,...,r}. Devido a
Vs

Equacao (3.1), resulta

vi(r;) _ vs(w))
wD) = o.(D)

para todo 7 =1,...,m. Assim,
Vi(Ty - ) vi(21) vi(zm) _ vs(z) Vs(Tm)  Vs(T1- e Tp)
w@ w0 S T T T v

Segue que
U’i('rl PN :L‘m) m
w(ry ) > ————" = E w(x;).

E assim, obtemos a igualdade. Portanto, S; € >_.

Afirmagao 3: {conjuntos w-consistentes maximais} = {Sy,..., 5.}

Com efeito, seja S um conjunto w-consistente maximal. Se mostrarmos que S C S;
para algum ¢ = 1,...,r, por maximalidade obteremos a primeira inclusao. Suponha, por

absurdo, que S ¢ S; para todo ¢ = 1,...,r. Entdo, para cada i existe y; € S\S;. Como

y; ¢ S;, devido a definigdo de w, temos w(y;) < UZ(g; para todo ¢ = 1,...,r. Além
(%
disso, fixado qualquer i, novamente pela defini¢ao de w, temos w(y;) < Ul(g/[])) para cada
Vj
j=1,...,r. Sejay =y ---y.. Entao, como S é w-consistente, obtemos
vi(y1) vi(yi) vilyr) _ viy)
Como a desigualdade acima ocorre para todo i € {1,...,7}, concluimos que w(y) <
min{vig%; 1=1,... ,r}, contradizendo a definicao de w. Temos, assim, obtido a pri-
U;

meira inclusao. Para obter a outra, note primeiramente que 5; esta contido em algum

conjunto w-consistente maximal, o qual deve ser algum S;. Mais adiante veremos que
Si g Uj;éz’ Sj, o que obriga j = i.

A préxima afirmacao mostrard que os S; sao todos distintos.

Afirmagao 4: Se S; = S, com j # p, entao

min{vi(w)' i:l,...,jy...,p,...r}:min{vi<x); i:1,...,j—Lj—I—L...,p,...T},

vi(1)’ vi(I)

Faremos apenas o caso j = 1 e p = 2, isto é, mostraremos que se S; = S, entao

mm{zg}izlw“m}:mm{zg}i:2,wr}




Dessa forma, suponha min vi(x); i=2,...,7 ¢ > min Ui(x); i=1,...,rp = w(x)e
vi(1) vi([)

Dai, x € S; = S, e isso implica w(x) = ——, 0 que é uma

vo (1)’

v ()

vi(I)

contradicao. Portanto, segue a Afirmacao 4.

teremos w(x) =

A partir dessa afirmacao concluimos que se S; = S, com j # p, entao podemos
omitir v; da expressio de w. Pode-se daf verificar que I" = ), 4;(I"V; N R) para todo
n, o que contradiz a propriedade (3) da Defini¢cao 3.1. Por essa razao, os S; sao todos
distintos. Observe que os conjuntos w-consistentes maximais s6 dependem de w. Dessa
forma, pelas afirmagcoes 3 e 4, concluimos que o nimero de v}s é unicamente determinado
pelo niimero de conjuntos w-consistentes maximais.

Afirmacao 5: Se S, C S;U...US, 1, entao para todo x € R, temos

w(x):min{:zg;;izl,...,r—l}. (3.2)

vi(z) .
v; (1))

Com efeito, temos w(zx) > min{ i=1,...,r— 1}. Agora, suponha que w(z) >

mln{zzgi7 i=1,...,7— 1}; entdao w(zr) = Z:gi O que implica que x € S,. Mas
como S, C S;U...US,_q, resulta que w(x) = % para algum j € {1,...,7—1}, o que
Uj

¢ uma contradigao. Temos, assim, concluido a Afirmagao 5.

Entretanto, como os v/s ndo podem ser omitidos, a contrapositiva da Afirmacao

5 nos dd que S, ¢ Sy U...U S,_;. De maneira andloga, S; ¢ U, Sj- Com isso,
vi(;) ] vj(w:)

existe z; € S\ U, 5. Pela escolha de z;, temos w(z;) = 0 0 para j # i.
Sendo w(z;) = min { Z(g)), i=1,...,rp, resulta que Z%f; > QZZ(((?)) sempre que j # 1.

Por outro lado, como I ¢ p para todo p € Min(R) e por hipétese, {r € R : v;(r) =
oo} = p; para i = 1,...,7, segue da Proposicao A.2 que existe um elemento ¢ € R

tal que v;(c) < oo para todo ¢ = 1,...,r. Assim, para todo inteiro d suficientemente
v;(:) — Ul(xl)) d > M — UJ—(C) Isso significa que

d Lo~ u
vi(ag) | vile) _ wile) | wilag)

vi(l)  v;(l)
+ . O que implica

ylerd) _ veat)
w0 oD Wl o) 7 ull)

= min 4y = —Ui(w?)
D)= v (1) :) vi(I)

grande, quando j # 7, temos (

para todo j #i. E

como w(cx e =1,... ,r}, acarreta que w(cx Portanto,
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cxd € 5.

Afirmagao 6: Se x,y € S;, entao zy € S;.

Com efeito, se z,y € S;, temos w(z) = vil e w(y) = Ui(y). Sendo S; w-consistente,
vi(1) vi(1)

segue que w(zy) = w(x) + w(y) = E assim, deduzimos que
xy € S;.

Afirmagao 7: Se axd ¢ S; para todo d, entao w(a) < oo = v;(a).

De fato, vimos que se v;(a) < 0o, para todo d suficientemente grande terfamos ax? € S;.

Além disso, suponha que w(a) = co; entao

oo:w(a):min{zgc;;; i = 1,...,r},

v;i(a)

€ S; para todo d, concluimos da afirmacao anterior que az

e obterfamos co = w(a) = Isso implica a € S;. Levando em consideragao que

d

i

d

x ¢ € S, o que ¢ uma

contradicao.

Agora, considere o anel W™!'R, onde W = R\ Upertin(ry P Para cada i =

1,...,r, considere a fungao u; : W'R — Q¢ U {0}, definida por:

<a> w(azrd) — w(bxl), se axd € S; para todo d > 0;
U; \ —

00 , se ard ¢ S; para infinitos d.
w(azd) —w(bzd), se axd € S; para todo d > 0;

00 , se azx? ¢ S; para todo d.

A dltima igualdade ocorre pois se az¢ ¢ S; para algum d, entio axf‘l ¢ S;; caso contrario,

como z; € S;, pela Afirmacao 6, obtemos ax? € S;, o que é uma contradicio.

Note que u; nao depende de d, visto que se ax? € S; para todo d suficientemente
grande, temos:

a

us () = wlard) — (o) = vi(aaf) _ vibef) _ vila) _ wi(b)
(5 : :

/
Agora, mostraremos que u; independe do representante %. Sejam %, % e W 'R
_ a d a a’ )
tais que T Queremos mostrar que u; (5) =uily ) Existe ¢ ¢ UpeMin(R) p tal
que c(ab — a’b) = 0.
. P . a a’
Afirmacao 8: Se all — a’b = 0, entao u; <E> =ui|y )

Com efeito, suponha que ax?¢ ¢ S;. Por definicio, u; (%) = 00. Por outro lado, pela
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Afirmagao 7, v;(a) = oo; de onde resulta v;(a’) = co. De fato, como ab’ = a'b e v;(a) = oo,

segue que oo = v;(a) + v;(b') = v;(a’) + v;(b); e sendo v;(b) < oo, isso significa que
!/

v;(a’) = oo. Pela definigao de u;, teremos u; % = 00 Ou U; Z,) = w(a'2d) —wl'z) =

vi(a') vi(b’)

a a
teremos wu; <5> = 00 = Uy (ﬁ) se a'z? ¢ S; para todo d. Suponha, entdao, que para

todo inteiro d e e suficientemente grandes, az?, a'z¢ € S;. Como b,V ¢ UpeMm (r) P, segue

= 00, ja que v;(b') < oo. Portanto, u; (Z/) = <%> Analogamente,

que v;(b),v;(b') < oo. Pela Afirmagao 7, temos bx¢,b'z¢ € S; para todo inteiro d e e

suficientemente grandes. Logo,

w(d'z§) + wbzd) = Uiv(iljx)g) Uzv(fzﬂjf:‘;)

Portanto, u; (Z:) = u; (%)
a

/
Afirmagao 9: Se c¢(ab' — a'b) = 0, entdo u; (%) = u; (—)
a ca c
De fato, temos u; (Z) = U; (E) e analogamente u; ( ) (_b) Por outro lado,
(ca)(eb') — (eb)(ca') = c*(ab’ — a'b) = cc(abl — d'b) =

ca ca a
Dai, pela afirmacao anterior, concluimos que u; ( b) = u; ( b/)' Portanto, u; <Z> =
c c

b/

de modo que depende apenas de w.

/
a . , . . . .
U; (—) Observe que u; foi construida a partir de um conjunto w-consistente maximal,

Além disso, note que u; satisfaz as seguintes propriedades:
(1) wila+B) > min{ui(a), ui(B)},
(2) ui(af) = uila)+u(B),
para todo o, 3 € WLR.

Seja P, = {r € R; u;(r) = oo }.
Afirmagao 10: P; = p; == {r € R;v;(r) = oo}.
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De fato, suponha que 7 € R e u;(r) = 0o, e analisemos dois casos. Se rzf ¢ S; para

todo d, da Afirmacdo 7 obtemos r € p;. Se rz¢ € S; para d suficientemente grande, entao

o0 = Uy <€) = w(rxzd) —w(x?) _ ’Ui(r)

”
v;i(r) = 0o . Se rad ¢ S; para todo d, entao por definigao, u; <I> = o00. Se rz¢d € S; para

d suficientemente grande, entao u; (%) = w(rzd) —w(z?d) = % = 00
U5

Agora definiremos uma (P;)-valorizacao, denotada por w}, equivalente a v;. De

, donde v;(r) = 0o. Reciprocamente, suponha que

a a , 0
fato, seja 7 € k(P;)"; entao 7 + o o que implica a ¢ P;, e portanto, u;(a) < oco. Por

d

definicao, para todo inteiro positivo d suficientemente grande, az{ € S;. Pela mesma

razao, bzl € S; para d suficientemente grande. Definimos

(@)= C)

Observe que

Sl

£ (3) 2 )0 () vt - -0 s ")

onde o ultimo termo independe do representante de = € k(P;), de modo que u} estd bem
definida. Assim como u;, note que u; foi construida a partir de um conjunto w-consistente
maximal, de modo que depende somente de w. Fazendo-se uso das propriedades (1) e (2)

concluimos que u} é uma k(FP;)-valorizagao.

Desde que uj(r) = vl([)
Vs

Ry, é o anel de valorizagao de u; e R,, ¢ o anel de valorizacdo de v;. E mais, como u;

para todo r € k()" = k(p;)*, temos: R, = R,,, onde

depende somente de w, o mesmo sucede a R,,. Além disso, sendo v;(I) = A uma constante
positiva e u}(r)\ = v;(r) para todo r € k(P;)*, resulta que u} e v; sdo equivalentes, e com

isso, concluimos que v; depende apenas de w.

Agora, suponha que existam dois conjuntos RV(I) = {vy,...,v,.} = {wy, ..., ws}
de valorizagbes de Rees de I. Defina w(z) = min{vigg; i = 1,...,7“} e w(x) =
V4
: wj(x), . )
min ik j=1,...,s7. Pelo Lema 3.8, segue que w(z) = w'(x) para todo = € R,
Wj

ou seja, a funcdo w independe das valorizacoes de Rees de I. Além disso, vimos que o
nimero de v}s é unicamente determinado pelo nimero de conjuntos w-consistentes ma-
ximais; donde segue que r = s. E mais, sabemos que cada v; é equivalente a uma certa

valorizacao u;. Fazendo a mesma construc¢ao acima com wy, ..., ws no lugar de vy, ..., v,
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obteremos que cada w; ¢é equivalente a u; (a menos de ordenacdo). Concluimos, entdo,

que cada v; é equivalente a w; (a menos de ordenagao). O

3.2 Construcao de uma valorizacao de Rees

Nesta secao construiremos as valorizacoes de Rees e veremos que em um anel
Noetheriano R, supondo que o ideal I C R seja gerado por aq,...,ay, obteremos essas
valorizacoes ao localizarmos para todo ¢ = 1,...,d, o fecho integral do blowup R[a%] em
um ideal primo p de Ta—ll] que contém a; e cuja altura é igual a um. O préximo lema
ajudard a provar a irredundancia dessa construcao. Ressaltamos que o fecho integral de
R[ai] é tomado em Q(R) (o qual coincide com Frac(R) se R é um dominio).

Lema 3.13. Sejam R um dominio Noetheriano, I C R um ideal nao-nulo, a,b # 0 em

I eV um anel de valoriza¢ao discreta tal que V = R[%]p e p C R[] € um ideal primo

contendo b. Assuma que aV = IV. Entdo, V = R[é]p onde p C R[£] é um ideal primo

contendo a de altura um.

Demonstragao. Seja R[f] = {bin’ neZiex € I”}. Denotaremos R[f] = S. Considere

W = {Z—m; m > 0 ». Denotaremos R[%] = W_lR[%] epa = W'p.
1

Afirmamos que V = (R[%] ) pa e pe C (R[—]) é um ideal primo de altura um. Para

0 ')

a
b

isso, mostraremos as seguintes afirmacoes.

Afirmagao 1: bS = IS.

Com efeito, a primeira inclusao segue do fato de b € I. Ja para a inclusao contraria, seja
y € Ieybﬁn € IS com x € I"™; entao yr _ by € bS ja que yx € 1"+,

br o bn—i—l
Afirmagao 2: bV =1V.

De fato, a primeira inclusao da afirmacao é valida, visto que, b € I. Para a inclusao
reciproca, note que bV = b(S,) = (bS), e que IV = I(S,) = (I5), onde p C S é um ideal
primo. Mostraremos que (IS), C (bS),. Um elemento gerador de (I15), é da forma %,

com i€ I C IS =bSCbS. Dai, % e (bS),.

a
Além disso, note que 3 ¢ unidade em V', pois como bV = IV = aV, segue que
a a
V = EV. Sabendo que 1 € V, concluimos que — é unidade em V. Dessa maneira,

decorre do Lema A.8 que V = (W‘lR[éDW _» visto que % ¢ p (pois % ¢ unidade em
~1p
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V). Portanto, V = ( [4] g)
b

Afirmacao 4: ht (p%)
De fato, sendo V = ( % ) um anel de valorizacao discreta, segue que dim <R[£]) =1,
p
E

@\a

o que implica ht(p) = 1. E sendo assim, obtemos ht(pa) = 1.

Agora, mostraremos que (R[%]J = (R[é]g> . Note que, devido a Proposicao
b b/ pa

p

Syt
o

= R[%]a. Para tal, seja y = e R[{]s com
bm
z b™ ™"
x € I™. Suponha, sem perda de generalidade, que n < m; dai y = — — =

b a™ a™
onde zb™™" € I"™. Logo, y € R[£] C R[{]a. Analogamente, se mostra a inclusao oposta.
Assim, R[é]

A.13, precisamos mostrar apenas que R[%]

Sl

a
b

e . e (T L (P
5 = R[a]% e localizando em pe, advém (R[b](;)p% <R[a]’;)pg'

m

Dessa forma, mostramos que V' = (R[i]g) . Esendo W = {Z—; m > 0}, com
b p% m

a

Wnp =0, segue do Lema A.8 que V = (R[é]) . Como o ideal pa tem altura um, resulta
p

que ht(p) = 1. Além disso, a € p, pois a = b - %, onde b € p. Com isso concluimos o

resultado. O

A seguir, provaremos o Teorema de Existéncia de valorizacoes de Rees. Esse
teorema consiste no principal resultado deste trabalho. Exibiremos primeiro o caso em
que R é um dominio Noetheriano e em seguida generalizaremos para um anel Noetheriano

arbitrario. O primeiro caso encerrar-se-a fazendo-se uso da Proposicao 3.15.

Teorema 3.14. (Existéncia de valorizagoes de Rees em dominios Noetherianos)
Sejam R um dominio Noetheriano e I = (ay,...,aq) um ideal em R tal que para cada
1 =1,...,d, temos S; = R[i], onde S; € o fecho integral de S;. Seja T o conjunto de
todos 0s (S;),, quando p varia sobre os ideais primos em S; minimais de a;S; e i varia de

1 ad. Entao, T € o conjunto dos anéis de valorizacoes de Rees de I. Em particular, para

todo n,
d d d
= (I"Si N R) = (arSinR) = (ﬂ (a(Si)p) N R) .
i=1 i=1 =1 \ p
Demonstra¢ao. Estamos supondo I # 0; entao para todo ¢ = 1,...,d, de forma analoga

ao lema anterior, temos
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De acordo com a Observagao A.24, o anel R|[It] é graduado, onde
(R[It]a,6)0 = {f; r e s sao homogéneos em R[[t] e deg(r) = deg(s)}
s

. Afirmacdo 1: S; = (R[It]4,t),, onde t é uma varidvel de grau um sobre o anel R de grau
zero e R[It],; é a localizagao da élgebra de Rees R[[t] em S = {(a;t)"; n >0 }.

r
De fato, seja — € (R[[t]q;t)0, onde 7, s sao elementos homogéneos; digamos que s = at"
s

r " T
er =yt", comy € I". Logo, — = ynt -4 € 5;. Reciprocamente, seja — € S;, onde
s a™ o oa} a;
T xt"
x € I". Temos — = € (R[It]a;t)o-
al aptt
- I"R |
Afirmagao 2: S; = ,,~, —— para todo i.
>0

7

I

Com efeito, seja y € S; = R[--]; ent@o temos uma equacao integral da forma

by by b; , b

n -1 2 n-2 ), n—j no_

y+a:1y +az2y +...+a:jy + ...+ :n—O,

onden € Neb; € I' com j = 1,...,n. Multiplicando e dividindo por poténcias de a;,
podemos assumir que m :=1r; = ... =17, e b; € I"™. Ao multiplicarmos a equagao acima

por (a*)"™, obtemos

(ay)™ + a" by + a?m_’”be"_2 +...Famm jy”_j + ...+ a™™, =0,

de modo que (ay)"+by (ay)" Ha by (aly)" 2+ . .+al? b (ay) I 4. . Aal™ b, =

. . — = IR

0, onde a;”"™b; € (I™). Isto implica que aj'y € I™ C I™R, de forma que y € —.
a’

)

. . I"R _ —= . .
Reciprocamente, primeiro mostremos que (J,, —— C R[ai] para todo m; é suficiente

(]
mostrar apenas o caso m = 1. Sejam, entao, b € I e r € R. Podemos escrever r” +

ar™ 4 er? ... 4+¢,=0,onden € Nec; € Rcom j=1,...,n. Multiplicando por

b n

— temos:

Q;
br\" bey (br\"t bley b\ T2 b e,
— | +— | — +— | — +ooo+— =0,
a; a; a; a; a; a;

Ve; b m
onde # € R[L]. Logo, T e R[L1]. Agora mostremos que —— C R[L] para todo m.

a; a; a;

Seja z € I™R. Podemos escrever 27 + dy297 1 +dy292+ ... +d, = 0, onde ¢ € N e

=

d; € (I™)R com j = 1,...,q. Dividindo por (a")? acarreta

2 \? 4 2\t do 2 \9? d,
il Bt Il - L =0
(a?) T (a;“> T e <a;“) Ty T
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d; I™VR
onde —— € u) — C R[L]. Portanto, = ¢ R[L] = R[L]. E assim, conclufmos a
@y © Ty = ap © el = 1
Afirmacao 2.
Afirmagao 3: I =, (a?S; N R).
I"R _ —
De fato, fixado n € N, a Afirmacao 1 prové que —— C S; para todo i. Com isso,

a;

In C I"R C a?S;. Portanto, I" C a’S; N R. Para a reciproca, seja r € (), (a'S; N R).

= IR : o :
Como S; = UmZO o resulta que existe um inteiro m > n tal que para cada 7, temos

%
n

todo i. Pelo Corolario 2.44, (tomando J = I"R), conseguimos

r= para algum b € I™R. Entdo, ra® € alI™R e isso implica que ra]""" € ™R para

ref) (["RIW"R : a;.n—n) — I"R.

A Proposicao 2.15 nos da I"R N R = I", de modo que € I"RN R = I". Dessa forma,

segue a Afirmacao 3.

Agora, observe que sendo R Noetheriano, S; também o é. De fato, sendo I =
(ay,...,aq), obtemos R[It] = Rlait,...,aqt], ou seja, R[It] é uma R-algebra finitamente
gerada. Segue do Teorema da Base de Hilbert (Teorema A.19) que R[It] é Noetheriano.
Portanto, a localizagao R[It],,; também é um anel Noetheriano, e assim, pela Afirmagao 1
e pela Proposigao A.22, S; é Noetheriano. Devido a Mori-Nagata (Teorema A.28), segue
que S; é um dominio de Krull.

Afirmagao 4: (S;)y é um anel de valorizacio discreta para todo p € Min(S;/a;S;).

Com efeito, sendo a; # 0 e S; um dominio, segue que a; é nao-divisor de zero. Dessa forma,
do Teorema do ideal principal de Krull (Teorema A.23), resulta que ht(p) = 1 para todo
p € Min(S;/a;S;) e da definicio de dominio de Krull, concluimos que (.S;), um dominio
Noetheriano integralmente fechado para todo p € Min(S;/a;S;). Portanto, da Proposicao
A.21 obtemos que (S;), é um anel de valorizacio discreta para todo p € Min(S;/a;S;).
Denote T; = {(S;),; p € Min(S;/a;S;)}.

Afirmacao 5: T; é um conjunto finito.

De fato, como S; é um dominio de Krull e a; # 0, segue da Definicdo 2.19 que os as
pertencem no maximo a uma quantidade finita de ideais primos de altura um. Como

todo p € Min(S;/a;S;) contém a;, segue que T; é um conjunto finito.

Para melhorar a notagao, usaremos V' para denotar os anéis de valorizacoes (.S;)y.

Agora, da Equacdo (3.3) conseguimos I"S; = I"S;S; = al'S;S; = al'S;. Dai, pela Pro-
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posicao 2.21, obtemos que

I"S; = a?'S; = ﬂ (a"V NS (3.4)

7
VeT,

¢ uma decomposicao primaria minimal de a}'S;.

Da Afirmacao 2, vale

Im = ﬂz(azngz NR)

= N ((Nyer, @iV NS N R)
= (ﬂVGTi ai’V.n R)

= ﬂz (mVeTL- mvn R) ‘

Assim, obtemos

Tn:ﬂ(ﬂ J"VmR). (3.5)

i \VeT;
Observe que tal igualdade é valida para qualquer ideal nao-nulo I = (aq,...,a4) em um
dominio R ndo necessariamente Noetheriano, mas tal que S; := R[ } seja um dominio de
Krull para cada i. Para ver isto, basta seguir todos os passos acima, desconsiderando-se

o paragrafo anterior a Afirmacao 4. Usaremos esta observacao mais adiante.

Como R ¢ dominio, o tnico ideal primo minimal de R é p = (0). Assim, R/p = R
e k(p) = Frac(R). Dessa forma, concluimos que o conjunto 17" = |J, T; satisfaz as duas

primeiras propriedades da definicao de valorizacao de Rees.

Agora, provaremos a terceira propriedade, isto é, todo anel de valorizagao em T é
irredundante. Para isso, seja V; um anel de valorizacao em T'. Sem perda de generalidade,
suponha que V, € Ty. Logo, Vo = (S1), para algum p € Min(S;/a;S;). Vimos na Equagao
(3.4) que

aS1= [ (@VNnS)=(@%ns)[) (| (@VNnS) (3.6)
Ve veTi \{V}

é uma decomposicao priméria minimal de a1.S;. Com isso, temos

(| (@VNnS)ZaVyns. (3.7)
VeTi\{Vo}

Logo, pelo Lema 2.22 existe r € ﬂVETl\{VO} (a,V NSy tal que r ¢ /a,VonNS;. Por
outro lado, a;Vo NSy = a;1(S1), NSt e ((S1)p, Pp) é um anel local onde ht(p,) = 1 e a;
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é nao-divisor de zero em (S)),. Daf, pelo Lema A.25 segue que y/a;(S;), = p,. Dessa
forma, al(S_l)p ns; = al(E)p ns, = Dy NS, = p. Logo, vVaiVoN'S; = p. Sendo

. , r, .
assim, temos r ¢ p. Dali, o elemento 1 ¢ unidade em Vj e segue que rVy = V4. Escreva

s . — — I™R
r = — para algum inteiro m com s € IR, pois r € S} = U0 —.
ay -

Seja V e T. Se V =V, temos s"Vy = r"a!"Vy = a""r"V, e como r"Vy = Vj,
segue que s"Vy = a""Vy = I""Vj.
Afirmagao 6: I™Vy & IV,
Com efeito, se I™"Vy = I 1V, = [™V,IV;, entao pelo Lema de Nakayama (Corolério
A.3), terfamos ™"V, = 0. Mas a"™ € IV, logo a!™ = 0, de modo que a; = 0, para

todo 7 e entao I = 0, o que é uma contradi¢ao, visto que estamos supondo I # 0.

Dessa forma, concluimos que s"Vy € I *1V;. Logo, s" ¢ I"™"1V;. Iremos agora
mostrar que s"V C I"™" "1V para todo V € T\{V;} e n suficientemente grande, ou seja,
s™ € I™FV para n suficientemente grande.

Afirmagio 7: Se V € T\{Vy} é tal que V 2 S, entdo V € T}.
De fato, V = (R[é])p para algum i e algum p € Min (E/azgz) Além disso, a1V = IV,

. - € - .
pois se x € I, entao x = a; - — € a1.57 C a,V. Portanto, do lema anterior segue que
ay

V= <Té]>p onde ht(p) =1 e a; € p. Logo, V = (S), € Th.

Como 7 € MNyer vy @1V NSy, temos r € a,V. Assim, sV = ra?’V C "™V,
Portanto, s"V = r"a™V = " lra?V C "LtV C ™Y para todo V€
T:\{Vo}. Agora, seja V € T\Ty; a contrapositiva da afirmagdo anterior nos da que
V35
Afirmagao 8: a1V C IV.

De fato, suponha que a;V = IV; entao do lema anterior V = (E)p para algum p €
Min(S;/a1S;), e dai V 2 51, o que é uma contradicao.

Afirmagdo 9: Para todo n suficientemente grande temos afV C "1V,

Com efeito usando a Afirmagao 8, seja x € IV tal que = ¢ a;V. Como V é uma valo-
rizacao discreta, segue que todos os seus ideais sao primarios. Em particular, desde que
x - % = a; € a,V, resulta que Z—z € a1V para algum n. Logo, a1V C a;z"V C "'V

para n suficientemente grande.

Com isso, obtemos s"V = r"a™V C r*[™ Y C ™1V Portanto, s"V C
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I™ Y para todo V € (T\T}) U (T:\{Vo}) = T\{Vo} e todo n suficientemente grande.
E isso implica que s" € ™'V para todo V € T\{V;}. Como s" € R, pois s" €

I™R C R, acarreta que s" € Nvergey 1™V N R, embora s” ¢ ™+, Sendo

assim, (Nyep ey 1™V N R ¢ I+, N R. Tomando t = mn + 1, temos Nver o)
I'VNREI'VoNR. Assim, Nyep oy I'VNR# Nyer I'VNR. Seja T = U, Ty, onde
1 = { (REED) s p € Min(SF /051 | e 57 = AL

Afirmagao 10: ’}* =T.

De fato, seja T; = {(R[é])p; peE Min(E/aiE)}, de modo que 7' = |J; T, onde S; =

R[L]. Para obter T' = T* é suficiente mostrar que S; = S7, isto é, R[L] = R[@] Para
— ImR —
isso, fazemos uso da igualdade S; = |J,,,~, —— Aplicando esta igualdade ao anel R e ao
20 g
_ - I"R)R I"R S
ideal IR, obtemos S} =, % = U —. Logo, S; = S; e segue a Afirmacao
= a’ a’
K3 m>0 3

10.

Como S = S; é um dominio de Krull, resulta da observacio posterior & igualdade

(3.5), que

I"'R= (JI"RVNR)= (U"RVNR)= ((I"VNR).

Ver* Ver ver

Assim, o item (i) da Proposigao 3.15 é satisfeito.

Temos obtido mais acima que dado qualquer V € T, existe um inteiro t tal que
Nver I'VNAR = I'R C Nverwyy IV N R, Mostraremos agora que o item (ii) da
Proposigao 3.15 é satisfeito. De fato, seja U C T'. Suponha que U = T\{Vy, V1,..., Vi, }.
Para cada j = 0,...,u, existe um inteiro ¢; tal que IR C ﬂVGT\{V]_}ItJ'V N R. Seja
t := max{f;}. Entdo, I'R C yer (v, IV R C ey IV N R para cada j. Segue
que I'R C Nver VRO -N(Nyer I™VNR) =(Nyey I'VNR. A dltima inclusdo

é prépria pois ¢t = t; para algum j € {0, ..., u}.

Portanto, os itens (i) e (i) da Proposicao 3.15 sdo satisfeitos, o que implicara da
mesma (tomando 7" = T\{Vs}) que qualquer anel V; € T ¢ irredundante no conjunto de

valorizacoes de Rees de I. E com isso concluimos a demonstracao do teorema. O]

Proposicao 3.15. Seja R um dominio Noetheriano tal que Frac(R) = K. Sejam I C R
um ideal nao-nulo e T" um conjunto de anéis Noetherianos de K -valorizagoes satisfazendo:

(i) Para todo n > 1, I"R = Nver "V NR);
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(i1) Para todo U C T, existe um inteiro n tal que I"R # (Vo (I"V N R).
Entao T satisfaz as mesmas propriedades também em R, ou seja:

(I) Para todo n > 1, temos I" = (\,cp (I"V N R);

(IT) Se T' C T, existe um inteiro n tal que I # (Vo (I"V N R).

Demonstragdo. Para o item (I) considere S = R na Proposicao 2.15 e com isso teremos

"=I"RNR= (NverI"VNR)NR) = Nyer (I"V N R) para todo n.

Da hipétese (ii), escolhendo U = T\{Vy}, para cada V; € T existem n > 1 e
r € R tais que r € Ny, (I"V N R), mas r ¢ Nyer(I"V N R). Digamos que R[r] =
Roy + Rag + - - - + Roy, onde o; € R[r] € Q(R) (Proposicao A.12). Entao, R[r] =
RE—FR&—P--—FRE, onde y; # 0 e x;,y; € R. Tome ¢ = y1y2 - - - -yy # 0; dai
cf:{y[lr] C RZ# Seja vy umayi/aloriza(;éo de valores reais correspondendo a Vy. Como 7 ¢ I

er € Nyuy [V, temos vy(r) < nuvo(l). Assim, ¢ := nvy(I) — vo(r) é positivo e existe m

suficientemente grande tal que vo(c) < tm. Entao
vo(er™) = vo(c) +vo(r™) < tm + vo(r™) = mnuvy(I).
Isso implica, pelo Lema 3.6, que

er™ ¢ I = () (I"™V N R). (3.8)
Ver

Desde que 7 € (Nyep qvyy 1"V, conseguimos cr™ € (N cp vy L™V Por outro

lado, cr™ € cR[r] C R e assim, cr'™ € (\yep gy ™"V N R. Em vista disso e de (3.8),
resulta que 1™ = (\,op (I™V N R) C Mvergyy U™V N R). Portanto, qualquer
Vo € T é irredundante. Repare que temos obtido o item (/) para o caso particular
T" = V\{V}. Facamos o caso geral. Seja 7" C T'. Suponha que 7" = T\{Vp, V1, ..., Vi, }.
Para cada j = 0,...,u, existe um inteiro ¢; tal que It - ﬂVGT\{Vj}Fﬂ'V N R. Seja
t := max{t;}. Entdo, I C Nvervy 17V N R C Nyer I7V N R para cada j. Segue que
I'C (Nyer I°VAR) N .N(Nyer IV N R) = Nyer I'V N R. A tltima inclusdo é
prépria pois t = t; para algum j € {0,...,u}. O

Observagao 3.16. Suponha RV(I) = {vy,...,v,}. Entdo, da propriedade (2) da De-
finigao 3.1, temos I" = (,_, I"V; N R. Pela propriedade (3) da mesma defini¢do resulta
que o conjunto {V1,...,V,} satisfazendo esta decomposi¢ao é minimal. Dessa forma, fi-

xado qualquer j, temos ﬂi# I"'V;N R ¢ I"V; N R para algum n > 1. E isso equivale a
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dizer que existe r € (,,; I"Vi N R tal que r ¢ I". Dessa maneira, v;(r) > nv;(I) para

todo i # j e v;(r) < nv;(r).

Agora, apresentaremos a versao geral do Teorema de Existéncia de valorizagoes

de Rees.

Teorema 3.17. (Existéncia de valorizacoes de Rees em anéis Noetherianos)
Sejam R um anel Noetheriano e I um ideal em R. Entao:

(a) O ideal I tem um conjunto de valoriza¢ao de Rees;

(6) RV(I) = Upentin(my RVU(R/p))-

Demonstracao. Faremos a prova dos itens (a) e (b) simultanemente. Suponha Min(R) =
{p1,...,p:}. Como R/p; é dominio para todo i, segue do Teorema 3.14 que existe o
conjunto de valorizagoes de Rees de I(R/p;) para todo i = 1,...,t. Dessa forma, su-
ponha RV(I(R/p;)) = {Vi1,...,Vin,}, com i = 1,...,t, e mostremos que RV(I) = |J._,
RV(I(R/p;)). Paraisso, verificaremos que as propriedades da Definigao 3.1 sao satisfeitas
para o ideal I C R.

Afirmagao 1: Para todoi=1,...,tetodo j=1,...,n, temos R/p; C V;; C k(p;).

De fato, como RV(I(R/p:)) = {Vi1, ..., Vin, }, resulta que (R/p;)/(0) C Vi; C x((0)) para
todo 4, j, visto que Min(R/p;) = {0} para todo i. Assim, R/p; C V;; C x(p;) para todo
1=1,...;tej=1,...,n;.

Afirmagio 2: I = (I"Vi,nR) (... NIV, NR)N ... NI"VanR) ... NIVin, N R)
para todo n > 1.

Com efeito, fixe n € Ne i € {1,...,t}, e sejam x € I" e 2’ a imagem de x em R/p;. Da
Proposicao 2.8, temos ’ € I"(R/p;) para todo i. Logo, 2’ € I"(R/p;)Vi; N (R/p;) para
todo j e assim, 2’ € I"V;; N R/p;, ou seja, x € I"V;; N R. Como i foi tomado arbitraria-
mente, conclui-se, assim, a primeira inclusao da Afirmacao 2. Para a inclusao reciproca,

fixe 7 e retroceda os passos.

Agora, mostraremos que o conjunto
U RVUER/p) = Vi Ve Vi Vin, )
peMin(R)
satisfazendo a afirmacao acima é minimal e para isso, usaremos a Observacao 3.16. Denote
T, := RV(I(R/p)) onde p € Min(R). Queremos mostrar que T := |Ji_, T}, satisfaz a

terceira propriedade da definigao de valorizagoes de Rees de I. Sejam q € Min(R) e
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v e Ty = RV(I(R/q)). Usando a observagdo anterior, existem r € R e n > 1 tais que
w(r) > nw(I) para todo w € Ty\{v} e r ¢ I"(R/q) (isto é, v(r) < nv(I)).

Afirmagao 8: Para todo s € {1,...,t}, temos (;_, p; € U;ZSH p,.

De fato, se L :=();_; p; C U;:s—‘,-l p;. Isso implica pela Proposicao A.2 que L C p; para
algum j. Logo, ﬂle p; € p;j, o que implica, pela mesma proposicao, que p; C p; para

algum 7, o que é um absurdo, visto que se trata de primos minimais.

Segue da Afirmagao 3 que existe r’ € ﬂpeMm(R) rgp P tal que r ¢ UpeMm R); rep P-
Como v(r) < nv(I), resulta v(r) < oo e assim r ¢ q (pois v(r) = oo para todo r € q).
Dai, r" € q e assim v(1") = w(r') = oo para todo w € T,\{v}.
Afirmagao 4: r+ 1" ¢ p para todo p € Min(R).
Com efeito, seja p € Min(R). Suponha por absurdo que r + 7' € p. Entéo, se r € p, segue
que 7' € p. Isto é um absurdo, visto que 1’ & U,cypin(r). rep P Por outro lado, se r ¢ p,

isso implica ' € p (pois ' € ). rgp P); € €Ntd0 7 € P, 0 que também é um absurdo.

peMin(R
Afirmacao 5: w(r +1') > nw(I) para todo w € To\{v} e v(r +1') < nv(I).

Com efeito, w(r + ') > min{w(r),w(r')} = w(r) > nw(l), pois w(r') = co. Por outro
lado, como v(r') = w(r') = oo para todo w € Ty\{v}, segue do Lema 3.6 que r’ € I"(R/q).
Logo, r+7' ¢ I"(R/q) (pois do contrario, teridmos r € I"(R/q)). Isso implica v(r+71') <

nv(I).

/
Seja J 1= (V,cntin(R): pq P € 5€ja s € J\g. Da Afirmacéo 5, resulta que %
v(r+r')
n > 0 Por outro lado, como s ¢ q, acarreta v(s) < 0o e w(s) < oo para todo
v

us) _ w(s)
v(I)  w(I)
positivo k tal que para todo w € Ty\{v}, temos

v(s)  w(s) wir+r) v+

< ()
Como s € J, segue que w(s) = oo para todo w € Up#q T,. Assim, para todo w €

o v(s)  w(s) w(r+7r")  w(r+1) o v(s(r +1")k)

U*Z T("\{”}’) t; < (M - ) e
w(s(r +r)F

(D) . Defina, m = (D) . C ,m+1< (D)

forma,

w e T,\{v}, logo + 1 < oo para todo w € T,\{v}. Existe, entao, um inteiro

+1<

e dessa

w (s(r+1r")*) > (m+1)v(I) paratodow € U T,\{v}. (3.9)
peMin(R)

v(s(r +1")k)
v(I)

Por outro lado, pela definicao de m, segue que m + 1 > . Por essa razao,
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v(s(r +1")%) < (m+ 1)v(I) e isso implica
s((r+r)F) ¢ I+ (3.10)

Das equagoes (3.9) e (3.10), concluimos que v é irredundante. O

Sejam R um anel Noetheriano e I/ C R um ideal. Chamaremos de p; = my, N R

os centros de valorizacoes de V; em R, onde my; é o ideal maximal de V;, com¢=1,...,r

e RV(I) = {Vi,...,V,}.

Lema 3.18. Sejam R um anel Noetheriano e I C R um ideal. Seja I = (\;_, q; wma
decomposi¢ao primdria de I tal que q; nao pode ser removido para algum i € {1,...,s}.

Se \/q; = p; for um ideal mazimal, entdo p; € Ass(R/I).

Demonstragao. Seja
I= ﬂ 0 (3.11)
i=1

uma decomposic¢ao priméria de ; mostraremos que se ¢; nao pode ser removido de (3.11),
entdo p; € Ass(R/I). Suponha que p; ¢ Ass(R/I).
Afirmagao: Se py ¢ Ass(R/I), entdo q1 € D = {a € R; @ é um divisor de zero em R/I}.

De fato, se g1 € D = {a € R; @ éum divisor de zeroem R/I} = |J r/1) B, teremos

peAss(
g1 C p para algum p € Ass(R/I). Logo, p1 = /91 C /p = p e sendo p; maximal, segue

que p; = p. Isso implica que p; € Ass(R/I), o que é uma contradigao.

Agora, considere z € qq, isto é, z ¢ D. Entao z(q2N...Nq,) € q:Ng2N...Nq, = 1.
Tome y € g2 N ...N4q,; dai zy € I e isso que implica zy = 0 em R/I. Como z ¢ D, segue
quey =0 em R/I e assim y € I. Por essa razao, goN...Nq, Cq1NgaN...Nq. C qp, e

isso implica que q; pode ser removido de (3.11). Portanto, segue o resultado. O

Lema 3.19. Sejam R um anel Noetheriano e I C R um ideal. Seja
I = ﬂ 0 (3.12)
i=1

uma decomposicao primdria de I. Entdo, q; nao pode ser removido de (3.12) se, e somente

se, (I:q2N...Nq.) Cpy
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Demonstragio. (=) Suponha que (I : g2N...N¢,) € p1. Assim, existe s € (I : g2N...N4,)
tal que s ¢ p; = /1. Logo, s(g2N...Ngq,) € I C q; e sendo q; primério, temos
g2N...Ngq, € qy. Dessa forma, I =g NgaN...N¢q. =¢g2N...N¢q,. Portanto, q; pode
ser removido e segue o resultado.

(<) Suponha que q; possa ser removido, isto é, I = q1NgaN...NG, = g2 N gz N ... N,
Isso implica (I : g2 N...N4¢,) = (1) € p1. Dessa forma, (I : g2N...N¢q,) € p1, como

queriamos. O

Lema 3.20. Sejam R um anel Noetheriano e I C R um ideal. Se I = (\;_, q; € uma

decomposi¢ao primdria de I tal que algum q; nao pode ser removido, entao p; € Ass(R/I).

Demonstra¢ao. Suponha
I=(a (3.13)
i=1

e que q; nao pode ser removido de (3.13). Assim, do lema anterior (I : g2 N...N¢q,) C p;.
Localizando essa inclus@o em py, obtemos: (Iy, : (q2)p, M. ..N(q)p,)  (P1)p,, onde (P1)p, =

(d1),,- Pelo lema anterior (q1)y, nao pode ser removido de I, = (q1)p, N ... N (dr)y, -
Sendo (p1)p, um ideal maximal, resulta do Lema 3.18 que (p1),, € Ass(Ry,/I,,), o que
implica pela Proposigao A.11 que p; € Ass(R/I). m

A proxima proposicao constata que os centros de valorizagoes de Rees sao exata-

mente os primos associados de I, quando n varia.

Proposicao 3.21. Sejam R um anel Noetheriano e I C R um ideal nao-nulo. Entao,

UASS(R/F) ={p1,....,p,}, onde p,=myNRei=1...,r

neN

Demonstracao. Sejam {Vy,...,V,} os anéis de valorizacoes de Rees de I. Da condigao (2)

da Definigao 3.1, temos

F:h([”va)

i=1
Como I™V; é um ideal em V; e este ¢ um anel local, cujo ideal maximal é my,, segue
que I™V; é uma poténcia de my, para todo i. Segue da Proposicao A.9 que I"V; é my,-

primério. Dessa forma, o ideal I"V; N R é my, N R-primario para todo ¢. Dal,

I"=(I"ViNnR)N...n(I"V,NR) (3.14)
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¢ uma decomposi¢do primaria. Temos, p; = my, N R = /(I"VINR),...,p, = my, N
R = \/(I"V, N R). Assim, os primos associados de I" estdo em {p;,...,p.}. De fato,

reordenando indices se necessario, suponha que
I"=(I"VinR)N...N(I"V;NR), onde j <,

é uma decomposi¢io primdria minimal de I™. Portanto, Ass(R/I") = {p1,...,p;} C
{p1,...,p,}. Faremos a reciproca apenas para o caso ¢ = 1, isto é, mostraremos que
p1 € U, oy Ass(R/I™). Da propriedade (3) da Definigdo 3.1, existe n € N tal que I"V; N R
nio pode ser removido da decomposicdo priméria (3.14) de 1. Segue do Lema 3.20 que

p1 € Ass(R/I™). O

Exemplo 3.22. Sejam R = k[x,y,z] o anel de polinémios nas indeterminadas z,y, z
sobre o corpo k e I = (z,y). Queremos encontrar RV(I). Do Teorema 3.14, temos
RV(I) = U?ZlTi, onde T; = {(E)p; peE Min(gi/aigi)} eS; = R[é}, comi=1,2 a,=x
e ay =1y.

Afirmacao 1: R[é] =k [m,y,z, %]

a a
De fato, sabemos que R[%] = {—; a€ I" comn > O}. Veja que — = a, onde a €
" x

1
I° = R = klz,y,z]. Além disso, note que — C k [x,y, 2, g]; donde segue que R[é] C
x T

r
k [m, Y, 2, Q] Para a inclusao contréria, basta ver que Y € R[é], poisy €I, ex = 1=
x T =
Similarmente, y, z € R[£]. Conclufmos, entdo, a Afirmagao 1.
klx,y,z,w
A partir do Teorema dos Isomorfimos, mostramos que k [Jc, Y, 2, Q} ~ —([ 9% ) ]
x Yy — Tw

~ klx,zw, z,w] = k[x, z, w| e pela Proposigao 2.2 obtemos que k[x, z, w] é integralmente
fechado. Sendo assim, S; é integralmente fechado, isto é, S; = S;. Fazendo uma cons-
trugao analoga, mostramos que Sy = R[é] ~ kly, z, w|, que é integralmente fechado pela
mesma proposicdo. Com isso, Sy = 5.
Afirmagdao 2: Min(S;/x51) = {(z,y)}.
Com efeito, seja p € Min(S;/xS;). Por um lado, = € p, pois p DO xS; e por outro,

y=2x- Y e p,poisx €pe Ve S1. Assim, (z,y) C p. Agora, veja que (z,y) é um ideal
x x

primo em S, visto que ——— = L2 ~ k2], o qual é um dominio. Logo, (z,¥)
(z,9) (2,9)
é um ideal primo, contendo x5;. Segue que (x,y) = p.

Dessa forma, concluimos que 71 = {(S1)p; p = (z,y) }.

Afirmagao 3: Min(Sy/yS2) = {(x,y)}.
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De fato, seja p € Min(S5,/yS2). De forma andloga a Afirmacao 2, mostramos que (z,y) C

X
5«2 k |::B7yvz> _:|

p. Por outro lado, temos que = ~ k[z]. Por essa razao, (x,y) é um
(z,9) (z,9)
ideal primo em Sy, contendo y. Segue que (x,y) = p.

Concluimos, assim, que 75 = {(S2),; p = (z,y)}.
Afirmagao 4: (S1)y = (S2)p, com p = (x,y).
Com efeito, mostremos que S; C (S53),; donde segue que (S1), C (52),. Para isso, basta

z Y <Y
ver q 179 1 1°%

Portanto, RV(I) = {V}, onde V = (51), = (S2)p, com p = (z,y).

[\

€ (S2)p. Similarmente, (S2), € (S1),.

< 8| ke

Exemplo 3.23. Sejam R = k[z,y| um anel de polinomios nas indeterminadas x, y sobre
o corpo k e I = (22, y? zy). Queremos encontrar RV(I). Do Teorema 3.14, temos
RV(I) = U?:lﬂ, onde T;, = {(E)p, peE Min(gi/aigi)} e S; = R[aii], com i = 1,2,3,

a1 = 2%, ap = y* e a3 = xy. Sejam Sy = R[ 5], So = R[y%] e S; = R[x—ly]
Y yT

x2’ x|

Afirmacao 1: R[xiz] =k |::U>y7

De fato, sabemos que R[:E—IQ] = {%;aé I”}. Veja que % = a, onde a € I' =
)" T

I x 2
R = k[z,y]. Além disso, note que g C k x,y,%,%]; donde segue que R[I—IQ] C
2 3
x x
k [:1:, Y, —Z, y_Q] . Para a inclusao contrdria, basta ver que =, —g € R[I%], pois 3%, 2y € I,
x? x? x

Zz T
1 (xZ)D‘

Similarmente, y € R[miz] Concluimos, entao, a Afirmacao 1.

2

Note que k [:L‘,y, x—g, y—z} =k [:p,y, y] Além disso, a partir do Teorema dos
2T x

klx,y, w]

(y — zw)
chado pela Proposicao 2.2. Sendo assim, S; é integralmente fechado, isto é, S; = S;.

Y

[somorfimos, mostramos que k [m,y, —} ~ ~ klz,w|, que é integralmente fe-
x

2
o
Fazendo uma construcao analoga, mostramos que Sy = R[#] =k {x,y,— _y} =

y* 'y
i [:E,y, {} K.y, vl
yl  (z—yw)
22 q? Ty
Por outro lado, S5 = R[L] =k {x,y,—,—] =k [x,y, —,—} ~ k[x,y|z. Este dltimo
Y Ty xY y v

é integralmente fechado, pois como kl[z,y] = k[x,y], segue da Proposicao A.13 que

~ kly,w], que é integralmente fechado pela mesma proposigao.

k[x,y]i = (k‘[x,y]) = (k[x,y]§> Portanto, S, Ss e S3 sdo integralmente fechados.

Afirmagdo 2: Min(gl/ﬁ&) ={(z,y)}.

Com efeito, seja p € Min(S;/2%S;). Por um lado, z € p, pois p 2 %S, e por outro,
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y=2x- Y e p, poisx €pe Ve S1. Assim, (z,y) C p. Agora, veja que (z,y) é um ideal
x x

k [ZE, Y, Q]

maximal em S7, visto que L - L2 ~ k. Segue que (z,y) = p.
(z,y) (z,v)

Dessa forma, concluimos que 77 = {(S1)y; » = (x,y)}. Similarmente, obtemos
que Min(S>/y*5>) = {(z,y)} e assim Ty = {(S2)p; p = (,9)}.
Afirmagao 3: Min (Ss3/xySs) = {(z,y)}
De fato, seja p € Min(S3/xyS;). Como p O zySs, segue que z € p ou y € p. Se

T € p,entao y € p, pois y = T - Q’ onde r € p e Yy € S3. Analogamente, z € p se
x x
y € p. Logo, (z,y) C p. Além disso, note que (z,y) é um ideal maximal em Sz, pois
s, klmwzy

= ~ k. Segue que (x,y) = p.
(2,9) (z,) gue que (2,9) =

Dessa forma, T3 = {(S3)p; p = (z,y)}. Portanto, RV(I) = {Vi, Va2, V3}, onde
Vi=(Si)p com p = (z,y) ei=1,2,3.

Os anéis de valorizagao de Rees do ideal I (obtidos no Teorema 3.14) dependem
dos geradores ay, .. ., aq de I e também de primos minimais. A seguinte proposigao mostra
que, sob certas hipoteses mais fortes, tais anéis dependem apenas de um tnico elemento

a€el.

Observagao 3.24. A hipdtese na seguinte proposicao sobre ideais primos ocorre, por
exemplo, se o anel R contiver um corpo infinito K. De fato, nesse caso, dado qualquer
inteiro r e qualquer colecao pq,...,p, de ideais primos em R, sejam uq,...,u,_1 € K,
nao-nulos e distintos entre si. Note, entdo, que u; # w; em cada R/p, com k =1,...,r,
pois se w; = u; em R/py, entdo u; — u; € py e visto que u; — u; € K, isso implicaria que

u; — u; é unidade, o que é um absurdo.

Proposigao 3.25. Seja R um dominio Noetheriano. Assuma que para qualquer inteiro r
e qualquer colecao i, ...,p, de ideais primos em R, existam uy, ..., u,—1 unidades em R
tais que w; # u; em cada R/py, comk=1,...,r. Seja I C R um ideal nao- nulo. Entdo,

existe um elemento a € I tal que RV(I) = {Sy; p € Min(S/aS)}, onde S = R[é]

Demonstragio. Suponha que RV(I) = {Vi,...,V,} e seja B = {S,; p € Min(S/aS)}
com S = R[]. Queremos mostrar que RV(I) = B. Pelo Lema 2.33, existe um elemento
a € I tal que, para todo i = 1,...,r, temos aV; = IV;. Logo, S C S C V; para cada i.
Além disso, do Lema 3.13, segue que V; = (R[é])p onde ht(p) =1 e p D a. Sendo R[L]
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um dominio, resulta p € Min(S/aS). E com isso, V; € B para cada i. Para a reciproca,
suponha I = (aq,...,aq). Visto que a € I, temos I = (a,aq,...,aq). Do Teorema 3.14,

conclufmos que S, € RV(I) para todo p € Min(S5/aS). O
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Apéndice
Neste capitulo apresentaremos resultados que foram utilizados ao longo do texto,

sendo que as demonstragdes nao explicitadas serao referenciadas utilizando [1], [5] e [6].

Proposicao A.1. Se x € R, entao 1 — xy é uma unidade em R para todo y € R.

Demonstracao. Veja [1, Proposition 1.9]. O]

Proposicao A.2. (i) Sejam py,...,p, ideais primos em R e seja I C R um ideal tal que
I C Ui, pi- Entao, I Cp; para algum i;

(17) Sejam a,,...,a, ideais em R e seja p 2O Ny a um ideal primo. Entao, p O a; para
algum v. Se p =N q;, entao p = q; para algum 1.

Demonstragao. Veja [1, Proposition 1.11]. ]

Corolario A.3. (Lema de Nakayama)
Sejam M um R-moddulo finitamente gerado e I C R um ideal tal que I C R. FEntao
IM = M implica que M = 0.

Demonstragao. Veja [1, Proposition 2.6]. ]

Proposicao A.4. Sejam x;(1 < i < n) elementos de M, cujas imagens em M /mM

formam uma base desse R/m-espago vetorial. Entio, M = (x;).

Demonstragao. Veja [1, Proposition 2.8]. ]

Corolario A.5. Seja p C R um ideal primo. Entdao, os ideais primos do anel local R,

estao em correspondéncia biunivoca com os ideais primos de R contidos em p.

Demonstragao. Veja [1, Corollary 3.13]. ]

Lema A.6. Sejam R um anel, S um subconjunto multiplicativo de R e I C R um ideal.

Entdao, S7'I = {f; xe€l ese S}.
s
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a; - i
Demonstragao. Suponha que y € S™' = { E —sa; €1, s € S}; entao y = —
S;

onde a; € [ e s; € S. Logo,

aq a9 Qp, 152838, + 95183 ...8, + ...+ ApS1S2...Sp—1
y=—4+—=4+... + 2= :
S1 S92 Sn 5182...5p

Denotando z = a15983...5, + 4251S3...S, + ...+ Ap,S1S2...S,_1 € § = $1S9...S,, temos

T ) . T r1 )
y=—comzx € [ es e S. Reciprocamente, seja — = 13 comx € [ e s €S, assim,
s s s
x
“e S O
s

Lema A.7. Sejam I e J ideais do anel Noetheriano R. Se J, C I, para todo p €
Ass(R/I), entdao J C 1.

Demonstragao. Suponha que Ass(R/I) = {p1,p2,...,p-} eseja ]l = q;N...N ¢, uma
decomposicao primdria de I onde /q; = p; com ¢ = 1,...,7. Suponha que x € J; entao
% € (J)p, € (I)p,. Logo % = Z—: coma; € [ es; ¢ p; = /4. Existe, entdo, u; € R —p;
tal que xu;s; = w;a; € I C q;. Pondo t; = w;s;, temos xt; € q;, Vi. Sendo q; primario para

todo i e t; ¢ p; = /4;, segue que x € q; para todo ¢ e isso implica z € 1. O

Lema A.8. Sejam R um dominio integral, S C R um subconjunto multiplicativo fechado

e p C R um ideal primo com S Np =10. Entao, R, = (S7'R)g-1,.

a a
Demonstracao. Seja n € R,,coma € Ret ¢ p. Entao, T = € (S_IR)SAP, onde

e )

a
s

t t
1 ¢ S7'p, pois t ¢ p. Reciprocamente, seja y = <~ € (S'R)g-1, com — ¢ S™'p, (isto &,
52

-

52
t ¢ p). Dessa forma, y = g? = a_s;j com asy € R e st ¢ p. Segue que y € R,. ]
S1 S1

Proposicao A.9. As poténcias de um ideal mazimal m C R sao m-primdrias.

Demonstragao. Veja [1, Proposition 4.2]. O

Corolario A.10. Se R é um anel Noetheriano, M é um R-mddulo e p C R um ideal

primo, entao
p € Ass(M) se, e somente se, p, € Ass(M,).

Demonstracao. Veja [5, Theorem 6.2]. O
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Proposicao A.11. Sejam S um subconjunto multiplicativo de R e I C R um ideal de-

componivel. Seja I = (._, q; uma decomposi¢ao primdria minimal de I. Seja p; = |/; €

suponha que 0s ;s sejam numerados, tais que S intersecta Poyi1, ..., Pn, Mas ndao inter-
secta P1, ..., Pm- Entao,
m
STR=()S"a;
i=1

€ uma decomposi¢cao primdria minimal.

Demonstracao. Veja [1, Proposition 4.9]. ]

Proposicao A.12. Seja S um anel e R um subanel de S (1 € R). As segquintes condi¢des
sao equivalentes:
(i) x € S € integral sobre R;

(i7) R[z] € um R-mddulo finitamente gerado.

Demonstragao. Veja [1, Proposition 5.1]. ]

Proposicao A.13. Sejam R C S anéis e R o fecho integral de R em S. Seja W um
subconjunto multiplicativo fechado de R. Entdo, W—1R = W~'R.

Demonstragao. Veja [1, Proposition 5.12]. ]

Lema A.14. Seja R um dominio integral e seja K = Frac(R). Sejam x € K um elemento
nao-nulo, R[x] um subanel de K gerado por x sobre R e m[z]| a extensao de m em R[z].

Entao,
m[z] # Rlx] ou m[z] # R[z™"].
Demonstracao. Veja [1, Lemma 5.20]. O

Corolario A.15. Seja R C S anéis e seja R o fecho integral de R em S. FEntdo, R €

integralmente fechado.

Demonstragao. Veja [1, Corollary 5.5]. ]

Teorema A.16. Seja R C S anéis. Suponha que S € integral sobre R e que p C R € um

ideal primo. Entdo, existe um ideal primo q C S, tal que qN R = p.
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Demonstragao. Veja [1, Theorem 5.10]. ]

Proposicao A.17. Seja R um dominio integral. Entdo as sequintes afirmacoes sao equi-
valentes:
(i) R € integralmente fechado;

(i7) R, € integralmente fechado para cada ideal primo p de R.

Demonstragao. Veja [1, Proposition 5.13]. ]

Proposicao A.18. Seja R um subanel de S. Suponha que R seja Noetheriano e que S

seja um R-mddulo finitamente gerado. Entao, S é Noetheriano (como anel).

Demonstragao. Veja [1, Proposition 7.2]. O

Teorema A.19. (Teorema da Base de Hilbert)

Se R € um anel Noetheriano, entdo o anel de polinomios R|x| é Noetheriano.

Demonstracao. Veja [1, Proposition 7.5]. ]

Proposicao A.20. Em um anel Noetheriano R, todo ideal I contém uma poténcia do

seu radical.

Demonstracao. Veja [1, Proposition 7.14]. O

Proposicao A.21. Seja R um dominio local Noetheriano de dimensao um, e seja m seu
1deal mazimal. Entdo, sio equivalentes:

(1) R € um anel de valorizac¢ao discreta;

(i7) R € integralmente fechado;

(7i1) Todo ideal nao-nulo I C R é uma poténcia de m.

Demonstragao. Veja [1, Proposition 9.2]. ]

Proposicao A.22. Seja R um anel graduado. Sao equivalentes:
(i) R é um anel Noetheriano;

(17) Ry € Noetheriano e R € finitamente gerado como uma Ry-dlgebra.

Demonstragao. Veja [1, Proposition 10.7]. ]
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Teorema A.23. (Teorema do ideal principal de Krull)
Sejam R um anel Noetheriano e x um elemento de R que nao é divisor de zero e nem

unidade. Entdo, ht(p) =1 para todo p € Min(R/(x)).

Demonstragao. Veja [1, Corollary 11.7]. O

Observacao A.24. Seja R um anel graduado e seja S C R um subconjunto multiplicativo
cujos elementos sao todos homogéneos. Entao, a localizacao S™'R também é um anel

graduado tal que para cada n,
(S7'R), = {i, r e s sdo homogéneos em R e deg(r) — deg(s) = n}
s

Lema A.25. Se (R, m) é um dominio local com 0 # x € m e ht(m) = 1, entdo \/(x) = m.

Demonstragio. Temos que /() = Moo P = Noerin(r/)) P-

Afirmagdo 1: m € Min(R/(x)).

De fato, m D (z), e por outro lado, se existe um ideal primo p’ C R, tal que (0) & (x) C
p’ € m, resulta que ht(m) > 1, o que é uma contradi¢do. Portanto, m € Min(R/(x)). Do
fato do ideal m ser maximal e m € Min(R/(z)), implica que \/(z) = m. O

Teorema A.26. (Teorema de Krull-Akizuki)
Seja R um dominio Noetheriano de dimensao uwm com corpo de fracoes igual a K. Seja
T uma extensdao algébrica finita de K e S um anel tal que R C S CT. Entdo, S € um

anel Noetheriano de dimensao um.

Demonstragao. Veja [5, Theorem 11.7]. ]

Teorema A.27. Seja (R, m) um anel local e seja G = gry(R). Entdo, dim G = dim R.

Demonstracao. Veja [5, Theorem 15.7]. O

Teorema A.28. (Mori-Nagata)

O fecho integral R de um dominio Noetheriano R em Frac(R) é um dominio de Krull.

Demonstragao. Veja [6, Proposition 6]. ]



[1]

Referéncias

ATIYAH, Michael F.; MACDONALD, Ian G. Introduction to Commutative
Algebra, Addison-Wesley, 1969.

FILHO, Daniel C. de Morais. Manual de Redagao Matematica, Rio de Janeiro:
SBM, 2018.

FOSSUM, R. M. Krull Domains. In: The Divisor Class Group of a Krull Do-
main. Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, vol 74. Springer, Berlin,

Heidelberg, 1973.

MARLEY, Thomas. Graded rings and modules, lecture notes, University of
Nebraska-Lincoln: Department of Mathematics, 1993.

MATSUMURA, Hideyuki. Commutative Ring Theory, Cambridge Studies in
Advanced Mathematics, Cambridge University Press, 1986.

NISHIMURA, Jun-ichi. Note on integral closures of a noetherian integral domain. J.
Math. Kyoto Univ. 16, no. 1, p. 117 — 122, 1976.

NORTHCOTT, Douglas; REES, David. Reductions of ideals in local rings. Mathe-
matical Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 50, p. 145—158,
1954.

O’CONNOR, Jonh J.; ROBERTSON, Edmund F.. David Rees. The MacTutor
History of Mathematics of Archive, Out. de 2013. Disponivel em: <http://
mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Rees_David.html>. Acesso em:

07 de Mar. de 2020.

PROFESSOR David Rees. The Telegraph, 20 de Ago. de 2013. Dis-
ponivel em: <https://www.telegraph.co.uk/news/obituaries/10255561/
Professor-David-Rees.html>. Acesso em: 07 de Mar. de 2020.


http://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Rees_David.html
http://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Rees_David.html
https://www.telegraph.co.uk/news/obituaries/10255561/Professor-David-Rees.html
https://www.telegraph.co.uk/news/obituaries/10255561/Professor-David-Rees.html

71

[10]

[11]

[15]

[16]

[17]

REES, David. On semi-groups. Mathematical Proceedings of the Cambridge
Philosophical Society, 36, p. 387 — 400, 1940.

REES, David. Valuations associated with a local ring. I. Proc. London Math. Soc.
(3) 5, p. 107128, 1955.

REES, David. Valuations associated with ideals. Proc. London Math. Soc. (3)
6, p. 161-174, 1956.

REES, David. Valuations associated with ideals II. J. London Math. Soc. (31),
p. 221-228, 1956.

SHARP, Rodney. David Rees Obituary. The Guardian, 29 Ago. de
2013. Disponivel em: <https://www.theguardian.com/education/2013/aug/29/

david-rees>. Acesso em: 07 de Mar. de 2020.

SWANSON, Irena; HUNEKE, Craig. Integral Closure of Ideals, Rings and
Modules, London Mathematical Society, 2006.

SWANSON, Irena. Rees Valuations. In: FONTANA, Marco; KABBAJ, Salah-
Eddine; OLDERDING, Bruce; SWANSON; Irena. (eds) Commutative Algebra
Noetherian and Non-Noetherian Perspectives. Springer, New York, NY, 2011.

Stacks project authors. 10 Commutative Algebra. The Project Stark. Disponivel
em: <https://stacks.math.columbia.edu/tag/00A0>. Acesso em: 07 de Mar. de
2020.


https://www.theguardian.com/education/2013/aug/29/david-rees
https://www.theguardian.com/education/2013/aug/29/david-rees
https://stacks.math.columbia.edu/tag/00AO

Indice Remissivo

algebra de Rees, 25

anel de valorizacao, 25

anel de valorizacao de Rees, 37

anel de valorizacao discreta, 25

blowup, 26

centro de uma valorizacao, 31

conjunto w-consistente, 42

Critério de valorizacao, 33

dominio de Krull, 22

equivaléncia de valorizacoes, 25

fecho integral de anéis, 15

fecho integral de ideais, 16

funcao assintotica de Samuel, 41

Lema de Nakayama, 65

ordem de ideais, 35

persisténcia do fecho integral, 16

redugao de um ideal, 18

Teorema da Base de Hilbert, 68

Teorema da existéncia de anéis de va-
lorizacoes, 28

Teorema da existéncia de anéis de va-
lorizagoes Noetherianos, 31

Teorema da existéncia de valorizagoes
de Rees, 50

Teorema da unicidade de valorizagoes
de Rees, 42

Teorema de Krull-Akizuki, 69

Teorema de Mori-Nagata, 69

Teorema do ideal principal de Krull,

69

valorizagao, 24
valorizagao de Rees, 37

valorizacao discreta, 25



	Introdução
	Preliminares
	Fecho integral de anéis e ideais
	Anéis Noetherianos
	Ideais principais
	Domínios de Krull

	Valorizações
	Definições
	Propriedades de anéis de valorizações
	Existência de anéis de valorizações
	Valorizações e o fecho integral de ideais


	Valorização de Rees
	Unicidade da valorização de Rees.
	Construção de uma valorização de Rees

	pêndice
	 Referências 
	Índice Remissivo

