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Resumo

Neste trabalho estudamos propriedades de potenciais hiperbólicos. Consideramos

mapas f : X → X de grau n ≥ 2 com X sendo espaço métrico compacto. Caracterizamos

os potenciais Hölder cont́ınuos ϕ que possuem a seguinte propriedade supϕ < P (f, ϕ).

Palavras-chave: Teoria Ergódica, Formalismo Termodinâmico, Sistemas Dinâmicos Com-

plexos, Sistemas Hiperbólicos Não-Uniformemente .



Abstract

In this work we study properties of hyperbolic potentials.We consider maps

f : X → X of degree n ≥ 2 with X being compact metric space.We characterize the

continuous Hölder potentials ϕ that have the following property supϕ < P (f, ϕ).

Keywords:Ergodic Theory, Thermodynamic Formalism, Complex Dynamic systems, Hy-

perbolic Systems not Uniformly. .



Notação

Índice .

� 2X- famı́lia de todos os subconjuntos;

� C0,α(X)-espaços da funções Hölder cont́ınuas;

� J(f) -Conjunto de Julia;

� C- Esfera de Riemann

� M(X) - espaço das medidas;

� M1(X) - espaço das medidas de probabilidade;

� Mf (X) - espaço das medidas invariantes de probabilidade;

� Me(X) - espaço das medidas ergódicas de probabilidade;

� ε(f, ϕ)- conjunto de estados de equiĺıbrio;

� χµ(f)- expoente de Lyapunov;

� δx- medida de Dirac;

� Hµ(P)-entropia de uma partição;

� hµ(f)-entropia métrica;

� htop(f)- entropia topológica;

� h(f, α)-entropia com respeito a uma cobertura;

� hµ(f,P)-entropia com respeito a uma partição;

� P ∨Q- soma de partições;

� Pn- iterado de uma partição
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3.2.1 Espaço simbólico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.2.2 Conjuntos de Expansão uniforme e Pressão Topológica . . . . . . . 43

3.2.3 Construindo o SFI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46



3.3 Teorema Principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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1 Introdução

Um dos grandes objetivos da Teoria ergódica é compreender o comportamento

de sistemas determińısticos e probabiĺısticos olhando para as medidas invariantes pelo

sistema.

Utilizando ideias emprestadas da f́ısica estat́ıstica gibbsiana, estabeleceu-se prinćıpios

para a escolha de medidas invariantes. Tais conceitos deram origem ao que chamamos de

Formalismo Termodinâmico. Em seus trabalhos pioneiros, Sinai, Ruelle e Bowen deram

uma descrição completa do formalismo termodinâmico de um difeomorfismo uniforme-

mente hiperbólico atuando em uma variedade compacta e um potencial Hölder cont́ınuo,

veja [ [4,24,25]]. Houve várias extensões desses resultados no cenário além do hiperbólico,

o não uniformemente hiperbólico, para variedades de dimensão qualquer abordando a

unicidade dos estados de equiĺıbrio que são medidas Gibbs não lacunar ou fracamente

Gibbs[ [2, 18, 23, 27]] e Gibbs sequencial no contexto simbólico[ [13]]. No contexto de

dimensão 1, houve também várias extensões desses resultados para aplicações reais ou

complexos, [10,11,15,20]. Geralmente, a falta de hiperbolicidade uniforme é compensada

por uma hipótese extra sobre o potencial.

Nesta dissertação, abordamos os resultados contidos no artigo [16] que dá uma

contribuição ao Formalismo Termodinâmico caracterizando os potencias definidos no Julia

J(f) de aplicações racionais f de grau pelo menos igual a 2 que possuem unicidade de seus

estados de equiĺıbrio. Tais potencias são chamados de potenciais hiperbólicos nos quais

são caracterizados por uma propriedade algébrica. Mais precisamente, consideramos uma

função cont́ınua f sobre um espaço métrico X, e vamos relacionar está função com certos

potencias cont́ınuos ϕ. Mais precisamente, a função f : X → X é um mapa racional

sobre a esfera de Riemann de grau n ≥ 2 e potenciais Hölder cont́ınuos ϕ : X → R tais

que sup
z∈X

ϕ(z) < P (f, ϕ), onde P (f, ϕ) denota a pressão topológica. O principal resultado

desta dissertação é a demonstração do Teorema (3.20). Para demonstração deste teorema,

o principal resultado a ser usado é o Lema (3.18), que é um resultado bem técnico que

possuem uma demonstração de certa forma bem rigorosa.
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Inicialmente, precisamos recordar alguns resultados de Teoria Ergódica, Teoria da

Medida e Análise Funcional para o entendimento melhor do texto. Para mais detalhes,

veja [19, 28]. No caṕıtulo 2, exibiremos estes resultados, que são fundamentais para o

desenvolvimento das ideias dos caṕıtulos seguintes.

No caṕıtulo 3, dedicamos ao estudo sobre potenciais hiperbólicos, abordando al-

gumas de suas propriedades que valem para aplicações cont́ınuas sobre um espaço métrico

compacto X. Ademais, nós caracterizaremos estes potenciais Hölder cont́ınuos, através

da Proposição (3.3).

Após essas considerações gerais, dedicamos a prova do caso especial do Lema

Chave, onde então a medida µ é suportada em uma órbita periódica; o enunciado deste

caso é dado pela Proposição (3.6) . A prova, no caso geral, é baseada em algumas ideias

do caso periódico, mas é mais elaborada, pois, necessitamos da construção de um Sistema

de Funções Iteradas adequado gerado pelo mapa racional. A prova é exibida logo em

seguida ao caso periódico.

O Teorema Principal é provado assumindo o um Lema que crucial no qual grande

parte da dissertação é voltado à sua demonstração. Há dois casos, cujas demonstrações são

distintas: o caso em que a medida está suportada em uma órbita periódica e o caso geral,

que é baseado na construção de um ”Sistema Iterado de Funções gerado pela aplicação

racional f e um resultado que diz que: se f é um endomorfismo anaĺıtico da esfera de

Riemann de grau n ≥ 2 e ψ um potencial Hölder cont́ınuo satisfazendo sup
J(f)

ψ < P (f, ψ).

Portanto, existe um único estado de equiĺıbrio estado µ de f para o potencial ϕ.

Por fim, concluiremos com o apêndice de um breve resumo de Dinâmica Com-

plexa. Este é dedicado, a apresentação do conjunto de Julia J(f), e suas propriedades.

Além disso, apresentamos a definição das variações da condição Collet-Eckmann e o Te-

orema da Distorção de Koebe.



2 Preliminares

Neste caṕıtulo nos dedicamos em recordar alguns resultados de Teoria ergódica,

Teoria da Medida e da Análise Funcional que são necessários para compreensão de concei-

tos do próximo caṕıtulo. Nossas referências para este caṕıtulo são [9], [3], [17], [19], [22]

e [28], onde demonstrações podem ser encontradas.

2.1 Alguns Resultados de Teoria Ergódica

2.1.1 Resultados de Medida e Integração

Definição 2.1. Sejam X um conjunto e A uma famı́lia de subconjunto de X. Dizemos

que A é uma álgebra se forem válidas as seguintes condições:

1. X ∈ A;

2. Se A ∈ A então X \ A ∈ A;

3. Se A1, . . . , An ∈ A então
n⋃
i=1

Ai ∈ A.

Diremos que uma álgebra A é uma σ-álgebra se a condição 3 puder ser generalizada para

uniões enumeráveis: se (An)n é uma sequência de elementos de A, então
∞⋃
n=1

An também

um elemento de A. Denominamos de espaço mensurável um par (X,A) onde A é uma

σ-álgebra de X.

Definição 2.2. Uma medida num espaço mensurável (X,A) é uma função µ : A → [0,∞]

que satisfaz:

1. µ(∅) = 0;

2. µ(
∞⋃
i=1

Ai) =
∞∑
j=1

µ(Ai) para quaisquer Ai ∈ A disjuntos dois a dois.
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A tripla (X,A, µ) é chamada espaço medida. Quando vale µ(X) < ∞ dizemos que µ é

uma medida finita e se µ(X) = 1 dizemos que µ é uma probabilidade. Neste último caso,

(X,A, µ) é um espaço de probabilidade.

Definição 2.3. Dizemos que uma propriedade é válida em µ-quase todo ponto se é válida

em X exceto, possivelmente, num conjunto de medida nula. Dizemos também que a

propriedade vale para quase todo ponto x ∈ X.

Seja (X,X , µ) um espaço de probabilidade. Uma transformação f : X → X é

dita mensurável se f−1(X) ∈ X para todo X ∈ X .

Definição 2.4. Dizemos que f uma transformação mensurável preserva a medida µ,

ou, equivalente, µ é dita medida f -invariante, se µ(f−1(A)) = µ(A) para todo conjunto

mensurável A ⊂ X.

Definição 2.5. Dizemos que uma medida µ invariante é ergódica, se para todo A ∈ X ,

f−1(A) = A a menos de medida nula implica que µ(A) = 0 ou µ(A) = 1.

A álgebra gerada (respectivamente σ-álgebra gerada) por uma classe B de sub-

conjuntos de um conjunto X define-se como a menor álgebra (respectivamente σ-álgebra)

de X que contém B. Note que tal álgebra (respectivamente sigma-álgebra) existe sempre,

pois P (X ) é uma σ-álgebra e a intersecção de uma famı́lia de álgebras (respectivamente

σ-álgebras) é ainda uma álgebra (resp. σ-álgebra).

Exemplo 2.6. Se X é um espa�co topológico, denominamos de σ-álgebra de Borel a

σ-álgebra gerada pelos abertos de X. Designaremos os elementos desta σ-álgebra por

borelianos.

Definição 2.7. Sejam f : X → C uma função mensurável em X e 1 ≤ p <∞. Definimos

‖f‖p =

[∫
|f |pdµ

]1

p . Assim, também defini-se Lp (X,X , µ) = {f : X → C é mensurável

e ‖f‖p <∞}.

Lema 2.8. São equivalentes os seguintes resultados:

1. f uma transformação mensurável que preserva a medida µ;

2. Para cada ϕ ∈ L1(X,X , µ), tem-se

∫
ϕdµ =

∫
ϕ ◦ fdµ.
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Teorema 2.9. (Birkhoff) Seja f : X → X uma transformação preservando uma

medida probabilidade µ. Dada uma função ϕ : X → R ∈ L1(X,X , µ), existe o limite

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

ϕ ◦ fn(x) =: ϕf (x) em µ-quase todo ponto x ∈ X. Além disso, se µ ergódica e

f -invariante, vale que ϕf (x) =

∫
ϕdµ em µ-quase todo ponto x ∈ X.

2.1.2 Transformações cont́ınuas de espaço métrico compacto

Denotamos porM1(X) o conjunto de todas as medidas de probabilidade Borel em

(X,X ). Consideremos de X um espaço métrico compacto e f sendo uma transformação

cont́ınua. Denotamos f : X → X, o espaçoMf (X) de todas as medidas de probabilidade

que são invariantes por f .

Chamamos potencial em X a qualquer função cont́ınua ϕ : X −→ R.Para cada

n ≥ 1, definimos Snϕ : X → R por Snϕ =
n−1∑
j=0

ϕ◦f j. Além disso, dado qualquer conjunto

não vazio Y ⊂ X, denotamos sup
z∈Y

Sn(z) = {Sn(ϕ)(z) : z ∈ Y }.

Proposição 2.10. O espaço M(X) é convexo, ou seja, se µ1, µ2 ∈ M(X) e 0 ≤ α ≤ 1

então αµ1 + (1− α)µ2 ∈M(X).

Denotaremos por C(X) o espaço das funções cont́ınuas e limitadas de X em R

ou C. Definimos a norma uniforme de ϕ ∈ C(X) por ‖ϕ‖∞ = sup
x∈X
|ϕ(x)|.

Seja µ ∈ M1(X) uma medida de probabilidade de Borel, tem-se que µ induz

um funcional linear não negativo normalizado em C(X) por f 7→
∫
fdµ . A seguir

recordarmos a definição de operador linear.

Definição 2.11. Considere os espaços vetoriais X e Y . Um operador linear é uma

aplicação I : X ′ ⊂ X → Y , em que X ′ é um subespaço vetorial e I(x+λy) = I(x)+λI(y),

para todos x, y ∈ X ′ e todo escalar λ ∈ R ou C.

Um operador linear I : C(X) → R diz-se positivo se I(f) > 0 para toda função

f positiva em todo ponto. O Teorema seguinte afirma que as integrais são os únicos

operadores lineares positivos no espaço das funções cont́ınuas.

Teorema 2.12. (Riez-Markov)
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Seja I : C(X) → R qualquer operador positivo. Então existe uma única medida

boreliana finita em µ em X tal que I(f) =

∫
fdµ para todo f ∈ C(X). Além disso, µ é

uma probabilidade se, e somente se I(1) = 1.

2.1.3 Topologia Fraca ∗

Consideremos X um espaço métrico compacto. Vamos introduzir uma topolo-

gia importante no conjunto M1(X) probabilidades sobre os borelianos de X, chamada

topologia fraca∗, que será útil para verificar o Teorema da existência de medidas

invariantes (2.19). Para isso, precisamos primeiro analisar o conjunto M1(X) e sua

compacidade.

A definição a seguir diz que duas medidas estão próximas se suas integrais estão

próximas para muitas funções cont́ınuas.

Definição 2.13. Dados um número ε > 0, uma medida µ ∈M1(X) e um conjunto finito

Θ = {ϕ1, · · · , ϕn} de funções cont́ınuas ϕj : X → R. Seja

V (µ,Θ, ε) = {µ ∈M1(X);

∣∣∣∣∫ ϕjdν −
∫
ϕjdµ

∣∣∣∣ onde 1 ≤ j ≤ n}.

A topologia fraca ∗ é definida estipulando que os conjuntos V (µ,Θ, ε), com Θ e ε variáveis,

constituem uma base de vizinhanças da medida µ.

Será muito importante ter uma noção de convergência em M1(X); isso é dito

convergir na topologia fraca∗. O lema seguinte ajudará a compreender melhor o significado

da topologia fraca∗ .

Lema 2.14. Uma sequência de probabilidades (µn) converge em M1(X) para uma µ ∈

M1(X) se, e somente se
∫
ϕdµn →

∫
ϕdµ para toda função cont́ınua ϕ : X → R .

Teorema 2.15. O espaço M1(X) munido da topologia fraca∗ é compacto.

2.1.4 Medidas Invariantes para Transformações cont́ınuas

Sejam X um espaço métrico compacto equipado com a σ-álgebra de Borel, f :

X → X cont́ınua e mensurável. A transformação f induz um mapa no conjunto M1(X)

de medidas de probabilidade Borel, f∗ :M1(X)→M1(X) definido por
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(f∗µ)(X) = µ(f−1(X)).

O seguinte lema diz como integrar com respeito f∗µ.

Lema 2.16. Sejam µ uma medida e ϕ ∈ L1(µ) . Então

∫
ϕd(f∗µ) =

∫
ϕ ◦ fdµ.

Proposição 2.17. A aplicação f∗ :M1(X)→M1(X) é cont́ınua relativamente à topo-

logia fraca∗.

Exemplo 2.18. Seja X um conjunto e consideremos a σ-álgebra X = 2X . Dado qualquer

x ∈ X, consideremos a função δx : 2X → {0, 1} dada por:

δx(X) =

0 se x /∈ X;

1 se x ∈ X.

Esta medida δx é conhecida como a medida de Dirac no ponto x.

Seja χA a função caracteŕıstica A, então

∫
χAdδx =

0 se x /∈ A;

1 se x ∈ A.

Suponha que f =
n∑
j=1

ajχAj e que, os conjuntos Aj sejam disjuntos dois a dois.

Então

∫ n∑
j=1

ajχAjdδx = aj, onde j escolhido de modo que x ∈ Aj. Agora, se f : X → R.

Ao escolher uma sequência crescente de funções simples, vemos que

∫
fdδx = f(x).

2.1.5 Existência de Medidas Invariantes

Dado um mapa cont́ınuo f : X → X em espaço métrico compacto, vamos apre-

sentar o Teorema (2.19), que garante a existência de medidas invariantes .

Teorema 2.19. Seja f : X → X um mapa cont́ınuo de um espaço métrico compacto.

Então, existe pelo menos uma medida de probabilidade f -invariante.
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Precisaremos das seguintes propriedades adicionais de Mf (X).

Teorema 2.20. Seja f : X → X um mapa cont́ınuo no espaço métrico compacto. Então

Mf (X) é compacto na topologia fraca∗ e é um subconjunto convexo de M1(X).

Proposição 2.21. Toda sequência (µn)n∈N em M1(X) admite uma subsequência que é

convergente na topologia fraca∗

Lema 2.22. Dada uma medida ν ∈ M1(X), então todo ponto de acumulação de uma

sequência (µn)n∈N do tipo:

µn =
1

n

n−1∑
j=0

f j ∗ ν

é uma probabilidade invariante por f .

Definição 2.23. Uma função ϕ : X → C ou (R) é dita α-Hölder cont́ınua com um

expoente (0 < α ≤ 1) se, e somente se, existe C > 0 tal que | ϕ(x) − ϕ(y) |≤ Cρ(x, y)α

para todo x, y ∈ X.

O espaço das funções α-Hölder cont́ınuas é denotado por C0,α(X). Assim, tem-se

C0,α(X) =

{
ϕ ∈ C(X) : sup

x 6=y

| ϕ(x)− ϕ(y) |
ρ(x, y)α

<∞
}

.

Consideramos em C0,α(X) a norma ‖ϕ‖C0,α = ‖ϕ‖α+‖ϕ‖∞, onde ‖ϕ‖α := sup
x 6=y

| ϕ(x)− ϕ(y) |
ρ(x, y)α

.

Em particular, quando α = 1 o espaço C0,1(X) possui como elementos as chamados de

funções Lipschitz.

2.1.6 Sequência Subaditiva

Definição 2.24. Dizemos que uma sequência (an)n em [−∞,∞) é subaditiva se vale

am+n ≤ am + an para todo m,n ≥ 1.

Agora, vemos que segue da definição acima, o seguinte o fato:
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an ≤ a1 + ...+ a1︸ ︷︷ ︸
n parcelas

= na1,

e portanto
an
n
≤ a1, para todo n ∈ N. Então, resulta que

sup
n≥1

an
n

= max
n≥1

an
n

= a1.

Definição 2.25. Dizemos que uma sequência de funções ϕn : X → R é subaditiva com

respeito a uma transformação f : X → X, se

ϕm+n ≤ ϕm + ϕn ◦ fm para todo m, n ≥ 1.

Definição 2.26. A sequência ϕn : X → R diz-se aditiva se vale a igualdade em ϕm+n =

ϕm + ϕn ◦ fm para todo m, n ≥ 1.

Exemplo 2.27. Toda soma orbital ϕn(x) =
n−1∑
j=0

ϕ◦fn(x) constitui uma sequência aditiva

.

Lema 2.28. (Lema da Subaditividade) Se (an)n é uma sequência subaditiva então

lim
an
n

= inf
n

an
n
∈ [−∞, a1].

2.1.7 Entropia de uma Partição

Seja (X,X , µ) um espaço de probabilidade. Dizemos que uma famı́lia finita ou

enumerável de subconjuntos mensuráveis P é uma partição se estes conjuntos são dois a

dois disjuntos e sua união tem medida total. Escrevemos P(x) para o elemento que contém

x ∈ X. Definimos a soma de duas partições P eQ por P∨Q = {Pi ∩Qj | Pi ∈ P , Qj ∈ Q}.

Seja IP : X → R por IP(x) = − log µ(P(x)). Agora, definimos a entropia P

como Hµ(P) =

∫
IPdµ =

∑
P∈P

−µ(P ) log µ(P ), onde convenciona-se que 0 log 0 = 0 e log

é o logaritmo natural.

Dada qualquer famı́lia enumerável de partições Pn, definimos
∨
n

Pn =

{⋂
n

Pn : Pn ∈ Pn

}
.
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2.1.8 Entropia de um Sistema Dinâmico

Nesta subseção, iremos considerar f : X → X mensurável que preserva uma

probabilidade µ. Definimos Pn =
n−1∨
j=0

f−jP para todo n ≥ 1. Vemos que Pn(x) =

P(x) ∩ f−1P(f(x)) ∩ . . . f−(n−1)P(fn−1(x)), e que Pn < Pn+1 para todo n ≥ 1, portanto

Hµ(Pn) é não decrescente.

Considerando a sequência (Hµ(Pn))n∈N, temos que Hµ(Pm+n) ≤ Hµ(Pm) +

Hµ(Pn), para todos m,n ∈ N, ou seja, (Hµ(Pn))n∈N é subaditiva. Assim, definimos a

entropia de f com respeito à medida µ e partição P como o limite existe por subaditiva,

segue que

hµ(f,P) = lim
n→∞

1

n
Hµ(Pn) = inf

n≥1

1

n
Hµ(Pn).

Finalmente, definimos a entropia métrica hµ(f) por hµ(f) = sup{hµ(f,P) : P

partição com Hµ(f) <∞}.

Lema 2.29. Seja f : X → X uma transformação cont́ınua num espaço métrico compacto,

então hµ(fn) = nhµ(f) para cada inteiro n ≥ 1.

2.1.9 Entropia Topológica

Considere α uma cobertura de X. Definimos N(α), o número da cobertura α,

como a menor cardinalidade posśıvel de uma subcobertura de α. A entropia de α de α é

o número H(α) = logN(α).

Da mesma forma, que fizemos para partições, dadas duas coberturas α e β de X,

podemos definir uma nova cobertura α∨β de X por α∨β = {A∩B : A ∈ α e B ∈ β}. Se

α é uma cobertura aberta X então f−j(α) = {f−j(A) : A ∈ α} também é uma cobertura

aberta.

Lema 2.30. 1. H(α ∨ β) ≤ H(α) +H(β).

2. H(αm+n) ≤ H(αm) +H(αn) para todos m,n ≥ 1, ou seja, H(αn) é subaditiva.

Como consequência do Lema (2.30), o limite h(f, α) = lim
n→∞

H(αn) = inf
n≥1

1

n
H(αn)

sempre existe. Este limite é chamado entropia de f com respeito à cobertura α. Final-
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mente, definimos a entropia topológica de f por htop(f) = sup{h(f, α) : α é a cobertura

aberta finita de X}.

Definição 2.31. ( Pressão) . Dado um potencial cont́ınuo ϕ : X → R. Chamamos ao

número

P (f, ϕ) = sup
µ∈Mf (X)

(
hµ(f) +

∫
ϕdµ

)
,

de pressão Topológica de ϕ e quando a medida µ atinge o supremo é chamada de medida

de estado equiĺıbrio para o potencial ϕ.

Em particular, quando ϕ ≡ 0, temos htop(f) = sup{hµ(f) : µ ∈Mf (X)}.

Denotamos por ε(f, ϕ) conjunto dos estados de equiĺıbrio.

Proposição 2.32. Suponha que htop(f) < ∞. Então o conjunto dos estados equiĺıbrio

para qualquer potencial ϕ : X → R é um subconjunto convexo de Mf (X). Além disso,

uma probabilidade invariante µ está em ε(f, ϕ) se, e somente se, quase toda componente

ergódica de µ está em ε(f, ϕ).

Corolário 2.33. Se ε(f, ϕ) é não vazio então ele contém probabilidades invariantes

ergódicas. Além disso, os elementos extremais do convexo ε(f, ϕ) são precisamente as

medidas ergódicas contidas nele.

Lema 2.34. Seja f : X → X uma transformação cont́ınua num espaço métrico e seja ϕ

um potencial em X. Então P (fn, Sn(ϕ)) = nP (f, ϕ) para todo n ≥ 1.

Demonstração. Note, para cada µ ∈ Mf (X), temos que

∫
Sn(ϕ)dµ = n

∫
ϕdµ, e pelo

lema (2.29), vale que hµ(fn) = nhµ(f) para todo n ≥ 1. Assim, da definição de pressão

resulta que

P (fn, Sn(ϕ)) = sup
µ∈Mf (X)

(
hµ(fn) +

∫
Sn(ϕ)dµ

)
= n sup

µ∈Mf (X)

(
hµ(f) +

∫
ϕdµ

)
= nP (f, ϕ).

Isto prova o lema.
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2.1.10 Expoente de Lyapunov

Sejam f : X → X um mapa de classe C1 num espaço métrico compacto e µ

medida de probabilidade f -invariante ergódica em X. Sendo ln | f ′ |∈ L1
µ. Então, pelo

Teorema (2.9), para µ- quase todo ponto x ∈ X, existe

χµ(f) : = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

ln | f ′(f j)(x) |

=

∫
ln | f ′ | dµ.

Dizemos que χµ(f) é o expoente de Lyapunov caracteŕıstico de f associado a µ.

Isto é, a taxa de crescimento assintótica da derivada. De fato, observe que pela regra da

cadeia, temos

1

n

n−1∑
j=0

ln|f ′(f j)(x)| =
1

n

n−1∏
j=0

|f ′(f j)(x)| = 1

n
ln|(fn)

′
(x)|

.

Portanto, pela definição de limite, para qualquer ε > 0 existe N > 0 tal que

para todos n ≥ N tem-se χµ(f) − ε ≤ 1

n
ln | (fn)′(x) |≤ χµ(f) + ε. Assim, tomando a

exponencial, segue-se exp(n(χµ(f)− ε)) ≤| (fn)′(x) |≤ exp(n(χµ(f) + ε)).

Teorema 2.35. (Desigualdade de Ruelle) Seja f ∈ C(X), então hµ(f) ≤ 2

∫
max {0, χµ(f)} dµ.

Se µ for uma medida ergódica, então hµ(f) ≤ 2 max {0, χµ(f)}.

2.1.11 Decaimento Exponecial de Correlações

Consideramos ϕ : X → R função limitada, mensurável e ψ : X :→ R uma função

Lipschitz cont́ınua, onde X é um espaço métrico compacto.

Definição 2.36. Seja f uma transformação f : X → X preservando uma medida µ.

Dizemos que o sistema (f, µ) é um misturador, se dados quaisquer conjunto mensuráveis

A, B ⊂ X então:

lim
n→∞

µ(f−n(A) ∩B) = µ(A)µ(B).
(2.1)
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Proposição 2.37. Sejam (X,X , µ) um espaço de medida, f : X → X uma transformação

preservando a medida µ e Y uma álgebra que gera X. Se para todos A, B ∈ Y vale

lim
n→∞

µ(f−n(A) ∩B) = µ(A)µ(B), então µ é misturadora.

Proposição 2.38. Uma medida µ é misturadora se, e somente se, para ϕ, ψ ∈ L2(µ)

vale

∫
ϕ ◦ fndµ→

∫
ϕdµ

∫
ψdµ.

(2.2)

Definição 2.39. (Decaimento Exponencial de Correlações )

Seja F uma classe de funções equipada com uma norma ‖ · ‖. Dizemos que

µ ∈ Mf (X) tem decaimento exponencial de correlações, ou exponencial misturadora em

F se existe uma constante C > 0 e ρ ∈ (0, 1), e de modo que

∣∣∣∣∫ (ϕ ◦ fn)−
∫
ϕdµ

∫
ψdµ

∣∣∣∣ ≤ C‖ϕ‖∞‖ψ‖Lipρn.

Definição 2.40. (Potenciais Cohomólogos) . Dizemos que dois potenciais ϕ, ψ :

X → R são cohomólogos se existe alguma função h : X → R tal que

ϕ = ψ + h ◦ f − h.

Proposição 2.41. Seja f : X → X uma transformação cont́ınua num espaço topológico

compacto. Se ϕ, ψ : X → R são potenciais cohomólogos então P (f, ϕ) = P (f, ψ).

Demonstração. Inicialmente, dada µ ∈Mf (X), temos que:∫
ϕdµ = =

∫
ψ + h ◦ f − hdµ

=

∫
ψdµ+

∫
h ◦ fdµ−

∫
hdµ

=

∫
ψdµ+

∫
hd(f∗µ)−

∫
hdµ

= ψdµ+

∫
hdµ−

∫
hdµ

=

∫
ψdµ.

Agora, por definição de P (f, ϕ), vemos que
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P (f, ϕ) = sup
µ∈Mf (X)

(
hµ(f) +

∫
ϕdµ

)
= sup

µ∈Mf (X)

(
hµ(f) +

∫
ψdµ

)
= P (f, ψ).

Como queŕıamos mostrar.

Proposição 2.42. Seja f : X → X uma transformação cont́ınua num espaço topológico

compacto. Se ϕ, ψ : X → R são potenciais cohomólogos então ε(f, ϕ) = ε(f, ψ).

Demonstração. De fato, se µ ∈ ε(f, ϕ), resulta que

hµ(f) +

∫
ϕdµ = hµ(f) +

∫
ψdµ

= P (f, ψ)

= P (f, ϕ).

Portanto, para cada dois potenciais cont́ınuos ϕ, ψ que cohomólogos, conclúımos que

ε(f, ϕ) = ε(f, ψ). Isto conclui a demostração.

Neste caso, para cada probabilidade invariante µ em X, tem-se

∫
ϕdµ =

∫
ψdµ;

isto implica que P (f, ϕ) = P (f, ψ) e que os estados de equiĺıbrio de f para os potenciais

ϕ e ψ coincidem.

Lema 2.43. Os potenciais ϕ e
1

n
Sn(ϕ) : X → R são cohomólogos.

Demonstração. Com efeito, basta tomar h =
−1

n

n−2∑
j=0

(n− 1− j)ϕ ◦ f j,

então

h− h ◦ f =
−1

n

n−2∑
j=0

ϕ ◦ f j +
1

n

n−2∑
j=0

ϕ ◦ f j+1,

segue que

1

n
Sn(ϕ) = ϕ+ h− h ◦ f .
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ou seja, os estados de equiĺıbrio de ϕ, ψ coincidem, e portanto pela propriedade (3) ψ é

hiperbólico se, e somente se ϕ é hiperbólico.



3 Potenciais hiperbólicos de um sistema

dinâmico topológico

Neste caṕıtulo, apresentamos a definição de potenciais hiperbólico dada pela pelo

artigo [16], reunimos várias propriedades que são válidas para mapas em um espaço

métrico compacto X. [19], [22] e [28] e [16].

3.1 Potenciais Hiperbólicos

Definição 3.1. (Potencial Hiperbólico ) . Dizemos que um potencial Hölder cont́ınuo

ϕ : X → R é hiperbólico para f no conjunto X ′ ⊂ X, se existir um número inteiro n ≥ 1

tal que sup
X
Sn(ϕ)(x) < P (fn, Sn(ϕ)) é satisfeita para todo x ∈ X ′.

Lema 3.2. Seja f : X → X uma transformação cont́ınua num espaço métrico compacto

e seja ϕ um potencial em X. Então, o potencial ϕ é hiperbólico para f se, somente se,

existe um inteiro n ≥ 1 tal que

sup
X

1

n
Sn(ϕ) < P (f, ϕ).

Demonstração. De fato, como para cada inteiro n ≥ 1 e todo potencial ϕ, pelo Lema

(2.34) tem-se

P (f
n
, Sn(ϕ)) = nP (f, ϕ).

Sendo ϕ hiperbólico, resulta que

sup
z∈X

Sn(ϕ)(z) < P (fn, Sn(ϕ))

= nP (f, ϕ),

Desta forma , equivalentemente, tem-se sup
z∈X

1

n
Sn(ϕ)(z) < P (f, ϕ), para todo n ≥ 1.

Portanto,

sup
X

1

n
Sn(ϕ) < P (f, ϕ),
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como desejávamos mostrar.

Proposição 3.3. Sejam X um espaço métrico compacto e f : X → X uma transformação

cont́ınua. Então, para cada potencial cont́ınuo ϕ : X → R, temos que:

lim
n→∞

sup
X

1

n
Sn(ϕ) = inf

n≥1

(
sup
X

1

n
Sn(ϕ)

)
= sup

µ∈Mf (X)

∫
ϕdµ

≤ P (f, ϕ) .

(3.1)

Além disso, as seguintes propriedades são equivalentes.

1. O potencial ϕ é hiperbólico para f .

2. sup
µ∈Mf (X)

∫
ϕdµ < P (f, ϕ).

3. A entropia métrica para cada estado de equiĺıbrio de f para o potencial ϕ é estrita-

mente positivo.

4. Existe um potencial cont́ınuo ψ cohomólgos para ϕ tal que

sup
X
ψ < P (f, ψ).

.

5. Todo potencial cont́ınuo cohomólogo ao potencial ϕ é hiperbólico para f .

Demonstração. A afirmação da desigualdade em (3.1) segue imediatamente da Definição

(2.31) de P (f, ϕ): como hµ(f) ≥ 0 e µ0 é uma medida de probabilidade invariante então

P (f, ϕ) ≥ hν(f) + sup
ν∈Mf (X)

∫
ϕdν ≥ sup

ν∈Mf (X)

∫
ϕdν

para toda função cont́ınua ϕ. Portanto, P (f, ϕ) ≥ sup
µ∈Mf (X)

∫
ϕdν.
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Agora, vamos provar as igualdades em (3.1).

lim
n→∞

sup
X

1

n
Snϕ = inf

n≥1

(
sup
X

1

n
Sn(ϕ)

)
= sup

µ∈Mf (X)

∫
ϕdµ.

Observe que fn preserva a medida µ, então

∫
ϕdµ =

∫
ϕ ◦ fndµ, para cada

inteiro n ≥ 1 e para toda µ ∈Mf (X), conclúımos que∫
1

n
Sn(ϕ)dµ =

∫
1

n

n−1∑
k=0

ϕ ◦ fkdµ

1

n

∫
ϕdµ+ ...+

∫
ϕ ◦ fn−1dµ =

∫
ϕdµ.

Como sup
X

1

n
Sn(ϕ) ≥ 1

n
Sn(ϕ)(x), resulta que

∫
ϕdµ =

∫
1

n
Sn(ϕ)(x)dµ

≤
∫

sup
X

1

n
Sn(ϕ)dµ = sup

X

1

n
Sn(X).

Da compacidade de Mf (X) e continuidade da aplicação µ 7−→
∫
ϕdµ na topo-

logia fraca
∗
, resulta que o supremo é atingido por alguma ν ∈Mf (X), tal que∫

ϕdν = sup
µ∈Mf (X)

∫
ϕdµ.

Logo,

sup
µ∈Mf (X)

∫
ϕdµ =

∫
ϕdν

=

∫
1

n
Sn(ϕ)dν

≤ sup
X

1

n
Sn(ϕ),

ou seja,

sup
µ∈Mf (X)

∫
ϕdµ ≤ sup

X

1

n
Sn(ϕ).

Portanto, sup
X

1

n
Sn(ϕ) é uma cota superior para sup

µ∈Mf (X)

∫
ϕdµ.

Por outro lado, tomando o ı́nfimo, temos que:
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sup
µ∈M(X,f)

∫
ϕdµ ≤ inf

n≥1

(
sup
X

1

n
Sn(ϕ)

)
.

(3.2)

Resta provar que

inf
n≥1

(
sup
X

1

n
Sn(ϕ)

)
≤ sup

µ∈Mf (X)

∫
ϕdµ.

Para isso, mostraremos que

lim sup
n→∞

sup
X

1

n
Sn(ϕ) ≤ sup

µ∈M(X,f)

∫
ϕdµ.

De fato, note que lim
n→∞

sup
X

1

n
Sn(ϕ) ≤ lim

n→∞
sup sup

X

1

n
Sn(ϕ), e a sequência sup

X
Sn(ϕ) é

subaditiva (2.27), então existe o limite lim
n→∞

sup
X

1

n
Sn(ϕ) = inf

n≥1

(
sup
X

1

n
Sn(ϕ)

)
.

Inicialmente, como
1

n
Sn(ϕ) : X → R é uma função cont́ınua real em um espaço

métrico compacto X, então existe xn ∈ X
1

n
Sn(ϕ) tal que

1

n
Sn(ϕ)(xn) = sup

X

1

n
Sn(ϕ).

Agora, defina a medida µn =
1

n

n−1∑
j=0

δfj(xn), onde δfj(xn) é a probabilidade delta de Dirac

no ponto f(xn). ,

∫
ϕdµn =

∫
ϕd

(
1

n

n−1∑
j=0

δfj(xn)

)

=
1

n

n−1∑
j=0

∫
ϕdδfj(xn)

=
1

n

n−1∑
j=0

ϕ ◦ f j(xn)

=
1

n
Sn(ϕ)(xn)

= sup
X

1

n
Sn(ϕ).

Assim, podemos escolher uma subsequência (n)m∈N →∞ tal que

lim sup
n→∞

sup
X

1

n
Sn(ϕ) = lim

m→∞

1

nm
Snm(ϕ)(xnm).

Por outro lado, a compacidade M1(X) garante que existe ponto de acumulação

µ ∈ M1(X) de (µn)n, e pelo Lema (2.22), resulta que µ ∈ Mf (X). Assuma que uma
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subsequência µnm converge para alguma probabilidade µ na topologia fraca∗. Então,

temos que:

inf
n>1

(
sup
X

1

n
Sn(ϕ)

)
= lim

n→∞
sup
X

1

n
Sn(ϕ)

≤ lim
n→∞

sup sup
X

1

n
Sn(ϕ)

= lim
m→∞

1

nm
Snm(ϕ)(xnm)

= lim
m→∞

∫
ϕdµnm

=

∫
ϕdµ

≤ sup
µ∈Mf (X)

∫
ϕdµ.

Finalmente, juntando esta última desigualdade com a relação (3.2), obtemos a

prova das igualdades em (3.1), como queŕıamos demonstrar.

Agora, vamos provar as seguintes implicações da proposição (3.3):

(1) ⇔ (2):Inicialmente, da igualdade inf
n≥1

(
sup
X

1

n
Sn(ϕ)

)
= sup

µ∈Mf (X)

∫
ϕdµ em

(3.1), e sendo ϕ é um potencial hiperbólico para f , então existe n0 ≥ 1 tal que

P (f, ϕ) > sup
X

1

n0

Sn0(ϕ) ≥ inf
n≥1

(
sup
X

1

n0

Sn0(ϕ)

)
= sup

µ∈Mf (X)

∫
ϕdµ.

Isto mostra que (1)⇔ (2).

(2)⇒ (3) :Suponha, por hipótese, o potencial ϕ hiperbólico e

P (f, ϕ)− sup
µ∈Mf (X)

∫
ϕdµ > 0. Logo, se ν ∈ ε(f, ϕ) então, temos que:

hν(f) +

∫
ϕdν = P (f, ϕ) .
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Como vale a desigualdade sup
µ∈Mf (X)

∫
ϕdµ ≥

∫
ϕdν, resulta que

hν(f) = P (f, ϕ)−
∫
ϕdν

≥ P (f, ϕ)− sup
ν∈Mf (X)

∫
ϕdν

> 0.

Assim, conclúımos que (2)⇒ (3).

Agora, prova que (3) ⇒ (2) : suponhamos, por contradição, que exista alguma

µ ∈ ε(f, ϕ) tal que

sup
µ∈Mf (X)

∫
dµ = P (f, ϕ),

para o potencial ϕ.

Como a função µ 7→
∫
ϕdµ é cont́ınua e Mf (X) é compacto, relativamente à topologia

fraca ∗, o que implica que o supremo é atingido por alguma medida de probabilidade

invariante, então existe µ0 ∈Mf (X) tal que∫
ϕdµ0 = P (f, ϕ)

para todo potencial ϕ.

Da Definição de P (f, ϕ), e do fato de hµ0(f) > 0, obtemos que:

P (f, ϕ) =

∫
ϕdµ0

≤ hµ0(f) +

∫
dµ0

≤ P (f, ϕ).

Logo µ0 é estado de equiĺıbrio, portanto hµ0(f) = 0, o que contradiz a hipótese.

Isto prova que (3)⇒ (2).

Até agora mostramos que as propriedades (1), (2) e (3) são equivalentes. Para

completar a prova da Proposição, primeiro vamos provar a Proposição (??), que diz uma

vez que para cada potencial ψ cohomólogo a ϕ os estados de equiĺıbrio de f para oa

potenciais ϕ e ψ coincidentes. Pela propriedade (3) o potencial ψ é hiperbólico se e
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somente se ϕ é hiperbólico. Obtemos como consequência direta deste fato a implicação

(4)⇒ (1) e a equivalência entre (5) e (1).

Iremos provar que (4) ⇒ (1) : devemos mostrar que se existem dois potencias

ditos cohomólogos ϕ, ψ e se sup
X
ψ < P (f, ψ), então ϕ é hiperbólico. Assim, pelo Lema

(2.43), tome o potencial cont́ınuo ψ =
1

n
Sn(ϕ), que é cohomólogo ao potencial ϕ, e da

Proposição (2.41), segue-se P (f, ϕ) = P (f, ψ), então:

sup
X
ψ = sup

X

1

n
Sn(ϕ)

< P (f, ψ)

= P (f, ϕ)

Portanto, sup
X

1

n
Sn(ϕ) < P (f, ϕ) .Isto completa a prova de (4)⇒ (1).

Finalmente, observe que a implicação (2)⇒ (4) é consequência direta da segunda

igualdade em (3.1), e do fato que para cada número inteiro n ≥ 1 a função 1
n
Sn(n)(ϕ) é

cohomólogo à ϕ. A prova deste fato é feita no Lema (2.43).

(2)⇒ (4): Da implicação (1)⇔ (2), vemos que ϕ é hiperbólico, ou seja, vale que

sup
X

1

n
Sn(ϕ) < P (f, ϕ), pela Proposição (2.41), tem-se P (f, ϕ) = P (f,

1

n
Sn(ϕ)), porque

o potencial cont́ınuo
1

n
Sn(ϕ) é cohomólogo para ϕ. Portanto, tem-se sup

X

1

n
Sn(ϕ) <

P (f,
1

n
Sn(ϕ)).

(1)⇔ (5)

Seja ψ um potencial cont́ınuo cohomólogo para ϕ, então

P (f, ϕ) = P (f, ψ),

dáı segue , se µ é um estado de equiĺıbrio de f para potencial ϕ, então

hµ(f) +

∫
ϕdµ = P (f, ϕ)

= P (f, ψ),

ou seja, os estados de equiĺıbrio de ϕ, ψ coincidem, e portanto pela propriedade (3) ψ é

hiperbólico se, e somente se ϕ é hiperbólico.
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Corolário 3.4. Sejam f : X → X um mapa cont́ınuo e X um espaço métrico.Então,

existe um potencial hiperbólico para f se, e somente se a htop(f) > 0.

Demonstração. (⇒) Consideremos o potencial hiperbólico ϕ : X → R para f . Pela

Proposição (3.3), segue da propriedade (3), que hµ(f) > 0 para cada µ ∈ ε(f, ϕ).

Agora, do prinćıpio variacional (3.20), resulta que

htop(f) = sup
µ∈Mf (X)

hµ(f) > 0.

Como queŕıamos demonstrar.

(⇐) Seja htop(f) > 0 e considere o caso particular ϕ = 0, temos que:

0 = supϕ

< htop(f)

= sup
µ∈Mf (X)

hµ(f)

= P (f, ϕ).

Observação 3.5. Quando a htop(f) > 0 então para todo potencial hiperbólico ϕ, a

desigualdade sup
X
Sn(ϕ)(x) < P (fn, Sn(ϕ)) falha para n = 1. Ou seja, para n = 1 e

htop(f) > 0, resulta que

sup
X
ϕ(x) ≥ P (f, ϕ).

Com efeito, para encontrar tal ϕ, considere aplicação cont́ınua h : X → R e x ∈ X um

ponto que não fixo de f , de modo que h(x)− h(f(x)) > htop(f). Então o potencial

ϕ := h− h ◦ f é cohomólogo ao potencial 0. Então pela proposição (2.41), temos

que:

P (f, ϕ) = P (f, 0)

= htop(f)

< h(x)− h(f(x))

≤ supϕ(x).

Logo, supϕ(x) ≥ P (f, ϕ) .
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Observe que existem potenciais hiperbólicos para os quais essas condições falham

n = 1.

3.1.1 Lema Chave

Esta subseção é dedicada a provar o caso especial do Lema Chave(3.18), em que a

medida µ é suportada em uma órbita periódica; este resultado do Lema chave é declarado

como Proposição (3.6) abaixo. A prova no caso não periódico é baseada em algumas das

mesmas ideias do caso periódico, mas é mais elaborada.

Proposição 3.6. Sejam f um mapa racional de grau n ≥ 2, ϕ : J(f)→ R um potencial

Hölder cont́ınuo e seja t ≥ 0. Então, para cada n ≥ 1 e para cada ponto repulsor periódico

z0 de f de peŕıodo n, temos que:

P (f, ϕ− t ln | f ′ |) >
1

n
Sn(ϕ)(z0)− t ln | (fn)′(z0) | .

(3.3)

Demonstração. Como | (fn(z0))
′ |= λ0 > 1, segue do Teorema da Função Inversa que

existem vizinhanças conexas U(z0) e V (z0) de modo que f é uma aplicação univalente de

U(z0) sobre V (z0). Em particular, dado um mapa racional f com um ponto fixo repulsor

z0, a inversa local φ := (fn)−1 existe e define uma função anaĺıtica sobre V (z0), com o

ponto fixo atrator em z0, cujo o multiplicador é | λ−10 |.

De fato, φ(z0) = φ(fn(z0)) = z0. Agora, aplicando o teorema da função inversa,

resulta que | (φ)′(z0) |= [| f ′(φ(z0)) |]−1 =| f ′(z0) |−1=| λ0 |−1. Escolhemos ρ > 0

suficientemente pequeno, fixamos z0 e de modo que φ : B(z0, ρ)→ C.

Como a bola aberta B(z0, ρ) é convexa. Logo, pelo Teorema da Desigualdade

Valor Médio, tem-se

| φ(z1)− z0 | = | φ(z1)− φ(z0) |

≤ | λ0 |−1| z1 − z0 |

< | z1 − z0 |< θ.
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Consequentemente, para z1 6= z0 ∈ B(z0, ρ), com | z1 − z0 |< θ, tem-se φ(z1) ∈ B(z0, θ).

Observe que φ2(z1) = φ(φ(z1)), então | φ2(z1) − φ2(z0) |≤ (λ−10 )2 | z1 − z0 |, segue que

φ2(z1) ∈ B(z0, θ). Por indução, aplicando a desigualdade N vezes. Obtemos para N ≥ 1

| φN(z1)− φN(z0) |≤ (λ−10 )N | z1 − z0 |.

Portanto, resulta que φN(z1)→ z0 quando N →∞.

Sem perda de generalidade, se necessário, podemos reduzir ρ, e supor que

φ
(
B(z0, ρ)

)
⊆ B(z0, ρ).

Desde que z0 ∈ C ponto periódico repulsor de f cuja órbita negativa não contenha pontos

cŕıticos. Como
⋃
n≥1

fn(B(z0,
ρ

2
)) evita no máximo 2 pontos de C, vemos que existem

z1 ∈ B(z0,
ρ
2
) e z1 6= z0, e existe N ≥ 1 tais que fN(z1) = z0. Podemos supor, se necessário,

um número N suficientemente grande, na qual a componente conexa U1 de f−N(B(z0, ρ))

contêm z1 e U1 ⊆ B(z0,
ρ
2
), é fechada e U0 ∩ U1 = ∅, onde U0 := φN(B(z0, ρ)).

Agora, tomando N ainda maior, se necessário, também assumimos que fN não

contenha pontos cŕıticos em U1\{z1}. Denote U = U0 ∪U1, f̂ := fN |U : U → B(z0, ρ) e

ϕ̂ =
1

N
SN(ϕ). Observe que f̂ mapeia cada um dos conjuntos U0 e U1 propriamente sobre

B(z0, ρ) e que f̂ não tem pontos cŕıticos, exceto talvez para z = z1.

Para um número inteiro k ≥ 1, considere o potencial ψ : J(f)→ R, e um ponto

x ∈ U no domı́nio de f̂ . Assim, vamos definir Ŝk(x) = ψ(x) +ψ ◦ f̂(x) + ...+ψ ◦ f̂k−1(x),

e o conjunto K̂ := {x ∈ U : para todo k ≥ 1, o mapa f̂k é definida em x}.

NP (f, ϕ− t ln | f ′ |) = sup
µ∈M(J(f))

(
Nhµ(f) +N

∫
ϕ− t ln | f ′ | dµ

)
= sup

µ∈M(J(f))

(
hµ(fN) +

∫
SN(ϕ)− t ln | (fN)′ | dµ

)
= P (fN , SN(ϕ)− t ln | (fN)′ |)

≥ sup
µ∈M(J(f))

(
hµ(fN |U) +

∫
1

N
SN(ϕ)− t ln | (fN |U)′ | dµ

)
= P (f̂ |K̂ , ϕ̂− t ln | f̂ ′ |).

Então, tem-se P (f, ϕ− t ln | f ′ |) ≥ 1

N
P (f̂ |K̂ , ϕ̂− t ln | f̂ ′ |). Agora, para provar o Lema,

é suficiente mostrar que

P (f̂ |K̂ , ϕ̂)− t ln | f̂ ′ |) > ϕ̂(z0)− t ln | f̂ ′(z0) |.
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Para fazer isso, considere o mapa do itinerário. Observe que

{0, 1}N∪{0} = {(ι(z)0, ι(z)1, ι(z)2, ι(z)3, · · · ); ι(z)j ∈ {0, 1}}.O espaço {0, 1}N∪{0} é formado

por sequências de 0′ s e 1′s que são infinitas.

ι : K̂ → {0, 1}N∪{0}

z 7→ ι(z)0ι(z)1 · · ·

de tal maneira que para cada j ∈ N ∪ {0} temos que

f̂ j(z) ∈ Uι(z)j .

Para cada número k ≥ 0 e cada sequência a0, · · · , ak ∈ {0, 1}, temos queK(a0 · · · ak) :=

{z ∈ K̂ : para todo j ∈ {0, · · · , k} temos que ι(z)j = aj}.

Pela escolha de φ, conclui-se que existe uma constante Ŝ > 0 tal que para cada

número inteiro k ≥ 1 e cada ponto x em K (0 . . . 0)︸ ︷︷ ︸
k

temos que | Ŝk(ϕ̂)(x)− kϕ̂(z0) |< Ŝ.

Tomando Ŝ maior, se necessário, assumimos que para cada ponto x em U temos

que | ϕ̂(x)− ϕ̂(z0) |< Ŝ.

Nós temos dois casos

Caso 1. Para t = 0, então, devemos provar a desigualdade P (f̂ |K̂ , ϕ̂)) > ϕ̂(z0).

Inicialmente, como f̂ não possui pontos cŕıticos, exceto talvez z1, e f̂(z1) = z0 ,

onde z0 é fixado por f̂ , segue que f̂ é semi-hiperbólico no sentido [6] .

Assim, para cada número inteiro k ≥ 1, toda sequência a0, · · · , ak ∈ {0, 1} o

diâmetro de cada componente conexa de K(a0, ..., ak) é exponencial pequeno em

k.Isso implica que para cada x0 ∈ K̂, tem-se

P (f̂ |K̂ , ϕ̂) = lim
n→∞

1

n
ln

∑
x∈f̂−n(x0)

exp(Ŝn(ϕ̂)(x)),

veja, por exemplo, [7],o Lema 4.2 .

Agora, fixe um ponto x0 ∈ K̂. Então, iremos obter o raio de convergência R da

série de potências na variável s,
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Ξ(s) :=
∞∑
n=0

 ∑
x∈f̂−n(x0)

exp(Ŝn(ϕ̂)(x))

 sn,
(3.4)

a fórmula de Hadamard permite obter o valor do raio de convergência da série em

(3.4):

R−1 = lim
n→∞

sup

 ∑
x∈f̂−n(x0)

exp(Ŝn(ϕ̂)(x))


1

n
.

Assim, tomando o logaritmo natural, tem-se

lnR−1 = ln

 lim
n→∞

sup

 ∑
x∈f̂−n(x0)

exp(Ŝn(ϕ̂)(x))


1

n



= lim
n→∞

sup ln

 ∑
x∈f̂−n(x0)

exp(Ŝn(ϕ̂)(x))


1

n

= lim
n→∞

ln

 ∑
x∈f̂−n(x0)

exp(Ŝn(ϕ̂)(x))


1

n

= lim
n→∞

1

n
ln

 ∑
x∈f̂−n(x0)

exp(Ŝn(ϕ̂)(x))


.

Logo, tomando a exponencial, em ambos os membros desta última equação, vemos

que R = exp(−P (f̂ |K̂ , ϕ̂)).

Portanto, precisamos apenas mostrar que R < exp(−ϕ̂(z0)). Para fazer isso, observe

primeiro que, uma vez que f̂ é definida para cada número inteiro k ≥ 0 e toda

sequência a0, · · · , ak ∈ {0, 1}, então existe um ponto de f̂(x0) ∈ K(a0 · · · ak).

Agora, devemos provar que para cada número inteiro k ≥ 1, toda sequência a0, · · · , ak ∈

{0, 1} com a0 = 1 e cada ponto x ∈ K(a0 · · · ak) tem-se

Ŝk+1(ϕ̂)(x) ≥ (k + 1)ϕ̂(z0)− 2(a0 + · · ·+ ak)Ŝ.
(3.5)
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Para provar essa desigualdade, e pondo ` := a0 + · · · + ak e seja i1 = 0 < i2 <

· · · < i` ≤ k todos os inteiros i ∈ {0, · · · , k} tal que ai = 1. Além disso, define-se

i`+1 = k + 1. Então, pela escolha de Ŝ, seguem as seguintes desigualdades:

Ŝk(ϕ̂)(x) ≥ kϕ̂(z0)− Ŝ e ϕ̂(x) ≥ ϕ̂(z0)− Ŝ,

para cada j ∈ {1, · · · , `}. Logo, resulta que

Ŝi2−i1(f̂
i1(x)) ≥ (i2 − i1)ϕ̂(z0)− 2Ŝ.

Ŝi3−i2(f̂
i2(x)) ≥ (i3 − i2)ϕ̂(z0)− 2Ŝ.

...

Ŝij+1−ij(f̂
ij(x)) ≥ (ij+1 − ij)ϕ̂(z0)− 2Ŝ

...

Ŝi`−i`−1
( ˆf i`−1(x)) ≥ (i` − i`−1)ϕ̂(z0)− 2Ŝ.

.

Somando em j ∈ {1, .., `}, obtemos (3.5).

Para provar a desigualdade R < exp(−ϕ̂(z0)). Vamos definir a seguinte série de

potências na variável s:

Φ(s) :=
∞∑
k=1

exp(kϕ̂(z0)− 2Ŝ)sk.

Tendo em vista a desigualdade (3.5), verifica-se por indução que

exp[n(kϕ̂(z0)− 2Ŝ)] ≤
∑

x∈f̂−n(x0)

exp(Ŝn(ϕ̂)(x)),

ou seja, cada um dos coeficientes da série

Φ(s) + Φ(s)2 + Φ(s)3 + ...



40

é menor ou igual ao coeficiente correspondente de Ξ(s).

Por outro lado, calcula-se o raio R′ da série Φ(s) usando o Critério da razão, obtemos

o seguinte valor

R′ = lim
K→∞

exp
(
kϕ̂(z0)− 2Ŝ

)
exp

(
(k + 1)ϕ̂(z0)− 2Ŝ

) = exp (−ϕ̂(z0)).

Logo, o raio de convergência de Φ é igual a exp(−ϕ̂(z0)), então

lim
s→exp(−ϕ̂)−

Φ(s) = lim
s→exp(−ϕ̂)−

∞∑
k=1

exp(kϕ̂(z0)− 2Ŝ)sk = +∞

e, portanto, existe s0 ∈ (0, exp(−ϕ̂(z0))) tal que Φ(s0) =
∞∑
k=1

exp(kϕ̂(z0)−2Ŝ)sk0 ≥ 1.

Conclúımos então, que o raio de convergência R do Ξ é menor ou igual a s0. Assim,

tem-se exp(−P (f̂ |K̂ , ϕ̂)) ≤ R ≤ s0 < exp(−ϕ̂(z0)) e, portanto P (f̂ |K̂ , ϕ̂) > ϕ̂, como

queŕıamos.

Caso 2. Para t > 0 e z1 não é um ponto cŕıtico de f̂ , então o potencial ln | f̂ | é limitado

e Hölder cont́ınua, então este caso segue do Caso 1 aplicado o Hölder cont́ınuo

ϕ̂ − t ln | f̂ |, ao invés de ϕ̂. Assim, suponhamos que, z1 é um ponto cŕıtico de f̂ .

Denotamos por d ≥ 2 o grau local de f̂ em z1. Sejam p1 um ponto fixo de f̂ em U1

e para cada número inteiro k ≥ 2, pk um ponto fixo de f̂k, contido em K(0...0︸︷︷︸
k−1

1).

Por definição de Ŝ, para cada k ≥ 1, tem-se

Ŝ(pk) ≥ kϕ̂(z0)− 2Ŝ.

Em particular, temos que lim
k→∞

1

k
inf Sk(ϕ̂)(pk) ≥ ϕ̂(z0). Por outro lado, um cálculo

direto mostra lim
k→∞

1

k
ln

∣∣∣∣(f̂k)′ (pk)∣∣∣∣ =

∫
ln|(fk)′|dµ =

1

d
ln | f̂ ′(z0) |. Donde resulta

que, para um k suficientemente grande

P (f̂k|K , ϕ̂− t ln | f̂k |) ≥ 1
k
Ŝk(pk)− t

1

k
ln|(f )′(pk)

> ϕ̂(z0)− t ln |f̂ ′(z0)|.

Isto conclui a demonstração.
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3.2 Sistema de Funções Iteradas

Nesta seção, apresentamos a prova do Lema (3.18) assumindo a existência de

um ”sistema de funções iteradas”adequado, gerado por mapa racional. Enunciamos esse

fato como Proposição (3.15).Assim, depois enunciar a Proposição (3.15). A prova Lemma

(3.18) é fornecida, após alguns preparativos e considerações.

3.2.1 Espaço simbólico

Definição 3.7. (Espaço simbólico )

Seja
∑

:= {1, 2, ...}N := {1, 2, ...}×{1, 2, ...}× · · · , o espaço de todas as palavras

(ou śımbolos ) infinitas no alfabeto N. Além disso, para cada n ∈ N, definimos

∑
n := {1, 2, ...}n = {a1, a2, . . . an; ai ∈ N} e

∑∗ :=
⋃
n≥1

∑
n.

Observação 3.8. Uma palavra infinita em
∑

:= {1, 2, ...}N é uma sequência infinita.

Dado um número inteiro n ≥ 1 e uma sequência `1 · · · `n em
∑

n. Dizemos que o

comprimento de `1 · · · `n é n, e é denotado por | `1 · · · `n |.

Definição 3.9. (Sistema de Funções Iteradas (SFI) ) . Uma sequência infinita

(φ`)
∞
`=1 de mapas holomorfos de termos distintos dois a dois é dito um Sistema de Funções

Iteradas (SFI) se, existem z0 ∈ C e ρ > 0, tal que para cada ` ≥ 1 o mapa φ` é definido

em B(z0, ρ) com imagens B(z0,
ρ
2
) . Assim, para cada inteiro n ≥ 1 e cada palavra de

comprimento n,

`1 · `2 · ... · `n ∈
∑

n.

Vamos definir, o mapa φ`1·...·`n := φ`1 ◦ ... ◦ φ`n .

Definição 3.10. ( (SFI) Livre) . Dizemos que um (SFI) é livre se, para cada par de

palavras distintas finitas `, `′ ∈
∑∗ são levados em mapas respectivamente φ` e φ`′ são

distintos.
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Definição 3.11. ( (SFI) Gerado ). Dado um mapa racional f de grau n ≥ 2. Um

(SFI) é dito gerado por f , se existe uma sequência de números inteiros positivos (m`)
∞
`=1

tal que para ` o mapa fm` ◦ φ = Id em B(z0, ρ). Neste caso, dizemos que φ` é o ramo

inverso de fml definido em B(z0, ρ) e z0 para φ`(z0).

Definição 3.12. ( Hiperbólica) Dizemos (m`)
∞
n=1 é uma sequencial temporal de f se,

para cada n ≥ 1 e cada palavra(sucessão) finita `1 · ... · `n ∈
∑

n, pondo

m`1·...·`n := m`1 + ...+m`n .

Além disso, dizemos que (φ`) é hiperbólica em relação à f , se existem uma constante

C > 0 e λ > 1 tal que para todo z ∈ B(z0, ρ), ` ∈
∑∗ e j ∈ 1, ...,m`′ ∈ {1, ...,m`}, tem-se

| (f j)′(fm`−j(φ`(z))) |≥ Cλj.

Definição 3.13. Dado um ponto z ∈ C e um inteiro n ≥ 1. Dizemos que uma pré-imagem

é não-ramificada de z por fn, quando um ponto y ∈ f−n(z) e (fn)′(y) 6= 0.

Definição 3.14. Dizemos que z é excepcional, quando tiver no máximo um número finito

de pré-imagens não-ramificadas. Um ponto excepcional pode ter no máximo 4 pré-imagens

não-ramificadas.

Proposição 3.15. Sejam f um mapa racional de grau n ≥ 2, ρ0 > 0, onde é dado pelo

Teorema da Distorção de Koebe(A.15), ϕ : J(f) → R um potencial cont́ınuo Hölder e

definindo ψ := ϕ − t ln | f ′ | para t ≥ 0. Seja µ uma medida de probabilidade ergódica

que não cobre um ponto excepcional e cujo o expoente de Lyapunov é χµ(f) > 0. Então,

existem C > 0, z0 ∈ C, ρ ∈ (0, ρ0) e um sistema SFI livre (φl)
∞
l=1 gerado por f , que é

definido em B(z0, ρ), é hiperbólico em relação a f e tal que, se denotarmos a (ml)
∞
`=1 a

sequência temporal, então para todo inteiro ` ≥ 1, tem-se

Sm`(ψ)(φ`(z0)) ≥ m`

∫
ψdµ− C.

(3.6)

Lema 3.16. (Distorção Limitada de um SFI Hiperbólico) . Sejam f um mapa

racional de grau n ≥ 2, ρ0 > 0 dado por Teorema da Distorção de Koebe (A.15), ϕ :

J(f)→ R um potencial Hölder cont́ınuo e defina
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ψ = ϕ− t ln | f ′ | t ≥ 0.

Além disso, se z0 ∈ C, ρ ∈ (0, ρ0), sejam (φ`)
∞

`=1 um (SFI) gerado por f definido em

B(z0, ρ) e (m`)
∞
` a sequência temporal. Se (φ`)

∞
`=1 é hiperbólico em relação à f , então

existe C0 > 0 tal que para cada ` ∈
∑∗

e ξ, ξ′ ∈ B(z0,
ρ
2
)

| Sm`(ψ)(φ`(ξ))− Sm`(ψ)(φ`(ξ
′)) | ≤ C0.

(3.7)

3.2.2 Conjuntos de Expansão uniforme e Pressão Topológica

Sejam f um mapa racional de grau n ≥ 2, z0 ∈ C, ρ > 0 e se (φ)∞`=1 um (SFI)

gerado por f definido em B(z0, ρ) com a sequência (m`)
∞
`=1 temporal . Então, para cada

N ≥ 1, definimos
∑̃

N := {` ∈
∑∗ : m` = N} e

UN =
⋃

`∈
∑̃
N

φ`(B(z0), ρ).

(3.8)

Além disso, defini-se F := fN : UN → B(z0, ρ), de modo que para cada ` ∈
∑̃

N o mapa

F ◦ φ` = Id é a identidade em B(z0, ρ). Observe que o conjunto

K̃N :=
∞⋂
j=1

⋃
`1,...,`n∈

∑̃
n

φ`1 ◦ ... ◦ φ`j(B(z0, ρ))

é um conjunto Cantor contido em J(f) e F |K̃N é uniformemente expansora. Quando

(φ`)
∞
`=1 é livre, segue que, para cada par de palavras distintas ` e `′ em

∑̃
N os mapas φ`

e φ`′ são ramos inversos distintos de F definida em B(z0, ρ).

Em particular, os conjuntos φ`(B(z0, ρ)) e φ`′(B(z0), ρ) são disjuntos. Segue que,

para cada potencial cont́ınuo ϕ : K̃N → R a pressão topológica de F |K̃N em relação ao

SN(ϕ), para cada ζ ∈ B(z0,ρ) é dada por

P (F, SN(ϕ)) = lim
n→∞

sup
1

n
ln

∑
`1,...,`n∈

∑̃
N

exp(SnN(ϕ)(φ`1 ◦ ... ◦ φ`n(ζ))).
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Lema 3.17. Sejam f um mapa racional de grau n ≥ 2, ϕ : J(f) → R um potencial

Hölder cont́ınuo e t ≥ 0. Além disso, se z0 ∈ C, ρ > 0 e (φ`)
∞
` é um (SFI) livre gerado

por f definido em B(z0, ρ), que é hiperbólico em relação à f definido em B(z0,
ρ
2
) e para

cada inteiro N ≥ 1 seja
∑̃

N e K̃N como dada acima e definirmos

Λ̃n :=
∑
`∈

∑̃
N

exp (SN(ϕ) (φ`(ζ)))
∣∣∣(fN)′ (φ`(ζ))

∣∣∣−t.

Então, tem-se P (f, ϕ− t ln | f ′ |) ≥ lim
N→∞

sup
1

N
ln Λ̃N .

Demonstração. Considere ψ = ϕ− t ln | f ′ |. Seja C0 a constante dada pelo Lema (3.16),

então para cada número inteiro N ≥ 1, tem-se

P (f, ψ) = 1
N
P (fN , SN(ψ)) ≥ 1

N
P
(
fN |K̃N , SN(ψ)

)
= 1

N
lim
n→∞

sup
1

N
ln

∑
`1,...,`n∈

∑̃
N

exp[SN(ψ)
(
φ`1 ◦ ... ◦ φ`n(ζ)

)
+ SN(ψ)

(
φ`2 ◦ ... ◦ φ`n(ζ)

)
+ ...+ SN(ψ)(φ`n(ζ))]

≥ 1
N

lim
n→∞

sup
1

N
ln
∑
l∈

∑̃
N

exp [N (SN(ψ) (φl(ζ))− C0)]

=
−C0

N
+

1

N
ln Λ̃N .

Obtemos a desigualdade desejada quando N →∞.

Lema 3.18. (Lema Chave) Sejam f um mapa racional de grau n ≥ 2 e µ ∈Mf (J(f))

ergódica cujo expoente de Lyapunov χµ(f) > 0. Então para todo potencial Hölder cont́ınuo

ϕ : J(f)→ R e para cada t ≥ 0, temos que :

P (f, ϕ− t ln | f ′ |) >
∫
ϕdµ− tχµ(f).

Demonstração. Seja µ uma medida de probabilidade invariante ergódica em J(f), cujo

o expoente Lyapunov é estritamente positivo, e ϕ : J(f) → R um potencial cont́ınuo da

Hölder definindo ψ := ϕ − t ln | f ′ | para t ≥ 0. No caso em que µ é suportado em uma

órbita periódica de f , a desigualdade desejada é dada pela Proposição (3.6).

Portanto, a partir de agora, vamos supor que a medida µ não é suportada em órbita

periódica. Em particular, µ não cobre um ponto excepcional de f e, portanto, satisfaz a
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Proposição (3.15).

Sejam C > 0, z0 ∈ J(f), ρ > 0 e desde que (φ`)
∞
`=1 ser o (SFI) livre gerado por f definido

em B(z0, ρ), que é hiperbólico em relação à f , dado por Proposição (3.15). Escolha um

ponto não periódico ς ∈ B(z0,
ρ
2
), para cada número inteiro n ≥ 1 e Λ̃ como no Lema

(3.17).

Então pelo Lema (3.17) implica que o raio de convergência R da série de potências na

variável é definida por Ξ(s) :=
+∞∑
n=1

Λ̃nS
n =

∑
`∈

∑∗
(
exp

(
Sm`(ψ) (φ`)

))Sm`
satisfaz

R :=

(
lim
n→∞

sup Λ̃n

1
n

)−1
≥ exp(−P (f, ψ)).

Portanto, para provar o Lema (3.18), basta provar que R é estritamente menor

do que exp
(
−
∫
ψdµ

)
.

Para provar isso, sejam C0 > 0 dado por Lema (3.16) e a (m`)
∞
` a sequência

temporal de (φ)∞`=1. Da Proposição (3.15) e do Lema (3.16), para cada inteiro ` ≥ 1,

segue que

exp (Sm`(ψ)(φ`(ζ))) ≥ exp (−(C0 + C)) exp

(
m`

∫
ψdµ

)
.

Então, para cada ` ∈
∑∗, tem-se

exp (Sm`(ψ)(φ`(ζ))) ≥ exp (− | ` | (C0 + C)) exp

(
m`

∫
ψdµ

)
.

(3.9)

Portanto, se definirmos a série de potências Φ na variável s, por

Φ(s) :=

∞∑
`=1

exp

(
−C0 − C0 +m`

∫
ψdµ

)Sm`
,

então por (3.9) cada um dos coeficientes das séries de potência s

Φ(s) + Φ(s)2 + Φ(s)3 + ...
(3.10)
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é menor ou igual ao coeficiente correspondente da séries Ξ. Mas o raio de convergência de Φ

é igual a exp
(
−
∫
ψdµ

)
e, portanto, lim

s→exp(−
∫
ψdµ)−

Φ(s) =∞. Então, s0 ∈
(
0, exp

(
−
∫
ψdµ

))
tal que Φ(s0) ≥ 1 e, assim, o raio de convergência R de Ξ é menor ou igual a s0. Por isso,

tem-se

exp (−P (f, ψ)) ≤ R ≤ s0 < exp

(
−
∫
ψdµ

)
e

P (f, ψ) >

∫
ψdµ,

como queŕıamos.

3.2.3 Construindo o SFI

Nesta seção, provaremos a Proposição (3.15) e, portanto, conclúımos a prova do

Lema Chave e do Teorema Principal.Usaremos o seguinte Lema (3.19).

Lema 3.19. Sejam f um mapa racional de grau n ≥ 2 e (zn)∞n uma sequência em J(f)

tal que para cada número inteiro n ≥ 0 tem-se f(zn+1) = zn. Sejam ρ > 0, M ≥ 1 um

número inteiro e (n`)
∞
`=1 uma sequência estritamente de números inteiros, tal que para

cada número inteiro ` ≥ 1 tem-se n`+1 ≥ n` + M e as seguintes propriedades. Existe

um ponto x` de B(z0,
ρ
2
) em f−N(z`) diferente de zn`+M e um ramo inverso φ` de fn`+M

definido em B(z0, ρ) e com imagens em B(z0,
ρ
2
), de tal modo que φ`(z0) = x`. Então o

SFI (φ)∞`=1 assim definido é livre.

Demonstração. Observe primeiro que as hipóteses implicam que, para cada inteiro n ≥ 1

existe um ramo inverso φ̃n de fn definido em B(z0,ρ) e tal que φ̃n(z0) = zn.

Sejam k, k′ ≥ 1 um número inteiro, se ` := `1...`k e `′ := `′1...`
′
k′ são palavras

diferentes em
∑∗. Para provar que os mapas φ` e φ`′ são diferentes, podemos assumir,

sem perda de generalidade que `′k′ ≥ `k + 1. Definindo N := n`1 + ...+ n`k + kM , tem-se

fN−n`k−M ◦ φl(z0) = φ`k(k0) = x`k .

Por outro lado, a hipótese de que para cada ` ≥ 1 tem-se n`+1 − n` ≥M implica
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fN−n`k−M ◦ φ`′(z0) = fn`′
k′
−n`k ◦ φ`′k′ (z0) = φ̃n`k+M(z0) = zn`k+M .

Como por hipótese, os pontos x`k e zn`k+M são diferentes, segue-se os pontos

φ`′(z0) e φ`(z0), e dáı os mapas φ` e φ`′ , são diferentes.

Agora, exibimos a prova da Proposição (3.15).

Demonstração. Denotamos por Z o espaço de todas as sequências (zn)∞n=0 em J(f) tal

que para cada número inteiro n ≥ 0 tem-se f(zn+1) = zn. Definimos o limite inverso de

f : J(f)→ J(f) como o mapa invert́ıvel F : Z → Z que mapeia um ponto (zn)∞n=0 em Z

para a sequência (z′n)∞n=0 definido por z′0 = f(z0) e para cada número inteiro n ≥ 1 por

z′n = zn−1. Denotamos Π : Z → J(f) a projeção dada por Π : ((zn)n∈Z) = z0, e de modo

que f ◦ Π = Π ◦ F .

Seja ν a única medida em Z que é invariante por F e para que Π ∗ ν = µ. Se µ é

ergódica, então a medida ν também é ergódica para F e F−1. Assim, por ( [22], Teorema

10.2.3), existe um subconjunto de Z de medida completa em relação a ν, tal que para cada

ponto z = (zn)∞n=0 neste conjunto existe r(z) > 0 tal que para cada n ≥ 1 existe um ramo

inverso φ̃ de fn definida em B(z0, r(z)) = B(Π(z), r(z)), tal que φ̃n(z0) = zn = Π(F−n(z)).

Fixe z = (zn)∞n=0 tal que, além disso, seja genérico para ν e F−1 no sentido do Teorema

Ergódico de Birkhoff, para que tenhamos

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

δzj = µ

na topologia fraca∗.Além disso, assumimos que ela satisfaz a conclusão do Teorema

Ergódico de Birkhoff para a função ln | f ′ | ◦Π:

lim
n→∞

n−1∑
j=0

ln | f ′ | ◦Π(F−j(z)) = χµ(f);
(3.11)

e essa

lim
m→∞

sup
m−1∑
j=0

(
ψ ◦ Π(F−j((zn)∞n=0))−

∫
ψdµ ≥ 0

)
,
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veja ( [21]), Lema 8.3 ). Reduzindo r(z) se necessário, assumimos que r(z) < ρ0.

Então, pelo Teorema da Distorção de Koebe, existem constantes C0 > 0 e λ0 > 1 tal que

para cada ζ ∈ B(z0,
r(z)
2

) e todo número inteiro n ≥ 1 tem-se

| (fn)′(φ̃n(ζ)) |≥ C0λ
n
0

(3.12)

Em particular, o diâmetro de φ̃n(B(z0,
r(z)
2

)) converge para 0 quando n → ∞.

Por outro lado, há uma sequência estritamente crescente de números inteiros positivos

(n`)
∞
`=1 tal que para todos ` tem-se

Sn`(ψ)(zn`) ≥ n`

∫
ψdµ− 1

e tal que a sequência ((zn`+j)
∞
`=1) converge em Z algum ponto (yn)∞n=0. Agora, a prova é

dividida em dois casos, de acordo com o ponto limite (yn)∞n=0 é uma órbita periódica de

F pontos excepcionais de f ou não.

Caso 1. (yn)∞n=0 não é órbita periódica de F de pontos excepcionais de f . Começamos

a definir um número inteiro N ≥ 0 do seguinte modo. Se y0 é um ponto não

excepcional, tomamos N = 0. Se y0 é um ponto excepcional, então nossa hipótese

implica que (yn)∞n=0 não é uma órbita periódica; então existe um número inteiro

N ≥ 1 tal que yN não é excepcional. Em todos os casos yN é um ponto não

excepcional. Então, existe um número inteiro M ′ ≥ 1 e uma pré-imagem não

ramificada w′0 de yN por fM
′

que não está na órbita direta do ponto cŕıtico de f .

Pela exatidão topológica de f em J(f) existe um inteiro M ≥M ′ + 1 de modo que

existem pontos diferentes w0 e w1 de B(z0,
r(z)
4

) em f−(M−M
′)(w′0). Dáı resulta que

fM(w0) = fM(w1) = yN

e essa fM é localmente injetiva em ambos, z = w0 e z = w1. Então existe ρ̂ > 0

e um ramo inverso Ψ0 (respectivamente Ψ1) de fM definido em B(yN , ρ̂), tomando

imagens em B(z0,
r(z)
4

) e tal que Ψ0(yN) = w0 (respectivamente Ψ1(yN) = w1).

Substituindo (n`)
∞
`=1 por uma subsequência, se necessário, assumimos que para todo

número inteiro ` ≥ 1 tem-se
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(
sup

B(yN ,
ρ̂
2
)

| Ψ′0 |

)−1
C0λ

n`+N
0 ≥ λ

(n`+N+M)

2
0 ,

(3.13)

n`+1 ≥ n` +M e

φ̃n`+N(B(z0,
r(z)
2

)) ⊂ B(yN ,
ρ̂
2
);

em particular ambas as composições, Ψ0 ◦ φ̃n`+N e Ψ1 ◦ φ̃n`+N são definidos em

B(z0,
r(z)
2

) e tomando imagens em B(z0,
r(z)
4

) . Por construção, para cada inteiro

` ≥ 1 os pontos Ψ0 ◦ φ̃n`+N(z0) e Ψ1 ◦ φ̃n`+N (z0) são diferentes.

Substituindo (n`)
∞
`=1 por uma subsequência e troca w0 e w1 se necessário, podemos

assumir que para cada inteiro ` o ponto

x` := Ψ0 ◦ φ̃n`+N(z0) = Ψ0(zn`+N) ∈ f−M(zn`+N)

é diferente de zn`+N+M e defina

φ` := Ψ0 ◦ φ̃n`+N |B(z0,ρ).

Observe que (φ`)
∞
`=1 é um SFI definido em B(z0, r(z)) que é gerado por f e cuja

sequência temporal é

(m`)
∞
`=1 := (n`)

∞
`=1.

Lema (3.19) com ρ = r(z)
2

e com (n`)
∞
` substitúıdo por (n` + N)∞`=1, implica que o

SFI (φ)∞`=1 é livre. Para provar isso (φ)∞`=1 é hiperbólico em relação a f , note que

(3.13) implica que para cada número inteiro ` ≥ 1 e cada ζ ∈ B(z0,ρ)

| (fm`)′(φ`(ζ)) |≥ λ
m`
2

0 .

Juntamente com (3.12), o que implica SFI (φ`)
+∞
`=1 é hiperbólico em relação a f ;

omitimos os detalhes padrão. Resta provar, definindo
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C1 := − inf
J(f)

ψ = − inf
J(f)

ϕ+ t sup
J(f)

ln | f ′ |< +∞,

então

Sm`(ψ)(φ`(z0)) = SN+M(ψ)(φ`(z0)) + Sn`(ψ)(φ̃n`(z0))

≥ −(N +M)C1 + n`ψdµ− 1.

= m`

∫
ψdµ− 1− (N +M)

(
C1 +

∫
ψdµ

)
.

Isso prova (3.6) com C = 1 + (N + M)

(
C1 +

∫
ψdµ

)
e completa a prova da

proposição nesse caso.

Caso 2. (yn)+∞n=0 é uma órbita periódica de F de pontos excepcionais de f . Desde o ponto

z é genérico para ν e F−1 e desde que por hipótese µ não é suportado em uma

órbita periódica excepcional, segue-se que z não é uma órbita periódica de F de

pontos excepcionais de f ; em particular, é diferente de (yn)∞n=1.Juntamente com o

fato de que para cada número inteiro n ≥ 1 existe um ramo inverso de fn definido

em B(z0, r(z)) e mapeando z0 para zn, a saber por φ̃, isso implica que B(z0, r(z))

não contém nenhum ponto excepcional. Em particular, φ̃(B(z0, r(z))) não contém

y0.

Pela exatidão topológica de f em J(f) existe um número inteiro M ≥ 1 de tal

forma que exista um ponto w0 de B(z0,
r(z)
8

) em f−M(y0). Desde que y0 é por hipótese um

ponto excepcional, z = w0 é ponto cŕıtico de fM . Seja ρ̂ > 0 escolhemos suficientemente

pequeno para que o componente de conexa W de f−M(B(y0, ρ̂)) contendo w0 está contido

em B(z0,
r(z)
8

) e tal que o único ponto cŕıtico de fM em W é z = w0. Substituindo (n`)
∞
`=1

por uma subsequência, se necessário, assumimos que para todo número inteiro ` ≥ 1

tem-se n`+1 ≥ n` +M e

φ̃n`(B(z0,
r(z)
2

)) ⊂ B(y0, ρ̂).

Desde pelo acima zn` 6= y0 e fM : W → B(y0, ρ̂) é de grau n ≥ 2, segue-se que existem

pelo menos dois pontos de W em

f−M(zn`) = f−M(φ̃n`(z0));
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Seja x` um desses pontos diferentes de zn`+M . Por outro lado, o fato de que

φ̃n`(B(z0,
r(z)
2

)) está contido em B(y0, ρ̂) e contém y0, que existe um ramo in-

verso de fn`+M definida em B(z0,
r(z)
2

), obtendo imagens em B(z0,
r(z)
8

) e que mapeia

z0 para x`; Denotamos por φ` a restrição desse ramo inverso a B(z0,
r(z)
4

), então pela

construção φ` tem uma extensão univalente para B(z0,
r(z)
4

) que é gerado por f e tem

(m`)
∞
`=1 := (n` +M)∞`=1 como sequência temporal.

Lema (3.19) com ρ = r(z)
4

, o que implica (SFI) é livre . A prova da Proposição

(3.15) é semelhante ao Caso 1. Resta provar que, após a substituição (n`)
∞
`≥1 por uma

subsequência, se necessário, o SFI é hiperbólico em relação a f .

Para fazer isso, D ≥ 2 é o grau local de fM em W0, seja p ≥ 1 seja o peŕıodo

mı́nimo do ponto excepcional y0 e defina L := sup
C
| (fp)′ | . Note que podemos reduzir

ρ̂ substituindo (n`)
∞
`=1 por subsequência; fazendo isso, se necessário, assumimos que, para

cada j ∈ {1, · · · , p − 1} o conjunto f j(B(y0, ρ̂)) é disjunto de B(y0, ρ̂), isso para cada

n ∈ {0, · · · , p− 1} o ponto zn não está contido em B(y0, ρ̂),que

L2µ(B(y0,ρ̂))(D−1)/D < λ
1
3
0

(3.14)

e que existe uma constante C2 > 0 tal que para cada ponto z ∈ B(y0, ρ̂) e cada

ponto x de W em f−M tem-se | (fM)′(x) |≥ C2 dist(z, y0)
(D−1)/D.

Dado um número inteiro ` ≥ 1, seja T` o maior número inteiro T ≥ 1 tal que

para todos j ∈ {0, · · · , T − 1} tem-se f jp(zn`) ∈ B(y0, ρ̂); por nossa escolha de ρ̂

segue que pT` ≤ n`. Desde

lim
n→∞

1

n

+∞∑
n=1

δzn = µ,

para todo número inteiro suficientemente grande ` ≥ 1 tem-se,

T` ≤ 2µ(B(z0, ρ))n`.
(3.15)
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Substituindo (n`)
∞
` por uma subsequência, se necessário, assumimos que isso vale

para cada inteiro ` ≥ 1. Então, pela definição de L para todo inteiro ` ≥ 1 tem-se

dist (zn` , y0) ≥ L−T` ρ̂.

Pondo C3 := C2ρ̂
(D−1)/D, resulta de (3.15) e então por (3.14), vemos que

| (fM) ≥ C2dist(Zn` , y0)

≥ C3L
−T`(D−1)/D

≥ C3

(
L2µ(B(y0,ρ̂))(D−1)/D

)−n`
≥ C3λ

−n`
3

0 .

Temos, portanto, por definição de C0 e λ0,

| (fm`)′(φ`(z0)) |=| (fn`)′(zn`) | · | (fM)′(x`) |≥ C0C3λ
2
n`
3

0 .

Desde φ` tenha uma extensão univalente para B(z0,
r(z)

2
), pelo Teorema de Dis-

torção de Koebe existe uma constante C4 > 0 independente de ` de modo que para cada

ζ ∈ B(z0,
r(z)
4

) tem-se

| (fm`)′(φ`(ζ)) ≥ C4λ
2
n`
3

0 .

Então, substituindo (n)∞` por uma subsequência, se necessário, temos para cada

inteiro ` ≥ 1 e para todo ζ ∈ B(z0,
r(z)
4

), vemos que

| (fm`)′(φ`)(ζ)) |≥ λ
n`
3
0 .

junto com (3.12), que implica que o SFI (φ)∞` é hiperbólico em relação à f e para

todo ζ e termina a prova da proposição.

3.3 Teorema Principal

Teorema 3.20. (Teorema Principal) .Sejam um mapa racional f de grau n ≥ 2 e um

potencial Hölder cont́ınuo ϕ : J(f)→ R, as seguintes condições são equivalentes:

1. O potencial ϕ é hiperbólico;
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2. O expoente de Lyapunov de cada estado de equiĺıbrio do potencial ϕ é estritamente

positivo.

Além disso, se estas condições são satisfeitas, então:

3. Existe um único estado de equiĺıbrio estado µ de f para o potencial ϕ. Além disso,

a entropia métrica hµ(f) > 0 e µ exponencial misturadora.

Demonstração. (1)⇒ (2) : Para isto, como ϕ é hiperbólico e µ ∈ ε(f, ϕ). Segue da Pro-

priedade (3) da Proposição (3.3) que hµ(f) > 0, e da Desigualdade Ruelle (2.35), temos

que:

max{2χµ(f), 0} ≥ hµ(f) > 0.

Portanto, χµ(f) > 0 como queŕıamos provar.

(2)⇒ (1) : Suponhamos, por contradição, que existe um potencial não hiperbólico ϕ, de

modo que os expoentes Lyapunov de seus estados de equiĺıbrios são estritamente positivos.

Então, da Proposição (3.3) e propriedade (3), existe µ0 ∈ ε(f, ϕ) tal que hµ0(f) = 0, então

P (f, ϕ) =

∫
ϕdµ0. Do contrário, se hµ0(f) > 0, resultaria no potencial ϕ hiperbólico,

porque (3)⇔ (1).

Da hipótese, para cada µ0 ∈ ε(f, ϕ) e χµ0(f) > 0. Assim, como µ0 é uma probabilidade

invariante e está em ε(f, ϕ), se necessário, substitua µ0 por suas componentes ergódicas.

Então, em virtude de (2.32) e (2.33), podemos assumir µ0 ergódica.

Agora, vamos aplicar o Lema (3.18) para t = 0 e µ = µ0, e dáı obtemos que:

P (f, ϕ) >

∫
ϕdµ0.

O que contradiz a igualdade P (f, ϕ) =

∫
ϕdµ0. Portanto ϕ deve ser hiperbólico.

Para finalizar a demonstração, iremos provar:

(1) ⇒ (3) : Por hipótese, ϕ é um potencial hiperbólico, então existe n ≥ 1 tal que o

potencial Hölder cont́ınuo ψ :=
1

n
Sn(ϕ) satisfaz:

sup
J(f)

ψ < P (f, ϕ).
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Além disso, como ψ ϕ são cohomólogo, e conforme a Proposição (2.41), tem-se

P (f, ϕ) = P (f, ψ), e se µ ∈ ε(f, ϕ), da Proposição (2.42), segue que ε(f, ϕ) = ε(f, ψ).

Isto conclui que sup
J(f)

ψ < P (f, ψ). Da propriedade (3), Proposição (3.3), tem-se

hµ(f) > 0 .

Como f é um endomorfismo anaĺıtico da esfera de Riemann de grau n ≥ 2 e ψ

um potencial Hölder cont́ınuo satisfazendo sup
J(f)

ψ < P (f, ψ). Portanto, existe um único

estado de equiĺıbrio estado µ de f para o potencial ϕ. Usamos como referência [11].

Agora, vamos aplicar o Teorema (A.4), então µ exponencial misturadora. Isto

conclui a prova de (1)⇒ (3) :

(3)⇒ (1) por hipótese, µ é estado de equiĺıbrio de para o potencial ϕ e a entropia

métrica hµ(f) > 0, então segue da Proposição (3.3) e do item (3) que o potencial ϕ é

hiperbólico, pois (3) ⇔ (1)

Consideramos um mapa racional f de tal forma que o expoente Lyapunov de toda

medida de probabilidade invariante no conjunto Julia é estritamente positivo, a parte 2

do Teorema Principal (3.20) é automaticamente satisfeita para cada potencial cont́ınuo

de Hölder ϕ. Portanto, o corolário a seguir é uma consequência imediata do Teorema

Principal (3.20).

Corolário 3.21. Seja f um mapa racional de grau n ≥ 2 tal que o χµ(f) > 0, onde

µ ∈Mf (J(f)). Então, para todo potencial Hölder Cont́ınuo ϕ : J(f)→ R as propriedades

1 , 2 e 3 do Teorema Principal (3.20) são válidas.

Assim, obtemos o seguinte corolário como uma consequência direta do anterior.

Corolário 3.22. Seja f um mapa racional de grau n ≥ 2 satisfazendo a condição To-

pological Collet-Eckman. Então, para todo potencial Hölder cont́ınuo ϕ : J(f) → R as

propriedades 1, 2 e 3 do Teorema Principal 3.20 são verificadas.

A existência e unicidade do estado de equiĺıbrio, foi mostrada [ [7], Teorema A].

Obtemos o resultado a seguir como consequência direta do Lema Chave (3.18).

Primeiramente, definimos
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χinf(f) := inf{χµ(f) : µ medida de probabilidade invariante em J(f)}, então para

cada t ≥ 0, temos que:P (f,−t ln | f ′ |) ≥ −tχinf .

Dizemos que t+ := sup {t ≥ 0 : P (f,−t ln | f ′ |) > −tχinf} o ponto livre de f .

Quando o ponto livre t+ é finito, é estritamente positivo e, por definição, para cada t ∈

[t+,+∞) temos que P (f,−t ln | f ′ |) = −tχinf ; então a função t 7→ P (f,−t ln | f ′ |) não

pode ser real anaĺıtica em t = t+.

Corolário 3.23. Seja f um mapa racional satisfazendo a condição Topológica Collet-

Eckmann e t+ é finito. Então as seguintes propriedades são válidas:

1. Para cada medida µ ∈Mf (J(f)) temos que χµ(f) > χinf(f).

2. Para cada t ∈ (t+,+∞) não há estado de equiĺıbrio de f para o potencial −t ln | f ′ | .

3. Existe no máximo um estado de equiĺıbrio de f para o potencial −t ln | f ′ |.Se tais

medidas existirem, então as medidas de entropia métrica hµ(f) > 0 e função pressão

t 7→ P (f,−t ln|f ′|) não é diferenciável em t = t+.

Demonstração. Inicialmente, da definição de t+, tem-se P (f,−t ln|f ′|) > −tχinf para todo

t ≥ 0. Dáı, segue que P (f,−t ln|f ′|) = −tχinf para todo t ∈ [t+,+∞), porque da definição

t ≤ t+ . Agora, iremos aplicar o Lema (3.18), para provar este Corolário: assim, para o

potencial o ϕ = 0 e t = t+, então obtemos P (f,−t+ ln|f ′|) > −t+χµ(f).

Por outro lado, dada qualquer µ ∈Mf (J(f)), tem-se−t+χinf(f) = P (f,−t+ ln|f ′|) >

−t+χµ. Conclúımos que χµ(f) > χinf(f). Isto completa a prova do item (1).

Para provar o item (2): sejam t ∈ (t+,+∞) e µ ∈ Mf (J(f)). Então da parte

(1), temos que χµ(f) > χinf(f). Assim, segue que t− t+ > 0 e
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hµ(f) +

∫
−t ln |f ′|dµ = hµ(f)− tχµ(f)

= hµ(f)− t+χf (f) + t+χµ(f)− tχµ(f)

= hµ(f)− tχµ(f)− (t− t+)χµ(f)

= hµ(f)− t+
∫

ln | f ′ | dµ− (t− t+)χµ(f)

≤ sup
µ∈Mf (J(f))

(
hµ(f) +

∫
−t+ ln|f ′|dµ

)
− (t− t+)χµ(f)

= P (f,−t+ ln|f ′|)− (t− t+)χµ(f)

= −t+χinf(f)− (t− t+)χµ(f)

< −t+χinf(f)− (t− t+)χinf(f)

= −tχinf(f)

≤ P (f,−t ln|f ′|).

Isto conclui que µ não é estado equiĺıbrio de f para o potencial −t ln | f ′ |.

Resta provar o item (3): uma vez que, por definição da condição Topológica

Collet-Eckmam, o expoente Lyapunov de cada medida de probabilidade invariante em

J(f) é estritamente positivo, e por ( [12], Corolário 11 ) existe no máximo um um estado

de equiĺıbrio para o potencial −t+ ln | f ′ |, veja também [14]. Se existir a medida µ, então

temos que:

hµ(f) = P (f,−t ln | f ′ |) + t+χµ(f)

= t+χinf(f)− t+χµ(f)

= t+(χµ(f)− χinf(f)).

> 0.

Por outro lado, para cada t temos que:

P (f, t ln | f ′ |) ≥ hµ(f)− tχµ(f)

= P (f,−t+ ln | f ′ |)− (t− t+)χµ(f).

Como t→ (t+)− então temos que :

P (f,−t ln | f ′ |)− P (f,−t+ ln | f ′ |)
t− t+

) ≤ −χµ(f).

Agora, iremos calcular a derivada parcial de P (f,−t ln | f ′ |), em relação a t, no

ponto t+ .
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∂
∂t
P (f,−t+ ln | f ′ |) = lim sup

t→(t+)−

P (f,−t ln | f ′ |)− P (f,−t+ ln | f ′ |)
t− t+

) ≤ −χµ(f)

lim sup
t→(t+)−

−(t− t+)χµ(f)

t− t+
≤ −χµ(f)

< −χinf(f).

Por outro lado, de acordo com a definição de derivada temos:

∂
∂t
P (f,−t ln | f ′ |) = lim

t→(t+)+

P (f,−t ln | f ′ |)− P (f,−t+ ln | f ′ |)
t− t+

= lim
t→(t+)+

P (f,−t ln | f ′ |)− (hµ(f)− t+χµ(f))

t− t+
= lim

t→(t+)+

−tχinf(f)− t+(χµ(f)− χinf(f)) + t+χµ(f)

t− t+
= lim

t→(t+)+

−tχinf(f) + t+χinf(f)− t+χµ(f) + t+χµ(f)

t− t+
= lim

t→(t+)+

−(t− t+)χinf(f)

t− t+
= −χinf(f)

> −χµ(f).

Portanto, ∂
∂t
P (f,−t ln | f ′ |) não é cont́ınua em t+, resulta que a função

t 7→ P (f,−t ln | f ′ |)

não é diferenciável em t+. Isto completa a demonstração do Corolário (3.23).
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Apêndice

Para este apêndice consultamos as seguintes referências [8], [5] e [26].

A.1 Dinâmica Complexa

A.1.1 Esfera de Riemann

No espaço R3 com coordenadas (x1, x2, x3) podemos considerar a esfera unitária

S2 ⊂ R3:

S2 = {(x1, x2, x3) : x21 + x22 + x33 = 1}.

Seja N(0, 0, 1) o polo norte de S2 e identifique o plano C com o plano C com

plano {(x1, x2, 0) : x1, x2 ∈ R}, que intercepta S2 ao longo do equador x21 +x22 = 1. Assim,

sendo cada número complexo z = x + iy está identificado ao ponto (x1, x2, 0). Agora,

para cada z ∈ C considere a reta em R3 que passa por z e por N . Essa reta intercepta a

esfera em exatamente um P 6= N (veja a figura acima ). Observe que, se |z| < 1 então P

está no hemisfério sul, se |z| = 1 então P = z e, se o |z| > 1 então P está no hemisfério

norte. Fazendo z →∞ temos que o P tende a N e, com isso em mente chamamos N de

ponto no infinito, {∞}, e identificamos C ∪ {∞} = C com

S2. tal como dado, C ∪ {∞} = C é chamado de esfera de Riemann.

Definição A.1. Seja U ⊂ C um aberto. Dizemos que uma função f : U → C é anaĺıtica,

se para todo z0 ∈ U , existe uma série de potências
∞∑
n≥0

an(z0)w
n, com o raio de con-

vergência ρ > 0, tal que f(z) =
∞∑
n=0

an(z0)(z − z0)n para todo z ∈ U tal que |z − z0| < ρ.
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Definição A.2. (Função Univalente ) Uma função f : U → C, U sendo um subcon-

junto aberto do plano complexo é dita univalente quando esta for anaĺıtica e injetiva em

U .

Definição A.3. Seja f : C→ C dada por f(z) =
P (z)

Q(z)
, onde P (z) e Q(z) são polinômios

não-nulos. Dizemos que f é uma aplicação racional.

Seja f : C → C uma mapa racional de grau n ≥ 2. Denotamos fn a n-ésima

composta f ◦ f ◦ · · · ◦ f .

Teorema A.4. Sejam f : C→ C um mapa racional de grau n ≥ 2, φ : J(f)→ R função

mensurável limitada e ϕ : J(f) → R α-Hölder cont́ınua. Então eixte uma constante

C > 0 tal que para todo inteiro n ≥ 1:∣∣∣∣∫ (φ ◦ fn)−
∫
φdµ

∫
ϕdµ

∣∣∣∣ ≤ C‖φ‖∞‖ϕ‖Lipρn.

Este Teorema dado como Corolário 12 [15], onde ρ < 1 é dado pelo Teorema 10 deste

mesmo artigo.

Definição A.5. Sejam U um conjunto aberto em C e fk : U → C uma sequência de

funções anaĺıticas. Dizemos que a famı́lia fk é normal em U se toda sequência de funções de

fk possui uma subsequência que converge uniformemente em cada subconjunto compacto

de U .

Definição A.6. Seja z ∈ C:

� z é dito ponto fixo de f se f(z) = z.

� z é dito ponto periódico f se exite um inteiro N ≥ 1 tal que fN(z) = z.

� O menor inteiro N tal que fN(z) é dito peŕıodo de z.

Definição A.7. Seja z um ponto periódico N e (fN)′(z) = λ. O ponto z é dito :

� super atrator se λ = 0

� atrator se 0 ≤ λ < 1

� repulsor se |λ| > 1
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Teorema A.8. Seja fk uma famı́lia de funções anaĺıticas num domı́nio aberto U . Se fk

não é uma famı́lia, então para todo w ∈ C, com no máximo uma exceção, temos fk(z) = w

para algum z ∈ U e algum k.

Definição A.9. Seja f : C→ C . Definimos o conjunto de Julia J(f) por

J(f) = {z ∈ C : a famı́lia {fn}n≥0 não é normal }.

Teorema A.10. O conjunto de Julia J(f) é um conjunto :

� J(f) é completamente invariante, isto é, f−1(J(f)) = J(f) = f(J(f)). Segue-se

que J(fN) = J(f), para todo N ≥ 0.

� J(f) é um conjunto perfeito.

� J(f) é compacto.

� J(f) é não vazio.

Proposição A.11. Se z ∈ J(f). Se U é uma vizinhança de z então o conjunto C\
⋃
N≥0

fN(U)

contém no máximo 2 pontos. Estes pontos são ditos excepcionais.

Proposição A.12. Seja U um aberto de J(f), então existe N ≥ 1 tal que fN(U) = J(f).

A.1.2 Variações da condição de Collet-Eckmann

Para esta subsecção usamos [1].

Definição A.13. ( CE). Dizemos que uma função racional satisfaz a condição de

Collet-Eckmann se existem constantes K, Q > 1 e C > 0 tais que para cada número

inteiro positivo n e cada ponto cŕıtico c pertencente ou de acumulação em conjunto Julia,

temos |(F n)(FKc| ≥ CQn.

Definição A.14. ( Condição topológica de Collet-Eckmann).Dizemos que uma

função racional satisfaz a condição topológica de Collet-Eckmann (TCE), se existem

M ≥ 0 e P ≥ 1, r > 0tal que para cada x ∈ J(f), existe uma sequência de números

inteiros crescentes {nj} com nj ≤ Pj e

#{0 ≤ i < nj : 0 ≤< nj; Comfj(x)f
−(nj−i)(B(fnj(x), r)) } ≤M ,
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onde ComzV denota para z ∈ V a componente de V contendo z.

Teorema A.15. (Teorema da Distorção de Koebe) Para cada mapa racional de

grau n ≥ 2 existem uma constante ρ0 > 0 e K > 1, tal que possua a seguinte propriedade.

Seja n ≥ 1 um inteiro, x um ponto em C e ρ ∈ (0, ρ0), de modo que fn mapeia uma

vizinhança de x univalentemente sobre B(fn(x), ρ). Então, para cada par de pontos z e

z′ na componente conexa de f−n(B(fn(x), p
2
)) contendo x, temos que :

K−1 ≤ | (f
n)′(z) |

| (fn)′(z′) |
≤ K. (A.1)

Para deduzir esse resultado do Teorema clássico da Distorção de Koebe, fixe uma

órbita periódica O de peŕıodo n ≥ 3 e escolha um ρ0 > 0 suficientemente pequeno, para

que em cada ponto z0 em C a B(z0, ρ0) contenha no máximo um ponto de O.

Assim, para todo ρ ∈ (0, ρ0), para cada inteiro n ≥ 1 e cada componente conexa

de W de f−n(B(z0, ρ)) contém no máximo um ponto de O, então

dim(C\W ) = {dim(O\{z} : z ∈ O)} > 0.

Após uma mudança de coordenadas que é uma isometria em relação à métrica

esférica, assumimos que ∞ é em O, mas não em W . Então W está contido em C e a

métrica esférica no componente conexa W ′ de f−n(B(z0,
ρ
2
)) contido em W é comparável

à métrica euclidiana até um fator multiplicativo que depende apenas

min{dim(O\{z}) : z ∈ O}

Da mesma forma, em uma coordenada tal que B(z0, ρ) ⊂ C, a métrica euclidiana em

B(z0,
ρ

2
) é comparável ao esférico até um multiplicativo até um fator que depende ape-

nas ρ0.Portanto, a afirmação acima é uma conseqüência direta do Teorema Clássico da

Distorção de Koebe.
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