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Resumo

Neste trabalho estudamos propriedades de potenciais hiperbdlicos. Consideramos
mapas [ : X — X de graun > 2 com X sendo espago métrico compacto. Caracterizamos

os potenciais Holder continuos ¢ que possuem a seguinte propriedade sup ¢ < P(f, ¢).

Palavras-chave: Teoria Ergodica, Formalismo Termodinamico, Sistemas Dinamicos Com-

plexos, Sistemas Hiperbélicos Nao-Uniformemente .



Abstract

In this work we study properties of hyperbolic potentials.We consider maps
f X — X of degree n > 2 with X being compact metric space.We characterize the

continuous Hélder potentials ¢ that have the following property sup ¢ < P(f, ).

Keywords:Ergodic Theory, Thermodynamic Formalism, Complex Dynamic systems, Hy-

perbolic Systems not Uniformly. .
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2X_ familia de todos os subconjuntos;
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M(X) - espago das medidas;
M (X) - espaco das medidas de probabilidade;
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h,(f)-entropia métrica;
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1 Introducao

Um dos grandes objetivos da Teoria ergodica é compreender o comportamento
de sistemas deterministicos e probabilisticos olhando para as medidas invariantes pelo

sistema.

Utilizando ideias emprestadas da fisica estatistica gibbsiana, estabeleceu-se principios
para a escolha de medidas invariantes. Tais conceitos deram origem ao que chamamos de
Formalismo Termodinamico. Em seus trabalhos pioneiros, Sinai, Ruelle e Bowen deram
uma descricao completa do formalismo termodinamico de um difeomorfismo uniforme-
mente hiperbdlico atuando em uma variedade compacta e um potencial Holder continuo,
veja [ [4,24,25]]. Houve vérias extensoes desses resultados no cendrio além do hiperbdlico,
o nao uniformemente hiperbdlico, para variedades de dimensao qualquer abordando a
unicidade dos estados de equilibrio que sao medidas Gibbs nao lacunar ou fracamente
Gibbs| [2, 18, 23,27]] e Gibbs sequencial no contexto simbdélico[ [13]]. No contexto de
dimensao 1, houve também varias extensoes desses resultados para aplicacoes reais ou
complexos, [10,11,15,20]. Geralmente, a falta de hiperbolicidade uniforme é compensada

por uma hipdtese extra sobre o potencial.

Nesta dissertacao, abordamos os resultados contidos no artigo [16] que d4 uma
contribui¢ao ao Formalismo Termodinamico caracterizando os potencias definidos no Julia
J(f) de aplicagoes racionais f de grau pelo menos igual a 2 que possuem unicidade de seus
estados de equilibrio. Tais potencias sao chamados de potenciais hiperbdlicos nos quais
sao caracterizados por uma propriedade algébrica. Mais precisamente, consideramos uma
funcao continua f sobre um espaco métrico X, e vamos relacionar esta funcao com certos
potencias continuos . Mais precisamente, a funcao f : X — X é um mapa racional
sobre a esfera de Riemann de grau n > 2 e potenciais Holder continuos ¢ : X — R tais
que sup p(z) < P(f,¢), onde P(f, ) denota a pressao topolégica. O principal resultado
destge(i(issertagéo é a demonstracao do Teorema (3.20). Para demonstragao deste teorema,
o principal resultado a ser usado é o Lema (3.18), que é um resultado bem técnico que

possuem uma demonstracao de certa forma bem rigorosa.
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Inicialmente, precisamos recordar alguns resultados de Teoria Ergddica, Teoria da
Medida e Analise Funcional para o entendimento melhor do texto. Para mais detalhes,
veja [19,28]. No capitulo 2, exibiremos estes resultados, que sdo fundamentais para o

desenvolvimento das ideias dos capitulos seguintes.

No capitulo 3, dedicamos ao estudo sobre potenciais hiperbdlicos, abordando al-
gumas de suas propriedades que valem para aplicagoes continuas sobre um espago métrico
compacto X. Ademais, nés caracterizaremos estes potenciais Holder continuos, através

da Proposicao (3.3).

Apos essas consideracoes gerais, dedicamos a prova do caso especial do Lema
Chave, onde entao a medida p é suportada em uma orbita periédica; o enunciado deste
caso é dado pela Proposicao (3.6) . A prova, no caso geral, é baseada em algumas ideias
do caso peridédico, mas é mais elaborada, pois, necessitamos da construgao de um Sistema
de Funcoes Iteradas adequado gerado pelo mapa racional. A prova é exibida logo em

seguida ao caso periddico.

O Teorema Principal é provado assumindo o um Lema que crucial no qual grande
parte da dissertagao € voltado a sua demonstracao. Ha dois casos, cujas demonstragoes sao
distintas: o caso em que a medida esta suportada em uma 6rbita periédica e o caso geral,
que é baseado na construcao de um ”Sistema Iterado de Funcoes gerado pela aplicagao
racional f e um resultado que diz que: se f é um endomorfismo analitico da esfera de
Riemann de grau n > 2 e ¥ um potencial Holder continuo satisfazendo sup ¢ < P(f, ).

J(f)
Portanto, existe um tnico estado de equilibrio estado i de f para o potencial .

Por fim, concluiremos com o apéndice de um breve resumo de Dinamica Com-
plexa. Este é dedicado, a apresentacao do conjunto de Julia J(f), e suas propriedades.
Além disso, apresentamos a defini¢ao das variagoes da condigao Collet-Eckmann e o Te-

orema da Distor¢ao de Koebe.



2 Preliminares

Neste capitulo nos dedicamos em recordar alguns resultados de Teoria ergddica,
Teoria da Medida e da Anélise Funcional que sao necessarios para compreensao de concei-
tos do proximo capitulo. Nossas referéncias para este capitulo sao [9], [3], [17], [19], [22]

e [28], onde demonstragoes podem ser encontradas.

2.1 Alguns Resultados de Teoria Ergédica

2.1.1 Resultados de Medida e Integracao

Definigao 2.1. Sejam X um conjunto e .4 uma familia de subconjunto de X. Dizemos

que A é uma algebra se forem vélidas as seguintes condigoes:

1. X € A

2. Se A€ Aentao X \ A € A,

3. Se Ay,..., A, € Aentao UAiEA.

i=1

Diremos que uma algebra A é uma o-algebra se a condicao 3 puder ser generalizada para
o

unides enumeraveis: se (A,), é uma sequéncia de elementos de A, entao U A,, também
n=1

um elemento de A. Denominamos de espago mensuravel um par (X,.4) onde A é uma

o-algebra de X.

Defini¢ao 2.2. Uma medida num espago mensuravel (X, .A) é uma fungao p : A — [0, 0]

que satisfaz:

L p(2) =0

2. ,u(U A;) = Z w(A;) para quaisquer A; € A disjuntos dois a dois.
i=1 j=1
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A tripla (X, A, u) é chamada espago medida. Quando vale u(X) < oo dizemos que p é
uma medida finita e se p(X) = 1 dizemos que p é uma probabilidade. Neste tltimo caso,

(X, A, pt) é um espago de probabilidade.

Definicao 2.3. Dizemos que uma propriedade é vélida em p-quase todo ponto se é valida
em X exceto, possivelmente, num conjunto de medida nula. Dizemos também que a

propriedade vale para quase todo ponto =z € X.

Seja (X, X, 1) um espago de probabilidade. Uma transformagao f : X — X é
dita mensurdvel se f~}(X) € X para todo X € X.

Definicao 2.4. Dizemos que f uma transformacao mensuravel preserva a medida pu,
ou, equivalente, u é dita medida f-invariante, se u(f~(A)) = u(A) para todo conjunto

mensurdvel A C X.

Definicao 2.5. Dizemos que uma medida p invariante é ergddica, se para todo A € X,

f7Y(A) = A a menos de medida nula implica que p(A) = 0 ou p(A) = 1.

A &lgebra gerada (respectivamente o-algebra gerada) por uma classe B de sub-
conjuntos de um conjunto X define-se como a menor édlgebra (respectivamente o-algebra)
de X que contém B. Note que tal algebra (respectivamente sigma-algebra) existe sempre,
pois P(X) é uma o-dlgebra e a intersecgdo de uma familia de dlgebras (respectivamente

o-algebras) é ainda uma &lgebra (resp. o-dlgebra).

Exemplo 2.6. Se X é um espasco topologico, denominamos de o-algebra de Borel a
o-algebra gerada pelos abertos de X. Designaremos os elementos desta o-algebra por

borelianos.

Definicao 2.7. Sejam f : X — C uma funcao mensuravel em X e 1 < p < 0o. Definimos
1

I fll, = [/ |f\pd,u} P Assim, também defini-se L? (X, X, ) = {f : X — C é mensurével

e [|fllp < oo}

Lema 2.8. Sao equivalentes os sequintes resultados:

1. f uma transformagao mensurdvel que preserva a medida ji;

2. Para cada ¢ € LY X, X, 1), tem-se /(pd,u = /gpofd,u.
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Teorema 2.9. (Birkhoff) Seja f : X — X wma transformacdio preservando uma

medida probabilidade . Dada uma fungdo ¢ : X — R € LYX,X, ), existe o limite

n—1
1
lim — Z po f"(x) = ps(x) em p-quase todo ponto x € X. Além disso, se p ergodica e
7=0

n—o00 N £

f-invariante, vale que ps(z) = /god,u em p-quase todo ponto x € X.

2.1.2 Transformacoes continuas de espago métrico compacto

Denotamos por M;(X) o conjunto de todas as medidas de probabilidade Borel em
(X, X). Consideremos de X um espago métrico compacto e f sendo uma transformacao
continua. Denotamos f : X — X, o espago M;(X) de todas as medidas de probabilidade

que sao invariantes por f.

Chamamos potencial em X a qualquer funcao continua ¢ : X — R.Para cada
n—1

n > 1, definimos S, : X — R por S,p = Z @o f7. Além disso, dado qualquer conjunto

7=0
nao vazio Y C X, denotamos sup S, (z) = {Sn(p)(z) : z € Y}.
z€Y

Proposicao 2.10. O espago M(X) € convezo, ou seja, se pi,ps € M(X) e0 < a <1
entao auy + (1 — a)ps € M(X).

Denotaremos por C(X) o espago das fungoes continuas e limitadas de X em R

ou C. Definimos a norma uniforme de ¢ € C(X) por ||¢|le = sup|e(x)|.
zeX

Seja 1 € M;(X) uma medida de probabilidade de Borel, tem-se que p induz
um funcional linear nao negativo normalizado em C(X) por [ / fdp . A seguir

recordarmos a definicao de operador linear.

Definicao 2.11. Considere os espagos vetoriais X e Y. Um operador linear é uma
aplicagao [ : X’ C X — Y, em que X' é um subespago vetorial e I(x+Ay) = I(z)+ A (y),

para todos x,y € X’ e todo escalar A € R ou C.

Um operador linear I : C'(X) — R diz-se positivo se I(f) > 0 para toda funcao
f positiva em todo ponto. O Teorema seguinte afirma que as integrais sao os Unicos

operadores lineares positivos no espago das func¢oes continuas.

Teorema 2.12. (Riez-Markov)
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Seja I : C(X) — R qualquer operador positivo. Entdao existe uma tinica medida
boreliana finita em p em X tal que I(f) = /fd,u para todo [ € C(X). Além disso, p é

uma probabilidade se, e somente se [(1) = 1.

2.1.3 Topologia Fraca *

Consideremos X um espaco métrico compacto. Vamos introduzir uma topolo-
gia importante no conjunto M;(X) probabilidades sobre os borelianos de X, chamada
topologia fraca®*, que sera ttil para verificar o Teorema da existéncia de medidas
invariantes (2.19). Para isso, precisamos primeiro analisar o conjunto M;(X) e sua

compacidade.

A definicao a seguir diz que duas medidas estao proximas se suas integrais estao

proximas para muitas fungoes continuas.
Defini¢ao 2.13. Dados um niimero € > 0, uma medida g € M;(X) e um conjunto finito

© ={p1, -, pn} de fungdes continuas ¢; : X — R. Seja

Vi, ©,¢) = {n € My(X); ’/gojdu— /gojdu onde 1 < j < n}.

A topologia fraca * é definida estipulando que os conjuntos V' (u, O, €), com © e € varidveis,

constituem uma base de vizinhancas da medida pu.

Serd muito importante ter uma nogao de convergéncia em M;(X); isso é dito
convergir na topologia fraca*. O lema seguinte ajudara a compreender melhor o significado

da topologia fraca* .

Lema 2.14. Uma sequéncia de probabilidades (p,,) converge em My(X) para uma p €

My (X) se, e somente se [ @du, — [ @du para toda fungao continua ¢ : X — R .

Teorema 2.15. O espago M;(X) munido da topologia fraca* é compacto.

2.1.4 Medidas Invariantes para Transformacgoes continuas

Sejam X um espaco métrico compacto equipado com a o-algebra de Borel, f :
X — X continua e mensurdvel. A transformagao f induz um mapa no conjunto M;(X)

de medidas de probabilidade Borel, f. : M;(X) — M;(X) definido por
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(fer)(X) = p(f~H(X)).
O seguinte lema diz como integrar com respeito f,pu.

Lema 2.16. Sejam p uma medida e o € L' (i) . Entao

/sod(f*u) Z/wfdu'

Proposigao 2.17. A aplicagio f, : M1(X) = M;(X) € continua relativamente a topo-

logia fraca®.
Exemplo 2.18. Seja X um conjunto e consideremos a o-algebra X = 2%. Dado qualquer

z € X, consideremos a fungao ¢, : 2% — {0, 1} dada por:

0 se z¢X;
00 (X) =

1 se zeX.

Esta medida 6, é conhecida como a medida de Dirac no ponto x.

Seja xa a funcao caracteristica A, entdo

0 se x¢A;
/XAd(SgU =
1 se x€A

n
Suponha que f = ZanAJ' e que, os conjuntos A; sejam disjuntos dois a dois.
j=1

Entao /ZanAjd(Sx = aj, onde j escolhido de modo que x € A;. Agora, se f: X — R.
j=1

Ao escolher uma sequéncia crescente de fungoes simples, vemos que /fd&; = f(x).

2.1.5 Existéncia de Medidas Invariantes

Dado um mapa continuo f : X — X em espaco métrico compacto, vamos apre-

sentar o Teorema (2.19), que garante a existéncia de medidas invariantes .

Teorema 2.19. Seja f : X — X um mapa continuo de um espaco métrico compacto.

Entao, existe pelo menos uma medida de probabilidade f-invariante.
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Precisaremos das sequintes propriedades adicionais de M¢(X).

Teorema 2.20. Seja f : X — X um mapa continuo no espago métrico compacto. Entao

M (X)) é compacto na topologia fraca® e é um subconjunto convexo de My (X).

Proposicao 2.21. Toda sequéncia (iy)neny em My(X) admite uma subsequéncia que é

convergente na topologia fraca*

Lema 2.22. Dada uma medida v € My(X), entdo todo ponto de acumulagdo de uma

sequéncia (fin)nen do tipo:

n—1
1 )
i J
fn = E frxv
Jj=0
¢ uma probabilidade invariante por f.

Definigao 2.23. Uma funcao ¢ : X — C ou (R) é dita a-Holder continua com um
expoente (0 < o < 1) se, e somente se, existe C' > 0 tal que | p(x) — ¢(y) |< Cp(x,y)*
para todo z,y € X.

O espaco das fungoes a-Holder continuas é denotado por C%*(X). Assim, tem-se

0( ) o [P — ) |
o) = { €00 p LEL=E < o).

Consideramos em C%*(X) a norma ||¢]|coa = |[@]la+]¢]ls0, onde |||l := sup | olw) = QOKEy) |
TH£Y ,0(513', y)
Em particular, quando o = 1 o espago C%!(X) possui como elementos as chamados de

funcoes Lipschitz.

2.1.6 Sequéncia Subaditiva

Defini¢ao 2.24. Dizemos que uma sequéncia (a,,), em [—oo,00) é subaditiva se vale
in < A, + @, para todo m,n > 1.

Agora, vemos que segue da definicdo acima, o seguinte o fato:
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a, < a1+ ...+a
—_——
n  parcelas

= nas,

a
e portanto — < ay, para todo n € N. Entdo, resulta que
n

Qp, Qp,
SUp — = max — = a4.
n>1 N n>l n

Definicao 2.25. Dizemos que uma sequéncia de fungoes ¢, : X — R é subaditiva com

respeito a uma transformacao f : X — X, se

Oman < ©m + @, o f™ para todo m, n > 1.

Definigao 2.26. A sequéncia ¢, : X — R diz-se aditiva se vale a igualdade em @, 1, =

Om + pn o f™ para todo m, n > 1.

n—1
Exemplo 2.27. Toda soma orbital ¢, (z) = Z @o f"(z) constitui uma sequéncia aditiva
7=0

Lema 2.28. (Lema da Subaditividade) Se (a,), € uma sequéncia subaditiva entdo

. a, . .a
lim — = inf — € [—00, ay].
nonon

2.1.7 Entropia de uma Particao

Seja (X, X, 1) um espago de probabilidade. Dizemos que uma familia finita ou
enumeravel de subconjuntos mensuraveis P é uma particao se estes conjuntos sao dois a
dois disjuntos e sua uniao tem medida total. Escrevemos P(x) para o elemento que contém

z € X. Definimos a soma de duas particoes P e Q por PVQ = {P,NQ; | P, € P,Q, € Q}.

Seja Ip : X — R por Ip(x) = —logu(P(x)). Agora, definimos a entropia P
como H,(P) = /Ipdu = Z —u(P)log pu(P), onde convenciona-se que 0log0 = 0 e log
PeP

¢ o logaritmo natural.

Dada qualquer familia enumeravel de parti¢oes P,,, definimos \/ P = {ﬂ P,:P,eP, }
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2.1.8 Entropia de um Sistema Dindmico

Nesta subsecao, iremos considerar f : X — X mensuravel que preserva uma
n—1

probabilidade p. Definimos P" = \/ f~P para todo n > 1. Vemos que P"(z) =
5=0
P(x) N fP(f(x))n... f[~0=DP(f"1(x)), e que P* < P"*! para todo n > 1, portanto

H,(P") é nao decrescente.

Considerando a sequéncia (H,(P"))nen, temos que H,(P™") < H,(P™) +
H,(P"), para todos m,n € N, ou seja, (H,(P"))nen é subaditiva. Assim, definimos a
entropia de f com respeito a medida p e particao P como o limite existe por subaditiva,

segue que

ho(f,P) = lim ~H,(P") = inf ~H,(P").

n—o00 N, n>1n

Finalmente, definimos a entropia métrica h,(f) por h,(f) = sup{h.(f,P) : P
particao com H,(f) < oco}.

Lema 2.29. Seja f : X — X wma transformacao continua num espago métrico compacto,

entdo h,(f") = nh,(f) para cada inteiro n > 1.

2.1.9 Entropia Topolégica

Considere a uma cobertura de X. Definimos N(«), o nimero da cobertura a,
como a menor cardinalidade possivel de uma subcobertura de a. A entropia de a de « é
o numero H(a) =log N(«).

Da mesma forma, que fizemos para particoes, dadas duas coberturas a e g de X,
podemos definir uma nova cobertura aV g de X poraVp ={ANB: A€ ae B € 3}. Se
« é uma cobertura aberta X entdao [ (a) = {f7(A) : A € a} também é uma cobertura

aberta.

Lema 2.30. 1. H(aV p) < H(a)+ H(p).

2. H(a™™) < H(a™) + H(a") para todos m,n > 1, ou seja, H(a™) € subaditiva.

1
Como consequéncia do Lema (2.30), o limite A(f, ) = lim H(a") = II;E —H(a")
n—00 nzln

sempre existe. Este limite é chamado entropia de f com respeito a cobertura «. Final-
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mente, definimos a entropia topoldgica de f por hy,(f) = sup{h(f,a) : o é a cobertura

aberta finita de X}.

Definicao 2.31. ( Pressdo) . Dado um potencial continuo ¢ : X — R. Chamamos ao

numero

PUg) = s <hu(f)+ / tpdu>,

neEM s (

de pressao Topoldgica de ¢ e quando a medida p atinge o supremo é chamada de medida

de estado equilibrio para o potencial .

Em particular, quando ¢ = 0, temos hiy,(f) = sup{h,(f) : p € M (X)}.

Denotamos por &(f, ) conjunto dos estados de equilibrio.

Proposigao 2.32. Suponha que hi,,(f) < 0o. Entdo o conjunto dos estados equilibrio
para qualquer potencial ¢ : X — R € um subconjunto convexro de M;(X). Além disso,
uma probabilidade invariante p estd em £(f, ) se, e somente se, quase toda componente

ergédica de p estd em (f, ).

Corolario 2.33. Se (f,¢) € nao vazio entiao ele contém probabilidades invariantes
ergédicas. Além disso, os elementos extremais do convexo e(f,¢) sao precisamente as

medidas ergodicas contidas nele.

Lema 2.34. Seja f: X — X wuma transformacgao continua num espago métrico e seja @

um potencial em X. Entdo P(f",S,(¢)) = nP(f,¢) para todo n > 1.

Demonstragao. Note, para cada p € My(X), temos que /Sn(go)d,u = n/@d,u, e pelo
lema (2.29), vale que h,(f") = nh,(f) para todo n > 1. Assim, da defini¢do de pressao

resulta que

HeEMf(X)

P(f",Su(p)) = sup (hu(f”)+/5n(¢)du)
hu(f)

= n sup
neMy(X)

= nP(f,¢).

+ godu)

Isto prova o lema.
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2.1.10 Expoente de Lyapunov

Sejam f : X — X um mapa de classe C'! num espaco métrico compacto e p
medida de probabilidade f-invariante ergédica em X. Sendo In | f' |€ LL. Entao, pelo

Teorema (2.9), para u- quase todo ponto z € X, existe

n—oo N 4

= /ln|f’|d,u.

Dizemos que x,(f) € o expoente de Lyapunov caracteristico de f associado a f.

W) = lm S| f( @) |

Isto é, a taxa de crescimento assintotica da derivada. De fato, observe que pela regra da

cadeia, temos
1 n—1 4 1 n—1 ' 1 )
L2l N@E = TIF ) @) = Sl @)
=0 j=0

Portanto, pela definicao de limite, para qualquer ¢ > 0 existe N > 0 tal que
1
para todos n > N tem-se x,(f) — € < Eln | (f")(z) |< xu(f) + €. Assim, tomando a
exponencial, segue-se exp(n(x,(f) —€)) <| (f")(z) |< exp(n(x.(f) +¢€)).
Teorema 2.35. (Desigualdade de Ruelle) Seja f € C(X), entdo h,(f) < 2/max {0, x,.(f)} dp
Se p for uma medida ergodica, entao h,(f) < 2max{0, x,.(f)}.

2.1.11 Decaimento Exponecial de Correlacoes

Consideramos ¢ : X — R funcao limitada, mensuravel e ¢ : X :— R uma funcao

Lipschitz continua, onde X é um espaco métrico compacto.

Definicao 2.36. Seja f uma transformagao f : X — X preservando uma medida pu.
Dizemos que o sistema (f, 1) é um misturador, se dados quaisquer conjunto mensuraveis

A, B C X entao:

lim p(f7"(A4) N B) = w(A)u(B). (2.1)
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Proposicgao 2.37. Sejam (X, X, 1) um espago de medida, f : X — X uma transformagao
preservando a medida e Y uma dlgebra que gera X. Se para todos A, B € ) wale
lim p(f(A)NB) = u(A)u(B), entdo u € misturadora.

n—oo

Proposigao 2.38. Uma medida ji é misturadora se, e somente se, para @, ¥ € L?(u)

vale

/¢Of”du—> /sodu/wdu- (2.)

Defini¢ao 2.39. (Decaimento Exponencial de Correlacéoes )

eja uma classe de funcoes equipada com uma norma || - ||. izemos que
Seja F 1 de fung d D
€ Mg(X) tem decaimento exponencial de correlagdes, ou exponencial misturadora em

F se existe uma constante C' > 0 e p € (0,1), e de modo que

o= [ wan [ vau] < Cllelalli

Definigao 2.40. (Potenciais Cohomdlogos) . Dizemos que dois potenciais ¢, :

X — R sao cohomdlogos se existe alguma funcao h : X — R tal que

p=1v+hof—h.

Proposicao 2.41. Seja f : X — X uma transformacao continua num espaco topoldgico

compacto. Se p,1 : X — R sdo potenciais cohomdlogos entao P(f,p) = P(f, ).

Demonstragao. Inicialmente, dada p € M(X), temos que:

pdp= = [ +hof—hdu
/ = fwdqu/hofd,u/hdu
/wdqu/hdfu /hd,u
= ¢du+/hdu /hd,u
/z/zdu.

Agora, por definigdo de P(f, ), vemos que
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P(f,¢) = up <hu(f)+ / pdp

neM(

)
= supX) (hu(f)Jr / wdp&)

neMg(
= P(f.¥).

Como queriamos mostrar.

]

Proposicao 2.42. Seja [ : X — X uma transformacao continua num espaco topoldgico

compacto. Se p, 1 : X — R sdo potenciais cohomdlogos entao e(f, ) = e(f, ).

Demonstragao. De fato, se p € e(f, ), resulta que

m5)+ [ean = )+ [ v

Portanto, para cada dois potenciais continuos ¢, que cohomodlogos, concluimos que

e(f,¢) =e(f, ). Isto conclui a demostragao.

]

Neste caso, para cada probabilidade invariante g em X, tem-se / pdp = / Wd;
isto implica que P(f,p) = P(f,%) e que os estados de equilibrio de f para os potenciais

@ e 1) coincidem.

1
Lema 2.43. Os potenciais ¢ e —S,(¢) : X — R sdo cohomdlogos.
n

n—2
-1 ,
Demonstra¢ao. Com efeito, basta tomar h = — Z(n —1—j)po f7,
n
=0
entao
1 n—2 1 n—2
h—hof=— A Jt+l
f=md po ) w0,
7=0 j=0
segue que
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ou seja, os estados de equilibrio de ¢, ¥ coincidem, e portanto pela propriedade (3) v é

hiperbdlico se, e somente se ¢ é hiperbdlico.



3 Potenciais hiperbdlicos de um sistema
dinamico topoldégico

Neste capitulo, apresentamos a definicao de potenciais hiperbdlico dada pela pelo
artigo [16], reunimos vdrias propriedades que sdo vdlidas para mapas em um espago

métrico compacto X. [19], [22] e [28] e [16].

3.1 Potenciais Hiperbdlicos

Definig¢ao 3.1. (Potencial Hiperbdlico ). Dizemos que um potencial Hélder continuo
¢ : X — R é hiperbdlico para f no conjunto X’ C X, se existir um nimero inteiro n > 1

tal que sup S, (¢)(x) < P(f", Sn(p)) é satisfeita para todo z € X'.
X

Lema 3.2. Seja f: X — X wma transformacdao continua num espag¢o métrico compacto
e seja p um potencial em X. Entdo, o potencial ¢ € hiperbdlico para f se, somente se,

existe um inteiro n > 1 tal que

sup lSn(w) < P(f,¢).
x n

Demonstracao. De fato, como para cada inteiro n > 1 e todo potencial ¢, pelo Lema

(2.34) tem-se

P(f", Su(p)) = nP(f,¢).
Sendo ¢ hiperbdlico, resulta que

sup S, (¢)(2) < P(f", S.(¢))

zeX
= nP(f,¢),

1
Desta forma , equivalentemente, tem-se sup —S,(¢)(z) < P(f,¢), para todo n > 1.
2eX N

Portanto,

sup ~5,(¢) < P(f.9),
xX n
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como desejavamos mostrar.

]

Proposigao 3.3. Sejam X um espaco métrico compacto e f : X — X uma transformacao

continua. Entao, para cada potencial continuo ¢ : X — R, temos que:

1 1
I i) = o (w0 .0)
= sup /(pd,u (3.1)
HEM ¢ (X)
< P(f.¢)

Além disso, as seguintes propriedades sao equivalentes.

1. O potencial ¢ é hiperbdlico para f.
2. sup /sodu < P(f, ).
HEM(X)
3. A entropia métrica para cada estado de equilibrio de f para o potencial ¢ é estrita-

mente positivo.

4. Existe um potencial continuo @) cohomdlgos para ¢ tal que

sup ¥ < P(f, ).
X

5. Todo potencial continuo cohomélogo ao potencial ¢ é hiperbdlico para f.

Demonstragao. A afirmagao da desigualdade em (3.1) segue imediatamente da Defini¢ao

(2.31) de P(f,¢): como h,(f) > 0 e po é uma medida de probabilidade invariante entao

P(f, ) > h,(f)+ sup /cpdvz sup /sodv
veM;(X) vEM;(X)

para toda fungao continua . Portanto, P(f,») > sup /godu.
HEM§(X)
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Agora, vamos provar as igualdades em (3.1).

1 1
lim sup =S, = inf <sup —Sn(@)>
X n

n—oo x 1N n>1

= sup dp.

HEM (X

L,
)
Observe que f™ preserva a medida u, entao /cpdu = /go o f"du, para cada

n—1

inteiro n > 1 e para toda p € M(X), concluimos que
1
- po
n

1
/—&Wﬂu _
n k=0

1
E/gpdu+...+/cpof”_1d# = /‘Pdﬂ
1 1
Como  sup —S,(¢) > =S,(p)(x), resulta que
xX n n

/ edp = / %Sn(QO)(x)d/J
< /sg{p %Sn(w)du = sup %Sn(X)-

Da compacidade de M;(X) e continuidade da aplicagdo p — / wdp na topo-

logia fraca’, resulta que o supremo ¢ atingido por alguma v € M;(X), tal que

/gpdu = sup /gpd/,L.
HeEMf(X)

Logo,
sup /cpdu = /gody
HEM(X) .
= —Sn(p)d
t/%(@”
< sup —Su (),
x n
ou seja,

1
sup / @dp < sup =Sy (¢).
HEM;(X) x n

1
Portanto, sup —S,,(¢) é uma cota superior para  sup /godu.
X n HEM(X)

Por outro lado, tomando o infimo, temos que:
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1
sup /gpdu < inf (sup —Sn(go)) .
peEM(X.f) nzl\ x 1 (3.2)
Resta provar que

1
inf <sup—5n(g0)> < sup /cpdu.
nzl\ x n HEM (X))

Para isso, mostraremos que

1
limsupsup —S,(¢) <  sup / wdj.
nooo X T HEM(X,f)

1 1
De fato, note que lim sup —S,(p) < lim supsup —S,(p), e a sequéncia sup S,(p) é
n—oo x T n—o00 x n X

1 1
subaditiva (2.27), ent@o existe o limite lim sup —S,(¢) = inf <sup —Sn(gp)) .
n—oo x 1N n>1 x N

1
Inicialmente, como —S,(¢) : X — R é uma fungao continua real em um espago
n

1 1 1
métrico compacto X, entao existe z,, € X —S,(p) tal que —S,(p)(z,) = sup —S, ().
n n x n

n—1
1
Agora, defina a medida u, = — E 0fi(zn)> Onde 05i(5,) ¢ a probabilidade delta de Dirac
n
Jj=0

no ponto f(z,). ,

n—1
1
dp, = df— 5ja:
/@u Q/¢<";o““>

1 n—1
:gZ/WWm

7=0

n—1

1

=S¥E&W)

Assim, podemos escolher uma subsequéncia (n),eny — 00 tal que

limsupsuplSn(cp) = lim ikS',ALm(@)(xnm).

n— 00 X n m—00 My,
Por outro lado, a compacidade M;(X) garante que existe ponto de acumulagao

p € My(X) de (pn)n, € pelo Lema (2.22), resulta que p € M¢(X). Assuma que uma
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subsequéncia p, converge para alguma probabilidade p na topologia fraca*. Entao,

temos que:

inf (sup lSn(go)) = lim sup lSn(go)
X n

n>1 n—oo x N

1
< lim supsup —S,(p)

n—oo X n

1
= lim —Snm (@)(xnm)

m—oo M,

= lim /Ul wdfy,,
m—r0o0
= / edp
sup / odt.
peEM ¢ (X)

Finalmente, juntando esta tultima desigualdade com a rela¢ao (3.2), obtemos a

IN

prova das igualdades em (3.1), como querfamos demonstrar.

Agora, vamos provar as seguintes implicagoes da proposigao (3.3):

1= 5

N

=2 =4

1
(1) & (2):Inicialmente, da igualdade inf (sup—Sn(gp)) = sup /god,u em
nzl \ x 1 HEMf(X)

(3.1), e sendo ¢ é um potencial hiperbélico para f, entao existe ng > 1 tal que

P(f,¢) > sup iSno(so) > inf (sup i5n0(¢)>
X

no nzl \ x 7No
= sup wdp.
HEMf(X)

Isto mostra que (1) < (2).

(2) = (3) :Suponha, por hipdtese, o potencial ¢ hiperbdlico e

P(f,po) — sup /gpd,u > 0. Logo, se v € e(f, @) entao, temos que:
HEM(X)

h(f) + / odv = P(f,0) .
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Como vale a desigualdade  sup / pdp > / pdv, resulta que
HEM §(X)

h(f) = P(f.¢) - / odv

> P(f,p)— sup /sodv
veM(X)

> 0.

Assim, concluimos que (2) = (3).

Agora, prova que (3) = (2) : suponhamos, por contradi¢ao, que exista alguma

p € e(f, p) tal que

sup / dji = P(f. ),

HeEMf(X)

para o potencial .
Como a fungao p +— / @dp é continua e M;(X) é compacto, relativamente a topologia
fraca *, o que implica que o supremo ¢ atingido por alguma medida de probabilidade

invariante, entdo existe p9p € M(X) tal que

/wduo = P(f.¢)

para todo potencial .

Da Definigao de P(f,¢), e do fato de h,,(f) > 0, obtemos que:

huo(f)—i_/dﬂo
< P(f ).

IN

Logo i é estado de equilibrio, portanto h,,(f) = 0, o que contradiz a hipdtese.

Isto prova que (3) = (2).

Até agora mostramos que as propriedades (1), (2) e (3) sdo equivalentes. Para
completar a prova da Proposigao, primeiro vamos provar a Proposi¢ao (??), que diz uma
vez que para cada potencial 1) cohomodlogo a ¢ os estados de equilibrio de f para oa

potenciais ¢ e 1 coincidentes. Pela propriedade (3) o potencial 1) é hiperbdlico se e
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somente se ¢ é hiperbolico. Obtemos como consequéncia direta deste fato a implicagao

(4) = (1) e a equivaléncia entre (5) e (1).

Iremos provar que (4) = (1) : devemos mostrar que se existem dois potencias

ditos cohomélogos ¢, e se supyp < P(f,v), entdo ¢ é hiperbdlico. Assim, pelo Lema
X
1
(2.43), tome o potencial continuo » = —S,(¢), que é cohomélogo ao potencial ¢, e da
n
Proposigao (2.41), segue-se P(f,¢) = P(f, ), entao:
1
sup = sup—Sa(y)
X x n

< P(f,v)
= P(f,»)

1
Portanto, sup —S,,(¢) < P(f,¢) .Isto completa a prova de (4) = (1).
x n

Finalmente, observe que a implicacao (2) = (4) é consequéncia direta da segunda
igualdade em (3.1), e do fato que para cada nimero inteiro n > 1 a fungao +.5,(n)(p) ¢

cohomélogo a . A prova deste fato é feita no Lema (2.43).

(2) = (4): Da implicagao (1) < (2), vemos que ¢ ¢é hiperbdlico, ou seja, vale que

1 1
sup —Sa(p) < P(f,¢), pela Proposicao (2.41), tem-se P(f, ) = P(f, ~5a(p)), porque
X

1 1
o potencial continuo —S,(¢) é cohomdlogo para . Portanto, tem-se sup —S,(¢) <
n xX n
1

P(f, ~Sa(%))

(1) = (5)

Seja 1 um potencial continuo cohomélogo para ¢, entao

P(f, ) = P(f, ),
daf segue , se p é um estado de equilibrio de f para potencial ¢, entao
hu(f) + /sodu = P(f,»)
= P(f,%),

ou seja, os estados de equilibrio de ¢, ¥ coincidem, e portanto pela propriedade (3) v é

hiperbdlico se, e somente se ¢ é hiperbdlico. O
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Corolario 3.4. Sejam f : X — X um mapa continuo e X um espaco métrico. Entao,

eziste um potencial hiperbélico para f se, e somente se a hyp(f) > 0.

Demonstragao. (=) Consideremos o potencial hiperbdlico ¢ : X — R para f. Pela

Proposigao (3.3), segue da propriedade (3), que h,(f) > 0 para cada p € e(f, ¢).

Agora, do principio variacional (3.20), resulta que

hion(f) = sup_ hy(f) >0,
neMy(X)

Como queriamos demonstrar.

(<) Seja hiop(f) > 0 e considere o caso particular ¢ = 0, temos que:

0 = supyp
< htop(f)
= sup fu(f)

peMy(X)

= P(f, )

Observagao 3.5. Quando a hy,(f) > 0 entdo para todo potencial hiperbélico ¢, a

desigualdade sup S, (¢)(xz) < P(f",S,(¢)) falha para n = 1. Ou seja, para n = 1 e
X

hiop(f) > 0, resulta que

Syw@ZPM@-

Com efeito, para encontrar tal ¢, considere aplicacao continua h : X — Re z € X um

ponto que nao fixo de f, de modo que h(x) — h(f(x)) > hp(f). Entdo o potencial

@ :=h—ho f é cohomdlogo ao potencial 0. Entao pela proposi¢ao (2.41), temos

que:

P(f,¢) = P(f,0)

= huop(f)
h(z) — h(f(x))
sup ().

IN A

Logo, sup ¢(x) > P(f, ) .
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Observe que existem potenciais hiperbdlicos para os quais essas condicoes falham

3.1.1 Lema Chave

Esta subsegao é dedicada a provar o caso especial do Lema Chave(3.18), em que a
medida p é suportada em uma orbita periddica; este resultado do Lema chave é declarado
como Proposicao (3.6) abaixo. A prova no caso nao periddico é baseada em algumas das

mesmas ideias do caso periédico, mas é mais elaborada.

Proposicao 3.6. Sejam f um mapa racional de grau n > 2, ¢ : J(f) — R um potencial
Holder continuo e sejat > 0. Entao, para cadan > 1 e para cada ponto repulsor periodico

zo de f de periodo n, temos que:

Plp=tinl £ > L Su(e)a) =0 | (7)ol | 33)

Demonstragao. Como | (f™(z)) |= Ao > 1, segue do Teorema da Fungao Inversa que
existem vizinhangas conexas U(z) e V(zp) de modo que f é uma aplica¢do univalente de
U(zo) sobre V(zp). Em particular, dado um mapa racional f com um ponto fixo repulsor

1

2o, a inversa local ¢ := (f")~! existe e define uma fungao analitica sobre V(z), com o

ponto fixo atrator em 2y, cujo o multiplicador é | A\g* |.

De fato, ¢(z0) = ¢(f™(20)) = 20. Agora, aplicando o teorema da fungao inversa,
resulta que | (6)(0) |= [| F(6(0)) [|7' =| f/(20) [7'=| do |, Escolhemos p > 0

suficientemente pequeno, fixamos 2z, e de modo que ¢ : B(z, p) — C.

Como a bola aberta B(zg,p) é convexa. Logo, pelo Teorema da Desigualdade

Valor Médio, tem-se

| ¢(z1) — 20 | | ¢(z1) — d(=0) |

< XMz — 20|

A

|zl—z0|<9.
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Consequentemente, para z; # 2o € B(zo, p), com | 23 — 2o |< 0, tem-se ¢(z1) € B(2o,0).

Observe que ¢?(21) = ¢(d(21)), entao | ¢*(z1) — ¢*(20) [< (\g')* | 21 — 20 |, segue que

®?*(21) € B(zp,0). Por indugao, aplicando a desigualdade N vezes. Obtemos para N > 1

| o™ (z1) — oV (20) IS (AN | 21— 20 |-

Portanto, resulta que ¢™(2;) — 2 quando N — oo.

Sem perda de generalidade, se necessario, podemos reduzir p, e supor que
¢ (B(ZO7 P)) g B(ZO7 p)
Desde que 2z, € C ponto periédico repulsor de f cuja 6rbita negativa ndo contenha pontos

criticos. Como U (B0, g)) evita no maximo 2 pontos de C, vemos que existem
n>1
21 € B(z0,5) e 21 # 2, e existe N > 1 tais que f"(z1) = 2. Podemos supor, se necessério,

um nimero N suficientemente grande, na qual a componente conexa U; de f~(B(zo, p))

contém z; ¢ Uy € B(z0,5), ¢ fechada e Uy N Uy = @, onde Uy := ¢V (B(z0, p))-

Agora, tomando N ainda maior, se necessario, também assumimos que f~ nao
Contenha pontos criticos em Uy\{z}. Denote U = Uy UU;, f:= fN|y: U — B(z,p) ¢
= —S ~(¢). Observe que f mapeia cada um dos conjuntos Uy e U; propriamente sobre

B (zo, p) e que f nao tem pontos criticos, exceto talvez para z = z.

Para um numero inteiro & > 1, considere o potencial ¥ : J(f) — R, e um ponto
2 € U no dominio de f. Assim, vamos definir Sk( ) =¢(x )+wof( )+ ... +wofk_1(a:),

e o conjunto K = {z € U : para todo k > 1, o mapa f’f é definida em x}.

P(f,o—tin| f']) = sup (Nhu +N/<p—tln|f’|d,u)
HEM(J
= sup (hu (fN) + /SN Y —tln | (fNY ]du)
MEM(J(f

= PUY Sule) — 1] (7))
> s () + [ S e ) dn)

REM(J(f))
= P(flg,@—tln | J')).
1
Entao, tem-se P(f,o —tln | f'|) > N (f\K, —tln | fr |). Agora, para provar o Lema,

é suficiente mostrar que

P(flg: @) =t | f'[) > @(z0) =t | f'(z0) |-
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Para fazer isso, considere o mapa do itinerario. Observe que
{0, 130 = {(1(2)0, t(2)1, L(2)2, 1(2)3, -+ ); 1(2); € {0,1}}.0 espago {0, 1}V ¢é formado

por sequéncias de 0’ s e 1’s que sao infinitas.

L K — {0, 1}V

z = u(2)oe(2)r -

de tal maneira que para cada j € NU {0} temos que
fﬂ(z) S UL(Z)J..
Para cada ntimero k£ > 0 e cada sequéncia ag, - - - , ax € {0, 1}, temos que K (ag - - - ay) =

{z € K : para todo j € {0,--- , k} temos que ¢(2); = a;}.

Pela escolha de ¢, conclui-se que existe uma constante S > 0 tal que para cada
nimero inteiro k > 1 e cada ponto = em K (0...0) temos que | Si(¥)(z) — k@(z) |< S.
——
k
Tomando S maior, se necessério, assumimos que para cada ponto z em U temos

que | $(x) — ¢(z) |< S.

Noés temos dois casos

Caso 1. Para t = 0, entfio, devemos provar a desigualdade P(f|z,?)) > ¢(z0).

Inicialmente, como f nao possui pontos criticos, exceto talvez z1, e f(z1) = 2o ,

onde zq ¢é fixado por f , segue que f é semi-hiperbdlico no sentido [6] .

Assim, para cada ndimero inteiro k£ > 1, toda sequéncia ag,---,ar € {0,1} o
diametro de cada componente conexa de K(ag, ...,a;) é exponencial pequeno em

k.Isso implica que para cada xg € K , tem-se

P(fle@) = lim ~ln 3" exp(Su(@)(@)),

n—oo N 4
z€f~"(20)

veja, por exemplo, [7],0 Lema 4.2 .

~

Agora, fixe um ponto zo € K. Entao, iremos obter o raio de convergéncia R da

série de poténcias na variavel s,
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(3.4)

a féormula de Hadamard permite obter o valor do raio de convergéncia da série em

(3.4):

—_

R™! = lim sup Z exp (S, (@) ()

n—00 4
z€f~"(x0)

Assim, tomando o logaritmo natural, tem-se

InR!' = In| lim sup Z eXp(An(s@)(l’)))
1

n—oo N
zef~"(x0)
1
R n
= Jmm| > ewn(Si(@)@)
z€f~"(20)
— e Y el pw)
z€f~"(z0)

Logo, tomando a exponencial, em ambos os membros desta ultima equagao, vemos
que R = exp(—P(fz, ¢))-

Portanto, precisamos apenas mostrar que R < exp(—¢(zp)). Para fazer isso, observe
primeiro que, uma vez que f é definida para cada numero inteiro k£ > 0 e toda
sequéncia ag, - - - , ay, € {0,1}, entdo existe um ponto de f (o) € K (aq - - - az).

Agora, devemos provar que para cada nimero inteiro £ > 1, toda sequéncia ag, - - - , a €

{0,1} com ag =1 e cada ponto z € K(ag---ax) tem-se

S (@)(@) > (k+ 1)p(z0) — 2ag + -+ ar)$. (3.5)
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Para provar essa desigualdade, e pondo ¢ := ag + --- + ax e seja iy = 0 < iy <
-+ < 1y < k todos os inteiros ¢ € {0,--- ,k} tal que a; = 1. Além disso, define-se

te41 = k + 1. Entao, pela escolha de S, seguem as seguintes desigualdades:

para cada j € {1,--- ,£}. Logo, resulta que

~

St (f11(x)) > (ia — i1)$(20) — 28.

~

Siain(f2(x)) > (i3 — i2)$(20) — 28.

~

Siyamiy (f5(2)) = (i1 = i5)¢(20) — 28

~ ~

Siemip 1 (fieo1(2)) = (10 — ie-1)@(z0) — 2.

Somando em j € {1, .., ¢}, obtemos (3.5).

Para provar a desigualdade R < exp(—@(zp)). Vamos definir a seguinte série de

poténcias na variavel s:

Tendo em vista a desigualdade (3.5), verifica-se por indugao que

expln(kp(z0) —25)] < ) exp(Su(@)(x)),

zef—n(x0)

ou seja, cada um dos coeficientes da série

D(s) + D(s)? + D(s)> + ...
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Caso 2.

¢ menor ou igual ao coeficiente correspondente de Z(s).

Por outro lado, calcula-se o raio R’ da série ®(s) usando o Critério da razao, obtemos

o seguinte valor

PO exp (kgb(zo) - 25')
K=00 oxp ((k—l— D)p(z0) — 29

) = exp (—=¢(20))-

Logo, o raio de convergéncia de ® é igual a exp(—p(2p)), entao

lim  ®(s) = hm Zexp kp(z0) — 285)s* = 400

s—exp(—@)~ s—exp(—

e, portanto, existe so € (0, exp(—¢(20))) tal que P(so) Z exp(kp(z9)—29)sk > 1.

Concluimos entao, que o raio de convergéncia R do = é menor ou igual a sg. Assim,
tem-se exp(—P(f|z, $)) < R < 50 < exp(—p(2)) e, portanto P(f|z, ) > ¢, como

queriamos.

Para t > 0 e z; nao é um ponto critico de f , entdo o potencial In | f | é limitado
e Holder continua, entao este caso segue do Caso 1 aplicado o Holder continuo
o —tln | f |, ao invés de . Assim, suponhamos que, z; é um ponto critico de f .
Denotamos por d > 2 o grau local de f em zj. Sejam p; um ponto fixo de f em U

e para cada nimero inteiro £ > 2, p, um ponto fixo de fk, contido em K(0...01).
k—1
Por definicao de S , para cada k > 1, tem-se

S(pr) = k(z0) — 25.

1
Em particular, temos que klim Z inf Sk(9)(pr) > $(20). Por outro lado, um célculo
—00

(fk>/(pk) - /1n|(f’f)’|du = éln | f’(zo) |. Donde resulta

que, para um k suficientemente grande

1
direto mostra lim — In
k—oo /{

P(ffl, @ —tln| f£ ) > LS(py) —t%1n|(f)/(m)
> $(z0) — tIn|f'(z0)].

Isto conclui a demonstracao.
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3.2 Sistema de Funcoes Iteradas

Nesta secdo, apresentamos a prova do Lema (3.18) assumindo a existéncia de
um "sistema de fungoes iteradas” adequado, gerado por mapa racional. Enunciamos esse
fato como Proposigao (3.15).Assim, depois enunciar a Proposigao (3.15). A prova Lemma

(3.18) ¢é fornecida, apds alguns preparativos e consideragoes.

3.2.1 Espaco simbdlico

Definicao 3.7. (Espaco simbdlico )

Seja > = {1,2, ..}V :={1,2,..} x {1,2,...} x - -, 0 espaco de todas as palavras

(ou simbolos ) infinitas no alfabeto N. Além disso, para cada n € N, definimos

> =41,2,..}" ={a1,as,...ap;0; EN} e Y.  := U >

n>1

Observagao 3.8. Uma palavra infinita em > := {1,2,...}! ¢ uma sequéncia infinita.

Dado um ntmero inteiro n > 1 e uma sequéncia ¢; - - - £, em ) . Dizemos que o

comprimento de ¢y --- ¢, é n, e é denotado por | £1--- ¢, |.

Definicao 3.9. (Sistema de Funcgoes Iteradas (SFI) ) . Uma sequéncia infinita
(¢e)72, de mapas holomorfos de termos distintos dois a dois é dito um Sistema de Fungoes
Iteradas (SFI) se, existem z, € C e p > 0, tal que para cada £ > 1 o mapa ¢ é definido
em B(zg,p) com imagens B(zy,5) . Assim, para cada inteiro n > 1 e cada palavra de

comprimento n,
b ly- by €.

Vamos definir, o mapa ¢p,.. ¢, = ¢, ©...0 @y, .

Definicao 3.10. ( (SFI) Livre) . Dizemos que um (SFI) é livre se, para cada par de
palavras distintas finitas ¢, ¢/ € >_." sdo levados em mapas respectivamente ¢, e ¢p siao

distintos.
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Defini¢ao 3.11. ( (SFI) Gerado ). Dado um mapa racional f de grau n > 2. Um
(SFI) ¢é dito gerado por f, se existe uma sequéncia de nimeros inteiros positivos (mg)2,
tal que para £ o mapa f™ o ¢ = Id em B(z,p). Neste caso, dizemos que ¢, é o ramo

inverso de f™ definido em B(zo, p) e 2o para ¢y(zo).

Defini¢ao 3.12. ( Hiperbdlica) Dizemos (m,)2, é uma sequencial temporal de f se,

para cada n > 1 e cada palavra(sucessao) finita ¢4 - ... - ¢, € > . pondo
me,...t, = My, + ...+ my,, -

Além disso, dizemos que (¢;) é hiperbdlica em relacao a f, se existem uma constante

C > 0e X > 1 tal que para todo z € B(zg,p), L €Y. ej€1,...omp € {1,...,my}, tem-se

| () (fm=i(de(2)) |2 ON.

Definigao 3.13. Dado um ponto z € C e um inteiro n > 1. Dizemos que uma pré-imagem

é nao-ramificada de z por ", quando um ponto y € f~"(z) e (f™)'(y) # 0.

Definicao 3.14. Dizemos que z é excepcional, quando tiver no méaximo um numero finito
de pré-imagens nao-ramificadas. Um ponto excepcional pode ter no méaximo 4 pré-imagens

nao-ramificadas.

Proposicao 3.15. Sejam f um mapa racional de grau n > 2, py > 0, onde é dado pelo
Teorema da Distor¢ao de Koebe(A.15), ¢ = J(f) — R um potencial continuo Hélder e
definindo ¢ := o —tln | f | para t > 0. Seja p uma medida de probabilidade ergédica
que nao cobre um ponto excepcional e cujo o expoente de Lyapunov € x,(f) > 0. Entdo,
existem C' > 0, 2o € C, p € (0,po) e um sistema SFI livre (¢,)5°, gerado por f, que é
definido em B(zo, p), € hiperbdlico em relagio a f e tal que, se denotarmos a (M), a

sequéncia temporal, entao para todo inteiro £ > 1, tem-se

Sme (V) (de(20)) > m€/¢dﬂ_a (3.6)

Lema 3.16. (Distorgao Limitada de um SFI Hiperbdlico) . Sejam f um mapa
racional de grau n > 2, pg > 0 dado por Teorema da Distor¢io de Koebe (A.15), ¢ :

J(f) = R um potencial Hélder continuo e defina
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v=@p—tin|f|t>0.

Além disso, se 20 € C, p € (0,p0), sejam (¢¢),, um (SFI) gerado por f definido em
B(zo,p) € (me)7° a sequéncia temporal. Se (¢¢)32, € hiperbdlico em relacao a f, entdo

existe Cy > 0 tal que para cada { € Z e & € B(x,5)

[ S, (0)(60(6) = Sm (W) (@) | < Co. (3.7)

IN

3.2.2 Conjuntos de Expansao uniforme e Pressao Topolégica

Sejam f um mapa racional de grau n > 2, 2o € C, p > 0 e se (¢)2, um (SFI)
gerado por f definido em B(zg, p) com a sequéncia (my)72, temporal . Entao, para cada

N>1deﬁn1mosZN—{€€Z mg=N}e

U ¢£(B 20

S5 (3.8)

Além disso, defini-se F' := f~ : Uy — B(zo,p), de modo que para cada £ € i\;\, 0 mapa

Fo ¢y =1Id ¢ aidentidade em B(zy, p). Observe que o conjunto

o0

Evi=() U  én0w00u(Blp)

1 __
I=het,. ey,

é um conjunto Cantor contido em J(f) e F| %, ¢ uniformemente expansora. Quando
(¢0)2, € livre, segue que, para cada par de palavras distintas £ e £/ em ), os mapas ¢,

e ¢p sdo ramos inversos distintos de F' definida em B(zy, p).

Em particular, os conjuntos ¢4(B(zo, p)) € ¢p(B(20), p) sdo disjuntos. Segue que,
para cada potencial continuo ¢ : Ky ~N — R a pressao topologica de F' |~ em relagao ao

Sn(p), para cada ¢ € B(z,) ¢ dada por

P(F,Sn(p)) = lim sup ! In Z exp(Snun (@) (Pp 0 ... 0 P (Q))).

n—00
ﬁ77QEZN
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Lema 3.17. Sejam f um mapa racional de grau n > 2, ¢ : J(f) — R um potencial
Hélder continuo et > 0. Além disso, se 20 € C, p > 0 e (¢0)3° é um (SFI) livre gerado
por [ definido em B(z, p), que € hiperbdlico em relagdo a f definido em B(z,5) e para

cada inteiro N > 1 seja e Ky como dada acima e definirmos

—t

—~

K= D7 exp (Sule) (66O | (1Y) (66(0))

S

1 —
Entao, tem-se P(f,o —tln| f'|) > lim sup —InAy.
N—o00 N

Demonstragao. Considere 1) = ¢ —tln | f'|. Seja Cy a constante dada pelo Lema (3.16),

entao para cada numero inteiro N > 1, tem-se

P(f,0) = HPUYSx() = 4P (1Y Iz Sx(0)

= Glmewpoin Y eplS() (dn o0 6(0))
O reSy

+ Sn(@) (Be o ... 0 9m(Q)) + .. + Sn(¥) (¢en(C))]

> T sup o 37 exp [N (Sw() (4Q)) — Co)
leXy

Gy 1, —

= T + N In AN-

Obtemos a desigualdade desejada quando N — oo.

]

Lema 3.18. (Lema Chave) Sejam f um mapa racional de graun > 2 e yp € M(J(f))
ergodica cujo expoente de Lyapunov x,(f) > 0. Entdo para todo potencial Holder continuo

¢ :J(f) = R e para cada t > 0, temos que :

P(fop—thn| f']) > /wiu—txu(f)-

Demonstragao. Seja p uma medida de probabilidade invariante ergddica em J(f), cujo
o expoente Lyapunov é estritamente positivo, e ¢ : J(f) — R um potencial continuo da
Holder definindo ¢ := ¢ —tln | f' | para t > 0. No caso em que p é suportado em uma
érbita periddica de f, a desigualdade desejada é dada pela Proposigao (3.6).

Portanto, a partir de agora, vamos supor que a medida g nao é suportada em Orbita

periddica. Em particular, 4 nao cobre um ponto excepcional de f e, portanto, satisfaz a
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Proposigao (3.15).

Sejam C' > 0, zo € J(f), p > 0 e desde que (¢y)72, ser o (SFI) livre gerado por f definido
em B(zo, p), que é hiperbdlico em relagao a f, dado por Proposigao (3.15). Escolha um
ponto nao periédico ¢ € B(z, 5), para cada niimero inteiro n > 1 e A como no Lema
(3.17).

Entao pelo Lema (3.17) implica que o raio de convergéncia R da série de poténcias na

variavel é definida por Z( Z A,S™ = Z exp (S, (1) (qbg))) S™ satisfaz
ey

i\ -1
R := (lim sup /f\\;") > exp(—P(f,v)).

n—oo

Portanto, para provar o Lema (3.18), basta provar que R é estritamente menor

do que exp (— fz/)d,u).

Para provar isso, sejam Cy > 0 dado por Lema (3.16) e a (my)?° a sequéncia

temporal de (¢)2,. Da Proposi¢ao (3.15) e do Lema (3.16), para cada inteiro ¢ > 1,

segue que

XD (Sony (1) (04(C))) = exp (—(Co + C)) exp (me / ¢du).

Entao, para cada £ € Y_", tem-se

exp (S ()(66(0))) > exp(— | £] (Co+C))exp (me / wdu). -

Portanto, se definirmos a série de poténcias ® na variavel s, por

oo Sy
= Zexp <—CO —Cy+ mg/wdu) ,
=1

entao por (3.9) cada um dos coeficientes das séries de poténcia s

D(s) + D(s)? + O(s)° + (3.10)
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¢ menor ou igual ao coeficiente correspondente da séries =. Mas o raio de convergéncia de ®

éigual aexp (— [¥du) e, portanto, lim ®(s) = oo. Entao, so € (0,exp (— [ ¢dpu))
s—vexp(— [ 1hdp)

tal que ®(sg) > 1 e, assim, o raio de convergéncia R de = é menor ou igual a sy. Por isso,

tem-se
exp (—P(f,1)) < R < s < exp (— / wdu) o

P(f.0) > / by,

como queriamos.

3.2.3 Construindo o SFI

Nesta se¢ao, provaremos a Proposicao (3.15) e, portanto, concluimos a prova do

Lema Chave e do Teorema Principal. Usaremos o sequinte Lema (5.19).

o0

Lema 3.19. Sejam f um mapa racional de graun > 2 e (z,)

uma sequéncia em J(f)
tal que para cada nimero inteiro n > 0 tem-se f(zp11) = 2n. Sejam p > 0, M > 1 um
numero inteiro e (ng);2, uma sequéncia estritamente de nimeros inteiros, tal que para
cada numero inteiro £ > 1 tem-se ng 1 > ng + M e as sequintes propriedades. Eziste
um ponto x, de B(zy,5) em f~N(z) diferente de z,,4n € wm ramo inverso ¢, de fr+M

definido em B(zo, p) e com imagens em B(zo, %), de tal modo que ¢4(z) = w¢. Entdo o

SFI (¢)2, assim definido € livre.

Demonstracao. Observe primeiro que as hipdteses implicam que, para cada inteiro n > 1
existe um ramo inverso ¢, de f* definido em B(z,,) e tal que ¢,(20) = .

Sejam k, k" > 1 um numero inteiro, se £ := (;...0; e (' := {}...0}, sdo palavras

diferentes em Y_". Para provar que os mapas ¢, e ¢ sao diferentes, podemos assumir,

sem perda de generalidade que ¢}, > ¢, + 1. Definindo N :=ny, + ... + ny, + kM, tem-se

SV Mo gy(20) = e, (ko) = e,

Por outro lado, a hipétese de que para cada ¢ > 1 tem-se ny 1 —ng > M implica
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P 0 90(20) = g, -, © 06, 20) = gt = 0

Como por hipdtese, os pontos xy, € Zng, +M sao diferentes, segue-se os pontos

b (20) € ¢e(20), e dal os mapas ¢y e ¢y, sao diferentes.

Agora, exibimos a prova da Proposi¢ao (3.15).

Demonstra¢ao. Denotamos por Z o espago de todas as sequéncias (z,)52, em J(f) tal
que para cada numero inteiro n > 0 tem-se f(z,41) = 2,. Definimos o limite inverso de
f:J(f) = J(f) como o mapa invertivel F': Z — Z que mapeia um ponto (z,)5, em Z
para a sequéncia (z,)5°, definido por z, = f(z0) e para cada nimero inteiro n > 1 por
2! = z,_1. Denotamos I1 : Z — J(f) a projegao dada por II : ((2,)nez) = 20, € de modo
que foll =1Ilo F.

Seja v a Unica medida em Z que ¢é invariante por F' e para que Il xv = p. Se p é
ergddica, entao a medida v também ¢é ergédica para F' e F~1. Assim, por ( [22], Teorema
10.2.3), existe um subconjunto de Z de medida completa em relagao a v, tal que para cada
ponto z = (2,)5, neste conjunto existe r(z) > 0 tal que para cada n > 1 existe um ramo
inverso ¢ de f* definida em B(zy,7(2)) = B(Il(2),r(2)), tal que ¢n(20) = 2, = I(F"(2)).
Fixe z = (2,)22, tal que, além disso, seja genérico para v e F~! no sentido do Teorema

Ergodico de Birkhoff, para que tenhamos

n—1
.1
fim 0 =
J:

na topologia fraca*.Além disso, assumimos que ela satisfaz a conclusao do Teorema

Ergédico de Birkhoff para a funcao In | f” | oll:

n—1

nlLHolo]Z;hl | f7 ] oIl(F(2)) = xu(f); (3.11)

€ essa

s s S (o (e — [ vz 0).
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veja ( [21]), Lema 8.3 ). Reduzindo 7(z) se necessario, assumimos que 7(z) < po.

Entao, pelo Teorema da Distorcao de Koebe, existem constantes Cy > 0 e Ao > 1 tal que

r(z)
2

para cada ¢ € B(zp, =) e todo ntimero inteiro n > 1 tem-se

L (Bu(Q) 2 CoNg (3.12)

. N - r(g)
Em particular, o diametro de ¢,(B(z0, =5*)) converge para 0 quando n — oo.
Por outro lado, ha uma sequéncia estritamente crescente de numeros inteiros positivos

(ng)72, tal que para todos £ tem-se

Sy () (20,) > 14 / by — 1

e tal que a sequéncia ((zn,1;)52,) converge em Z algum ponto (y,)n>,. Agora, a prova é

o0

dividida em dois casos, de acordo com o ponto limite ()22,

é uma Orbita periddica de

F pontos excepcionais de f ou nao.

Caso 1. (y,)%%, nao é orbita periédica de F' de pontos excepcionais de f. Comegamos
a definir um nimero inteiro N > 0 do seguinte modo. Se yy ¢ um ponto nao
excepcional, tomamos N = (. Se yp ¢ um ponto excepcional, entao nossa hipotese
implica que (y,)7>, ndo é uma Orbita periddica; entdo existe um nimero inteiro
N > 1 tal que yy nao é excepcional. Em todos os casos yy ¢ um ponto nao
excepcional. Entdo, existe um numero inteiro M’ > 1 e uma pré-imagem nao
ramificada wy, de yy por M que ndo estd na 6rbita direta do ponto critico de f.
Pela exatidao topologica de f em J(f) existe um inteiro M > M’ + 1 de modo que

existem pontos diferentes wy e wy de B(z, “2) em f~M=M)(w}). Daf resulta que

M (wo) = fM(wr) = yn

e essa fM ¢ localmente injetiva em ambos, 2 = wy e 2 = w;. Entdo existe p > 0

e um ramo inverso ¥, (respectivamente ¥;) de fM definido em B(yy, p), tomando

imagens em B(zo,%) e tal que Yo(yny) = wo (respectivamente Wy (yy) = wy).

Substituindo (n,)72, por uma subsequéncia, se necessario, assumimos que para todo

numero inteiro ¢ > 1 tem-se
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-1

(n£+N+J\/I)
( sup | Vg |> Corg™ > Ay =,
B )

p
(yNyg

(3.13)

Ner1 >ng+Me
QBnZJrN(B(ZO? %)) C B(yN7 g)’

em particular ambas as composicoes, Vg o ¢p,4n € Vi 0 ¢y, sao definidos em
B( 2o, 72—5)) e tomando imagens em B(zp, %) . Por construcao, para cada inteiro

¢ >1 os pontos Wy 0 ¢p,qn(20) € Uy 0 &nHN(zO) sao diferentes.

Substituindo ()92, por uma subsequéncia e troca wy € w; se necessario, podemos

assumir que para cada inteiro ¢ o ponto

2y = Uo 0 Gn,n(20) = Vo(znsn) € F7M (20,4n)
é diferente de 2,4y € defina

¢ =Ypo <ZBW+N|B(zO,p)~

Observe que (¢¢)72, ¢ um SFI definido em B(zp,7(z)) que é gerado por f e cuja

sequencia temporal é

(me)72y = (ne)2;.

r(z)

Lema (3.19) com p = =

e com (ng)g° substituido por (ny + N)32,, implica que o
SFI (¢)72, é livre. Para provar isso (¢)2; ¢ hiperbdlico em rela¢do a f, note que

(3.13) implica que para cada nimero inteiro ¢ > 1 e cada ¢ € B(z,)

(Y (60(0)) |2 A

Juntamente com (3.12), o que implica SFI (¢,)/ % é hiperbdlico em relagao a f;

omitimos os detalhes padrao. Resta provar, definindo
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O :=—infy=—inf o +tsupln | f' |< +o0,
! I Fr R 7]

entao

S (W) (0e(20)) = Snear(®)(e(20)) + S, () (I, (20))
> —(N+ M)Cy + nepdp — 1.

= mg/wdu—l—(N+M) (01+/¢du>.

Isso prova (3.6) com C' = 1+ (N + M) (01 +/1/1du> e completa a prova da

Proposicao nesse caso.

Caso 2. (y,),;29 é uma 6rbita periédica de F' de pontos excepcionais de f. Desde o ponto
z é genérico para v e F~! e desde que por hipdtese p nao é suportado em uma
orbita periddica excepcional, segue-se que z nao é uma orbita periodica de F' de
pontos excepcionais de f; em particular, é diferente de (y,,)%°;.Juntamente com o
fato de que para cada ntmero inteiro n > 1 existe um ramo inverso de f" definido
em B(zp,7(2)) e mapeando z, para z,, a saber por b, isso implica que B(zo,7(2))
nio contém nenhum ponto excepcional. Em particular, ¢(B(z,7(z))) ndo contém

Yo-

Pela exatidao topoldgica de f em J(f) existe um numero inteiro M > 1 de tal
forma que exista um ponto wy de Bz, T(Sz)) em f~M(yy). Desde que yo é por hiptese um
ponto excepcional, z = wy é ponto critico de f*. Seja p > 0 escolhemos suficientemente
pequeno para que o componente de conexa W de f~™ (B(yq, p)) contendo wy esté contido
em B(zo, (8)) e tal que o tinico ponto critico de fM em W é z = wy. Substituindo (ny)$2,

por uma subsequéncia, se necessario, assumimos que para todo numero inteiro ¢ > 1

tem-se ng 1 > ng+ M e

¢ne( (207 )>> C B(yOHO)

Desde pelo acima z,, # yo e fM : W — B(yo, p) é de grau n > 2, segue-se que existem

pelo menos dois pontos de W em

FM(z0,) = £ (0n, (20));
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Seja x, um desses pontos diferentes de z,,1s. Por outro lado, o fato de que

Gy (B(20, - z))) estd contido em B(yo, p) e contém yg, que existe um ramo in-
verso de ™M definida em B(z, “2 "2y obtendo imagens em B(z, (Ef)) e que mapeia
zp para xy; Denotamos por ¢, a restrigdo desse ramo inverso a B(zp, @), entao pela
construgao ¢, tem uma extensao univalente para B(zg, - rle )) que é gerado por f e tem

(me)32, := (ng + M)72, como sequéncia temporal.

Lema (3.19) com p = @, o que implica (SFI) é livre . A prova da Proposigao
(3.15) é semelhante ao Caso 1. Resta provar que, apés a substituicao (ng), por uma

subsequéncia, se necessario, o SFT é hiperbdlico em relacao a f.

Para fazer isso, D > 2 é o grau local de f™ em Wy, seja p > 1 seja o perfodo

minimo do ponto excepcional yy e defina L := sup | (f?)’ | . Note que podemos reduzir
(o]

p substituindo (n,)72; por subsequéncia; fazendo isso, se necessario, assumimos que, para

cada j € {1,---,p — 1} o conjunto f7(B(yo,p)) é disjunto de B(yy,p), isso para cada

n€{0,---,p—1} o ponto z, nao esta contido em B(yo, p),que

LB (D-1/D < )}
(3.14)

e que existe uma constante Cy > 0 tal que para cada ponto z € B(yo, p) e cada

ponto x de W em f~™ tem-se | (fM)(z) |> Cy dist(z, yo)P~H/P.

Dado um numero inteiro £ > 1, seja Ty o maior nimero inteiro 7" > 1 tal que

para todos j € {0,---,T — 1} tem-se f/(z,,) € B(yo, p); por nossa escolha de p

segue que pTy < ny. Desde

1%
lim — > 4., = u,
nEEonnzl n M

para todo nimero inteiro suficientemente grande ¢ > 1 tem-se,

Ty < 20(B (20, p))e- (3.15)
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Substituindo (n,)7° por uma subsequéncia, se necessério, assumimos que isso vale

para cada inteiro £ > 1. Entao, pela definicao de L para todo inteiro ¢ > 1 tem-se
dist (2,,,90) > L™ Tp.

Pondo Cs := CypP~V/P  resulta de (3.15) e entdo por (3.14), vemos que

| (fM) > Codist(Zy,,y0)
> Cy[~THD-D/D
> (s (L2ﬂ(3(yo,ﬁ))(D—1)/D)—n4
> O3 .

Temos, portanto, por definicao de Cy e A,

() (@0(20)) |=] (£ (a0 | - | (FMY(20) |> CoCary®
r(z)

Desde ¢, tenha uma extensao univalente para B(zo, T)’ pelo Teorema de Dis-
tor¢ao de Koebe existe uma constante Cy > 0 independente de ¢ de modo que para cada
¢ € Bz, Ti—z)) tem-se

A
| (F™)(0e(C)) = Cadg®
Entao, substituindo (n)7° por uma subsequéncia, se necessdrio, temos para cada

inteiro ¢ > 1 e para todo ¢ € B(zo, T(4—5)), vemos que

| (f™) (0)(€)) 1= Ag* -

junto com (3.12), que implica que o SFI (¢)7° ¢ hiperbdlico em relagdo a f e para
todo ¢ e termina a prova da proposicao. O]
3.3 Teorema Principal

Teorema 3.20. (Teorema Principal) .Sejam um mapa racional f de graun > 2 e um

potencial Hélder continuo ¢ : J(f) — R, as sequintes condi¢des sao equivalentes:

1. O potencial ¢ € hiperbolico;
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2. 0 expoente de Lyapunov de cada estado de equilibrio do potencial p € estritamente
positivo.

Além disso, se estas condigoes sao satisfeitas, entdo:

3. Existe um unico estado de equilibrio estado i de f para o potencial . Além disso,

a entropia métrica h,(f) > 0 e p exponencial misturadora.

Demonstracao. (1) = (2) : Para isto, como ¢ é hiperbdlico e u € e(f, ). Segue da Pro-
priedade (3) da Proposicao (3.3) que h,(f) > 0, e da Desigualdade Ruelle (2.35), temos

que:

max{2x,(f),0} = h,(f) > 0.

Portanto, x,(f) > 0 como querfamos provar.

(2) = (1) : Suponhamos, por contradigao, que existe um potencial nao hiperbdlico ¢, de
modo que os expoentes Lyapunov de seus estados de equilibrios sao estritamente positivos.
Entéao, da Proposigao (3.3) e propriedade (3), existe po € €(f, ) tal que h,,(f) = 0, entao
P(f,¢) = / @dpg. Do contrério, se hy,,(f) > 0, resultaria no potencial ¢ hiperbdlico,
porque (3) < (1).

Da hipétese, para cada o € £(f, ) € xpu(f) > 0. Assim, como g é uma probabilidade
invariante e estd em e(f, ¢), se necessério, substitua gy por suas componentes ergddicas.
Entao, em virtude de (2.32) e (2.33), podemos assumir j ergédica.

Agora, vamos aplicar o Lema (3.18) para t = 0 e u = py, e dai obtemos que:
P(f?gp) > /Spdﬂ(]

O que contradiz a igualdade P(f, @) = / wdjig. Portanto ¢ deve ser hiperbdlico.
Para finalizar a demonstragao, iremos provar:
(1) = (3) : Por hipdtese, ¢ é um potencial hiperbdlico, entao existe n > 1 tal que o
1
potencial Hélder continuo ¢ := —S,,(¢) satisfaz:
n

supy < P(f, ).
J(f)
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Além disso, como ¥ ¢ sdo cohomdlogo, e conforme a Proposi¢ao (2.41), tem-se
P(f,¢) = P(f.1), e se p € e(f, ¢), da Proposicao (2.42), segue que £(f, ) = (f,v).

Isto conclui que supy < P(f,%). Da propriedade (3), Proposi¢ao (3.3), tem-se
J(f)
h,(f)>0.

Como f é um endomorfismo analitico da esfera de Riemann de graun > 2 e ¢
um potencial Holder continuo satisfazendo supy < P(f,v). Portanto, existe um tnico

J(f)
estado de equilibrio estado p de f para o potencial ¢. Usamos como referéncia [11].

Agora, vamos aplicar o Teorema (A.4), entdo p exponencial misturadora. Isto

conclui a prova de (1) = (3) :

(3) = (1) por hipétese, u é estado de equilibrio de para o potencial ¢ e a entropia
métrica h,(f) > 0, entao segue da Proposicao (3.3) e do item (3) que o potencial ¢ é

hiperbdlico, pois (3) < (1)

]

Consideramos um mapa racional f de tal forma que o expoente Lyapunov de toda
medida de probabilidade invariante no conjunto Julia é estritamente positivo, a parte 2
do Teorema Principal (3.20) é automaticamente satisfeita para cada potencial continuo

de Holder ¢. Portanto, o coroldario a sequir é uma consequéncia imediata do Teorema

Principal (3.20).

Corolario 3.21. Seja f um mapa racional de grau n > 2 tal que o x,(f) > 0, onde
pw e Me(J(f)). Entdo, para todo potencial Hélder Continuo ¢ = J(f) — R as propriedades
1,2 e3 do Teorema Principal (3.20) sdo vdlidas.

Assim, obtemos o sequinte coroldrio como uma consequéncia direta do anterior.

Corolario 3.22. Seja f um mapa racional de grau n > 2 satisfazendo a condi¢ao To-
pological Collet-Eckman. Entao, para todo potencial Hélder continuo ¢ : J(f) — R as

propriedades 1, 2 e 3 do Teorema Principal 3.20 sao verificadas.

A ezisténcia e unicidade do estado de equilibrio, foi mostrada [ [7], Teorema A].

Obtemos o resultado a sequir como consequéncia direta do Lema Chave (3.18).

Primeiramente, definimos
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Xint(f) := inf{x,(f) : © medida de probabilidade invariante em J(f)}, entdo para
cada t > 0, temos que:P(f,—tln | f'|) > —txint-

Dizemos que ty = sup{t >0: P(f,—tIn| f'|) > —txwt} o ponto livre de f.
Quando o ponto livre t € finito, é estritamente positivo e, por definicao, para cada t €
[t4,+00) temos que P(f, —tIn | f'|) = —txint; entdo a fungdo t — P(f,—tIn| f'|) ndo

pode ser real analitica em t =t .

Corolario 3.23. Seja f um mapa racional satisfazendo a condi¢ao Topoldogica Collet-

Eckmann e t, € finito. Entao as sequintes propriedades sao vdlidas:

1. Para cada medida p € M;(J(f)) temos que x,(f) > xint(f)-
2. Paracadat € (t,,+00) ndo hé estado de equilibrio de f para o potencial —¢1In | f' | .

3. Existe no maximo um estado de equilibrio de f para o potencial —tIn | f’ |.Se tais
medidas existirem, entdo as medidas de entropia métrica h,(f) > 0 e funcao pressao

t — P(f,—tIn|f’|) nao é diferencidvel em t = ¢,.

Demonstracao. Inicialmente, da definigao de ¢, tem-se P(f, —tIn|f’|) > —txint para todo
t > 0. Dai, segue que P(f, —tIn|f’|) = —txinr para todo t € [t,, +00), porque da defini¢ao
t <ty . Agora, iremos aplicar o Lema (3.18), para provar este Coroldrio: assim, para o

potencial 0 ¢ = 0 e t = ¢, entao obtemos P(f, —t; In|f'|) > —t 1 x,.(f).

Por outro lado, dada qualquer pr € Mf(J(f)), tem-se —t xine(f) = P(f, —t4+ In|f']) >

—t4 Xy Concluimos que x,(f) > Xine(f). Isto completa a prova do item (1).

Para provar o item (2): sejam ¢ € (ty,400) e p € M;(J(f)). Entao da parte
(1), temos que X, (f) > Xine(f). Assim, segue que t —t; >0 e
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b+ [ —twlfldn = hy(h) = tl)
= hu(f) = taxs(f) + texu(f) — txu(f)
= hu(f) = txu(f) = (¢ = t)xu(f)
= hu(f) =ty [ | f" | dp— (¢ —ty)xu(f)
< o (min+ [ il ) = (¢ = £
= P(f,~tyn[f']) = (¢t = ts)xu(f)
= —tixme(f) = (¢ —t1)xu(f)
< —tyXme(f) = (¢ = t4)Xine (f)
= —tXunt(f)
< P(f,~tI[f)).

Isto conclui que p nao é estado equilibrio de f para o potencial —t1In | f’ |.

Resta provar o item (3): uma vez que, por definicao da condigao Topoldgica
Collet-Eckmam, o expoente Lyapunov de cada medida de probabilidade invariante em
J(f) é estritamente positivo, e por ( [12], Corolario 11 ) existe no méximo um um estado
de equilibrio para o potencial —t, In | f" |, veja também [14]. Se existir a medida u, entao

temos que:

ha(f) = P(f,—tn| f' ) +tixu(f)
= tiXint(f) — texu(f)
=t (xu(f) = xint(f))-

> 0.

Por outro lado, para cada t temos que:

P(ftln [ f1]) = hu(f) = txu(f)
= P(f,=tyIn | f7]) = (¢ = t)xu(f)-

Como t — (t1)~ entdo temos que :

P(f,—tn | f"]) = P(f,—t+In| f"])
t—t,

) < =xulf).

Agora, iremos calcular a derivada parcial de P(f, —tIn | f'|), em relagdo a t, no

ponto ¢, .



P(f,—thl|f/‘)—P(f,—t+lIl|f,|>

SP(f,—tyIn| f'|) = limsup - ) < =xulf)
t—>(t4)~ +
lim sup —(t =t )xulf) < —xu(f)
-t b
< _Xinf(f)'

Por outro lado, de acordo com a definicao de derivada temos:

P, =t [ f]) = P(f, =ty In [ f"])

hrtr-tml ) =t =
= lim P(f,—=tIn | f"[) = (hu(f) — t4xu(f))
t—(t4) T t—t,
g () = 8 Ol = Xane () + txu(f)
(b ) e,
— lim —tXint () + taXine (F) = toxu(f) + Lo xu(f)
t—(ty) T i — t+
— —(t =t )Xt (f)
st L— 1y
= _Xinf(f)
> =xulf)-
Portanto, 2 P(f, —tIn| f’ |) ndo é continua em t., resulta que a fungio

t— P(f,—tln| f'|)

nao é diferenciavel em t,. Isto completa a demonstracao do Corolario (3.23).
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Apeéndice

Para este apéndice consultamos as seguintes referéncias [8], [5] e [26].

A.1 Dinamica Complexa

A.1.1 Esfera de Riemann

No espago R? com coordenadas (1, T2, ¥3) podemos considerar a esfera unitdria

S? c R3:

§° = {(w1,a2,29) s 2 + a3 +af = 1.

~
z=x+iy

Seja N(0,0,1) o polo norte de S§? e identifique o plano C com o plano C com
plano {(x1,z,0) : 71,22 € R}, que intercepta S? ao longo do equador z? + 3 = 1. Assim,
sendo cada nimero complexo z = z + iy esta identificado ao ponto (x1,x2,0). Agora,
para cada z € C considere a reta em R? que passa por z e por N. Essa reta intercepta a
esfera em exatamente um P # N (veja a figura acima ). Observe que, se |z| < 1 entdo P
estd no hemisfério sul, se |z| =1 entdo P = z e, se 0 |z| > 1 entdo P estd no hemisfério
norte. Fazendo z — oo temos que o P tende a N e, com isso em mente chamamos N de

ponto no infinito, {oc}, e identificamos C U {oo} = C com

S%. tal como dado, C U {oo} = C é chamado de esfera de Riemann.

Definicao A.1. Seja U C C um aberto. Dizemos que uma funcao f : U — C ¢ analitica,

n

se para todo zgp € U, existe uma série de poténcias E an(20)w", com o raio de con-

n>0

e}
vergencia p > 0, tal que f(z) = Zan(zo)(z — zp)" para todo z € U tal que |z — 2| < p.

n=0
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Definig¢do A.2. (Funcdo Univalente ) Uma funcdo f : U — C, U sendo um subcon-
junto aberto do plano complexo é dita univalente quando esta for analitica e injetiva em

U.

Definigao A.3. Seja f : C — C dada por f(z) = SEZ;, onde P(z) e Q(z) sao polindmios
z

nao-nulos. Dizemos que f é uma aplicagao racional.

Seja f : C — C uma mapa racional de grau n > 2. Denotamos f" a n-ésima

composta fo fo---o f.

Teorema A.4. Sejam f : C — C um mapa racional de graun > 2, ¢ : J(f) — R funcdo
mensurdvel limitada e ¢ : J(f) — R «a-Hélder continua. Entdo eixte uma constante

C > 0 tal que para todo inteiro n > 1:

’/(¢Of”) —/¢du/<pdu‘ < Clléllsoll@llzans™

Este Teorema dado como Coroldrio 12 [15], onde p < 1 € dado pelo Teorema 10 deste

mesmo artigo.

Definicdo A.5. Sejam U um conjunto aberto em C e f, : U — C uma sequéncia de
funcgoes analiticas. Dizemos que a familia f; é normal em U se toda sequéncia de fungoes de

fr possui uma subsequéncia que converge uniformemente em cada subconjunto compacto

de U.

Definicdao A.6. Seja z € C:

e > ¢ dito ponto fixo de f se f(z) = z.
e 2 ¢ dito ponto periédico f se exite um inteiro N > 1 tal que fV(z2) = z.
e O menor inteiro N tal que fV(z) é dito periodo de z.

Definigao A.7. Seja z um ponto periédico N e (fV)'(2) = A. O ponto z é dito :

e super atrator se A =0
o atratorse 0 < A <1

e repulsor se [A| > 1
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Teorema A.8. Seja fi uma familia de funcoes analiticas num dominio aberto U. Se fy
nao € uma familia, entao para todo w € C, com no maximo uma excegdo, temos fr(z) = w

para algum z € U e algum k.

Definicao A.9. Seja f : C — C . Definimos o conjunto de Julia J(f) por

J(f) = {z € C: a familia {f"},>0 ndo é normal }.

Teorema A.10. O conjunto de Julia J(f) € um conjunto :

o J(f) é completamente invariante, isto €, f~1(J(f)) = J(f) = f(J(f)). Segue-se
que J(fN) = J(f), para todo N > 0.

e J(f) € um conjunto perfeito.
e J(f) € compacto.
e J(f) € ndo vazio.
Proposicao A.11. Sez € J(f). SeU é uma vizinhanga de z entio o conjunto C\ U ()

N>0
contém no madximo 2 pontos. FEstes pontos sao ditos excepcionais.

Proposigao A.12. Seja U um aberto de J(f), entdo existe N > 1 tal que fN(U) = J(f).

A.1.2 Variagoes da condigao de Collet-Eckmann

Para esta subsecc¢ao usamos [1].

Definicao A.13. ( CE). Dizemos que uma funcao racional satisfaz a condi¢ao de
Collet-Eckmann se existem constantes K, () > 1 e C' > 0 tais que para cada nimero

inteiro positivo n e cada ponto critico ¢ pertencente ou de acumulacao em conjunto Julia,

temos |(F™)(F¥c| > CQ™.

Definicao A.14. ( Condigdo topolégica de Collet-Eckmann).Dizemos que uma
funcdo racional satisfaz a condicao topolégica de Collet-Eckmann (TCE), se existem
M >0e P > 1, r > 0tal que para cada = € J(f), existe uma sequéncia de nimeros

inteiros crescentes {n,} com n; < P; e

#{0 < i <ny: 0 << ny; Comypsiyy f~U7(B(fr(x),7)) } < M,
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onde Com,V denota para z € V a componente de V' contendo z.

Teorema A.15. (Teorema da Distor¢cao de Koebe) Para cada mapa racional de
graun > 2 existem uma constante pg > 0 e K > 1, tal que possua a sequinte propriedade.
Seja n > 1 um inteiro, x um ponto em C e p € (0,po), de modo que f* mapeia uma
vizinhanga de x univalentemente sobre B(f"(x), p). Entao, para cada par de pontos z e

2 na componente conexa de f~"(B(f"(x),5)) contendo x, temos que :

g1 < U@ g (A1)
“UmYE) T
Para deduzir esse resultado do Teorema cldssico da Distor¢ao de Koebe, fixe uma
orbita periodica O de periodo n > 3 e escolha um py > 0 suficientemente pequeno, para

que em cada ponto zy em C a B(zy, po) contenha no mdximo um ponto de O.

Assim, para todo p € (0, pg), para cada inteiro n > 1 e cada componente conexa

de W de f~"(B(zg,p)) contém no mdzximo um ponto de O, entao
dim(C\W) = {dim(O\{z} : z € O)} > 0.

Apds uma mudanca de coordenadas que € uma isometria em relagao a métrica
esférica, assumimos que co é em O, mas nao em W. Entdo W estd contido em C e a
métrica esférica no componente coneva W' de f~"(B(zo, %)) contido em W é compardvel

a métrica euclidiana até um fator multiplicativo que depende apenas
min{dim(O\{z}) : z € O}

Da mesma forma, em uma coordenada tal que B(zo,p) C C, a métrica euclidiana em
Py p . , T .

Bz, 5) € compardvel ao esférico até um multiplicativo até um fator que depende ape-

nas po.Portanto, a afirmacdo acima é uma conseqiiéncia direta do Teorema Cldssico da

Distor¢ao de Koebe.
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