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RESUMO

Na teoria dos polinomios ortogonais no circulo unitario, um dos principais resul-
tados é o conhecido Teorema de Verblunsky, no qual, para qualquer sequéncia de nimeros
complexos, com mddulo menor do que um, sempre é possivel relacionar uma medida de
probabilidade nao trivial no circulo unitaro e, consequentemente, obter sua associada
sequéncia de polindémios ortogonais (e vice-versa). Com base nesse resultado, e na teoria
das sequéncia encadeadas positivas, mostra-se, nesse trabalho, que é possivel obter uma
caracterizagao para esses polinomios ortogonais no circulo unitario em termos, agora, de

um par de sequéncias reais, onde uma delas é uma sequéncia encadeada positiva.

Palavras-chave: Medidas nao triviais. Polinomios ortogonais no circulo unitario. Coe-

ficientes de Verblunsky. Sequéncias encadeadas. Par de sequéncias reais.



ABSTRACT

In the theory of orthogonal polynomials on the unit circle, one of the main results
is the well-known Verblunsky Theorem, in which, for any sequence of complex numbers,
with modulus less than one, it is always possible to relate a nontrivial probability mea-
sure on the unit circle and , consequently, obtain its associated sequence of orthogonal
polynomials (and vice versa). Based on this result, and on the theory of positive chain
sequences, this work shows that it is possible to obtain a characterization for these ortho-
gonal polynomials on the unit circle in terms, now, of a pair of real sequences, where one

of them is a positive chain sequence.

Keywords: Nontrivial measures. Orthogonal polynomials on the unit cicle. Verblunsky

coefficients. Chain sequences. Pair of real sequences.



NOTACOES

As notagoes estao dispostas em alfabeto grego, alfabeto romano e nao alfabético.

Alfabeto Grego

a,  coeficientes de Verblunsky associados a uma medida no circulo unitario; veja o
Teorema 1.6

o, conjugado de a,; veja Secao 2.1

B,  constante complexa na relacao de recorréncia de trés termos; veja Teorema 1.2
v distribuigao, ou medida (positiva); veja Defini¢ao 1.3

I' funcao Gama de Euler; veja Segao 2.3

0  salto na medida p; veja Segao 2.2

Omn  delta de Kronecker; veja (1.1)

A,  determinante de Teoplitz; veja Secao 1.2

n  ponto de aumento da distribuicao ~; veja Definicao 1.2

An

200 = b = JelSn(2)Pdu(z) = [[Su(2)]%

Kk,  constante de normalizacao dada por
veja Defini¢caol.7

An  expoente no polinémio de Gegenbauer; veja Subsegao 1.1.1

i, i medidas no circulo unitario; veja Teorema 2.3

1({z}) medida do ponto puro zp; veja Segao 1.2

fy,  momento (trigonométrico) associado a medida yu; veja Defini¢ao 1.3
v, momento dado em funcao de u,; veja Lema 2.2

pn  constante de normalizagao no caso real; veja Teorema 1.2

T,(w)  numeros complexos associados & medida p no circulo unitario; veja Secao 2.1

Alfabeto Romano

{en}52,  sequéncias de nimeros reais associada a y; veja Teorema 2.2

{Hen ooy, {dn )2} par de sequéncias reias associado a medida pu; veja Teorema 2.5
C  corpo dos nimeros complexos C  circulo unitario; veja Definigao 1.2

C, termo aproximante; veja Secao 1.3



oF1(a;b;¢;2)  fungdo hipergeométrica; veja Secao 2.3

{d,}32, sequéncia encadeada positiva; veja Defini¢ao 1.12

{9,352, sequéncia de parametro para {d, }°° ; veja Defini¢ao 1.12

G)  polinémio de Gegenbauer; veja Subsecio 1.1.1

H,  determinante de Hankel de ordem n + 1; veja Secao 1.1

Im(z) parte imaginaria de complexo z; veja Subsecao 2.1.1

TP polinémios de Jacobi; veja Subsecao 1.1.1

K,(z;w) polinémio nicleo CD; veja Secao 2.1

L funcional linear; veja Segao 1.2

{m,}5°, sequéncia de parametros minimais da sequéncia {d, }°° ;; veja Definigao 1.13
{M,}>°, sequéncia de parametros maximais da sequéncia {d,, }>° ,; veja Defini¢ao 1.14
N  conjunto dos niimeros naturais

P partigao do intervalo [a, b]; veja Defini¢ao 1.1

P espaco vetoral dos polindmios; veja Secao 1.2

P, sequéncia de polindomios ortogonais com relacao a uma medida no intervalo (a,b);
veja Segao 1.1

P,,  espaco vetorial dos polinémios de grau no maximo n; veja Secao 1.2

P,(w;z)  polindmios nicleo moénico asssociado a medida p; veja (2.6)

Re(z) parte real do complexo z; veja Subsecao 2.1.1

R,(z) polinomio associado a uma medida no circulo unitdrio; veja (2.24) e Teorema 2.2
supp (7)  suporte para a fungao ; veja Definicao 1.2

Sn(z)  polinomis de Szegd associado uma medida no circulo unitario; veja Observagao
1.2

S*(z)  polinémio reciproco de S, (z); veja Definigao 1.9

Sp(w,z)  polinémio para-ortogonal associado a uma medida no circulo uitdrio; veja
Definigao 1.10

T, matriz de Toeplitz; veja Secao 1.2

7. polinomio de Chebyshev; veja Subsecao 1.1.1

T, transformacdo de Joukowsky: veja Secao 1.2

v(; P)  variacao limitada; veja Defini¢ao 1.1
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V(y) variagao total; veja Definicao 1.1
T, zeros dos polinomios P, = P, ; no intervalo (a,b); veja Se¢ao 1.1
|z|  mddulo do nimero complexo z

Z  conjugado do ntimero complexo z

Nao Alfabético

(-,-),  produto interno associado a uma medida v no intervalo (a, b); veja Definiao 1.4
(-,-)  produto interno associado a uma medida nao trivial com suporte no circulo
unitério; veja (1.8)

—>  convergéncia pontual

= sinal de implicagao

[0 indica o fim da demonstracao
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INTRODUCAO

Os polinémios ortogonais se tornaram essenciais no desenvolvimento de varias
conceitos em matematica como, por exemplo, no estudo das equacoes diferencias de se-
gunda ordem, em fragoes continuas, na teoria das aproximacoes de funcoes, em estabili-
dade numérica e processamento de sinais, entre outros topicos. Isso se deve ao fato de
que esses polinomios apresentam caracteristicas bem peculiares. No caso particular dos
polinomios ortogonais na reta real, por exemplo, uma dessas caracteristicas principais é
que, toda sequéncia de polindmios ortogonais, digamos {P, }32, obedece a uma relacao

de recorréncia de trés termos da seguinte forma:
P.(x) = (x — ) Prq(x) — \pPy_2(x),

em que P_i(x) =0e Py(x) =1 com ¢,, \, € R, n>0. Além disso, sabe-se também que
seus zeros sao todos reais, distintos e pertencem ao seu intervalo de ortogonalidade (veja,
por exemplo, [6]). A titulo de exemplo, podemos citar os polindmios ortogonais classicos

de Jacobi, de Laguerre e de Hermite (veja [2], Capitulo 1).

Além dos polinomios ortogonais na reta real, uma classe de polinémios ortogonais,
particularmente interessante, é a dos polinémios ortoganais no circulo unitario (do inglés,
OPUC). Com relagao a estes, de acordo com Simon [14], sempre que for dada uma medida
positiva nao-trivial (que pode também ser uma medida de probabilidade) u(z) = u(e®)
no cfrculo unitdrio C = {z = € : 0 < § < 27}, existe uma OPUC ménica associada,

{Sn(2)}, satisfazendo

27
[Fsu@n) = [ s, dutz) =0, 0<j<n-1nz1
C 0

onde os polindémios S, (z) tem grau exatamente n. Além disso, os polindmios ortogonais
no circulo unitario (também chamados de polindmios de Szegd) gozam das seguintes
propriedades:

Sn(2) = 250-1(2) = 15,1 (2),

Sp(z)=(1-— |ozn_1|2)z5’n_1(z)an_15;,
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onde @,_1 = —S5,(0) e S} := 2"S,(1/Z). Os numeros complexos «, sdo chamados de
coeficientes de Verblunsky, segundo Simon [15], e S é chamado polindmio reciproco de S,,.
Com essas equagoes, vé-se que os polinomios ortogonais no circulo unitario nem sempre

satisfazem a uma relacao de recorréncia de trés termos.

Relacionado aos polindémios de Szegd, S, (z), tem-se a introdugao dos polinémios

para-ortogonais definidos, segundo Jones et al. [11], por:

Sni1(2) — wn ;+1(2)7

em que {w,}>°, é uma sequéncia de nimeros complexos cumprindo, |w,| = 1.

Outro conceito indispensavel na teoria de polindmios ortogonais é o conceito de
sequéncia encadeada positiva. Precisamente, uma sequéncia {d,}°, é dita sequéncia

encadeada positiva se existe uma outra sequéncia {g, }2°, de modo que:

(i) 0<gy<l1l, 0<g,<1, n>1,
(ii) d, = (1 - gn—l)gna n > 1.

Como se ver em Chihara [5], a sequéncia {g, }°°, é chamada uma sequéncia de parametros
para a sequéncia {d,}>>,. Além disso, tem-se também que essa sequéncia nao é unica
e, por isso, mostra-se que {d,}>; possui sequéncias de parametros minimal, {m,,}>°, e

maximal, {M,}7°,.

O primeiro objetivo da presente dissertagao é mostrar que, os polindbmios com-

plexos, R,(z), definidos por

[T, 11— 7je]
R,(z) = 4 P,(1;2),
D= = Re(magy

onde P,(1; z) sdo polinémios nicleos monicos (veja, [14]), cumprem a seguinte relagao de

recorréncia de trés termos:
Rui1(2) =[(1 4+ ich=1)z + (1 —icy—1)|Rn(2) — 4dyy1 Rn—1(2),

com Ry(z) =1e Ry = (14ic1)z+ (1 —icy), onde o par {{c,}>2,;{d,}>2,} é formado por

sequencias reais.

Em seguida, extraindo-se da sequéncia encadeada positiva {d, }>° , uma sequéncia

o0

o |, formamos um novo par de sequéncias reais {{c,}>2;

de parametros minimal {g,}
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{gn}22,} a partir do qual mostra-se que, existe uma tnica sequéncia de coeficientes de

Verblunsky {3, }22, associada.

Portanto, como para qualquer sequéncia de coeficientes de Verblunsky {a,}>°,
existe uma unica medida, u, de probabilidade nao trivial no circulo unitdrio (veja, [14]),
resulta que podemos caracterizar tal medida através do par de sequéncias reais {{c,}>2 ;;
{d,}22,}. Em sintese, esse é o principal objetivo do presente trabalho, ou seja, mostrar
que dado um par de sequéncias reais {{c,}°21;{d,}5°,}, onde {d,}>°, é uma sequéncia
encadeada positiva, entao, associada a este par, existe uma tnica medida p de probabili-

dade no circulo unitario C, e reciprocamente.

A partir da medida ;o defini-se também a familia de medidas ;¥ com salto t

(0 <t<11) em z = 1. Com isso, mostra-se que Pét)(l; z) = P,(1; 2), i) — Tn, 1 >0, e

(t)y—2 -2
(Iin—)t [1—7al¥] = %[1 — TaQy), 1 >0.
Consequentemente, RS)(z) = R,(z), A =c, e dsj)q = dy4+1 = dyi . Além disso, com

relacao aos pontos puros da medida p no circulo unitario C, mostrar-se-a que os mesmos

podem ser caracterizados pela série

11— w7y (w)oy_|?
=\
5 [ pteiet]

-1

onde o seu comprimento de massa t é dado por t = [1 + \(w)]

Por fim, sera fornecido um exemplo concreto que ilustra aplicagoes para os princi-
pais resultados discutidos nesta dissertacao, onde a medida, assim como seus respectivos
coeficientes de Verblunsky, e o par de sequéncias reais {{c,}>;{d,}>>,}, onde {d,}>2,

é uma sequéncia encadeada positiva, serao dados explicitamente.

A presente dissertacao resulta, essencialmente, de um estudo sobre o artigo inti-
tulado “Orthogonal polynomials on the unit circle and chain sequences” de Costa, Felix e
Sri Ranga [7], e os principais resultados aqui discutidos estao dispostos em dois capitulos

descritos como segue.

No Capitulo 1, apresenta-se, inicialmente, os resultados mais relevantes sobre a
teoria de polinomios ortogonais na reta real. Este estudo serd baseado, por exemplo, no
texto de Chihara [5] (veja também Ismail [10]). Em seguida, aborda-se os polinomios

ortogonais e para-ortogonais no circulo unitario, seguindo-se textos consagrados como
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Chihara [7], Simon [14,15], Szeg6 [18] e Ismail [10], por exemplo. Finalmente, também
é fornecido, nesse capitulo, os conceitos de fragoes continuas e sequéncias encadeadas

positivas.

No capitulo 2, primeiramente, mostra-se que certos polinomios complexos, dados
em funcao de um par de sequéncias reais, onde uma delas é encadeada positiva, satisfazem
a uma relacao de recorréncia de trés termos. Apds isto, chega-se a conclusao que tal par
de sequéncia reais determina, unicamente, uma sequéncia de coeficientes de Verblunsky.
Com isso, apoiados no Teorema de Verblunsky (veja, [14]), é fornecido o resultado mais
substancial deste trabalho no qual, uma medida g no circulo unitario é completamente
caracterizada pelo par de sequéncia reais supracitado. A guisa dos resultados estabeleci-
dos, vé-se que os pontos puros da medida em questao sao determinados pela sequéencia de

parametro maximal da sequeéncia encadeada positiva.
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1 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresenta-se resultados basicos sobre a teoria dos polinomiois
ortogonais e sequéncias encadeadas positivas no caso real, preparando terreno para o
proximo capitulo onde serd falado, especificamente, sobre polindomios, no circulo unitario,
obtidos a partir de um par de sequéncias reais. Nessa exposicao, os lemas e teoremas
utilizados nao conterao demonstracoes, apenas alguns comentarios e observagoes quando
pertinentes. Para um estudo mais rigoroso sobre os assuntos que serao aqui discutidos,

indica-se, por exemplo, o texto classico de Chihara [5] (veja também Ismail [10]).

1.1 Polinomios ortogonais reais

Nesta secao discuti-se as propriedades mais interessantes envolvendo polinomios
ortogonais na reta real. Tais propriedades sao essenciais para a compreensao das segoes
seguintes e do restante do texto. Para tanto, inicia-se dando a noc¢ao da integral de

Riemann-Stieltjes, com a qual, os pilares dessa teoria se tornam mais firmes.

Defini¢ao 1.1. Uma fungao v : [a,b] — C é de variagdo limitada se existe uma constante

M > 0 tal que para qualquer partigdo P = {a =tq < t; < --- < t,, = b} de [a, b] temos
v(1; P) =Y [y(te) = v(te-1)| < M
k=0

A wvariagao total de v, V (), é definida por

V(v) = sup{v(y; P); Pla, b]}

Note que V(v) < M < oo. Além disso, se 7y é real e ndo decrescente, entao tem variagao

limitada dada por V(vy) = v(b) — v(a).

Teorema 1.1. Seja 7 : [a,b] — C de variacao limitada e suponha que f : [a,b] — C seja
continua. entao existe um numero complexo [ tal que para qualquer € > 0 existe um

d > 0 tal que quando P = {a =ty < t; < -+ < t, = b} é uma partigao de [a,b] com
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|P|| = maz {(ty —t5—1); 1 < k <n} < tem-se

13 fmbin) ]| <

para qualquer escolha do ponto 7, tp_1 < 7 < t4.

O numero [ é chamado a integral de Riemann-Stieljes de f com respeita a -~

J:Lﬂmzlﬂwmm

Essa integral goza das mesmas propriedades da integral de Riemann. Para mais detalhes

sobre [a, b], e é definido por

sobre a definicao e demias propriedades das integrais de Riemann-Stiljes, indicamos ao

leitor as referéncias [3, 6].

Definicao 1.2. Um ponto de aumento da fungao v é todo ponto n que cumpre a condigao

v(n+€) —~v(n—e€) >0, para todo € > 0. O conjunto desses pontos,

supp (v) = {n € (a,b) | v(n +€) —~v(n —€) > 0, para todo € > 0},

é chamado o suporte de ~.

Segundo Chihara [14], o conjunto supp () é chamado o espectro de . Os pontos

de aumento de v sao chamados de pontos espectrais.

Definicao 1.3. Se v tem suporte infinito e as integrais de Riemann-Stieljes

b
un::/x”d”y(m), n=01,...

existem, dizemos que v é uma distribui¢cao ou medida (positiva) no intervalo (a,b).

Neste caso, o conjunto supp () sendo infinito permite caracterizar essa medida

~v como sendo uma medida nao trivial.

Os nimeros p;, sao chamadas os momentos de v de ordem k. Quando o intervalo
(a,b) é limitado, os momentos p sempre existem. Por outro lado, se (a,b) for ilimitado
nem sempre isso ocorre, pois a integral acima pode nao convergir. Quando o = 1 dizemos
que v é uma medida de probabilidade. Além disso, se a medida ~y é definida em um intervalo

(—a,a),0 < a < oo, e satisfaz dy(z) = —dy(—x), diz-se que 7y é uma medida simétrica



20

Supondo que 7y é uma medida positiva em um intervalo (a,b) e que f(x) > 0,

para x € supp(y), a Definigdo 1.3 nos permite escrever

| i@ =0

ja que v tem infinitos pontos de aumento. Sendo assim, pode-se definir naturalmente o

produto interno (-, )., pondo:

b
(19 = [ oo dr(a),
onde f e g sdo fungoes continuas definidas em (a, b).

De posse dessa observacao, e notando que polinomios sao fungoes continuas, tem-

se a seguinte definicao para sequéncias de polinomios ortogonais na reta real:

Definigao 1.4. Dizemos que uma sequéncia de polindémios {P,}>°, é ortogonal, com

relagdo a medida 7 no intervalo (a,b), quando P, tem grau exatamente n e

b 0, para m # n
(PusPy, = [ Pal)Pula)ir(e) = .
a pn 70, param=n

Considerando o delta de Kronecker, dado por

1, sem=n
0, sem #n,

observe que podemos rescrever a definicao acima sob a forma

b
(P P}, = / Po(2) Pa(2) dy(2) = pubens mum—0,1,2,...

Quando p, = 1, n > 0, a sequéncia de polinomios obtida é chamada sequéncia de po-
linémios ortonormais com relacao a medida v e é denotada por {p,}52,. Além disso, se
a medida vy, em relacao a qual os polinémios ortogonais P,, n > 0, estao associados, for

simétrica, entao os polinomios P,, n > 0, sao ditos poliomios ortogonais simétricos.

Relembrando as propriedades de ortogonalidade da Algebra Linear (veja, por
exemplo, [13]), vé-se que a sequéncia { P, }°2°,, dada na Defin¢ao 1.4, forma uma base infi-
nita para o espaco vetorial dos polinomios P. Em particular, os polinomios Fy, P, ..., P,

constituem uma base finita para o espago vetorial dos polinomios de grau no maximo n,

P,.
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Observacao 1.1. Por simplicidade, substitui-se algumas vezes a expressao “sequéncia de
polinomios ortogonais” pela sigla “SPO” visando, assim, ser menos repetitivo e promover
uma leitura mais rapida e agradavel. Além disso, considera-se que essas SPO’s sejam
monicas, ou seja, que o coeficiente do termo de maior grau de cada polindbmio P, seja

igual 1 visando simplificar algumas notacoes e resultados.

Com a sequéncia de momentos reais {iu,}>° forma-se a matriz de ordem n + 1

(chamada matriz de Hankel) que define o determinante de Hankel

Mo M1 ... Hn
H, — K1 M2 oo Hntd C n>0
Mo Hpy1 .. HU2n

Sobre esse determinante sabe-se que, uma condi¢ao necessaria e suficiente para a existéncia
de uma SPO, com relacao a uma medida positiva v, é que H, # 0. Uma demonstracao
mais geral desse fato, com relacdo a um funcional linear positivo-definido £, pode ser
encontrada em Chihara [5]. Outro fato essencial que caracteriza as SPO’s, { P, }°°,, é que
seus polinomios P, (z) satisfazem uma relag¢io de recorréncia de trés termos. Com mais

precisao, tem-se o seguinte resultado:

Teorema 1.2. Sejam 7 uma medida positiva e { P,}2° ; uma SPO moénica. Entao existem

constantes o, e 3, # 0 tais que
Poii(z) = (x — apy1)Po() = Bpp1 Poa(z), n=1,2..., (1.2)

com Py(z) =1, Pi(z) =z —ae

rPy, P, "
an+1:M,n20, e Bpi1= P ,n>1.

Pn Pn—1
Demonstragao. Consulte Chihara [5] ou Simon [14]. O

Como serd visto, mais adiante, o Teorema 1.2 nao permanece valido caso a

A A o . ) . .
sequéncia de polinémios {P,}>°, seja complexa; em particular, para as sequéncias no
circulo unitario. Contudo, é verdade que o teorema acima tem reciproca e é conhecida

como Teorema de Favard, dado como segue.
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Teorema 1.3. (Favard) Sejam {a, }72; e {5,}72, sequéncias de niimeros reais arbitrarios,
onde a, € Re f,41 > 0 paran > 1. Entao se {P,}2°, é uma sequéncia de polinémios

monicos satisfazendo a relagao de recorréncia de trés termos

Pu(z) = (2 — an) Pyo1(v) — BuPua(x), n=2,3,...

com Py(z) =1e Pi(x) =z — ay, resulta que existe uma medida v tal que a sequéncia de

polinémios { P, }>°, é ortogonal em relagao a esta medida.
Demonstracao. Veja Simon [14] ou Szeg6 [18]. O

Uma consequéncia dos Teoremas 1.2 e 1.3 é a Identidade de Christoffel-Darbuox:

Teorema 1.4. (Identidade de Christoffel-Darbuox) Se {P,}22 , é uma sequéncia SPO em

relacao a uma medida positiva 7, entao

kn, Pn+1($)Pn(y> - Pn(I)PnH(y)

BB By1) ! : 1.3

Z 5152 Bkﬂ = (Aifa +1) K1 r—y (13)
onde 3;, 7 =1,2,...,n+1,... sa0 os coeficientes que aparecem na relagao de recorréncia
dada em (1.2).

Demonstragao. Veja, por exemplo, Chihara [5]. ]

Como aplicacao da identidade de Christoffel-Darbuox, obtém-se

1 Pa(@)(Prs1(z) = Pay1(y)) — Puga (@) (Pa(z) — Pa(y))
Z 5152 ﬁk+1 = Bz i) r—y

somando-se e subtraindo-se P, 1(z)P,(z) no numerador do lado direito da equacao (1.3).

Logo, quando y — x resulta

- [ Pu(2)(Pga () — Py () (Pa(z))’
261 ﬁkﬂ - BiBs Bras >0,

donde se conclui que

By () (P (2))" = P (2)(Pa(2)) > 0. (1.4)

Através da desigualdade (1.4) pode-se mostrar que os zeros de P, (x) e P,+1(z) se alternam

em ordem crescente; ou seja, que

L nt1,1 <z n,l <z n+1,2 <z n,2 << n+1,n <z n,n <z n+1n+1,
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onde z, ; sdo os zeros de P,(x) € x,41,; sdo os zeros de P,1(z), para j = 1,...n. Essa
importante propriedade satisfeita pelos zeros de polindmios ortogonais é chamada de
propriedade de entrelacamento de zeros. Ademais, mostra-se também que esses zeros sao
todos reais, distintos e estdo no intervalo de ortogonalidade (a,b) (veja, por exemplo,

[5,18]).

1.1.1 Exemplos de polindmios ortogonais reais classicos

Dos varios exemplos de polinomios ortogonais na reta real, destaca-se aqui apenas
alguns dos mais conhecidos, alguns dos chamados polinomios ortogonais cldssicos descritos

nos Exemplos 1.1, 1.2 e 1.3 dados a seguir.

Exemplo 1.1. (Polinémios de Chebyshev) Os polinémios de Chebyshev de primeira
espécie, T, ortogonais com relacio & medida dy(z) = (1 — 2)"2dx em (—1,1) sdo
definidos por

To(x) = cos(nb), n >0,

onde z = cosf, com 6 € (0,7). A relacao de recorréncia de trés termos para esses

polinoémios é dada por

(
0, m#n
1
T, = [ T@Ta@)(1 =) s =37 0
-1
m, m=n=0~0

Exemplo 1.2. (Polinémios de Jacobi) Os polinémios de Jacobi, jrsa’ﬁ ), coma, > —1,

que pela Formula de Rodrigues sao definidos por

(_1)n —a A" a+n +n
o (=0 (L 2) P (1= ) (1 + o) (1.5)

T @) =

sao ortogonais no intervalo (—1,1) com respeito & medida dy(z) = (1 — 2)*(1 + x)"dx.

O coeficiente do termo de maior grau de TP ¢ dado por

@p _ n+a+B+1)
e 2ml(n+a+ B+ 1)




24

onde I' denota a fun¢ao Gama de Euler (veja, por exemplo, [2]). Para esses poliomios em

sua forma monica, a relagao de recorréncia de trés termos pode ser expressa da seguinte

maneira:
@s oy (. g — o (@)
dn(n+a)(n+ B)(n + a + B)

- (a,8)
Cn+a++1)2n+a+p)?2n+a+ 5 — 1)~7n—1 (), n>1,

onde jo(a’ﬁ)(:c) = 1ej1(a’ﬁ)(x) =z—(B—a)/(a+B+2).

Além disso, tem-se

2tetSHpIlPn+ a+ DI(n+ B+ )I(n+a+ B+ 1)
F'Cn+a+p+2)I2n+a+5+1) '

Exemplo 1.3. Polinémios de Gegenbauer: Considerndo o« = = A — 1/2 nos po-

(.8) gq@p)\ _
<*7n ’jn >7_

linomios de Jacobi definidos em (1.5), obtém-se os polinomios de Gegenbauer (ou ultra-
L A . A . , i
esféricos), G ), que satisfazem, em sua forma monica, a seguinte férmula de recorréncia

de trés termos:

n(2A+n+ 1) W (@), n>1, (1.6)

() — GV () —

sendo que Q(()A) (x)=1e QY‘) (x) = x. Esses polindmios sao ortogonais, no intervalo (—1, 1),

em relacio & medida dy(z) = (1 — 22)*Y2dz, A > —1/2.

Para mais exemplos de polindmios ortogonais reais, bem como de outros po-

linémios cldssicos, indicamos os textos disponiveis em [2,5,14].

1.2 Polinémios ortogonais no circulo unitario (OPUC)

Segundo Costa, Felix e Sri Ranga [7], os polindémios ortogonais no circulo unitério
(chamados abreviadamente, OPUC) foram introduzidos por Gabor Szegé em meados da

primeira metade do século XX, através da seguinte tranformacao de Joukowskay:
To(z)=2"'"+2"), n>1,

onde z = 271(z + z7!) desde que se considere z = ¢, com 0 € [0,27]. Como serd visto,
esses polinémios nao satisfazem a uma relagdo de recorréncia do tipo (1.2), e sdo comple-
tamente determinados por uma unica seguéncia de nimeros complexos; Além disso, seus

zeros estao todos situados no disco unitario aberto |z| < 1.
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Antes de se estabelecer os resultados mais gerais sobre a teoria de polinomios
ortogonais no circulo unitario, serao feitas algumas ponderacoes com respeito a alguns

objetos e conceitos que precisam ser apresentados.

Definicao 1.5. Uma medida, p, positiva no circulo unitario
C={z=¢%0<0<2n}

¢ uma funcao real, limitada e nao decrescente com suporte infinito sobre C. Seus momentos

(trigonométricos) sao definidos por
27 ) )
o = /z‘m du(z) = / e ™ du(e®), m=0,£1,+2,.... (1.7)
c 0

Segundo a terminologia adotada em Simon [14], a medida u é chamada medida

nao trivial se o seu suporte é um conjunto infinito ao passo que é dita uma medida de

probabilidade se ju(C) = [, du(z) = po = 1.

Segue direto da definicao acima que fi_,, = pm e que a medida pu(e) induz
uma outra medida u() com suporte infinito em [0, 27]. Além disso, diz-se que z; € C
¢ um ponto puro (ou ponto de massa) de p , se a medida desse ponto é positiva, isto
é, n({z0}) > 0. Um ponto puro, zy, é chamado isolado (ou discreto) se, e somente se,
existe um conjunto aberto, A, em torno de zp, tal que p(A \ {20}) = 0. Mais detalhes
sobre medidas suportadas no circulo unitéario C e possiveis pontos puros para estas medida

podem ser encontrados, por exemplo, em Simon [14].

Com a medida p pode-se definir o seguinte funcional linear

L[z"] = /zm du(z) = pi_m, m=0,£1,£2,...,
c

a partir do qual, é possivel escrever

Llp] = / " p(e) du(6) > 0,

onde p é um polinomio tal que p(e®?) > 0, mas nao identicamente nulo em [0, 27]. Com
isso, como foi feito para o caso dos polinomios ortogonais na reta real, pode-se definir o

seguinte produto interno (-, -):

(9,q) = L [p(=)a(2)] = / p(2)a(2) du(z) = / @@ dp(0),  (18)
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onde os polidmios peq sao definidos no circulo unitario C com relagao a medida .

Agora, com respeito a sequéncia de momentos {i,, }5°___, defini-se a matriz de

Toeplitz, T,, := [p;—;], cujo determinante é dado por:
fo fio1 --o  Hen

A A ) (1.9)

ftn fn-1 oo Ho

Uma consequéncia das informacgoes que temos sobre £ e A\, é dada pela definicao abaixo.

Definigao 1.6. Um funcional linear £, com L[z7™| = pu,,, é dito positivo-definido se

A, >0, n>0, e quase-definido se /\,, #0, n >0

Outro fato corrente na literatura sobre a sequéncia { i, }>°, é que a mesma ¢ dita
hermitiana se u,, = 7,,, com n > 0, e é dita hermitiana positiva-definida se A, > 0, n > 0.

Lembremos que {j, }>°,, ser hermitiana equivale a afirmar que T}, = T.
De posse da defini¢ao anterior mais o produto interno dado em (1.8) resulta que:

Definigao 1.7. Para um funcional linear £ positivo-definido (ou quase-definido), a sequéncia
de polinémios {5,,}7°, é chamada de sequéncia de polinémios ortogonais com relagao a

L se

0, se m#n

(Sn, Sm) = L[Sn(2)Sm(2)] = (1.10)

-2 _
k,”#0, se m=n.

Observacao 1.2. Os polinomios ortogonais no circulo unitario, serao aqui denotados por
“S,” em homenagem a G. Szegd, introdutor dessa teoria no circulo unitario (veja, [18]);

além disso, considera-se, aqui, tais polinomios em sua forma monica.

Observe que trocando-se S, por um polinémio qualquer 7,, de grau m < n,

obtém-se também que:

0, se m<n

(Sp, Tm) = L[Sn(2)mm(2)] = (1.11)

* —
Ky #0, se m=n.

Se p é uma medida positiva com suporte em C, considerando-se o delta de Kro-
necker definido em (1.1) e o produto interno dado em(1.11), obtém-se uma associa¢ao

entre os polinomios S, e a medida p envolvida, como sugere a proxima definicao.
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Definicao 1.8. Sejam {5, }7° , uma sequéncia e y(z) uma medida com suporte no circulo
unitdrio C = {z = € : 0 < § < 27}. Dizemos que {S,}>°, é uma SPO com relacio a

medida p(z) se cada polinémio S, tem grau n e

2w
/Sn(z)Sm(z)d,u(z) = / Sn(€) S (e®)du(e™) = Kk, 20mn, m,n=0,1,...,
C 0

onde k% = [|S,||> = J. [Sn(2)[?dp(2) # 0 e os respectivos polinémios ortornormais em C

sao dados por s,(2) = £, Sx(2), n > 0.

Agora, seja S, (2) = >}y brnz" com by, € C, by, =1 en>0. Logo, de (1.10)

(veja também (1.11)), tem-se

e = L[5, ] = S b=
k=0

Fn #0, se m=n,

que convertido em notacao de matriz (fazendo-se m = 0,1,2,...n) fica

Po  f—1 - Hept1  flen bo,n 0
1 Ho oo Hent2 Hont1 bin 0
. . . . . — E (1.12)
Mn—1 Hp—2 ... Mo H—1 bnfl,n 0
Hn Hpn—1 -~ M1 Ho bn,n "%n
Logo, pela Regra de Cramer, obtém-se
’%nAn—l
bTL n —
) An
ou seja,
N VANS .
Rn = A (pois by, = 1).
Portanto tem-se,
0, se m=0,1,...n—1
(S, 2™) = (1.13)

Np/Dp—1, se m=n

Observe também que substituindo-se a dltima linha do sistema dado em (1.12) por
Sp(2) =Y h_ binz®, é possivel obter um novo sistema linear a partir do qual calculando-

se by, de forma andloga ao processo anterior, permite escrever o polinomio \S,, da seguinte
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maneira:
Bo  H—1 - Hept1  Hen
) 1 Mo -+ M—nt2 Hont1
Sn(z) = A : : : : . (1.14)
MUn—-1 Hn-2 ... Ko -1
1 z ... 2t 2"

Note que como estamos supondo £ positivo-definido, resulta da Defini¢ao 1.6 que
os determinantes de Toeplitz, A,,, cumprem A, > 0, n > 0. Assim, o processo descrito
acima mostra a existéncia e unicidade dos polinomios ortogonais no circulo unitario, além,

é claro, de apresentar uma maneira de construi-los a partir da sequéncia de momentos
oo
{:um}m:—oo'

Outros polinomios que terao destaque na teoria dos polinomios de Szeg6, S,,, sao

os assim chamados polinomios reciprocos de .S,,, definidos como se segue.

Definigao 1.9. Sendo S, (z) um polinomio no circulo unitério, de grau no maximo n,

definimos o seu polinéomio reciproco por

S (z) = 2"S,(1/2).

Como é de se esperar, o polinomio reciproco de qualquer polinomio ortogonal
no circulo unitario mantém propriedades de ortogonalidade semelhantes as apresentadas
pelos ortogonais. Para elucidar o que esta se falando observe que, combinando as defini¢oes
de polinémio reciproco e do funcional linear £, e usando ainda a igualdade em (1.13),

pode—se escrever

An/An—ly Se m =20
(Sp,2™) = (1.15)

n’
0, se m=12...n.
Esse fato, particular sobre os polinomios S}, desempenhara papel relevante mais adiante.
Uma das diferengas marcantes entre os polinomios ortogonais reais e complexos
é, justamente, que estes ultimos nao satisfazem uma relagao de recorréncia de trés termos

como no caso real dada em (1.2). Todavia, os polindmios ortogonais no circulo unitérios

satisfazem algumas relagoes bem tteis dentro desta teoria, a saber:

Teorema 1.5. Os polinémios ortogonais no circulo unitario moénicos, S, (z), satisfazem
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as seguintes recorréncias:

Sr(z) = Si_1(2) —ap_125,-1(2) (1.16)

n

Sn(z) = (1— |an—1|2)zsn—l(z> — 015, (2), (1.17)
onde Sy(z) = S5(z) =1 e @y := —5,(0).
Demonstra¢ao. Consulte, por exemplo, a referéncia [17]. O

Os coeficientes o, sao conhecidos na literatura como coeficientes de reflexao, mas
alguns autores os chamam também de coeficientes Verblunsky, de Szego, de Schur e de
Geronimus, como consta em Simon [14]. Sobre tais coeficientes sabe-se que, para n > 1,

eles cumprem

1
g,y = O ) (1.18)
<S:Lfl7]‘>
€
A
1o, * = 257272 > 0, (1.19)
An—l

de onde obtém-se que |a,,—1| < 1, para todo n > 1. De fato, substituindo-se (1.16) em
(1.17), chega-se em
Sn(z) = 25,-1(2) — @155 _1(2). (1.20)

Entao, fazendo-se o produto interno (S, (z), 1) resulta
(Sn(2),1) = (28n-1(2), 1) = Tn1 (S524(2), 1)

e como (S,(z),1) = 0, obtém (1.18). Agora, para obter-se (1.19), inicialmente, faz-se o

produto interno de z" por (1.17), obtendo-se
(Sn(2),2") = (1 = [@n1|*) (28n-1(2), 2") — A1 (Si(2), 2") - (1.21)

Em seguida, como de (1.13) e (1.15) tem-se, respectivamente, (S, (2),z") = A,/An—1
e (S*(2),2") = 0, e como (2S,_1(2),2") = (Sn_1(2),2"1), entdo a igualdade em (1.21)
corresponde a A, /A,_1 = (1 — |[@n_1|})An_1/\n_2, € isso é equivalente ao que se queria

provar.

Observacao 1.3. Dada uma medida de probabilidade nao trivial 1 suportada no circulo
unitario C, entao associada a esta medida, mostrou-se, do que foi exposto anteriormente,

que existe uma tnica sequéncia de nimeros complexos {a, }°°,, tais que |a,| < 1, n > 0.
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O proximo resultado é a reciproca do que fizemos até aqui, e é conhecido na literatura

como Teorema de Verblunsky (ou Teorema de Favard para o circulo unitério).

Teorema 1.6. (Verblunsky) Dada uma sequéncia arbitrdria de numeros complexos
{an}22,, com |a,| < 1, n > 0, entdo associada a esta sequéncia, existe uma tnica me-
dida de probabilidade nao trivial u, suportada no circulo unitario, tal que os polinémios

{Sn}n>0 gerados por (1.17) (ou por (1.20)) sdo os respectivos polinémios moénicos de Szego.
Demonstragao. Veja Simon [14]. O

Com relagao as raizes dos polinomios S,, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.7. Os zeros dos polinomios de Szego S, n > 1, estao todos no disco unitario

aberto |z| < 1.

Demonstragao. Veja, por exemplo, [17]. ]

Exemplo 1.4. Seja wy a medida de Lebesgue definida, como uma medida de probabili-
dade, por
dwo(2) = (2miz)'dz, z€C.
A medida wq é suportada no circulo unitario C e um calculo simples mostra que os mo-
(wo

mentos trigonométricos, definidos em (1.7), sdo dados por s, ) = d0.n, n > 0, sendo dy,

o delta de Kronecker, definido em (1.1).

Dessa forma, a partir de (1.9) e (1.14), os polindomios ortogonais no circulo

" n > 0. Consequen-

unitario, S, com relacio a wy, sio dados por Sflw())(z) =z
temente, os coeficientes de Verblunsky associados a medida de Lebesgue wg podem ser

explicitamente fornecidos, a saber
a0 = 50y =0, n>o0.

Observe ainda que os zeros, z,;, 1 < k < n, dos polinémios Sﬁwo)(z) =2z", n>1, sao
de multiplicidade n e todos iguais a zero. Este exemplo é chamado no texto Simon [14],

como o “caso livre”.

Uma importante classe de polinomios relacionada com os polinomios ortogonais

no circulo unitario, é a dos polinomios para-ortogonais. Segundo Jones, Njastade e Thron
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[11], esses polinémios podem ser definidos por
Sn(Wy, 2) = Sy (2) + w, S (2),

onde w, € C é tal que |w,| = 1 e {S,(2)}22, sdo os polinémios de Szegd dados em
relacao a medida p e satisfazendo o produto interno (1.11). Com isso, considerando-se a

ortogonalidade do polinémio reciproco dada em (1.15), observa-se que:

(Sn(w,2),1) = (Su(2),1) +w, (S,(2),1) # 0,
(Sp(w, 2),2™) = (Su(2),2™) +w, (Si(2),2™) =0, m=12....,n—1,

(Sn(w, 2),2") = (Sn(2),2") +wn (5,(2),2") # 0,

de onde pode-se ver uma diferenca em relagao aos polinomios de Szegb expressa pela

primeira das ultimas trés expressoes, o que motiva a apresentar-se a préoxima definigao.

Definicao 1.10. Dizemos que uma sequéncia de polindémios {X,}52, é uma sequéncia
de polinomios para-ortogonais com relagao a uma medida p se cada X,,, com n > 0, tem

grau n e cumpre a condi¢ao:

(Xn, 1) # 0
(Xpn,2™) = 0, m=12....,n—1,
(Xp, 2"y # 0.

Além da propriedade (X, 1) # 0, esses polinomios se caracterizam também por
possuirem apenas zeros simples e localizados sobre o disco unitario C, o que nao ocorre
com os polinémios S, (z). Essas caracteristicas serao exploradas no capitulo seguinte.
Para um tratamente mais detalhado sobre tais polinomios, pedimos ao leitor que consulte

a referéncia supracitada [11].

1.3 Fracgoes continuas

Nesta secao serao apresentados os conceitos mais relevantes para este trabalho
sobre a teoria de fragoes continuas. Tais fragoes, como podera ser visto no préximo

capitulo, também estao relacionadas com a teoria de polinémios ortogonais .
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Para quaisquer sequéncias de niimeros complexos {a, }>2 ; e {b,}°° ,, uma sequéncia

definida por

a a
b_17 OQZbO—’——laQ’.
1 b1_|__

ba

é chamada de fracdo continua. As fragoes continuas podem ser finitas ou infinitas e o

Co = by, C1=10bo+ (1.22)

termo geral (ou aproximante) dessa sequéncia é definido como

a1

Cp = b+ (1.23)

a2
as

b +
bs +

bay +

e sobre este, a fracao continua pode convergir ou divergir, conforme indica a definicao

abaixo.

Definigao 1.11. A fragao continua (1.22) converge para um valor K (finito) se no méximo

um ndmero finito dos C,,, dado em (1.23), é indefinido e

lim C, = K.

n—oo

Caso contrario, diz-se que a fracao continua diverge.

Exemplo 1.5. Considerando a fracao continua

1
1+ L
1+---

é possivel verificar que seu limite é o niimero de ouro dado por ¢ = (14 /5)/2.

1+

Adotando a notac¢ao mais simples para o termo geral (1.23), dada por

al\ CLQ‘

Cp=bo+—+ =+, 1.24
0 ‘bl |b2 ’bn ( )
resulta, pela definicao acima, que
CL1| CL2|
bp+—+-—+-- =K,
TR

caso a dada fragao continua convirja para K. Além disso, escrevendo
AO - bo, BO — 1
A = bbi+a, By=10bh

Ay = bobibs + bpas + a1by, By = biby + as,
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em (1.24), segue que Ay = byA; + asAg e By = byBy + a2 By, e mais geralmente, por

indugao, chega-se a formula de Wall:
An = bnAn—l + anAn—2 € Bn = ann—l + CLan_Q, (125)

desde que A_1 =1, Ag =by, B.1 =0, By=1eb, # 0. Os nimeros A, e B,, sao chama-
dos, respectivamente, de numerador parcial e denominador parcial de C,,, e é imediato

que C,, = A,/ By,.

Observe agora que ao multiplicarmos a primeira igualdade em (1.25) por B,,_; e

a segunda por A,,_1, obtém-se
Aan—l - BnAn—l - _a'n[An—an—Q - Bn—lAn—Q]a
e, consequentemente,

AnBn 1 — ByA, 1 = (=1)""a1ay - a,, n>1. (1.26)

O resultado obtido em (1.26) é conhecido como férmula do determinante (veja,
Wall [19]) e é muito utilizado na teoria de fra¢oes continuas. A partir dessa férmula do

determinante, obtém-se, ainda,

Ay Avr (FD)"Magag- - ay

Bn anl B anan

Mas, sendo Ag/ By = by, somando-se sobre n, resulta que

A, (=D aay - - ay
I Dy
k=1

desde que b; #0 e B; #0, com 1 <17 < n.

Os proximos resultados sao consequéncias do que acaba de ser feito e cujas de-

monstragoes podem ser vistas, por exemplo, no texto de Andrade e Bracciali [1].

Lema 1.1. Se mg = 0, entao o n-ésimo denominador parcial da fracao continua

_1]_(1—m0)m1\_(1—m1)m2\_
TR 1

[N
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Lema 1.2. Seja 7, = (1 — my_1)m,, onde my = 0,0 < m, < 1n > 1. Entio a fra¢io

continua
§a! | 72| 73|

converge para (1+ L)™' onde

o0
m1m2 .. .mn

L= A —my) (A —m)’

1.4 Sequéncias encadeadas positivas

A teoria sobre sequéncias encadeadas foi introduzida por Wall [19], sendo bem
difundida também por Chihara [5] e outros autores, principalmente no que se refere as
suas conexoes com o estudo dos polinomios ortogonais associados a medidas suportadas
na reta real. O estudo dessas sequéncias na teoria de polinomios ortogonais associados a
medidas com suporte no circulo unitario também é de grande relevancia, e por se tratar
de um tema que serd muito utilizado no decorrer deste trabalho, apresenta-se, a seguir,
algumas defini¢oes, exemplos e propriedades associadas a sequéncias encadeadas positivas.

Para um estudo mais minucioso e possiveis demonstragoes, sugere-se, por exemplo, o texto

de Chihara [5].

Definicao 1.12. Uma sequéncia {d,}°, é dita uma sequéncia encadeada positiva se

existe uma outra sequéncia {g,}>2, tal que

(1> 0§90<]—7 0<gn<1) n217

Nessa defini¢ao, a sequéncia {g,}>>, é chamada uma sequéncia de parametros

para a sequéncia {d,}%; o termo gy é chamado parametro inicial.

Segundo Chihara [5], a defini¢do acima é um pouco mais restritiva do que a
definigao original de sequéncias encadeadas introduzidas por Wall [19], na qual o item (i)

acima era dado da seguinte forma:
() 0<ga<1, n=0.

Essa pequena diferenca motiva a introducao do adjetivo “positivas” na defini¢ao acima.
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Exemplo 1.6. A sequéncia constante {d,, }>°; = {1/4} é encadeada positiva, com sequéncia
de parametros {g,}>2, = {1/2}, por exemplo. Ja a sequéncia constante {d,}>>, = {a},
com 0 < a < 1/4, é encadeada positiva com sequéncias de parametros

BT g, - (1T

k= { :

O Exemplo 1.6 ilustra que, em geral, as sequéncias de parametros nao sao tinicas.
Em verdade, dada uma sequéncia encadeada positiva, pode-se mostrar que a mesma possui
uma infinidade de sequéncias de parametros, como mostra os dois proximos resultados

fornecidos em Chihara [5]:

Teorema 1.8. Seja {d, }22 ; uma sequéncia encadeada positiva e sejam {g, }22 e {hn}>2,,

ambas, suas sequéncias de parametros. Entao,
gn < h,, n>1, se, esomente se, gg< hy.

Teorema 1.9. Seja {d,}>°, uma sequéncia encadeada positiva. Se {d,}°°, tem uma
sequéncia de parametro {g,}°°, tal que gy > 0, entdo para cada hg tal que 0 < hy < go,

existe uma correspondente sequéncia de parametros {h,}>° .

Como esses dois teoremas denunciam, as sequéncias de parametro nao somente
existem em numero infinito, mas também podem ser comparadas entre si. Em termos

mais precisos, tem-se as defini¢oes abaixo.

Definigao 1.13. Seja {d,}:°; uma sequéncia encadeada positiva. Uma sequéncia de
nfn=1
parametros {m,}°°, é chamada uma sequéncia minimal de parametros para {d,}>° | se

TTL(]:O.

Um breve exemplo dessa definicao pode ser visto voltando-se a primeira sequéncia
encadeada dada no Exemplo 1.6, isto é, {d,}:>, = {1/4}. Como pode ser verificado

facilmente, tal sequéncia encadeada positiva tem sequéncia minimal de parametros dada

por {mn};Zy = {n/[2(n +1)]}.

Definig¢ao 1.14. Seja {d,, }?° , uma sequéncia encadeada positiva. Uma sequéncia { M, }>°
¢ chamada uma sequéncia mazximal de parametros para {d,}>°, se M, > g, (n > 0), para

qualquer outra sequéncia de parametros {g,}>°, de {d,}32,.



36

Novamente recorrendo ao Exemplo 1.6, observa-se que, a sequéncia encadeada
positiva {d,}>°; = {a}, com 0 < a < 1/4, tem sequéncia maximal de parametros dada
por

{gntnzo = {

Para ver isto com mais clareza, sugerimos ao leitor que considere o seguinte resultado

1+\/1—4a}
5 )

demonstrado em Chihara [5]:

Teorema 1.10. Para que {M,}7° seja uma sequéncia maximal de parametros de uma
sequéncia encadeada positiva {d, }22; uma condi¢do necesséria e suficiente é que

> MMy --- M,
(1—M)(1—Msy)---(1—M,)

= 0.
n=1

Comparando esta tltima expressao com aquela do Lema 1.2, nota-se que a coin-
cidéncia exibe uma intima relagao entre sequéncias encadeadas positivas e fragoes continuas.
Assim como na igualdade do Lema 1.2, a que acaba de ser fornecida no Teorema 1.10 é

também devida Wall (veja, [5]), e é conhecida como critério de Wall.

Como consequéncia dos Teoremas 1.8 e 1.9 pode-se afirmar que toda sequéncia
encadeada positiva possui uma sequéncia de parametros {m,}>°, tal que my =0e m, <
gn, n > 1, para qualquer outra sequéncia de parametros {g,}>2,. Ou seja, toda sequéncia
encadeada positiva possui uma sequéncia minimal de parametros. Além disso, o Teorema

1.8 também garante o seguinte resultado sobre sequéncias maximais:

Teorema 1.11. Toda sequéncia encadeada positiva tem uma sequéncia maximal de

parametros.

A demonstracao de todos os resultados apresentados nesta secao, podem também

ser encontradas em [10,14,18].
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2 UMA CARACTERIZACAO PARA
OPUC A PARTIR DE UM PAR DE
SEQUENCIAS REAIS

Szegé mostrou que polinomios ortogonais reais no circulo unitario podem ser
mapeados para polinémios ortogonais no intervalo [—1,1] por meio da transformagao
2z = z+ 21, Nos anos 80 e 90 Delsarte e Genin [8] mostraram que polinémios ortogonais
reais no circulo unitario podem ser mapeados para polindmios ortogonais simétricos no
intervalo [—1,1] usando a transformacdo 2z = z'/2 + 27'/2. Neste capitulo, apresenta-se
resultados que estendem aqueles apresentados por Delsarte e Genin, agora, para todos
os polinémios ortogonais no circulo unitario e nao apenas os OPUC reais. Neste caso, a
transformagao apresentada mapeia para fungdes em [—1,1] que podem ser vistas como
extensoes de polinémios ortogonais simétricos em [—1,1] satisfazendo uma relagdo de
recorréncia trés termos com coeficientes reais {¢, }5°; e {d,}>2 , onde {d, }>°, também é

uma sequencia de encadeada positiva.

Os resultados aqui estabelecidos, fornecem uma caracterizagao para polinomios
ortogonais no circulo unitario em termos do par de sequéncias reais {{c,}>>, {d,}>2,},
onde {d,}>2, é uma sequéncia de encadeada positiva. Além disso, também é fornecida,
nesse capitulo, uma caracterizagao para que um ponto w (Jw| = 1) seja um ponto puro

da medida envolvida.

2.1 Polinomios nicleos CD e sequéncias encadeadas

Foi visto no capitulo anterior que polinémios ortogonais reais satisfazem a uma
relacdo de recorréncia de trés termos do tipo (1.2) mas que, em geral, isso ndo ocorre
para polinomios ortogonais no circulo unitario .S,,. Um resultado bem importante para
os objetivos do presente capitulo, e que sera provado nesta se¢ao, é que dado um par

de sequéncias reais, onde uma dessas sequéncias é uma sequéncia encadeada positiva, é
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possivel determinar de modo 1inico uma sequéncia de polinomios, associados aos ortogo-
nais S, os assim chamados polinomios nicleos CD, satisfazendo também uma relagao de
recorréncia de trés termos. Para tanto, sera assumido que a medida p utilizada seja uma
medida de probabilidade, e que {s,(z)}>°, seja a sequéncia de polindmios ortonormais
associada a medida pu, onde s, = K,S,, n > 0, com &, sendo a constante de normalizagao
e S, pertencendo a sequéncia de polinémios ortogonais ménica {5, (2)}22,, com suporte
no circulo unitéario, associada a medida p. Além disso, considera-se os coeficientes de
Verblunsky

oy = —Sn+1(0), n > 0,

e as relagoes provenientes de (1.16) e (1.20), que, por comodidade, serdao enumeradas aqui

CO1mo:

Sp(z) = S5i4(2) — an128,-1(2), (2.1)
Sn(2) = 2S-1(2) —@n-1S;_1(2). (2.2)

onde S¥(z) = 2"S,(1/Z) e |a,| < 1, n > 0.

Seja agora

To(w) := %, n >0, (2.3)

de modo que w € C é tal que |w| = 1. Note que, neste caso, |w| = 1 implica em |7, (w)| = 1
para todo n > 0. De fato, sendo |w| = 1, tem-se ww = 1 e, consequentemente, para n > 0,

C1Su0)] _ 1Sa@)] [Su(w)]
Si@) "~ S, (1/@)]  [w][Sa(w)]

|7 (w)] =1 (2.4)

A férmula de Christoffel-Darbuox, de ordem n > 0, associada com a sequéncia

{Sn}22, é dada por (veja, [14]):

Kn(z; w) _ Z sj(w)sj(z) _ 8:1+1(w>5:1+1(z) — 5n+1(w>5n+1<z)' (2'5)

1 —-wz
7=0
Segundo Simon [14], K, (z; w) é chamado polinémio nicleo CD, onde CD é uma referéncia

ao termo “Christoffel-Darbuox”.

Considere também a sequéncia { P, (w; z)} de polinomios em z definida por

n;ﬁlw K,(z;w)

Sn+1<w) 1+ Tn+1 (w)ozn

P, (w;z) = , n>0. (2.6)
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E possivel verificar facilmente que P, (w; z) é um polinémio monico de grau n em z escrito

da seguinte forma:

1 Spa(z) — Tn+1(w)5?2+1(2)‘

Po(w; 2) =
(w;2) z—w 1+ 71 (w)ay,

(2.7)

Com efeito, de (2.5) e (2.6) pode-se escrever
w Spr1(w)s541(2) = sn1 (W) Sns1(2) 1
531+1Sn+1(w) I —wz 1+ 71 (w)ay,
1/w K1 S (W) S5 41(2) — K1 Sn1 (W) S (2) 1

K’?H-lsn'i‘l(w) 1/w(w - Z) I+ Tn+1<w)an

Shi1(2) o *
Sn"rl(Z) - Sn:;(w)sn—&-l(z) 1 Sn"rl(Z) - ﬁs’n—f—l(z)

Pn<w5 z) =

(z—w)(1+ 1w, z—w 1+ T (w)ay,
L Sui(2) = T ()83 (2)
Z—w 1—|—Tn+1(w)04n

ja que, a partir de (2.4), tem-se 7,41 (w) 711 (w) = 1.

Outro resultado que serd utilizado na demonstracao de teoremas desta secao,
é que 7,(w), definido em (2.3), também pode ser obtido recursivamente a partir dos
coeficientes de Verblunsky a,,. Precisamente, tem-se

wry(w) = Toi1 (W) + @ n > 0. (2.8)
7 1+ 7 (w)ay,’ -

W, (W) — @y,

T () = T ay

Tais igualdades, seguem, diretamente, das equagoes (2.1) e (2.2) e da expressao para

T,(w), dada em (2.3). De fato, substituindo-se (2.1) e (2.2) em (2.3), obtém-se

* S (w) -
Top1(w) = wSy(w) — @Sy (w) Salw) [wsﬁ(w) B Ozn] _ wh(w) — @,
n+1(W) = S*(w) — apwS,(w) S (w) [1 _ anwgzgx;] 1 - auwn,(w)

de onde, com uma simples manipulagao, chega-se a segunda igualdade em (2.8), isto é,

an(w) _ Tn—i—l(w) + Qan

= T (2.9)

A partir disso, conclui-se que
(1 — wrn(w) ][+ Tnir (W] = 1 — |an]?, n > 0. (2.10)

De fato, usando (2.9), tem-se

- Tn—l—l(w) + an
1+ 71 (w)ay,

= 1+ 71(w)a, — [Tar(w) + @] ay

[1 — wry(w)ay][l + 71 (w)a] = | [1+ Tog1 (w) o)

= 1—-a,q,

= 1— ||
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Agora, considerando-se (2.1), (2.2) e (2.9) é possivel reescrever os polinoémios

nicleos, P,(w; z), dados em (2.7), da seguinte forma:

Pu(w2) = = [25,(2) — wr(w)S;(=)], n >0 (2.11)
De fato,
oy b Sea(2) = T (w)Sh4(2)
Falw;2) = Z—w 1+ 7o (w)a,

_ 1 [254(2) —@nS;(2)] = Taga (w) [S5(2) — anzSn(2)]
Z—w L+ 71 (W),

_ 1 2Sn(2) [1 4 Ty (w) ] — SE(2) [Tnsr (W) + @)
Z—w 1+ 7 (w)ay,

1

— [25n(2) — wr, (w) Sy (2)]-

Z—w
Observe que na passagem da primeira para a segunda igualdade na sequéncia de igualdades

acima foram utilizadas as expressoes em (2.1) e (2.2), ao passo que na passagem para a

ultima igualdade utilizou-se da expressao em (2.9).

O teorema abaixo mostra que os polindémios nicleos monicos, P, (w; z), satisfazem
uma relacao de recorréncia de trés termos. Tal resultado serd de fundamental importancia

para obtencao dos principais objetivos desse capitulo.

Teorema 2.1. A sequéncia de polindémios nicleos monicos { P, (w; z)} satisfaz a férmula

de recorréncia de trés termos
Poii(w; z) = [2 4 bpp1 (W) Po(w; 2) — apyr (w)2Pyq(w; 2), n>1 (2.12)

com Py(w;z) =1e P(w;z) =z + b (w), onde

by (w) = T:niq(l;)]), a1 (w) = [1 4 1 (w)a,1][1 — wr,(w)agJw, n > 1. (2.13)

Demonstragao. Seja p,11(z) um polindémio de grau n + 1, n > 1, dado por
Prt1(2) = Pog1(w; 2) + up[1 4 7 (w)ag—1] 2P, -1 (w5 2), (2.14)

onde u,, é uma constante. Logo, multiplicando esse polinémio por z —w e usando (2.7) e

(2.11), obtém-se

(z —w)ppy1(w; z) = [zSn+1(z) — anH(w)S:LH(zﬂ + Uupz [Sn(2) — T (w) Sk (2)]
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Agora, pelas igualdades (2.1) e (2.2) resulta que

(z —w)pn(w; 2) = {2 [250(2) = @S, (2)] = wTpr (W) [55(2) = @nzSn(2)]}
(2) = un27n(w).55(2)

(2) = [T (w)un + ] S;(2)}

+ U 285(2) — W1 (W) S5(2) + w2 S, (2) Tngr (W)

(2) = [T (w)un + @0} S;(2)]

+ [tn + W1 (W) ] [2Sa(2) —

+ U, 2SSy, (2

= z{z5,

= 2{zS.(z

WTn—l—l(w)
Up, + WTp+1 (w>an

si )|, (2.15)

Definindo-se, entao, u, = [l — wr,(w)ay,|w e levando-se em consideracao que
|lw| =1 (o que acarreta |7,(w)| = 1, como mostrado em (2.4)), chega-se, sem dificuldade,

(2011
Tn-i-l(w)

T (W)t + @ = W (W) € Uy + Wy (W)ay, = (W)

e, consequentemente, obtém-se

2{25,(2) = [ma(w)uy, + @] SE(2)] = 2 [25:(2) — wrp(w)SE(2)],
it + T (W)an] |28 (2) — 2l 51 (2)| = 2590 (28, (2) — wr(w)S;(2)].

UnFWTn41(W)an n(w)

Com isso, a igualdade em (2.15) pode ser reescrita como

(2 = w)pns1(w; 2) = 2[25(2) — wr (W) 5, (2)] + M[Z‘Sn(Z) — wry(w) Sy ()]

Tn(w>

ou, equivalentemente, usando-se (2.11),

Tn+1 (w)

Tn(w)
onde b, (w) = T, (w) /71 (w), n > 1.

Pri1(w; z) = [z + ] P, (w; z) = [z + bpy1(w)] Py(w; 2), (2.16)

Finalmente, uma vez que u, = [1 — wr,(w)a,|w, tomando-se a,,1(w) como em
(2.13), e substituindo-se (2.16) em (2.14), chega-se ao resultado desejado em (2.12), o que

conclui a prova do teorema. O

Os coeficientes a,,(w) e b,(w), dados no Teorema 2.1, podem ser reescritos, usando

(2.8) e (2.10), como:

by (w) = = w= 8, (2.17)
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1 — wr,(w)ay,

. 1=y Pw, n>1 2.18
i) = (1 o, P, > (2.18)
1+7, n—
_ L m(an ey,
1 + Tn+1 (w>an
De fato, como a,1(w) = [1 + Tp(w)a,—1][1 — wr,(w)ay|w, (2.18) é uma consequéncia

imediata de (2.10). Agora em relacdo a b,(w), usando (2.13) e a primeira equagdo em
(2.8), tem-se, inicialmente, que

W1 (W) — a@p_q
T (W) _ 1 —wry—1 (W), _ W1 (W) — @y
Tn—1(w) Tp—1(w) Tpn—1(w) [1 — w1 (W), 1]

bn(w) = (2.19)

Ora, mas sendo |w| = 1 (o que acarreta 1 = |w|*> = ww), segue-se por (2.4) que

1= |7r_1(w)|* = 71 (w)T_1(w), n > 1. Consequentemente, a igualdade em (2.19) pode

ser reescrita como

bn(w) =

o que fornece a primeira igualdade em (2.17). Por outro lado, usando novamente (2.13)

To1(W) [WT (W) — Q1] w—To (W1 1 — w1 (w)a, 1

1 — w1 (W), 1w (Woam_ 1 —wr_(w)an_

e, agora, a segunda equagao em (2.8), tem-se

o (W) _ o (W)
Tn_1(w) Tn(W) + @y
w [1 4 7 (w) o, 1]
_ Wy (W) [1 4 7 (W) 1] _ w1 + 7, (W) vy 1]
(W) + @y Tn(W) [T (w) + @i
1+ 7 (w)o,—1
1+ To(w)ay, 1

e isto corresponde a segunda igualdade em (2.17).

by(w) =

b

Apoiados nos resultados a que se chegou a respeito dos polindémios P, (w; z),
serao introduzidos, agora, uma classe de polinémios complexos, denotados por R, (z),
que, como serd visto, também satisfazem a uma relacao de recorréncia de trés termos e
serao fundamentais no que se segue no restante deste capitulo. Para tanto, sera assumido
que w = 1 de modo que as novas sequéncias consideradas passam a ser {P,(1;2)}5%,,.
Assim, do Teorema 2.1, obtém-se
Poi(L;2) = [z + bp] Pa(L; 2) — an P (1;2), n=1 (2.20)
com Py(1;z) =1e Pi(1;2) = 2+ by, onde
Tn

b, = , Apyr = [+ Than ][l = Tha], n> 1. (2.21)
Tn—1




43

Neste caso, adotou-se a notagao a;(1) = a;, j > 2, b;(1) =b;, 5 > 1, e 7;(1) =75, j > 0.
Além disso, a partir de (2.17) e (2.18), tem-se

o 1-— Tpn—10p—1 . 1 + TnOlip—1

by n>1, (2.22)

- - JES——
11— Tpn—10p—1 1 + TnOlp—1

1—7,0,, 14+ 7,000,—1

Ups1 = (1= |an_1]?) = (1—lanl?), n>1. (2.23)

1-— Tn,lozm 1 + Tn+10n

Considere agora os polinomios R, (z), de grau n, definidos por Ry(z) = Fy(1;z2) e

Tit - ria5)
Ry(z) = —— P(1:2), n>1. (2.24)
| L[ = Re(mje;)]

Pelo que j4 foi visto para os polinémios P, (w; z), por essa defini¢ao, os polindmios
R,.(z) gozam da propriedade de possuirem n zeros simples em |z| = 1, todos distintos de 1.
Além disso, a préxima subsegao mostrara que estes polinémios satisfazem uma interessante
relacao de recorréncia de trés termos cujos coeficientes que aparecem naquela relagao sao

um par de sequencias reais, onde uma dela é também uma sequéncia encadeada positiva.

2.1.1 Relagao de recorréncia de trés termos para os polindmios

R,.(2)

Teorema 2.2. A sequéncia de polindomios {R,(z)}2, satisfaz a relacao de recorréncia

de trés termos
Roi1(2) =[(14ichs1)z+ (1 —icpy1)|Ra(2) — 4dpi12Rn1(2), n>1,

com Ry(z) = 1e Ry(z) = (1+ic1)z+(1—icy), onde as sequéncias reais {¢, }22; e {d,41}7°,

sao dadas por
o = —Zm(Tp_10_1) a1
1 —Re(rh_101)

Ao = 1 1= |Tn—1@n-1]]]1 — Ty, |?
! 1 —Re(rp—10-1)][1 — Re(Tnhew,)]’

Além do mais, {d;,}>,, onde di,, = d,i1, ¢ uma sequéncia encadeada positiva com

n > 1.

sequéncia de parametros {g1, }7>, expressa por

11— 70 -0
n— A ; n =.u.
I = 5T — Re(rwan)]
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Demonstragao. Inicialmente, considere a sequéncia de polinomios {R,, }°, definida por

Rn(Z) = [1 — Tn_lan_l][l — Tn_Qan_g] cee [1 — ToOég]Pn(l; Z), n Z 1, (225)

em que Ry(z) = Py(1;2) = Ro(z). Em seguida, observe que levando-se em consideracio a
igualdade (2.20), e a primeira das igualdades em (2.22) e (2.23), tem-se, para n > 1, que

(1 - |O‘n—1|2>|1 - Tno‘n|2

(1 — TnflOén,I)(l — TnOén>

(1= Than)z 4+ (1 — Tha,)]

PnJrl(lﬂZ): 1— 7.«

2P,1(1;2)

pn(l; Z) -

Entao, combinando-se essas duas ultimas igualdades, pode-se escrever

Ry1(2) = [(1 — maan)z + (1 - ?nan)]én(z) —[(1 - |an—1|2)|1 - Tno‘n‘z]ZRn—l(z)7 (2.26)

para n > 1, com Ry(z) = Py(1;2) = Ry(z) e

Rl(Z) = (1 - To()éo)Pl(l; Z) = (1 - T()OZQ)(Z + bl) = (]_ - T()OZ())Z + (]_ - ?an), (227)

uma vez que by = (1 — Toap)/(1 — Toayp).
Agora, como por (2.4) tem-se |7,| = 1 para n > 0, observa-se que (1 — |a,,_1|?) =
(1 = |7 10,-1]?), n > 1. Além disso, a partir de (2.24) e (2.25), é possivel escrever os
polinémios R,,(z) como
—— Ru(z), n>1, (2.28)
[[=0[1 — Re(rja)]

onde Ry(z) = Py(1;2) = Ry(z). Assim, substituindo R,(z) (dado em termos de R,(z)

R.(2) =

pela igualdade em (2.28)) na férmula de recorréncia (2.26) e levando-se em consideracao

que (1 —]a,-1*) = (1 — |Tw_100-1]?), n > 1, obtém-se

(1 = Than)z 4+ (1 — Tha,)]
1 —Re(mhan) B (2)
[1 — |Tn,106n,1|2] ’1 — TnOén|2

- [1 — Re(man)][1 — Re(ananfl)]ZRnil(Z)’ n=l (2.29)

Rn—i-l(z)

Mas, observando-se que, para n > 0,

1— 1-7,@ 7z 7z
(1 — 7o)z + (1 — Tha,)] P m(Tn,) P m(Tham)
1 — Re(tpa,) 1 — Re(Than) 1 — Re(m,a)
e definindo-se, paran > 1,
¢, = —Im(Tn,lan,l) dn+1 — 1 [1 — ‘Tnfl@nfl‘Q]ll — TnanP (230)

T 1—Re(Tn_10n_1) T A1 = Re(taon)][l — Re(Tn_1an_1)]’
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entao, a igualdade em (2.29), pode ser reescrita como
Ro1(2) =[(14icps1)z+ (1 —icpy1)|Ra(2) — 4dpi12Rn1(2), n>1,

com Ry(z) = Py(1;2) =1 e, por (2.28) e (2.27),

1 . 1 _
Ri(z) = fjﬁa%aﬁ&@)zfjagaﬁaKl—m%k+%1—mmM
B . Im(mo) - Im(ran)
= |- 1= Re(Toao)] e [1 + "= Re(Tnan)

= (1+icr)z+ (1 —icy)),

exatamente como se desejava.

Por fim, um célculo direto, fornece

1 1 |1 - Tnflan71|2 o 1 - |7-n7105n71’2
2 [1 — RE(TnflOénfl)] N 2[1 — Re(TnflOénfl] .

Consequentemente, a expressao dada para d,.; em (2.30) pode ser reescrita como

I T 11— Tha|?
dypy = (1—= o>l
i ( 2[1 —Re(mn—10n-1)] ) 2[1 — Re(Tna] "

Dai, pondo d,,1; :=dy, €

1 |1 — 10,/
gin ‘= 3 )
2[1 — Re(man)]

n >0, (2.31)

ve-se que di,, = (1 — g1.n-1)g1,, Paran > 1, e que 0 < gy ,, < 1 para n > 0, uma vez que

la,| < 1 paran > 0; isto é, {d1,}r>, é uma sequéncia encadeada positiva. O

Usando (2.10), com w = 1, é possivel reescrever os coeficientes ¢, d, e g1, do

Teorema 2.2 como

_Im(Tnanfl) d 1 ‘1 + 7—nO‘nfl|2 [1 — ’TnJrlan’Q]
Cp = s n = =
1+ Re(Tnttn_1) A+ Re(mnan—1)]|[1 + Re(Tariom)]
paran > 1le
1 [1—|7iaml?
glm:_[ |T+1Oé|]7 n>0.
21+ Re(Tna1am)]

De fato, para obter a nova expressao para c¢, basta tomar a parte imagindria
em ambos os membros da igualdade em (2.10) e, apds alguns calculos nesse processo,

considerar a expressao ja definida para ¢, em (2.30). J4 para obter g;, tome a parte
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real em ambos os membros de (2.10) juntamente com a nova expressao de ¢, obtida, para

concluir, por um lado, que

1 — |Tpy1am|? B 1 — |ay|?
1+ Re(Tnrran) 1+ Re(Tupiom)
= 1—TRe(than) — cnriZm(ron,). (2.32)

Por outro lado, considerando-se a antiga expressdao para c¢,, dada em (2.30), pode-se

verificar que

1 —man|*  [Re(l— TnOén)]2 + [Zm(1 — Tnan)]2
1 - Re(thay,) 1 — Re(Than)
= 1—TRe(than) — cpriZm(ryon,). (2.33)

E a nova expressao para g, segue agora de (2.31), (2.32) e (2.33).

Por tltimo, para encontrar a nova expressao para d,,, basta observar que sendo d,,
uma sequéncia encadeada positiva, pode também ser obtida através da relacao

din = (1= g1n-1)g1.n, n > 1, usando-se, agora, a nova g, encontrada.

Além disso, usando-se (2.22) e (2.30), a expressao para b, também pode ser dada

por
b — 1 —Tp10n1 1 —Re(tp_10p-1) +1Zm(T,_105_1)
o 1— Tn—10n—-1 N 1— R@(Tnan,1> - Z'Im(Tn,lozn,l)
1 +Z Im(Tn—lan—l) .
1 —Re(th10m,1) 1—ric,
= = —, n>1,
1— Im(7Th—10m-1) 1+ic,
1— Re(TnflOénfl)
isto é,
1—1c,
n — Z.C y N 2 1.
1+1c,

Dai, uma vez que b, também é escrito como b, = 7,,/7,—1 (veja (2.21)), entdo

Tn:ble"'bn:H %C]a n>17

o 1 +ic; -
ou seja, 7, pode ser reescrito como
Tnzﬁl_icj n>1 (2.34)
i 1 +ic;’ -

onde 75 = 19(1) = Sp(1)/5*(1) = 1.
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2.2 Coeficientes de Verblunsky via par de sequéncias

reais

E bastante conhecido, na literatura, que sequéncias de polinomios ortogonais
monicos, {S,}5°,, sdo completamente determinadas pelos coeficientes de Verblunsky,
{a,}52,, e vice-versa (veja, por exemplo, [10,14,18]). Contudo, além desta relagao, ha
outra na qual uma sequéncia como {5, }2° , pode ser completamente caracterizada por um
par de sequéncias reais do tipo {{c,}221;{d,}°,}, onde {d,}>°, também um sequéncia
encadeada positiva. Com isso, vé-se que os OPUC estao intimamente ligadas a teoria das
sequéencias encadeadas positivas. Como isto ocorre, é, justamente, o objetivo da presente

Secao.

Lema 2.1. Dadas duas sequéncias reais {c¢,}5°, e {g,}5°,, onde as g, sao tais que
0 < g, < 1 paran > 1, entdo existe uma unica sequéncia {3,}°°,, onde |5,| < 1 para
n > 0, tal que

_ _Im(ﬂn—l) _ 1 |1 _ ﬂn—1|2
T R © T2 —Re(B) nzl

Explicitamente, temos

1—2g, —ic,

Bn-1 = n>1.

1—ic,

Demonstracao. Deseja-se encontrar uma sequéncia {3,}2°, com |3,| < 1 para n > 0,
tais que os pontos f,-1 = (Re(Bn-1), (Zm(B,-1)), cumpram
_Im(ﬁnfl) ‘1 - 67#1’2

[

1
T 1-ReBry) T 2L —Re(Buy)]

onde {c,}>2, e {g,}22, sdo sequéncias reais dadas, com 0 < g, < 1 paran > 1. Assim,
como as igualdades acima para c e g, fornecem

Im(ﬁn—l) - Cn(Re(ﬁn—l) - ]-) € 2gn(1 - Re(ﬁn—l)) - (]- - ﬁn—l)(l - ﬁn—1>7
ou, equivalentemente,
Im(ﬁn—l) = Cn(Re(ﬁn—l) - 1) € [Re(ﬁn—l) - (1 - gn)]Q +Im2(ﬁn—1) = 97217

entao, escrevendo f,-1 = (Re(fn-1),Zm(Bn-1)) = (x,y), n/geql, resulta que as coorde-

nadas dos pontos 5, 1 devem satisfazer as equagoes

y=colz—1) e [r—(1—g)?+y* =g, (2.35)
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que representam geometricamente, respectivamente, uma reta e uma circunferéncia. Dessa
forma, substituindo o valor de y, dado na primeira equagao de (2.35), na segunda equagao,

também de (2.35), chega-se em

(1 —|—ci):zc2 —2(1+c —gu)r+(1 —i—ci —2g,) =0

Agora, resolvendo esta ultima igualdade em z, resulta que x = 1 (implicando em
y=cy(1—1)=0)oux=1-2g,/(1+c%). Note que, embora o ponto f3,_; = (1,0)
resolva as equagoes em (2.35), ele ndo pode ser considerado, pois deve-se ter |5,_1| < 1;
logo, para satisfazer esta ultima condigao so resta o segundo valor para x que, substituido

em y = ¢,(z — 1) produz y = —2¢,g9,/(1 + ¢2). Portanto,

1—2g, —ic,

57%12374_2'3/: 9 nZl,

1—1ic,
que, por construcao, satisfaz |3, < 1, para n > 0, pois (z,y) = (Re(fn-1),Zm(B,-1)) =
Bn—1 obedece a equagao da circunferéncia, dada em (2.35), de centro (1 — g,,0) e raio g,,

sendo g, tal que 0 < g, < 1 paran > 1. O]

Como se pede ver, a sequéncia de nimeros complexos encontrada {3, }5°, pode
ser tomada para ser uma sequéncia de coeficientes de Verblunsky associada a uma dada

medida, u, suportada no circulo unitério, ja que |5,| < 1 para n > 0; além disso, como a

[
n=1

sequéncia {g, satisfaz 0 < g, < 1 para n > 1, esta pode ser usada para determinar
uma sequéncia de parametros para uma sequéncia encadeada positiva {d;,}r>, (veja
Definigao 1.12). Desse modo, fica provada uma relagao entre coeficientes de Verblunsky e
sequéncias encadeadas positivas, onde, neste caso, pelo Lema 2.1, é possivel recuperar a
sequéncia de coeficientes de Verblunsky {3, }5° , uma vez que a sequéncia real {¢,}?, e a
A . o o A i o
sequéncia de parametros {g1 ., 22 = {gn}22, (da sequéncia encadeada positiva {d; ,}72 ;)

sao conhecidas.

Portanto, como é conhecido que dada uma sequéncia de coeficientes de Verblunsky
{Bn}, pode-se encontrar, de modo tinico, uma sequéncia de OPUC monica com relagao
a uma dada medida p (veja [14]), o Lema 2.1 garante que dado um par de sequéncias
reais da forma {{c,}o>;{d1,}>2,}, onde {d;,}52, é encadeada positiva, pode-se obter

também de modo tnico uma sequéncia de OPUC monica. Com isso, segue-se a relagao:

{enhntiddintnt} = {budi20 <= 1 == {Sa}ilo (2.36)
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Mais adiante, novas informacoes sobre a relacao entre sequéncia de coeficientes de
Verblunsky {f,}>°, e par de sequéncias reais da forma {{c,}°°;;{d,, }>°,}, onde {d,}>>,
¢ uma sequéncia encadeada positiva serao fornecidos, onde a caracterizacdo em (2.36) serd

completa no sentido que para a primeira implicagao valera também a volta, isto é
kit ddn}il} = {Bnile

Suponha, agora, que a medida u, considerada na abertura do presente capitulo,
tenha um salto § (0 < 6 < 1) em z = 1. Assim, é possivel definir a familia de medidas,

p®) | associadas & medida p, usando a seguinte transformacio de Uvarov:

/C FOau () =~ / FOd(Q) + =211 (2.37)

Pondo ,u(t) fc “du®(¢) pode-se escrever,

= — — =+1,£2.... 2.

A medida p®, com 0 < t < 1, é também uma medida de probabilidade nao-trivial com
salto t em z = 1. Além disso, como por (2.38), tem-se u,(f) = Un, paran = +£1,+2,. ..,
entdo ;% = p, isto é a medida u é exatamente uma das medidas da familia de Uvarov

(aquela que tem salto t =60 em z = 1).

Segundo Costa et al. [7], na nomeclatura corrente, a medida u®, com 0 <t < 1,
definida em (2.37), tem um ponto puro em z = 1 com comprimento de massa ¢ nesse

ponto.

Denota-se, daqui em diante, SY e ol como sendo, respectivamente os OPUC

monicos e os coeficientes de Verblunsky associados & familia . Com isso, resulta que

S = S, e o) = o, para n > 0, pois como u® gera S (monico e dnico) e p gera
S, (ménico e tinico), basta usar que pu® = p para chegar-se a igualdade - Sh-
Consequentemente, como S,(f)(O) = 5,.(0), resulta que o = a,.

Seja agora pY (1; 2) os polindmios nicleos monicos de grau n em w = 1 associados
a medida p® e dados, como em (2.7), por

1 Sn+1() Tn+15*(t)1(2)

PO(1;2) =
2=1 1479 a0

n>0

? Y

em que 7 = Sr(f)(l) / SZ(t)(l). Com esta terminologia adotada, pode-se, entao, enunciar

o seguinte resultado:
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Lema 2.2. Para todo t tal que 0 <t < 1 tem-se

Pygt)(l, Z) = Pn(L Z)a Tr(zt) =T, n =0, (239)
¢ (t)
[/‘fn ]_2 ['Lin]_Q
1 — () [P 2 N > 0. 2.4
1—t [ Tnaty’| 1—(5[ Tnttn), 1 >0 (2.40)

Demonstracao. Com efeito, note que

o 1 o .
[0 9006) = i [ [0 - S o

c 1+ T(+1an

Pelas propriedades de ortogonalidade de {Sﬁf}rl} {s: +1} vistas na Secao 1.2 do capitulo

anterior, e em virtude das igualdades em (1.19) e (2.10), temos

— 1 —nj lt
[P0 =006 = 5 [s Ea)
c I+ 71,0 0m

R e i
L i o

I e

1+ T(llaﬁf)

n

= [P WO s j=-1,

n n

/ZWH%WL@( Ddp®(z) =0, se 0<j<nm—1
C

(S
i 1 i
[FmPPa0 - 2ai06) = —f—g [mIrs @)
c 1+7, an” Je
t)
_ Tn+1 [n(t) 2
Ll

= Tﬂl [1 - Té)aff)] [k t)]_z, se j=n,

n

onde [,z~ Sj(t (2)dp® = [lig-t)]*z =A;/A,_;. Com isso, pode-se escrever

;

W,oose j=-1,
AZ"H%WLQO—ZMM%@: 0, se 0<j<n—1 (241)
}(f), se j=mn
0
para todo n > 1, onde ’Ayﬁf) = —Tﬁl’yg), ’yff) = — [1 (t) 7(1)} [/ig)]_g e [Fd?(zt)] 2=

Je z‘”Sﬂl(z)dﬂ(ﬂ,
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Note ainda que, para n = 0, é possivel definir ﬁ((]t) e 'Ay(()t) os quais satisfazem

W= [P0 - 9 = - =Pl W a2
c
i = [ PP - 90 = O, (2.43)
c
onde [58”]‘2 = g = 1. Além disso, uma vez que, para todo n > 0, tem-se \T,(f’\ =1le

|oz7(f )| < 1, entao claramente os nimeros %(f) e %(f) sao diferentes de zero para todo n > 0.

Agora, definindo-se a sequéncia dupla {V,(f) n=o _, de momentos modificados, por

n=—oo’

v = /Z"(l —2)dp(2) = p — )y, = 0,41,42,
C

entao, a partir do fato que u(_tL = ﬁgf), n > 0, tem-se

v =7l e TN = (1O, 00,

onde [Hém)](t) =1le [Hém)](t) representa o determinante de Hankel

t t t
S
t t t
Vr(n)+1 Vr(n)JrQ e VT(n)-f—n
t t t
Vr(n)-i—n—l l/r(n)—i-n ce Vr(n)-‘rQn—Q

Consequentemente, usando a ortogonalidade em (2.41) e considerando o sistema de equagoes

sobre os coeficientes do polinomio monico Pét)(l; z) (como feito na Segao 1.2), obtém-se

(a)

[ = (10

n+1 n 2 1’

Y

com [Hl(o)](t) = V(()t) = 1+ @p, de onde se conclui que os determinantes de Hankel

[Hﬁ;q)](t), n > 0, sao todos diferentes de zero.

(b) Os polindomios nicleos ménicos P,(Lt)(l;z) com respeito & medida p*) sdo dados,

unicamente, por

_(t (¢ (¢

SL+& V£L+2 g)

e (¢ (¢

) £L+2 V£L+3 g)
[HTO t

WA

1 z 2"
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onde
v =) — ) = i::;(“j — i) = i:(iuj, j=0,£1,42,...,  (2.45)
com
V@Hl V(—t7)z+2 vy
[H (=] V(t%wrz V(t%ws Vlft) . on>1 (2.46)
UYL

Observe que de (2.45) e (2.46), tem-se também que, para n > 1,

[Hr(LfnJrl)] ()

e como, de (2.45), ﬁgt) =

1

=

V_nt1

V_n+t2

%)

1—-1

V_n42

V_n43

151

n

(1;2) = >
e

ou seja,

}{(fn+l) <

1—-9

y

Vo
151

g

Vn—1

]¥(7n+1)

n Y

1—t\"
1—46

(1—-1)/(1=0)v;, j =0,£1,%£2,..., resulta de (2.44) que

Vopt1 Vopt2 4
V_py2 Vonys 2
b n Z 17
20 41 Up
1 z 2"
41
Uy
:ZFZ(l;Z>’ N/Z L
Up
Zn

0 que prova a primeira igualdade em (2.39), ja que Pét)(l; z)=1= By(1;2).

Para provar a segunda igualdade em (2.39), observe que, utilizando-se (2.37) e a

primeira igualdade ja provada em (2.39), obtém-se, para n > 1,

C

/ S PO(1;2)(1 - 2)du (2)

1—-1
1-6J
1—-1
1-4

C

PO (13 2)(1 - 2)du(2)

SHIP (1 2)(1 — 2)dp(2),
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ou, equivalentemente, para n > 1, por (2.41),

1—1

;Y?(zt) 1— 67n7 s€ ]: _17
]_ _

=1, s jon

Assim, das duas igualdades acima e do fato que &(t) = —7'75:)1 Vnt), 0<t<1, tem-se
1—t 1—t 1—t
t . 1) < .
i [T = A =300 = 1 = T i)

e, consequentemente, T, ,§+>1 = Tu+1, 1 > 1, 0 que prova a segunda igualdade em (2.39), ja

que Tét) =1 = 19 e, de modo analogo ao que se fez acima, utilizando-se, agora, de ﬁét) e
ﬁ/ét), definidos, respectivamente, em (2.42) e (2.43), pode-se verificar que Tl(t) =T.
Por fim, note que, para todo n > 0, sendo = Tns ’y,(f) =— [1 e %)] [/@9]‘2

e 77(5) =(1—=1)/(1 —0)Fn, se j = —1, valem as igualdades

1—t 1—t
[1 - Tno‘g)] [’@@]4 = [1 - qut)ag)} [Krf)]_2 = _'7r(Lt) = ——["Fn] = —=[1 — Tha] [“n]_Q
1—96 1—96
de onde se conclui que
(t)1—2 -2
%[1 — ] = %[1 — wow], m >0,
e isto completa a prova do lema. O
Observe que, a partir do Lema 2.2, tem-se
1=\ [ka]72
11— ntn
1—Tna7(f) (1—5) [m(f)]”[ a0 1 — 70, (2.47)
pu— 72 — .
RG(T Ozn ) 1% [Kln] [1 - Re(rnan)] 1-— Re(Tnan)
1-6) (k]2

®) (1 _t) [[R”]Q [~Im(Tac)]

—Tm( T —ZIm(T,an)

-
0y /1 — ]2 T 1—Re(than)’ (2.48)
1 —Re(raol)) G_;) [[Kg)]]z 1-Re(man) o)

para todo n > 0. Logo, considerando-se os polinomios R, (z), definidos em (2.24), e as

sequéncias {c,}22, e {d,11}52,, fornecidas a partir do Teorema 2.2, as igualdades em
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(2.39), (2.47) e (2.48) implicam que, para n > 1,
[Tl - 7%}
T — Re(rel)
[T=olt — 705
[Tl = Re(rof”)]
H?:_é 1 — 7]

= P,(1; 2
H’j:& [1—Re(rhan)] (1;2)

= Ru(2) (2.49)

()1) ())

_ n—1 —
Re( 1049) — Re(Tn_loz?(l)) 1 = Re(Tn-10m)
Além disso, considerando-se a relagéo de recorréncia de trés termos, obtida no Teorema
(t)

2.2, para os polinomios R )(z), com coeficientes ¢’ e dff J)rl, usando as igualdades obtidas

N0 Im( T 104 Im(Tn e

n_

= Im(Tp10m1)

= ¢p. (2.50)

m (2.49) e (2.50), e comparando-a com a mesma rela¢ao de recorréncia, agora, para os

poliomios R, (z), , com coeficientes ¢, e d,.1, pode-se concluir que

1 1= |mal 1— 7all)?
@, = 2 LTt IR '() —dpir=dip, n21 (25])
41— Re(Tn,lan_l)][l — Re(Tnan)]
onde na primeira igualdade acima também leva-se em consideragao o fato que 0 = Ts

para todo n > 0.

Observacao 2.1. A partir da igualdade obtida em (2.41) pode-se dizer também que
os polinomios F,(1; 2) estao relacionados com os polinémios ortogonais de Laurent con-

siderados por, por exemplo, nos trabalhos de Hendriksen e Van Rossum [9] e Jones e

Thron [12].

No resultado que segue serao fornecidas mais informagoes sobre as sequéncias de

parametros da sequéncia encadeada positiva {d; ,}>>, dada no Teorema 2.2.

Teorema 2.3. Para 0 <1t < 1, seja
1 1-m a,(f)|2
gim =15 ’

= , n>0.
’ 21— Re(maﬁf))

Entao {91n} °, ¢ uma sequéncia de parametro para a sequéncia encadeada positiva

{d1,}5°, dada no Teorema 2.2. Se 0 < t; < t» < 1, entao
0< 91 n) < git;) 17 n = 07

: 0 . L « .
e, em particular, {g\ 71}30:0 ¢ a sequéncia de parametro maximal de {d;,}5° .
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Demonstracao. Uma vez que pelo Lema 2.2 tem-se T,(f) = T,, n > 0, entao procedendo-se

exatamente como na prova do Teorema 2.2, pode-se mostrar que { ggtn > 0, dada por
1 — (t) 2
W 1| Wy, |

1 ]1— 7,0l |2
g no =
' 21 —Re(Tn)ag)) 21 —Re(Tnoh(l))

, A~ . ~ ~ . e t

é uma sequéncia de parametros para a sequéncia encadeada positiva {dg L};’f’:l ={d1 .},
B . ~ . t

onde a ultima igualdade entre as sequéncias encadeadas {d§31

(2.51).

e {din}oe, segue de

(t2) (t1)

Agora, para que se tenha 0 < g;,” < g;,/ < 1quando 0 <¢; <, < 1, recorrendo-

(t2) (t1)

se ao Teorema 1.8, observa-se que ¢ suficiente verificar que 0 < g;5 < g1 < 1. Para

isto, desde que [Ii(() -2 = [/{(()m)]* = 1, basta notar que o Lema 2.2 (igualdade em (2.40))

fornece

11—t
1— (t2) _ [1 _ (tl)]
To( 1— tl To(X y

donde segue que

t

)

) (252)

Q
——
o

g~ Ll =nagP 1t |1 fomagP | 1=t
1,0 = = = 1,0
21— Re(roaét"’)) L=t |27 - Re(roa[()tl)) 1—t7"

uma vez que 0 < t; <ty < 1 implica em

1 —19
1—-1

< 1.

Além disso, tomando ¢, < 1 resulta que a medida p(*?) estd bem definida (tal medida
¢ uma das medidas da familia de Uvarov, dada em (2.37)), donde segue que |a{)| < 1

), conclui-se que 0 < g% 0) Por fim, a

para n > 0. Consequentemente, pela definicao de 91 f2
desigualdade gl,n < 1, segue do fato de {gl,n}n=07 para todo 0 <t < 1, ser uma sequéncia

de parametros para {d&}g"zl

Resta agora apenas mostrar que { gﬁ’,{};ozo é a sequéncia maximal de parametros de
{d1,}5%,. Suponha, por absurdo, que {gf,{};e;o nao é a sequéncia maximal de parametros
de {d1,}52,. Entao, existe uma sequéncia de parametros para {d;,}°,, denotada aqui
por {gn}nzo, tal que

90 <g. <1, n>0. (2.53)

1 —ic;
Logo, como, por (2.34), o = 1l e 7, = [['— —J
7=1 1+ (&1

n > 0), obtém-se, pelo Lema 2.1, que existe uma tnica sequéncia {a,}>,, com |&,| < 1

, n > 1 (onde |7,|] = 1, para todo
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para todo n > 0, de modo que

—Im(7, 10 1) ~ 1 [1- Tn—l&n—1|2

n— = = ) 21
¢ 1T " Re(raaan )]

n = 1-— Re(Tn_ldn_1>

Entao, pelo Teorema 1.6, existe uma unica medida de probabilidade nao-trivial i para
a qual {a,}>2, é a sua respectiva sequéncia de coeficientes de Verblunsky e para a qual

P,(1,z) = P,(1;2) sao seus respectivos polindmios niuicleos monicos em z = 1. Para

verificar a igualdade nessa ultima afirmacao basta observar, inicialmente, que é possivel

o0

mostrar que 7, = 7, para todo n > 0 (o que implicarda em {g,}22,

ser uma sequéncia
de pardmetros para {d;,}>,, e como {j,}>>, também é uma sequéncia de parametros
para {d;,}>°, entdo cZnH = JLn =dy, = dy41 paran > 1) e &, = ¢, para todo n > 1.
Depois, ¢é suficiente utilizar a relacao de recorréncia de trés termos, obtida no Teorema

2.2, nos polinémios R,(z) e R,(z) para concluir que R,(z) = R,(z), para todo n > 0.

A medida i deve ter um salto nao-negativo, denotado aqui por 5, em z = 1.
Com isso, procedendo-se como antes, é possivel obter uma medida, i®, com um salto

positivo t (t > 4) em z = 1 (i) é uma das medidas da familia de Uvarov, definidas

em (2.37), associadas a medida f1), cujos os coeficientes de Verblunsky, ad
- . 0)
a mesma sequéncia de parametros g

, produzem
. |Para verificar esta tultima afirmagao, note que,
usando a expressao para g, associada a sequéncia {3, }°°, onde ,, = T,&,, n > 0, dada

pelo Lema 2.1, e utilizando a desigualdade em (2.53), obtém-se

~(8) - 1 |1 - 7~—7L6‘n|2 1 |1 — 7_716[71'2 ~ (0)
= n— 5 ~ = =z = = gn > N > 0.
Jin = 91, 2[1 — Re(Tnan)]  2[1 — Re(tady)] In = 91,
. 0 (0) , S () : ~() o~ .
Em particular, tem-se g; 3 > ¢; 4. Dai, como t > J, e g 5, @SS COIMO g, ;, Sa0 sequenclas

de parametros para a sequéncia encadeada positiva {d; ,}3>,, onde dy ,, = d; ,, para todo

n > 1, entao pela primeira parte do que se provou no presente teorema, conclui-se que

Q% > 5% e, consequentemente, é possivel obter um ¢ (t > 0) tal que g{% = gﬁ?g. Esta

ultima igualdade juntamente com a defini¢ao de sequéncia encadeada positiva e o fato de

~(t)  ~(0) ~ . . i »
que g& e g§3 sao, ambas, sequéencias de parametros para a sequéncia encadeada positiva

{din}o2, garantem que g\ = gi%) para todo n > 0.

. . ~ . ~(t
Finalmente, usando mais uma vez o Lema 2.1, como as sequéncias {c,(q)}floz1 =
{G )20, = {en}e —{(0)}"0 {(t) ©0 —{(0) ®  definem unicament T n
Gty = etz =1 1ot e {gintnzo = {911} definem unicamente os correspon-

dentes coeficientes de Verblunsky, chega-se na contradicdo de ter-se duas medidas p(? e

A" uma com salto nulo e a outra com salto positivo ¢t em z = 1, com os mesmos coefici-
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entes de Verblunsky. Portanto, {g§071};’°:0 deve ser a sequéncia maximal de parametros de

{d1,,}5%, e isto finaliza a prova do teorema. O

Observagao 2.2. A partir da igualdade em (2.52), fazendo-se ty = t e t; = 0, pode-se

escrever

gy = (1 —1)g\% == (1 — t)M, (2.54)

onde {g%?%};ff:o = {M;,}2, denota a sequéncia maximal de parametros para a sequéncia
encadeada positiva {d; , }>>, (conforme estabelecido no Teorema 2.3). Esta relacdo mostra
como o elemento inicial da sequéncia de parametros {gﬁ%}fﬁzo esta relacionada ao salto
t na medida (em z = 1). Em particular, para a medida de probabilidade p com salto &

(0<d<1)emz=1, tem-se
=g = (1-8§M 2.55
91,0 = 91,0 ( ) 1,05 ( . )

onde {M;,}>°, ¢ a sequéncia maximal de parametros da sequéncia encadeada positiva

{dl,n}%ozl‘

2.2.1 Caracterizacao para pontos puros de medidas e um resul-

tado tipo Favard

Nesta subsecao, apresenta-se algumas consequéncias dos resultados estabelecidos
até o presente momento. Como primeira consequéncia desses resultados sera estabelecida

a seguinte caracterizacao para os pontos puros de uma medida.

Teorema 2.4. A medida de probabilidade p tem um ponto puro em w (Jw| = 1) se, e

somente se,

Z H“_Wf W)e5-17 ) < oo (2.56)

_ 2
n=1 [j=0 1|Oé1|

Além disso, o tamanho da massa no ponto z = w é igual a t = [1 + A\(w)] ™!

Demonstracao. Suponha que z = 1 seja um ponto puro da medida g com massa ¢,
0 < 0 < 1. Utilizando-se a Observacao 2.2 (mais precisamente, a igualdade em (2.55)),
pode-se concluir que g9 = gfg = (1 — )My, onde {M;,}22, é a sequéncia maximal
de parametros da sequéncia encadeada positiva {d;,}°°,. Disto segue que g19 # Mg

e, portanto, {g1,}5>, ndo é a sequéncia maximal de parametros de {d;,}>>,. Agora
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usando-se o critério de Wall para sequéncias maximais de parametros (dado no Teorema

1.10), e considerando-se a sequéncia {g; ,}7>, = { gﬂ}g‘;o definida como no Teorema 2.3,
(9)

onde neste caso ay’ = a,, tem-se que a medida p possui um ponto puro em z =1 se, e

somente se,
[ [1-7j—1an_1/?
g17 1 1-Re(rj—1a
00 > A(1 2 : j— _ (Tj—19j-1)
]- - gl,] 1

H 1 1 |177'j,1an_1|2

_j:l - 51—726(7']'_1(1]'_1)

1
2

NE

S
I
—_

[ n

H 11— 7101
. 2 — 2R€(Tj_10[j_1) - |1 - Tn_loén_1|2

Lj=1

ﬁ |1 — Tj—lan—1|2
]_ — |Oén 1|2 .

1 Lj=1

[
hE

S
Il
—_

[
NE

n

Agora, para encontrar o valor A(1), inicia-se com a fragao continua finita

ﬂ _ 1 | 910 | _ (1 —9g10)911]| o (1—-g1inv-2)g1n-1] (2.57)
By 1 1 | 1 | 1 ‘

que, a partir do Lema 1.2, com 71 = g10 € ¥ = (1 — g1,n—1)91,» Para n > 2, é igual a

1 g1,j-1
l—-—— —_L onde L= E a1 | 92.58
(1+L)~ L 11_91,J 1] ( )

n=1

Mas, definindo-se

QN _ 910 | B (1-910)911] o (1-g1nv-2)g1n1]|
Ry |1 | 1 ] 1

obtém-se, de (2.57) e (2.58), que

_Z _Juim1 :1_;
]‘_gljl 1_Qn/Rn

gl,j 1 -1
1_glj 1

ou, ainda,

gl,] 1
1_91] 1

1+Z

E isto equivale a dizer que

o les]i

N .
Ov Tl [T %]

(2.59)
fix 14 o [T, 2]

Entao, como

N n
Z g1,j—1 _ g1,0 [1 1 g1,1 T gi1° " 91,N-1
il iy I—g151 I—=g10 1 —g1a (I=g1,1) (1 —gi,n-1)
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a igualdade em (2.59) pode ser reescrita como

gl,O g1 1 ]}
Qv _ 1—91,0{1+Z”2[H321gi]1
Rn 91,0

Vool {1+Zn ) [H] zlglgifl]}

— 01,0

ou seja,

e

1 Qn _ 91,1
g1,0 RN g1,5-1 '
1+ Zn 2 {HJ 2 %}

91,51

(2.60)

Substituindo-se g1; por M;; (onde {M;,}>, é a sequéncia maximal de parametros de
{d1}22,), e observando-se que (1 — M ;_1)M;; = (1 — g1j-1)914, 7 > 1, segue da
igualdade em (2.60) que

My n M ;4
M . {1 + ZTL 2 |:Hj:2 o y . ] }
10 @n _ 1 M1o 1— M ;4
g1,0 Ry MlO

M4
1 1 noo_ 7T
+1—M { +Z” 2{H121—M17j_1}}

n M ;4
P { J #}
_ L , (2.61)

Agora, tomando-se o limite quando N — oo na igualdade (2.61), e usando-se novamente

critério de Wall para sequéncias maximais (dado no Teorema 1.10), obtém-se

MlOQn Qn

— — 1 ou, equivalentemente, — —
g1,0 R, 7 ’ R, ]\/-[1,07

ja que
i e ]
el el M j—r

Por outro lado, de (2.59), tem-se

@n A(1)
R 1AL

Dai, como g1 = (1 — 0)M, 9, a unicidade do limite garante que

A1) _ 910 _ (1—0)My
1 + )\(1) Ml,O MI,O

=1-9,

de onde segue que
1

T 1A
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o que conclui a prova do teorema para o caso z = w = 1.

Para mostrar que o resultado também é valido para todos os pontos da forma

z = w = € (ndo apenas para z = 1), ou seja, para os pontos do circulo unitario C,

considera-se os polinomios monicos {5, (w; z)}, definidos por
Sp(w; z) == w "Sp(wz), n>1 (2.62)

Da ortogonalidade dos polinomios S,,(z) e da defini¢ao de S,,(w; z) dada em (2.62), pode-se

verificar, facilmente, que

/C S0, 0) S w3 C)Apt(wC) = Gy tis?,

de onde segue que S, (w; z), n > 0, sdo os polinémios monicos de Szegd associados com a
medida p(w; .), definida por p(w; z) := p(wz). Pelo que jé foi provado na primeira parte,

a medida p(w;-) tem um ponto puro em z = 1 se, e s6 se,

1 —faj—1(w;)[?

n=1

> n 1 — 7 D )\ [2

Z [H 1= 7y (ws Dy (ws)| = AMw; 1) == AMw) < o0, (2.63)
j=1

onde ay, (w; ) = —=Sy41(w;0) e 7, (w; 1) = Sy (w; 1)/Sk(w; 1), n > 0. Além disso, o tamanho

da massa no ponto z = 1 é dado por [1 + A(w)] ™.

Definido-se o polinomio reciproco de S,(w;z) = w™"S,(wz) por S’ (w;z) =

2"Sp(w; 1/Z) e considerando-se o polindmio reciproco de S,,(z2), isto é, Sk (z) = 2"S,(1/%),

tem-se, para n > 0,

Sp(w; 2) = 2" (w; 1/2) = 2"w="Sn(w(1/2)) = (w2)" 5, (1/(wz) = 5, (w2),

isto é, S’ (w;z) = S} (wz), n > 0, onde neste caso leva-se em consideragao que w = 1/,

j4 que ww = |w|* = 1. Agora, observe também que

an(w;) = =S 1 (w; 0) = w=tD . [, 1 (0)] = w"™a, n>0, (2.64)

To(w; 1) = gZEZwU: B = w;’;(nwgw) =w ",(w), n>0, (2.65)

Finalmente, de (2.63), (2.64) e (2.65), pode-se afirmar que a medida u(w;-) tem

um ponto puro em z = 1 (isto é, a medida g tem um ponto puro em z = w, ja que
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p(w; 1) = p(w)) se, e s6 se,

00 > Aw) =

3
I
—_
]
i
_

[]e
=
|
=13
L
=20
Y=
T8
N |
BB
R

Il
NE
-

—_
|
= EH
e
SN
RS g
el I
[\] <
QQ
AN
L

3
Il
—
]
i
fa

[

ﬁ 11— w1 (w)oy_?
- 1 — |1 [? ’

onde o tamanho da massa no ponto z = 1 é dado por [1+A(w)]™!, e isto completa a prova

3
Il
—
I
<
|
—_

do teorema. O

Observacao 2.3. Note que a partir da igualdade em (2.10), tem-se

(1 — wrp(w)a][1 4 T (w)ay] = [1 — wr(w)an][1 + Tyt (W)an] =1 — |a,]?, n >0,
(2.66)

de modo que a série em (2.56) pode ser reescrita como

> - 1—wTj_1 w)a;—1 1-— (0781
Z[H e ] o Z[Huml a]|_1|2]

n=1 [j=1 1+ 75(w)a;— n=1

De fato, de (2.56) e (2.66), obtém-se

1—w7'] 1 7= 12 et - 1—wTj_1waj_1 1—wTj_1waj_1
Z[H' vl 1>|2 |] _ Z{H[ (w)arj 1] (w) ]}

(1 —wrj—1(w)aj1][1 + 75 (w)ay 1]

n=1 n=1 ]:0
_ i [ﬁ 1 —wrj_y(w)a, 1]
= Lo 1+m(w)a;

ou

> - 1-— WT;—1\W)05 1 2

i
= | [1—|aj_1[4[l — a1

=Z{H 221~ 5] }

1 — w7 ][1 + 75(w) a1 ][1 + 755 (w)oy -]

- i - 1 — oy .
]1+T] Joj_1]?

Para encerrar os principais resultados deste capitulo, apresenta-se, a seguir, um
outro teorema que é consequéncia dos resultados estabelecidos ao longo deste capitulo.

Tal teorema fornece uma caracterizacao para OPUC em termos de duas sequéncias reais
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{en}oo e {d,}2, onde {d,}32, é também uma sequéncia encadeada positiva. Esse resul-
tado configura-se, segundo Costa, Felix e Sri Ranga [7], como um teorema do Tipo Favard
para o circulo unitario, e completa a caracterizagao apresentada no inicio da presente

segao (veja relagoes em (2.36)).

Teorema 2.5. (a) Dada uma medida de probabilidade nao trivial g no circulo unitério,
entao, associado a esta medida, existe um tnico par de sequéncias reais {{c,}>2 ;;
{d,}2,}, onde {d,}5°, é também uma sequéncia encadeada positiva. Especifica-
mente, se {a, 122, é a sequéncia de coeficientes de Verblunsky associada a p, e se a
sequéncia {7,}22, é tal que

I =T 1Qn
wv=len=———" n>1,
1— Tpn—10p—1

entao mg =0, e

o _Im(Tn—lan—l) o 1 |1 - Tn—lan—1|2
Cn

- n — A b 2 1
1 Re(tnaany) ™7 21— Re(tnacni)]

?

onde {m,, }°° , ¢ a sequéncia minimal de parametros de {d, }22 ;. Ademais, a sequéncia
maximal de parametros {M,,}5°, de {d,,}>° ¢ tal que My é o valor do salto na me-

dida em z = 1.

(b) Reciprocamente, dado um par de sequéncia reais {{c, }5°1;{d,}>°,}, onde {d, }5°,
¢ também uma sequéncia encadeada positiva, entao, associado a este par, existe
uma tunica medida de probabilidade nao trivial g com suporte no circulo unitario.
Especificamente, se {m,}>2, é a sequéncia minimal de parametros de {d, }°°,, entéo
To = 1, (S

1—-2m, —ic, 1—1c,
—_—— e T, = -
1+ 1c,

Tn—10p—1 = Tp_1, N> 1.

1 —1c,
Além disso, a medida tem um salto My em z = 1, onde {M,}2, é a sequéncia

maximal de parametro para {d,}> ;.

Demonstragao. Observe que para obter a parte (a) do teorema basta escolher a sequéncia
encadeada positiva {d,}>°, tal que d; := g1 € dy11 := dy1n, n > 1, como no Teorema 2.2.

De fato, neste caso, assumindo que a medida x4 tem um salto 6 (0 < 6 < 1) em z = 1,

segue do Teorema 2.3 e de (2.54) (veja também (2.55)) que g1 = gfg) =(1- 5)g§?3. Além

disso, {gi?gl};’f:o é a sequéncia maximal de parametros para {d;,}>°, e gﬁ)g > 0, ja que
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(0)
1

> 0, para todo n > 0. Assim, {d1,};2; ¢ uma sequéncia encadeada positiva nao

g
unicamente determinada (ou seja, sua sequéncias minimal e maximal de parametros sao
distintas), de onde se pode concluir que, tomando d; = )\gg?o), comO0<A=1—-90<1,a
sequéncia {d, }°°,, definida acima, é uma sequéncia encadeada positiva com sequéncias

minimal {m,}°°, e maximal {M,,}°°, de parametros satisfazendo

moy = 0 € my 1= g?%—l =0Jin-1, N > 17

)

My:=6 e M,:= ggb_l, n>1, (2.67)

e isto completa a prova da parte (a) do teorema (note que o fato de {M,}>2,, definida
em (2.67), ser a sequéncia maximal de parametros para {d,, }°° ; segue do critério de Wall,
dado no Teorema 1.10, juntamente com o fato de que { g1 n} ° » ¢ a sequéncia maximal de

parametros para {d;,}°° )

Reciprocamente, considere o par de sequéncias {{c,}>,{d,}5>,} onde {d, }°,
¢ uma sequéncia encadeada positiva e { M, }2°, é sua sequéncia maximal de parametros.

Assim escolhendo, convenientemente, os coeficientes {7, }2, como

1—1c
-1 = Loon>1
70 ’ Hl—i—zcj -

. 0 .
e os coeficientes {ag) oo tals que

—Im(r,_1a? 1 1=7,_a2 2
Cp = ( ! n&s) € Ml,n—l =3 | . n—(lol) ; n 2 1
1 —Re(Th—10,"1) 21— Re(rp10,,” )

resulta, do Lema 2.1, que existe uma tnica solugao para {a, 22, tal que |oz£10)| <1,n>0,

dada por
1—-2M,,,_1 —ic,
O =T bl T >
1—1c,

Portanto, pelo Teorema 1.6, existe uma tunica medida de probabilidade nao-trivial no

© ,n > 0, sao os seus respectivos coeficientes de Verblunsky.

circulo unitario para a qual ay,
Mas uma vez que {M,}>°, é a sequéncia maximal de parametros da sequéncia encadeada
positiva {d,}>,, entao {M;,}22, é também a sequéncia maximal de parametros da
sequéncia encadeada positiva {d; ,}22,, de onde segue, a partir dos Teoremas 2.2 e 2.3

(veja também igualdades em (2.54) e (2.55)), que a medida obtida tem um salto 0 em

2z =1 e, portanto, pode-se representar essa medida por ;(?). Em consequéncia, a medida
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associada as sequéncias {c,}2>, e {d, }>°, fornecidas, é a medida pu®, com ¢t = M, (uma

das medidas da familia de Uvarov de p(), definidas pela igualdade em (2.37)), dada por

/C F(2)dp™ (2) = (1 - My) /C F(2)duO(2) + Mo f (1),

Agora, basta observar que a medida u™)  associada as sequéncias {c,}>°, e {d,}>,,

tem salto My em z = 1. Com isso, conclui-se o item (b). O

Observagao 2.4. A medida p possuir salto “zero” em z = 1 é equivalente, pelo Teore-
ma 2.5, & medida ter as sequéncias minimal e maximal de parametros (da sua associada

sequéncia encadeada positiva) coincidindo.

2.3 Um exemplo

Encerra-se esse capitulo com um exemplo que ilustra, de modo mais conciso, os
principais resultados discutidos e estabelecidos nas secoes deste capitulo. Para isso, serao
usados alguns conceitos assenciais como o da funcao especial Gama e o de séries hiper-
geométricas. Para mais detalhes sobre fungoes especias, indicamos os textos de Andrews

Askey e Roy [2] e Conway [6].
Considere as sequéncias {c,}5°, e {d,, }°, dadas por

o

= >1 2.
Cn P n>1, (2.68)
120 +1 I n2x+n+1)
dy = dy(t) = = 1—t Aoy = = , on>1, (269
1= =557 00 T A0t (269)

onde A > —1/2, yeRe0<t<1.

Primeiro, observe que os polinémios R, gerados a partir das sequéncias {c, }>2,
e {d,}>2, por meio da relagdo de recorréncia de trés termos no Teorema 2.2, sdo dados

explicitamente de seguinte maneira:

(2X +2),,

szl(—n,b—i—l;b—l—l_)—l—Zl—z), n>1, (2.70)

Rn(z) =

onde b = X\ 4 iy. De fato, considere a identidade de Gauss para relagoes contiguas dada

por

(c—a)Fi(a—1,b;¢;2) = (c—2a— (b—a)z)sFi(a,b;c; 2) + a(l — 2)oF1(a+ 1,b; ¢; 2),
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n b n (z)" . .
onde 2Fi(a,b;c;2) = EZO:O%%, n > 1, (veja, [2]). Em seguida, tomando-se
) ™

a = —n, trocando-se b por b+ 1 e considerando-se ¢ =b+b+ 2 e z = 1 — z, observe que
A +24+n)oFi(—n—1,b+1;b+b+2;1— 2)
=R A+2+2n—A+1+id+n)(1—2)] oFi(—n,b+1;b+b+2;1—2)

—nzoF(—n4+ 1,0+ 1;04+b+2;1 — 2).

Dai,
2A+2), )
ﬁm(_”—l,ﬂl;ﬂmm—z)
A+n+1)(z+1)+iv(z—1)] 2A+2), )
i Fi(—n,b+1;0+D0+2;1
An+1 O+ D 2Fi(—n,b+1:b+b+2; 2)
n(2\ +n 4+ 1)2(2)\ + 2), 1 i
A+n)A+n+ DA+ 1), ° W(=n+1,b+1;0+b+2;1— 2),
ou, ainda,
(2/\+2>n+1 _
S O Fi(-n =10+ 1;b+ b+ 21 —
(/\+1)n+1 2 1( n ! + ) +0+ 3 Z)
AtntDztivetAtntl-iv] 2A+2)n _
i Fi(—nb+1;b+b+2;1—
A4+n+1 O+ 1) oF (—n,b+1;b+ b+ 2; 2)
n2A+n+ 1)z(2A + 2),,— )
_()\+n)(A+n)_1_1)()\+)1> 1_12F1(_n+1,b+1;b+b+2;1_2)‘
Consequentemente,
22+ 2) _
O Fi(-n =10+ 1;b+ b+ 21—
(A + Da 2P (=n =10+ L0 +b+2 2)
— S (2A +2),0 i
AP - Fi=nb+1:b+Db+21—
n2A+n+ 1)z (2A+2),4 )
T 0D OrD),, P bbb+ 21— 2)
ou seja,
(2)\+2)n+1

2B (—n —1,b+1;04+b+2;1—2)

(A+n+1)np
2\ +2),
()‘+1)n
—Adzo P (—n+1,b+1;b+b4+21—2), n>1,

= [(1+idcpny1)2z + (1 —icny1)] oF (=1, b+ 150 +b+ 2,1 — 2)

de onde segue que os polinémios R,(z), expressos como em (2.70), podem ser gerados
pela relacao de recorréncia de trés termos acima, exatamente como no Teorema 2.2, com

Ro(z) =1e Ri(z) = (1 +ic1)z + (1 —icy).
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Os coeficientes d,, 1 = dp+1, n > 1, sao os mesmos coeficientes como na férmula de
recorréncia (1.6) para os polinomios ultraesféricos (veja Exemplo 1.3). Entao, é conhecido
na literatura que {d; ,}°°, é uma sequéncia encadeada positiva e sua sequéncia minimal
de parametros pode ser dada em termo dos valores dos polinomios ultraesféricos avaliados
em z = 1. A sequéncia de parametro maximal de {d; ,,}2°, ¢é cogitada para ser {M; ,}>°,
onde

120 +n+1

My, =-2T07 2 >,
U WL LS

De fato, obtém-se 0 < M;, < 1, n > 0, como resultado da condi¢cdo A > —1/2 e, para

n > 1, tem-se

120 +n\ 12X +n+1
1 =M 1) My, 1—= =
( Ln-1) M ( 2)\+n)2/\+n+1
1 n(2A 44 1)
AN +n) A +n+1)

= dn+1-

Além disso, ainda supondo que A > —1/2, tem-se também que

Ml,n _2)\+n+1 n

= > >1
1—- M, n+l n+l "

— )

de onde segue que

N
>Zn
n=1

Portanto quando N — oo, a série Y- 1/(n + 1) divergird e, consequentemente,

00 n M.
Z [Hl_;\}l’j] -

n=1 [j=1

n=1

i

de onde segue, pelo critério de Wall (veja Teorema 1.10), que {M;,}32, é, de fato, a

sequéncia maximal de parametros de {d; ,}22 ;.

Em consequéncia disso, pode-se dizer que {d,}>°, é uma sequéncia encadeada

positiva, com sequéncia maximal de parametros {MS)};’;O dada por

12\
MO =t ¢ MO =M, =:20" n>1,
' 2 +n
e sequéncia minimal de parametros, {mg )}20207 satisfazendo
12\ 4+ 1
m(()t) =0, mi=di(t) =3 - (1—-t) e m7(’f-)-1 = dni1 /(1= mff))
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Agora, pelo Teorema 2.5 (item (b)), associado com as sequéncias {c, }5°; e {d, }52, existe
uma tnica medida de probabilidade nao-trivial, com suporte no circulo unitario C,, deno-

tada por u®, cujos respectivos coeficientes Verblunsky {aﬁf )}7‘;0:0 sao dados por

o 1=2m —ie,
= Tp_ , , > 1, 2.71
| Tn—1 [ 1—ic, n =z ( )
onde p=1e B
1—ic, b+1),

1+ic, "' (b+1),

Realmente, como b =\ +ivy e

1—ic, (A—iy+n) b+n

= = >1
1+ic, (A+iy+n) b+n’ =
segue que
1 —ic, (1 —dcy) (1 —icp—)
Tp = — Tn—1 — Tn—2

1 +icy, (14 ic,) (1 +icn_1)
(T —idcn) (1 —dcn1) (1 —icy)
(T +ic,) (T +ic, 1) (1 +ic)
b+ n)(b+n—1) (O+1) (b+1),
 (b+n)(bEn—1) "+ (b+1),

Finalmente, quando 0 < t < 1, é possivel verificar que a medida p®, obtida
anteriormente, também tem um salto t em z = 1 (ou seja, tem um ponto puro em z = 1
de massa t). Para ver isso, considera-se primeiramente a medida x(?), obtida da sequéncia

encadeada positiva cujas sequéncias maximal e minimal de parametros coincidem, ou seja:

12X\
mgo):Méo):() e mﬁl) MO = o

> 1. .
\ ST n>1 (2.73)

®)

n_1, dada em

Consequentemente, como ¢, = v/(A+n), n > 1, entdo, da expressao para «

(2.71), obtém-se, paran > 1,

1[1—?:5—%] A+ 1+7)n (—A ) (b)

(0)

TL

= T 1—1-1 A+1—iy)p1 \A+n—ivy (54—1)”'

(0)

Conforme consta em Sri Ranga [16], as constantes «,,’; sao os coeficientes de Verblunsky

associados com a medida de probabilidade nao trivial, ©(?), dada por

,do

dp® () = o [e )" [sen®(6/2)]} o

onde a constante o® é tal que

b) — O-(/\-Hl’Y) — ‘F(l + A+ 7;7)‘24>\6v7r.

(
7 T2\ + 1)
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Também a partir de [16], tem-se que os OPUC monicos sao dados, explicitamente, por

22X+ 1),

S (z) = (b+1),

n

2B (=, b+ 10 +b+1;1—2), n>1, (2.74)

onde b = A+ iv. Assim, pelo Teorema 2.3, a medida u¥) pode ser dada da seguinte forma
(1™ como sendo uma das medidas da familia de Uvarov de u(?), aquela com salto de

tamanho ¢t e z = 1):
/ FduO() = (11 / F)duO () + t£(1)
C C

— (1) / " HEN O ) + 11 (1)

_ (12;15)0@ QWf(eie)e*wsenQ’\(Q/Q)d@+tf(1)- (2.75)
0

A respeito do que se acabou de fazer acima, cabe ainda uma discussao adicional

referente ao caso particular em que A = 0, no qual pode-se afirmar que:

(i) A sequéncia de parametro minimal {mgf)} é dada como

w 11+ (=2t

e /L 2.
SRS I R AR (2.76)

mét) =0,

(ii) A medida associada para este caso, bem como os respectivos coeficientes de Ver-

blunsky, sao dados, respectivamente, por:

/ F)ap () = L= gt / T e + (1) (2.77)
c 2m 0

o t (]_ -+ 7;'7)71_1 |: nt

- 1+ (n—1)t

o1 A=) — i’y] , n>1. (2.78)

Com efeito, considerando a expressao para d, (com A = 0), dada em (2.69), e a

expressao para m,, dada em (2.73), vé-se que m; = d;(t) = 1(1 — 1),

m2 — — — —

1—m§t):§1+t’ " Cl-my) 2142 . _1—m§f):§1+3t’

onde d,1 = 1/4 para todo n > 1. Logo, seguindo esse padrao, pode-se mostrar por

inducao que
(t) dny1 11+ (n—2)t
1—m® 214 (n—1)t

n>1,
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o que comprova (i) j4 que my = di(t) = 3(1 —t). Para provar (i) basta observar que,
para este caso A = 0, (2.77) segue diretamente de (2.75), e que sendo ¢, = v/n, n > 1
(veja (2.68)), tem-se por (2.71), (2.72) e (2.76) que

ot - (14 i7)n-1 [1 - igziigi — iy
n- (1— 7 )n 1—i2
(14 9Y)n-1 n[l+(n—2)t |
T A=) [” Tt (-t ”]
(I +y)pa { nt _ }
(=) |1+ (n—1) 7

Agora, usa-se a medida especial ¥ (onde A = 0), dada por (2.77), para dar uma
justificativa do resultado dado no Teorema 2.4. Para isso, mantém-se a notagao para os
polindmios de Szego, Sy(f), com respeito & medida p® e observa-se que, em particular,
quando t = 0, os polindmios de Szegs associados & medida u® sdo dados, a partir de

(2.74), por
n!

SV(z) = m 2Fi(—n, 1 +1iy;151 = 2),
Com isso,
s _sP) i
sy sty (i) T
pois, como
SO0 = SO = SO = SO () =50 (1) =

(1+14y), n

e, =13 (veja Lema 2.2), resulta que

S sP) _nlY(tin). _ (L)
" sy sy nl/(A—iv).  (T+iv).

Consequentemente, usando-se (2.78), tem-se

Jt

®) 1 {
J—iv [T+ (-1

Tj—laj_l =

W _ 1 [ Jt
I iy 1+ (-1
ja que (1 x4v); = (1 £iv),;-1(j £i7v). Dai, obtém-se

Tj (e

we_ | Jl+G-25 1 721+ (5 — 2)j]?
1|_(

=Ty G- - Pt (- D

j>1, (2.79)
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1+ jt] 2 721 + jt]?

GrimI+G-0g]  [j+aPl+G- D

de onde também segue que

1+ 0 =

0 p_ PG =2+

1— : .
o5 = S pa T G — e

(2.80)

De fato, pode-se calcular as duas primeiras igualdades como segue:

2
t) |2
1

1 't
|1 —Tj_loé§- ‘1 J

j—iv [1+(j—1)t ”]
:‘O—WW+U—Dﬂ—ﬁ+WH+Q—Uﬂ
=L+ —1)
_ { 1+ (G - 2)j] ]2
(J—m+ G- 1)
2+ (5 —2)j)
J—iyPl+ (G-

2

2

£ 2 1 Jt :
|1+Tj0[§~21‘ = +j—|—2"y [1+(j—1)t_w}
U+I+ G =D+t —iy[1 + ( — 1)¢]
G+l +G -1
i+G-0t+1 |?
(J+iy)l+ G -1
3°[1 + jt)?
(G +iy)P[L+ (5 — D)t

2

’ Jl + ji]
G+ + -1

Ja a tltima, dada em (2.80), resulta de (2.10) (com w = 1), ou seja,

()

Wi +mal ) =1-a® 2, j>1,

[1— 7o j—1

e do que se acabou de provar, ja que, neste caso,

Jl1+ (5 = 2)4] J[1 + jt]
(= + (G =Dt (G +iy)[1+ (F — 1)1]
72+ (G — 2)t][1 + jt]
= iyPL+ (5 — D>

O +7al

1|2 P =1 ~7a

Como consequéncia de (2.79) e (2.79) veja que

t . . . .
L G SR ) GG e V) SO
1ol P+ G =29+ 1] L4t = 77
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de onde se obtém

N n
[ 11— 70,2

2 (1

n=1 [j=1 1_’a§‘7tf)1|2
[ —2)
_;_3:1 1+ jt ]
_i(l—t) 1L (1+8) (1+20) [+ (n=3)[1+ (n—2)
= () (T 2t) (1+3t) 1+ 4t 1+ (n—1)¢t] [1+nt
al 1
== {[1 T +nt]] ‘ (281)

Portanto, como esperado, quando ¢t = 0 esta série diverge quando N — oo. Entretanto,

quando 0 < t < 1, desde que a série do lado direito da igualdade em (2.81) pode ser

N 1/t 1/t

reescrita como

resulta que

o que, segundo o Teorema 2.4, garante que a medida ®) tem um ponto puro em z = 1
g M

com tamanho da massa nesse ponto igual a [1 + A®]™t = [14 (1 —¢)/t] ' = [1/t]7' = ¢.



CONSIDERACOES FINAIS

O estudo dos polindmios ortogonais no ciclo unitario vem se fortalecendo, ao
longo dos anos, devido a sua grande aplicagao em diversos contextos em Matematica.
Por essa razao, nao é de estranhar que, varios pesquisadores vem se dedicando cada
vez mais a explorar essa rica teoria. Dos importantes resultados ja consolidados, nesse
campo de estudo, pode-se destacar o conhecido teorema de Verblunsky, no qual, relaciona
uma medida de probabilidade nao trivial no circulo unitario a uma (dnica) sequéncia de

nimeros complexos {ay, }°2, os coeficientes de Verblunsky.

Em Costa, Félix e Sri Ranga [7], os autores mostraram que através da teoria das
sequencias encadeadas positivas, pode-se caracterizar também uma medida de probabili-
dade no circulo unitario por um par de sequéncias reais {{c, }°2 1; {d,}>2,}, onde {d,, }n=1
é uma sequéncia encadeada positiva. Em relacao a essa nova visao lancada sobre a teoria

dos polinomios ortogonais no circulo unitario, fizemos a presente dissertacao.

O primeiro resultado de destaque, foi mostrado no Teorema 2.1, no qual, os
polinémios nicleos ménicos P,(wj;z) satisfazem a uma real¢do de recorréncia de trés
termos, o que nem sempre ocorre com polindomios complexos. Em seguida, apds definir-se
os polinomios R,(z), em func¢ao dos polindémios P,(1;z) (que sdo um caso particular dos
P,(w; 2)), provou-se que estes ultimos também satisfazem a uma relacdo de recorréncia
de trés termos. Isto estda no Teorema 2.2, onde observou-se a primeira aparicao das
sequéncias reais {¢, }52; e {d,}>2, como coeficientes da relagao de recorréncia dos R, (z).
Além disso, também mostrou-se, nesse trabalho, que a partir do par de sequéncias reais
Hen}oo s {gn 2, }, onde {g,}22, é tal que 0 < g, < 1 para n > 1 (o que garante
que esta sequéncia pode ser usada para determinar uma sequéncia de parametros para
uma sequéncia encadeada positiva {d; ,}2 ;) é possivel obter uma sequéncia de nimeros
complexos {$}5°,, onde |3,| < 1 paran > 0 (que pode ser tomada para ser uma sequéncia
de coeficientes de Verblunsky associada a uma tnica medida p) dada, explicitamente, da
seguinte forma:

1 —2g, —icn

571—1 = n > 1.

Y

1—1c,
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Considerando-se uma medida de probabilidade p com salto 6 (0 < 6 < 1) em

z = 1 foi possivel definir-se uma familia de medidas ¥ com salto t (0 < ¢t < 1) em

z = 1, associadas a medida u( ) = = l,. Isso foi particularmente relevante, pois permitiu
enxergar-se que P’ )(1; z)=P,(1;2) e ) =7,.,n >0, e por fim

(HS))*Q[l Tna%)] I ey

1—t 1—t

n > 0.

Combinando-se esses resultados com a sequéncia dada por

o 1|1 =70 |2
Y21 Re(r,al)

) n>07

onde 0 <t < 1, mostrou-se que { gYZL};;O:O ¢ uma sequéncia de parametro para a sequéncia
encadeada positiva {d;,}22, e, em particular, que {g(o)}nzo é a sequéncia maximal de

parametros para essa mesma sequéncia encadeada.

Um outro resultado importante estabelecido nesse trabalho foi em relagao aos
pontos puros da medida p. Mostrou-se que a medida de probabilidade p tem um ponto
puro em w (Jw| = 1) se, e somente, se

11— wrjy(w)oy |
Z H = Ja, 1 = Mw) < 0.

n=1

Neste caso, o tamanho da massa no ponto z = w ¢é dado por t = [1 + Mw)]™L. Isso

mostrou uma caracterizacao dos pontos puros de uma dada medida p.

Como consequéncia dos resultados mencionados anteriormente, chegou-se na afir-
macao mais importante do trabalho que consiste em um teorema do tipo Favard. Segundo
esse resultado, dado uma medida de probabilidade nao trivial no circulo unitario, pode-se
obter um par de sequéncias reais associado, onde uma delas é também uma sequéncia
encadeada positiva; reciprocamente, dado um par de seqgéncias reais, onde uma delas é
uma sequéncia encadeada positiva, entao, pode-se recuperar uma medida de probabi-
lidade nao trivial no circulo unitdrio. Com isso posto, sendo {5,(z)}>>, a sequéncia
de OPUC monicos associados a medida u, {a,}72, os coeficientes de Versblunsky e
{{en ) {d, 352, } um par de sequéncias reias, com {d,}>2; sendo uma sequéncia en-

cadeada positiva, obteve-se a seguinte caracterizagao:

{Sn(2)}n20 = p = {an}ily == {{efili{da}il ) (D)
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Para mostrar uma aplicacao da teoria discutida no trabalho, na ultima secao,
foi apresentado um exemplo explicito envolvendo sequéncias {¢,}>°; e {d,}5°;. Os po-
linomios R,, ali obtidos eram tais que seus coeficientes d; , = d,, 41, n > 1, eram os mesmos
coeficientes como na féormula de recorréncia para os polinomios ultrasféricos, de onde pode-
se concluir que {d; ,}7>, era uma sequéncia encadeada positiva e obter, também, a sua
sequéncia maximal de parametros, a qual também foi confirmado pelo critério de Wall.
Consequentemente mostrou-se que a sequéncia {d,}2>, dada no exemplo era, de fato,
uma sequéncia encadeada positiva, com sequéncias maximal e minimal de parametros
conhecidas. A partir disso, usou-se a caracterizacio dada em (I) para obter a medida u®,
0 <t <1, associada ao par de sequéncias reais {{c,}>2 ; {d,,}°°,}, bem como obter seus
respectivos coeficientes de Verblunsky de forma explicita. Observou-se também, com os
resultados estabelecidos nesse trabalho, que para este exemplo, a respectiva medida p(®),
0 <t < 1, tinha um ponto puro em z = 1 com tamanho de massa ¢, obtido também

explicitamente.

Em suma, acredita-se que o principal objetivo da presente dissertacao é o de servir
como um texto introdutdrio, e simples, para aqueles que pretendam ingressar na recente
teoria dos polindmios ortogonais no circulo unitario via um par de sequéncias reais. Por
essa razao, procurou-se demonstrar todos os resultados abordados da maneira mais clara

possivel, mas sem deixar de lado o rigor matematico presente desde o inicio do trabalho.
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