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RESUMO

Na teoria dos polinômios ortogonais no ćırculo unitário, um dos principais resul-

tados é o conhecido Teorema de Verblunsky, no qual, para qualquer sequência de números

complexos, com módulo menor do que um, sempre é posśıvel relacionar uma medida de

probabilidade não trivial no ćırculo unitáro e, consequentemente, obter sua associada

sequência de polinômios ortogonais (e vice-versa). Com base nesse resultado, e na teoria

das sequência encadeadas positivas, mostra-se, nesse trabalho, que é posśıvel obter uma

caracterização para esses polinômios ortogonais no ćırculo unitário em termos, agora, de

um par de sequências reais, onde uma delas é uma sequência encadeada positiva.

Palavras-chave: Medidas não triviais. Polinômios ortogonais no ćırculo unitário. Coe-

ficientes de Verblunsky. Sequências encadeadas. Par de sequências reais.



ABSTRACT

In the theory of orthogonal polynomials on the unit circle, one of the main results

is the well-known Verblunsky Theorem, in which, for any sequence of complex numbers,

with modulus less than one, it is always possible to relate a nontrivial probability mea-

sure on the unit circle and , consequently, obtain its associated sequence of orthogonal

polynomials (and vice versa). Based on this result, and on the theory of positive chain

sequences, this work shows that it is possible to obtain a characterization for these ortho-

gonal polynomials on the unit circle in terms, now, of a pair of real sequences, where one

of them is a positive chain sequence.

Keywords: Nontrivial measures. Orthogonal polynomials on the unit cicle. Verblunsky

coefficients. Chain sequences. Pair of real sequences.



NOTAÇÕES

As notações estão dispostas em alfabeto grego, alfabeto romano e não alfabético.

Alfabeto Grego

αn coeficientes de Verblunsky associados a uma medida no ćırculo unitário; veja o

Teorema 1.6

αn conjugado de αn; veja Seção 2.1

βn constante complexa na relação de recorrência de três termos; veja Teorema 1.2

γ distribuição, ou medida (positiva); veja Definição 1.3

Γ função Gama de Euler; veja Seção 2.3

δ salto na medida µ; veja Seção 2.2

δm,n delta de Kronecker; veja (1.1)

∆n determinante de Teoplitz; veja Seção 1.2

η ponto de aumento da distribuição γ; veja Definição 1.2

κn constante de normalização dada por ∆n

∆n−1
= κ−2

n =
∫
C |Sn(z)|2dµ(z) = ‖Sn(z)‖2;

veja Definição1.7

λn expoente no polinômio de Gegenbauer; veja Subseção 1.1.1

µ, µ̃ medidas no ćırculo unitário; veja Teorema 2.3

µ({z0}) medida do ponto puro z0; veja Seção 1.2

µn momento (trigonométrico) associado à medida µ; veja Definição 1.3

νn momento dado em função de µn; veja Lema 2.2

ρn constante de normalização no caso real; veja Teorema 1.2

τn(w) números complexos associados à medida µ no ćırculo unitário; veja Seção 2.1

Alfabeto Romano

{cn}∞n=1 sequências de números reais associada à µ; veja Teorema 2.2

{{cn}∞n=1, {dn}∞n=1} par de sequências reias associado à medida µ; veja Teorema 2.5

C corpo dos números complexos C ćırculo unitário; veja Definição 1.2

Cn termo aproximante; veja Seção 1.3



2F1(a; b; c; z) função hipergeométrica; veja Seção 2.3

{dn}∞n=1 sequência encadeada positiva; veja Definição 1.12

{gn}∞n=0 sequência de parâmetro para {dn}∞n=1; veja Definição 1.12

Gλn polinômio de Gegenbauer; veja Subseção 1.1.1

Hn determinante de Hankel de ordem n+ 1; veja Seção 1.1

Im(z) parte imaginária de complexo z; veja Subseção 2.1.1

J (α,β)
n polinômios de Jacobi; veja Subseção 1.1.1

Kn(z;w) polinômio núcleo CD; veja Seção 2.1

L funcional linear; veja Seção 1.2

{mn}∞n=0 sequência de parâmetros minimais da sequência {dn}∞n=1; veja Definição 1.13

{Mn}∞n=0 sequência de parâmetros maximais da sequência {dn}∞n=1; veja Definição 1.14

N conjunto dos números naturais

P partição do intervalo [a, b]; veja Definição 1.1

P espaço vetoral dos polinômios; veja Seção 1.2

Pn sequência de polinômios ortogonais com relação a uma medida no intervalo (a, b);

veja Seção 1.1

Pn espaço vetorial dos polinômios de grau no máximo n; veja Seção 1.2

Pn(w; z) polinômios núcleo mônico asssociado à medida µ; veja (2.6)

Re(z) parte real do complexo z; veja Subseção 2.1.1

Rn(z) polinômio associado a uma medida no ćırculo unitário; veja (2.24) e Teorema 2.2

supp (γ) suporte para a função γ; veja Definição 1.2

Sn(z) polinômis de Szegő associado uma medida no ćırculo unitário; veja Observação

1.2

S∗n(z) polinômio rećıproco de Sn(z); veja Definição 1.9

Sn(w, z) polinômio para-ortogonal associado a uma medida no ćırculo uitário; veja

Definição 1.10

Tn matriz de Toeplitz; veja Seção 1.2

Tn polinômio de Chebyshev; veja Subseção 1.1.1

T̃n transformação de Joukowsky; veja Seção 1.2

v(γ;P ) variação limitada; veja Definição 1.1
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V (γ) variação total; veja Definição 1.1

xn,j zeros dos polinômios Pn = Pn,j no intervalo (a, b); veja Seção 1.1

|z| módulo do número complexo z

z conjugado do número complexo z

Não Alfabético

〈·, ·〉γ produto interno associado a uma medida γ no intervalo (a, b); veja Definição 1.4

〈·, ·〉 produto interno associado a uma medida não trivial com suporte no ćırculo

unitário; veja (1.8)

−→ convergência pontual

⇒ sinal de implicação

� indica o fim da demonstração
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INTRODUÇÃO

Os polinômios ortogonais se tornaram essenciais no desenvolvimento de várias

conceitos em matemática como, por exemplo, no estudo das equações diferencias de se-

gunda ordem, em frações cont́ınuas, na teoria das aproximações de funções, em estabili-

dade numérica e processamento de sinais, entre outros tópicos. Isso se deve ao fato de

que esses polinômios apresentam caracteŕısticas bem peculiares. No caso particular dos

polinômios ortogonais na reta real, por exemplo, uma dessas caracteŕısticas principais é

que, toda sequência de polinômios ortogonais, digamos {Pn}∞n=0, obedece a uma relação

de recorrência de três termos da seguinte forma:

Pn(x) = (x− cn)Pn−1(x)− λnPn−2(x),

em que P−1(x) = 0 e P0(x) = 1 com cn, λn ∈ R, n ≥ 0. Além disso, sabe-se também que

seus zeros são todos reais, distintos e pertencem ao seu intervalo de ortogonalidade (veja,

por exemplo, [6]). A t́ıtulo de exemplo, podemos citar os polinômios ortogonais clássicos

de Jacobi, de Laguerre e de Hermite (veja [2], Caṕıtulo 1).

Além dos polinômios ortogonais na reta real, uma classe de polinômios ortogonais,

particularmente interessante, é a dos polinômios ortoganais no ćırculo unitário (do inglês,

OPUC). Com relação a estes, de acordo com Simon [14], sempre que for dada uma medida

positiva não-trivial (que pode também ser uma medida de probabilidade) µ(z) = µ(eiθ)

no ćırculo unitário C = {z = eiθ : 0 ≤ θ ≤ 2π}, existe uma OPUC mônica associada,

{Sn(z)}, satisfazendo∫
C
zjSn(z)dµ(z) =

∫ 2π

0

eijθSn(eiθ)dµ(z) = 0, 0 ≤ j ≤ n− 1, n ≥ 1,

onde os polinômios Sn(z) tem grau exatamente n. Além disso, os polinômios ortogonais

no ćırculo unitário (também chamados de polinômios de Szegő) gozam das seguintes

propriedades:

Sn(z) = zSn−1(z)− αn−1S
∗
n−1(z),

Sn(z) = (1− |αn−1|2)zSn−1(z)αn−1S
∗
n,
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onde αn−1 := −Sn(0) e S∗n := znSn(1/z). Os números complexos αn são chamados de

coeficientes de Verblunsky, segundo Simon [15], e S∗n é chamado polinômio rećıproco de Sn.

Com essas equações, vê-se que os polinômios ortogonais no ćırculo unitário nem sempre

satisfazem a uma relação de recorrência de três termos.

Relacionado aos polinômios de Szegő, Sn(z), tem-se a introdução dos polinômios

para-ortogonais definidos, segundo Jones et al. [11], por:

Sn+1(z)− wnS∗n+1(z),

em que {wn}∞n=0 é uma sequência de números complexos cumprindo, |wn| = 1.

Outro conceito indispensável na teoria de polinômios ortogonais é o conceito de

sequência encadeada positiva. Precisamente, uma sequência {dn}∞n=1 é dita sequência

encadeada positiva se existe uma outra sequência {gn}∞n=0 de modo que:

(i) 0 ≤ g0 < 1 , 0 < gn < 1 , n ≥ 1 ,

(ii) dn = (1− gn−1)gn , n ≥ 1.

Como se ver em Chihara [5], a sequência {gn}∞n=0 é chamada uma sequência de parâmetros

para a sequência {dn}∞n=1. Além disso, tem-se também que essa sequência não é única

e, por isso, mostra-se que {dn}∞n=1 possui sequências de parâmetros minimal, {mn}∞n=0, e

maximal, {Mn}∞n=0.

O primeiro objetivo da presente dissertação é mostrar que, os polinômios com-

plexos, Rn(z), definidos por

Rn(z) =

∏n−1
j=0 [1− τjαj]∏n−1

j=0 [1−Re(τjαj)]
Pn(1; z),

onde Pn(1; z) são polinômios núcleos mônicos (veja, [14]), cumprem a seguinte relação de

recorrência de três termos:

Rn+1(z) = [(1 + icn=1)z + (1− icn−1)]Rn(z)− 4dn+1Rn−1(z),

com R0(z) = 1 e R1 = (1 + ic1)z+ (1− ic1), onde o par {{cn}∞n=1; {dn}∞n=1} é formado por

sequências reais.

Em seguida, extraindo-se da sequência encadeada positiva {dn}∞n=0 uma sequência

de parâmetros minimal {gn}∞n=1, formamos um novo par de sequências reais {{cn}∞n=1;
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{gn}∞n=1} a partir do qual mostra-se que, existe uma única sequência de coeficientes de

Verblunsky {βn}∞n=0 associada.

Portanto, como para qualquer sequência de coeficientes de Verblunsky {αn}∞n=0,

existe uma única medida, µ, de probabilidade não trivial no ćırculo unitário (veja, [14]),

resulta que podemos caracterizar tal medida através do par de sequências reais {{cn}∞n=1;

{dn}∞n=1}. Em śıntese, esse é o principal objetivo do presente trabalho, ou seja, mostrar

que dado um par de sequências reais {{cn}∞n=1; {dn}∞n=1}, onde {dn}∞n=1 é uma sequência

encadeada positiva, então, associada a este par, existe uma única medida µ de probabili-

dade no ćırculo unitário C, e reciprocamente.

A partir da medida µ defini-se também a famı́lia de medidas µ(t) com salto t

(0 ≤ t < 11) em z = 1. Com isso, mostra-se que P
(t)
n (1; z) = Pn(1; z), τ

(t)
n = τn, n ≥ 0, e

(κ
(t)
n )−2

1− t
[1− τnα(t)

n ] =
(κn)−2

1− δ
[1− τnαn], n ≥ 0.

Consequentemente, R
(t)
n (z) = Rn(z), c

(t)
n = cn e d

(t)
n+1 = dn+1 := d1,n. Além disso, com

relação aos pontos puros da medida µ no ćırculo unitário C, mostrar-se-á que os mesmos

podem ser caracterizados pela série

∞∑
j=0

[
n∏
j=0

|1− wτj−1(w)αj−1|2

1− |αj−1|2

]
= λ(w),

onde o seu comprimento de massa t é dado por t = [1 + λ(w)]−1.

Por fim, será fornecido um exemplo concreto que ilustra aplicações para os princi-

pais resultados discutidos nesta dissertação, onde a medida, assim como seus respectivos

coeficientes de Verblunsky, e o par de sequências reais {{cn}∞n=1; {dn}∞n=1}, onde {dn}∞n=1

é uma sequência encadeada positiva, serão dados explicitamente.

A presente dissertação resulta, essencialmente, de um estudo sobre o artigo inti-

tulado “Orthogonal polynomials on the unit circle and chain sequences” de Costa, Felix e

Sri Ranga [7], e os principais resultados aqui discutidos estão dispostos em dois caṕıtulos

descritos como segue.

No Caṕıtulo 1, apresenta-se, inicialmente, os resultados mais relevantes sobre a

teoria de polinômios ortogonais na reta real. Este estudo será baseado, por exemplo, no

texto de Chihara [5] (veja também Ismail [10]). Em seguida, aborda-se os polinômios

ortogonais e para-ortogonais no ćırculo unitário, seguindo-se textos consagrados como
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Chihara [7], Simon [14, 15], Szegő [18] e Ismail [10], por exemplo. Finalmente, também

é fornecido, nesse caṕıtulo, os conceitos de frações cont́ınuas e sequências encadeadas

positivas.

No caṕıtulo 2, primeiramente, mostra-se que certos polinômios complexos, dados

em função de um par de sequências reais, onde uma delas é encadeada positiva, satisfazem

a uma relação de recorrência de três termos. Após isto, chega-se a conclusão que tal par

de sequência reais determina, unicamente, uma sequência de coeficientes de Verblunsky.

Com isso, apoiados no Teorema de Verblunsky (veja, [14]), é fornecido o resultado mais

substancial deste trabalho no qual, uma medida µ no ćırculo unitário é completamente

caracterizada pelo par de sequência reais supracitado. À guisa dos resultados estabeleci-

dos, vê-se que os pontos puros da medida em questão são determinados pela sequência de

parâmetro maximal da sequência encadeada positiva.
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1 PRELIMINARES

Neste caṕıtulo, apresenta-se resultados básicos sobre a teoria dos polinômiois

ortogonais e sequências encadeadas positivas no caso real, preparando terreno para o

próximo caṕıtulo onde será falado, especificamente, sobre polinômios, no ćırculo unitário,

obtidos a partir de um par de sequências reais. Nessa exposição, os lemas e teoremas

utilizados não conterão demonstrações, apenas alguns comentários e observações quando

pertinentes. Para um estudo mais rigoroso sobre os assuntos que serão aqui discutidos,

indica-se, por exemplo, o texto clássico de Chihara [5] (veja também Ismail [10]).

1.1 Polinômios ortogonais reais

Nesta seção discuti-se as propriedades mais interessantes envolvendo polinômios

ortogonais na reta real. Tais propriedades são essenciais para a compreensão das seções

seguintes e do restante do texto. Para tanto, inicia-se dando a noção da integral de

Riemann-Stieltjes, com a qual, os pilares dessa teoria se tornam mais firmes.

Definição 1.1. Uma função γ : [a, b]→ C é de variação limitada se existe uma constante

M > 0 tal que para qualquer partição P = {a = t0 < t1 < · · · < tn = b} de [a, b] temos

v(γ;P ) =
n∑
k=0

|γ(tk)− γ(tk−1)| ≤M

A variação total de γ, V (γ), é definida por

V (γ) = sup {v(γ;P );P [a, b]}

Note que V (γ) ≤ M ≤ ∞. Além disso, se γ é real e não decrescente, então tem variação

limitada dada por V (γ) = γ(b)− γ(a).

Teorema 1.1. Seja γ : [a, b]→ C de variação limitada e suponha que f : [a, b]→ C seja

cont́ınua. então existe um número complexo I tal que para qualquer ε > 0 existe um

δ > 0 tal que quando P = {a = t0 < t1 < · · · < tn = b} é uma partição de [a, b] com
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‖P‖ = max {(tk − tk−1); 1 ≤ k ≤ n} < δ tem-se∣∣∣∣I − n∑
k=1

f(τk)[γ(tk)− γ(tk−1)]

∣∣∣∣ < ε

para qualquer escolha do ponto τk, tk−1 ≤ τk ≤ tk.

O número I é chamado a integral de Riemann-Stieljes de f com respeita a γ

sobre [a, b], e é definido por

I :=

∫ b

a

f dγ =

∫ b

a

f(x) dγ(x)

Essa integral goza das mesmas propriedades da integral de Riemann. Para mais detalhes

sobre a definição e demias propriedades das integrais de Riemann-Stiljes, indicamos ao

leitor as referências [3, 6].

Definição 1.2. Um ponto de aumento da função γ é todo ponto η que cumpre a condição

γ(η + ε)− γ(η − ε) > 0, para todo ε > 0. O conjunto desses pontos,

supp (γ) = {η ∈ (a, b) | γ(η + ε)− γ(η − ε) > 0, para todo ε > 0},

é chamado o suporte de γ.

Segundo Chihara [14], o conjunto supp (γ) é chamado o espectro de γ. Os pontos

de aumento de γ são chamados de pontos espectrais.

Definição 1.3. Se γ tem suporte infinito e as integrais de Riemann-Stieljes

µn :=

∫ b

a

xn dγ(x), n = 0, 1, . . .

existem, dizemos que γ é uma distribuição ou medida (positiva) no intervalo (a, b).

Neste caso, o conjunto supp (γ) sendo infinito permite caracterizar essa medida

γ como sendo uma medida não trivial.

Os números µk são chamadas os momentos de γ de ordem k. Quando o intervalo

(a, b) é limitado, os momentos µk sempre existem. Por outro lado, se (a, b) for ilimitado

nem sempre isso ocorre, pois a integral acima pode não convergir. Quando µ0 = 1 dizemos

que γ é uma medida de probabilidade. Além disso, se a medida γ é definida em um intervalo

(−a, a), 0 < a ≤ ∞, e satisfaz dγ(x) = −dγ(−x), diz-se que γ é uma medida simétrica
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Supondo que γ é uma medida positiva em um intervalo (a, b) e que f(x) ≥ 0,

para x ∈ supp(γ), a Definição 1.3 nos permite escrever∫ b

a

f(x) dγ(x) ≥ 0,

já que γ tem infinitos pontos de aumento. Sendo assim, pode-se definir naturalmente o

produto interno 〈·, ·〉γ, pondo:

〈f, g〉γ :=

∫ b

a

f(x)g(x) dγ(x),

onde f e g são funções cont́ınuas definidas em (a, b).

De posse dessa observação, e notando que polinômios são funções cont́ınuas, tem-

se a seguinte definição para sequências de polinômios ortogonais na reta real:

Definição 1.4. Dizemos que uma sequência de polinômios {Pn}∞n=0 é ortogonal, com

relação à medida γ no intervalo (a, b), quando Pn tem grau exatamente n e

〈Pm, Pn〉γ =

∫ b

a

Pm(x)Pn(x)dγ(x) =

 0, para m 6= n

ρn 6= 0, para m = n
.

Considerando o delta de Kronecker, dado por

δm,n =

 1, se m = n

0, se m 6= n,
(1.1)

observe que podemos rescrever a definição acima sob a forma

〈Pm, Pn〉γ =

∫ b

a

Pm(x)Pn(x) dγ(x) = ρnδm,n, m, n = 0, 1, 2, . . . .

Quando ρn = 1, n ≥ 0, a sequência de polinômios obtida é chamada sequência de po-

linômios ortonormais com relação à medida γ e é denotada por {pn}∞n=0. Além disso, se

a medida γ, em relação a qual os polinômios ortogonais Pn, n ≥ 0, estão associados, for

simétrica, então os polinômios Pn, n ≥ 0, são ditos poliômios ortogonais simétricos.

Relembrando as propriedades de ortogonalidade da Álgebra Linear (veja, por

exemplo, [13]), vê-se que a sequência {Pn}∞n=0, dada na Definção 1.4, forma uma base infi-

nita para o espaço vetorial dos polinômios P. Em particular, os polinômios P0, P1, . . . , Pn

constituem uma base finita para o espaço vetorial dos polinômios de grau no máximo n,

Pn.
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Observação 1.1. Por simplicidade, substitui-se algumas vezes a expressão “sequência de

polinômios ortogonais” pela sigla “SPO” visando, assim, ser menos repetitivo e promover

uma leitura mais rápida e agradável. Além disso, considera-se que essas SPO’s sejam

mônicas, ou seja, que o coeficiente do termo de maior grau de cada polinômio Pn seja

igual 1 visando simplificar algumas notações e resultados.

Com a sequência de momentos reais {µn}∞n forma-se a matriz de ordem n + 1

(chamada matriz de Hankel) que define o determinante de Hankel

Hn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 . . . µn

µ1 µ2 . . . µn+1

...
...

. . .
...

µn µn+1 . . . µ2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ≥ 0.

Sobre esse determinante sabe-se que, uma condição necessária e suficiente para a existência

de uma SPO, com relação a uma medida positiva γ, é que Hn 6= 0. Uma demonstração

mais geral desse fato, com relação a um funcional linear positivo-definido L, pode ser

encontrada em Chihara [5]. Outro fato essencial que caracteriza as SPO’s, {Pn}∞n=0, é que

seus polinômios Pn(x) satisfazem uma relação de recorrência de três termos. Com mais

precisão, tem-se o seguinte resultado:

Teorema 1.2. Sejam γ uma medida positiva e {Pn}∞n=0 uma SPO mônica. Então existem

constantes αn e βn 6= 0 tais que

Pn+1(x) = (x− αn+1)Pn(x)− βn+1Pn−1(x), n = 1, 2, . . . , (1.2)

com P0(x) = 1, P1(x) = x− α e

αn+1 =
〈xPn, Pn〉ψ

ρn
, n ≥ 0, e βn+1 =

ρn
ρn−1

, n ≥ 1.

Demonstração. Consulte Chihara [5] ou Simon [14].

Como será visto, mais adiante, o Teorema 1.2 não permanece válido caso a

sequência de polinômios {Pn}∞n=0 seja complexa; em particular, para as sequências no

ćırculo unitário. Contudo, é verdade que o teorema acima tem rećıproca e é conhecida

como Teorema de Favard, dado como segue.
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Teorema 1.3. (Favard) Sejam {αn}∞n=1 e {βn}∞n=1 sequências de números reais arbitrários,

onde αn ∈ R e βn+1 > 0 para n ≥ 1. Então se {Pn}∞n=0 é uma sequência de polinômios

mônicos satisfazendo a relação de recorrência de três termos

Pn(x) = (x− αn)Pn−1(x)− βnPn−2(x), n = 2, 3, . . .

com P0(x) = 1 e P1(x) = x− α1, resulta que existe uma medida γ tal que a sequência de

polinômios {Pn}∞n=0 é ortogonal em relação a esta medida.

Demonstração. Veja Simon [14] ou Szegő [18].

Uma consequência dos Teoremas 1.2 e 1.3 é a Identidade de Christoffel-Darbuox :

Teorema 1.4. (Identidade de Christoffel-Darbuox) Se {Pn}∞n=0 é uma sequência SPO em

relação a uma medida positiva γ, então

n∑
k=0

Pk(x)Pk(y)

β1β2 · · · βk+1

= (β1β2 · · · βn+1)−1 kn
kn+1

Pn+1(x)Pn(y)− Pn(x)Pn+1(y)

x− y
, (1.3)

onde βj, j = 1, 2, . . . , n+ 1, . . . são os coeficientes que aparecem na relação de recorrência

dada em (1.2).

Demonstração. Veja, por exemplo, Chihara [5].

Como aplicação da identidade de Christoffel-Darbuox, obtém-se

n∑
k=0

Pk(x)Pk(y)

β1β2 · · · βk+1

= (β1β2 · · · βn+1)−1Pn(x)(Pn+1(x)− Pn+1(y))− Pn+1(x)(Pn(x)− Pn(y))

x− y

somando-se e subtraindo-se Pn+1(x)Pn(x) no numerador do lado direito da equação (1.3).

Logo, quando y → x resulta

n∑
k=0

(Pk(x))2

β1β2 · · · βk+1

=
[Pn(x)(Pn+1(x))′ − Pn+1(x)(Pn(x))′

β1β2 · · · βk+1

]
> 0,

donde se conclui que

Pn(x)(Pn+1(x))′ − Pn+1(x)(Pn(x))′ > 0. (1.4)

Através da desigualdade (1.4) pode-se mostrar que os zeros de Pn(x) e Pn+1(x) se alternam

em ordem crescente; ou seja, que

x n+1,1 < x n,1 < x n+1,2 < x n,2 < · · · < x n+1,n < x n,n < x n+1,n+1,
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onde xn,j são os zeros de Pn(x) e xn+1,j são os zeros de Pn+1(x), para j = 1, . . . n. Essa

importante propriedade satisfeita pelos zeros de polinômios ortogonais é chamada de

propriedade de entrelaçamento de zeros. Ademais, mostra-se também que esses zeros são

todos reais, distintos e estão no intervalo de ortogonalidade (a, b) (veja, por exemplo,

[5, 18]).

1.1.1 Exemplos de polinômios ortogonais reais clássicos

Dos vários exemplos de polinômios ortogonais na reta real, destaca-se aqui apenas

alguns dos mais conhecidos, alguns dos chamados polinômios ortogonais clássicos descritos

nos Exemplos 1.1, 1.2 e 1.3 dados a seguir.

Exemplo 1.1. (Polinômios de Chebyshev) Os polinômios de Chebyshev de primeira

espécie, Tn, ortogonais com relação à medida dγ(x) = (1 − x)−1/2dx em (−1, 1) são

definidos por

Tn(x) = cos(nθ), n ≥ 0,

onde x = cos θ, com θ ∈ (0, π). A relação de recorrência de três termos para esses

polinômios é dada por

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), n ≥ 1,

com T0(x) = 1 e T1(x) = x. Além do mais, tem-se

〈Tn, Tm〉γ =

∫ 1

−1

Tn(x)Tm(x)(1− x2)−1/2dx =


0, m 6= n

π

2
, m = n 6= 0

π, m = n = 0.

Exemplo 1.2. (Polinômios de Jacobi) Os polinômios de Jacobi, J (α,β)
n , com α, β > −1,

que pela Fórmula de Rodrigues são definidos por

J (α,β)
n (x) =

(−1)n

2nn!
(1− x)−α(1 + x)−β

dn

dxn
[(1− x)α+n(1 + x)β+n] (1.5)

são ortogonais no intervalo (−1, 1) com respeito à medida dγ(x) = (1− x)α(1 + x)βdx.

O coeficiente do termo de maior grau de J (α,β)
n é dado por

a(α,β)
n,n =

Γ(2n+ α + β + 1)

2nn!Γ(n+ α + β + 1)
,
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onde Γ denota a função Gama de Euler (veja, por exemplo, [2]). Para esses poliômios em

sua forma mônica, a relação de recorrência de três termos pode ser expressa da seguinte

maneira:

J (α,β)
n+1 (x) =

(
x− β2 − α2

(2n+ α + β + 2)(2n+ α + β)

)
J (α,β)
n (x)

− 4n(n+ α)(n+ β)(n+ α + β)

(2n+ α + β + 1)(2n+ α + β)2(2n+ α + β − 1)
J (α,β)
n−1 (x), n ≥ 1,

onde J (α,β)
0 (x) = 1 eJ (α,β)

1 (x) = x− (β − α)/(α + β + 2).

Além disso, tem-se〈
J (α,β)
n ,J (α,β)

n

〉
γ

=
22n+α+β+1n!Γ(n+ α + 1)Γ(n+ β + 1)Γ(n+ α + β + 1)

Γ(2n+ α + β + 2)Γ(2n+ α + β + 1)
.

Exemplo 1.3. Polinômios de Gegenbauer: Considerndo α = β = λ − 1/2 nos po-

linômios de Jacobi definidos em (1.5), obtém-se os polinômios de Gegenbauer (ou ultra-

esféricos), G(λ)
n , que satisfazem, em sua forma mônica, à seguinte fórmula de recorrência

de três termos:

G(λ)
n+1(x) = xG(λ)

n (x)− n(2λ+ n+ 1)

4(λ+ n)(λ+ n+ 1)
G(λ)
n−1(x), n ≥ 1, (1.6)

sendo que G(λ)
0 (x) = 1 e G(λ)

1 (x) = x. Esses polinômios são ortogonais, no intervalo (−1, 1),

em relação à medida dγ(x) = (1− x2)λ−1/2dx, λ > −1/2.

Para mais exemplos de polinômios ortogonais reais, bem como de outros po-

linômios clássicos, indicamos os textos dispońıveis em [2,5, 14].

1.2 Polinômios ortogonais no ćırculo unitário (OPUC)

Segundo Costa, Felix e Sri Ranga [7], os polinômios ortogonais no ćırculo unitário

(chamados abreviadamente, OPUC) foram introduzidos por Gabor Szegő em meados da

primeira metade do século XX, através da seguinte tranformação de Joukowskay:

T̃n(x) = 2−1(zn + z−n), n ≥ 1,

onde x = 2−1(z + z−1) desde que se considere z = eiθ, com θ ∈ [0, 2π]. Como será visto,

esses polinômios não satisfazem a uma relação de recorrência do tipo (1.2), e são comple-

tamente determinados por uma única seguência de números complexos¿ Além disso, seus

zeros estão todos situados no disco unitário aberto |z| < 1.
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Antes de se estabelecer os resultados mais gerais sobre a teoria de polinômios

ortogonais no ćırculo unitário, serão feitas algumas ponderações com respeito a alguns

objetos e conceitos que precisam ser apresentados.

Definição 1.5. Uma medida, µ, positiva no ćırculo unitário

C = {z = eiθ; 0 ≤ θ ≤ 2π}

é uma função real, limitada e não decrescente com suporte infinito sobre C. Seus momentos

(trigonométricos) são definidos por

µm =

∫
C
z−m dµ(z) =

∫ 2π

0

e−imθ dµ(eiθ), m = 0,±1,±2, . . . . (1.7)

Segundo a terminologia adotada em Simon [14], a medida µ é chamada medida

não trivial se o seu suporte é um conjunto infinito ao passo que é dita uma medida de

probabilidade se µ(C) =
∫
C dµ(z) = µ0 = 1.

Segue direto da definição acima que µ−m = µm e que a medida µ(eiθ) induz

uma outra medida µ(θ) com suporte infinito em [0, 2π]. Além disso, diz-se que z0 ∈ C

é um ponto puro (ou ponto de massa) de µ , se a medida desse ponto é positiva, isto

é, µ({z0}) > 0. Um ponto puro, z0, é chamado isolado (ou discreto) se, e somente se,

existe um conjunto aberto, A, em torno de z0, tal que µ(A \ {z0}) = 0. Mais detalhes

sobre medidas suportadas no ćırculo unitário C e posśıveis pontos puros para estas medida

podem ser encontrados, por exemplo, em Simon [14].

Com a medida µ pode-se definir o seguinte funcional linear

L [zm] :=

∫
C
zm dµ(z) = µ−m, m = 0,±1,±2, . . . ,

a partir do qual, é posśıvel escrever

L [ p ] =

∫ 2π

0

p(eiθ) dµ(θ) > 0,

onde p é um polinômio tal que p(eiθ) ≥ 0, mas não identicamente nulo em [0, 2π]. Com

isso, como foi feito para o caso dos polinômios ortogonais na reta real, pode-se definir o

seguinte produto interno 〈·, ·〉:

〈p, q〉 := L [p(z)q(z)] =

∫
C
p(z)q(z) dµ(z) =

∫ 2π

0

p(eiθ)q(eiθ) dµ(θ), (1.8)
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onde os poliômios p e q são definidos no ćırculo unitário C com relação à medida µ.

Agora, com respeito à sequência de momentos {µm}∞m=−∞, defini-se a matriz de

Toeplitz, Tn := [µi−j], cujo determinante é dado por:

4−1 := 1 e 4n :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ−1 . . . µ−n

µ1 µ0 . . . µ−n+1

...
...

. . .
...

µn µn−1 . . . µ0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ≥ 0. (1.9)

Uma consequência das informações que temos sobre L e 4n é dada pela definição abaixo.

Definição 1.6. Um funcional linear L, com L[z−m] = µm, é dito positivo-definido se

4n > 0, n ≥ 0, e quase-definido se 4n 6= 0, n ≥ 0

Outro fato corrente na literatura sobre a sequência {µm}∞−∞ é que a mesma é dita

hermitiana se µn = µn, com n ≥ 0, e é dita hermitiana positiva-definida se4n > 0, n ≥ 0.

Lembremos que {µm}∞−∞ ser hermitiana equivale a afirmar que Tn = T tn.

De posse da definição anterior mais o produto interno dado em (1.8) resulta que:

Definição 1.7. Para um funcional linear L positivo-definido (ou quase-definido), a sequência

de polinômios {Sn}∞n=0 é chamada de sequência de polinômios ortogonais com relação a

L se

〈Sn, Sm〉 = L [Sn(z)Sm(z)] =

0, se m 6= n

κ−2
n 6= 0, se m = n.

(1.10)

Observação 1.2. Os polinômios ortogonais no ćırculo unitário, serão aqui denotados por

“Sn” em homenagem a G. Szegő, introdutor dessa teoria no ćırculo unitário (veja, [18]);

além disso, considera-se, aqui, tais polinômios em sua forma mônica.

Observe que trocando-se Sm por um polinômio qualquer πm de grau m ≤ n,

obtém-se também que:

〈Sn, πm〉 = L [Sn(z)πm(z)] =

0, se m ≤ n

κ∗n 6= 0, se m = n.

(1.11)

Se µ é uma medida positiva com suporte em C, considerando-se o delta de Kro-

necker definido em (1.1) e o produto interno dado em(1.11), obtém-se uma associação

entre os polinômios Sn e a medida µ envolvida, como sugere a próxima definição.
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Definição 1.8. Sejam {Sn}∞n=0 uma sequência e µ(z) uma medida com suporte no ćırculo

unitário C = {z = eiθ : 0 ≤ θ ≤ 2π}. Dizemos que {Sn}∞n=0 é uma SPO com relação a

medida µ(z) se cada polinômio Sn tem grau n e∫
C
Sn(z)Sm(z)dµ(z) =

∫ 2π

0

Sn(eiθ)Sm(eiθ)dµ(eimθ) = κ−2
n δm,n, m, n = 0, 1, . . . ,

onde κ−2
n = ‖Sn‖2 =

∫
C |Sn(z)|2dµ(z) 6= 0 e os respectivos polinômios ortornormais em C

são dados por sn(z) = κnSn(z), n ≥ 0.

Agora, seja Sn(z) :=
∑n

k=0 bk,nz
k com bk,n ∈ C, bn,n = 1 e n ≥ 0. Logo, de (1.10)

(veja também (1.11)), tem-se

〈Sn, zm〉 = L
[
Sn(z)

1

zm

]
=

n∑
k=0

bk,nµm−k =

0, se m ≤ n

κ̃n 6= 0, se m = n,

que convertido em notação de matriz (fazendo-se m = 0, 1, 2, . . . n) fica

µ0 µ−1 . . . µ−n+1 µ−n

µ1 µ0 . . . µ−n+2 µ−n+1

...
...

. . .
...

...

µn−1 µn−2 . . . µ0 µ−1

µn µn−1 . . . µ1 µ0





b0,n

b1,n

...

bn−1,n

bn,n


=



0

0
...

0

κ̃n


(1.12)

Logo, pela Regra de Cramer, obtém-se

bn,n =
κ̃n4n−1

4n

ou seja,

κ̃n =
4n

4n−1

(pois bn,n = 1).

Portanto tem-se,

〈Sn, zm〉 =

0, se m = 0, 1, . . . n− 1

4n/4n−1, se m = n

(1.13)

Observe também que substituindo-se a última linha do sistema dado em (1.12) por

Sn(z) =
∑n

k=0 bk,nz
k, é posśıvel obter um novo sistema linear a partir do qual calculando-

se bn,n de forma análoga ao processo anterior, permite escrever o polinômio Sn da seguinte
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maneira:

Sn(z) =
1

4n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ−1 . . . µ−n+1 µ−n

µ1 µ0 . . . µ−n+2 µ−n+1

...
...

. . .
...

...

µn−1 µn−2 . . . µ0 µ−1

1 z . . . zn−1 zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (1.14)

Note que como estamos supondo L positivo-definido, resulta da Definição 1.6 que

os determinantes de Toeplitz, 4n, cumprem 4n > 0, n ≥ 0. Assim, o processo descrito

acima mostra a existência e unicidade dos polinômios ortogonais no ćırculo unitário, além,

é claro, de apresentar uma maneira de constrúı-los a partir da sequência de momentos

{µm}∞m=−∞.

Outros polinômios que terão destaque na teoria dos polinômios de Szegő, Sn, são

os assim chamados polinômios rećıprocos de Sn, definidos como se segue.

Definição 1.9. Sendo Sn(z) um polinômio no ćırculo unitário, de grau no máximo n,

definimos o seu polinômio rećıproco por

S∗n(z) := znSn(1/z).

Como é de se esperar, o polinômio rećıproco de qualquer polinômio ortogonal

no ćırculo unitário mantém propriedades de ortogonalidade semelhantes às apresentadas

pelos ortogonais. Para elucidar o que está se falando observe que, combinando as definições

de polinômio reciproco e do funcional linear L, e usando ainda a igualdade em (1.13),

pode-se escrever

〈S∗n, zm〉 =

4n/4n−1, se m = 0

0, se m = 1, 2, . . . n.

(1.15)

Esse fato, particular sobre os polinômios S∗n, desempenhará papel relevante mais adiante.

Uma das diferenças marcantes entre os polinômios ortogonais reais e complexos

é, justamente, que estes últimos não satisfazem uma relação de recorrência de três termos

como no caso real dada em (1.2). Todavia, os polinômios ortogonais no ćırculo unitários

satisfazem algumas relações bem úteis dentro desta teoria, a saber:

Teorema 1.5. Os polinômios ortogonais no ćırculo unitário mônicos, Sn(z), satisfazem
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às seguintes recorrências:

S∗n(z) = S∗n−1(z)− αn−1zSn−1(z) (1.16)

Sn(z) = (1− |αn−1|2)zSn−1(z)− αn−1S
∗
n(z), (1.17)

onde S0(z) = S∗0(z) = 1 e αn−1 := −Sn(0).

Demonstração. Consulte, por exemplo, a referência [17].

Os coeficientes αn são conhecidos na literatura como coeficientes de reflexão, mas

alguns autores os chamam também de coeficientes Verblunsky, de Szego, de Schur e de

Geronimus, como consta em Simon [14]. Sobre tais coeficientes sabe-se que, para n ≥ 1,

eles cumprem

αn−1 =
〈zSn−1, 1〉〈
S∗n−1, 1

〉 , (1.18)

e

1− |αn−1|2 =
4n4n−2

42
n−1

> 0, (1.19)

de onde obtém-se que |αn−1| < 1, para todo n ≥ 1. De fato, substituindo-se (1.16) em

(1.17), chega-se em

Sn(z) = zSn−1(z)− αn−1S
∗
n−1(z). (1.20)

Então, fazendo-se o produto interno 〈Sn(z), 1〉 resulta

〈Sn(z), 1〉 = 〈zSn−1(z), 1〉 − αn−1

〈
S∗n−1(z), 1

〉
e como 〈Sn(z), 1〉 = 0, obtém (1.18). Agora, para obter-se (1.19), inicialmente, faz-se o

produto interno de zn por (1.17), obtendo-se

〈Sn(z), zn〉 = (1− |αn−1|2) 〈zSn−1(z), zn〉 − αn−1 〈S∗n(z), zn〉 . (1.21)

Em seguida, como de (1.13) e (1.15) tem-se, respectivamente, 〈Sn(z), zn〉 = 4n/4n−1

e 〈S∗n(z), zn〉 = 0, e como 〈zSn−1(z), zn〉 = 〈Sn−1(z), zn−1〉, então a igualdade em (1.21)

corresponde a 4n/4n−1 = (1− |αn−1|2)4n−1/4n−2, e isso é equivalente ao que se queria

provar.

Observação 1.3. Dada uma medida de probabilidade não trivial µ suportada no ćırculo

unitário C, então associada a esta medida, mostrou-se, do que foi exposto anteriormente,

que existe uma única sequência de números complexos {αn}∞n=0, tais que |αn| < 1, n ≥ 0.
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O próximo resultado é a rećıproca do que fizemos até aqui, e é conhecido na literatura

como Teorema de Verblunsky (ou Teorema de Favard para o ćırculo unitário).

Teorema 1.6. (Verblunsky) Dada uma sequência arbitrária de números complexos

{αn}∞n=0, com |αn| < 1, n ≥ 0, então associada a esta sequência, existe uma única me-

dida de probabilidade não trivial µ, suportada no ćırculo unitário, tal que os polinômios

{Sn}n≥0 gerados por (1.17) (ou por (1.20)) são os respectivos polinômios mônicos de Szego.

Demonstração. Veja Simon [14].

Com relação às ráızes dos polinômios Sn temos o seguinte resultado.

Teorema 1.7. Os zeros dos polinômios de Szegő Sn, n ≥ 1, estão todos no disco unitário

aberto |z| < 1.

Demonstração. Veja, por exemplo, [17].

Exemplo 1.4. Seja ω0 a medida de Lebesgue definida, como uma medida de probabili-

dade, por

dω0(z) = (2πiz)−1dz, z ∈ C.

A medida ω0 é suportada no ćırculo unitário C e um cálculo simples mostra que os mo-

mentos trigonométricos, definidos em (1.7), são dados por µ
(ω0)
n = δ0,n, n ≥ 0, sendo δ0,n

o delta de Kronecker, definido em (1.1).

Dessa forma, a partir de (1.9) e (1.14), os polinômios ortogonais no ćırculo

unitário, S
(ω0)
n , com relação a ω0, são dados por S

(ω0)
n (z) = zn, n ≥ 0. Consequen-

temente, os coeficientes de Verblunsky associados à medida de Lebesgue ω0 podem ser

explicitamente fornecidos, a saber

α(ω0)
n = −S(ω0)

n+1(0) = 0, n ≥ 0.

Observe ainda que os zeros, zn,k, 1 ≤ k ≤ n, dos polinômios S
(ω0)
n (z) = zn, n ≥ 1, são

de multiplicidade n e todos iguais a zero. Este exemplo é chamado no texto Simon [14],

como o “caso livre”.

Uma importante classe de polinômios relacionada com os polinômios ortogonais

no ćırculo unitário, é a dos polinômios para-ortogonais. Segundo Jones, Njastade e Thron
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[11], esses polinômios podem ser definidos por

Sn(wn, z) = Sn(z) + wnS
∗
n(z),

onde wn ∈ C é tal que |wn| = 1 e {Sn(z)}∞n=0 são os polinômios de Szegő dados em

relação a medida µ e satisfazendo o produto interno (1.11). Com isso, considerando-se a

ortogonalidade do polinômio rećıproco dada em (1.15), observa-se que:

〈Sn(w, z), 1〉 = 〈Sn(z), 1〉+ wn 〈S∗n(z), 1〉 6= 0,

〈Sn(w, z), zm〉 = 〈Sn(z), zm〉+ wn 〈S∗n(z), zm〉 = 0, m = 1, 2, . . . , n− 1,

〈Sn(w, z), zn〉 = 〈Sn(z), zn〉+ wn 〈S∗n(z), zn〉 6= 0,

de onde pode-se ver uma diferença em relação aos polinômios de Szegő expressa pela

primeira das últimas três expressões, o que motiva a apresentar-se a próxima definição.

Definição 1.10. Dizemos que uma sequência de polinômios {Xn}∞n=0 é uma sequência

de polinômios para-ortogonais com relação a uma medida µ se cada Xn, com n ≥ 0, tem

grau n e cumpre a condição:

〈Xn, 1〉 6= 0

〈Xn, z
m〉 = 0, m = 1, 2, . . . , n− 1,

〈Xn, z
n〉 6= 0.

Além da propriedade 〈Xn, 1〉 6= 0, esses polinômios se caracterizam também por

possuirem apenas zeros simples e localizados sobre o disco unitário C, o que não ocorre

com os polinômios Sn(z). Essas caracteŕısticas serão exploradas no caṕıtulo seguinte.

Para um tratamente mais detalhado sobre tais polinõmios, pedimos ao leitor que consulte

a referência supracitada [11].

1.3 Frações cont́ınuas

Nesta seção serão apresentados os conceitos mais relevantes para este trabalho

sobre a teoria de frações cont́ınuas. Tais frações, como poderá ser visto no próximo

caṕıtulo, também estão relacionadas com a teoria de polinômios ortogonais .
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Para quaisquer sequências de números complexos {an}∞n=1 e {bn}∞n=0, uma sequência

definida por

C0 = b0, C1 = b0 +
a1

b1

, C2 = b0 +
a1

b1 +
a2

b2

, · · · (1.22)

é chamada de fração cont́ınua. As frações cont́ınuas podem ser finitas ou infinitas e o

termo geral (ou aproximante) dessa sequência é definido como

Cn = b0 +
a1

b1 +
a2

b2 +
a3

b2 +
.. . +

an
bn

(1.23)

e sobre este, a fração cont́ınua pode convergir ou divergir, conforme indica a definição

abaixo.

Definição 1.11. A fração cont́ınua (1.22) converge para um valor K (finito) se no máximo

um número finito dos Cn, dado em (1.23), é indefinido e

lim
n→∞

Cn = K.

Caso contrário, diz-se que a fração cont́ınua diverge.

Exemplo 1.5. Considerando a fração cont́ınua

1 +
1

1 +
1

1 + · · ·

,

é posśıvel verificar que seu limite é o número de ouro dado por c = (1 +
√

5)/2.

Adotando a notação mais simples para o termo geral (1.23), dada por

Cn = b0 +
a1|
|b1

+
a2|
|b2

+ · · ·+ an|
|bn

, (1.24)

resulta, pela definição acima, que

b0 +
a1|
|b1

+
a2|
|b2

+ · · · = K,

caso a dada fração cont́ınua convirja para K. Além disso, escrevendo

A0 = b0, B0 = 1

A1 = b0b1 + a1, B1 = b1

A2 = b0b1b2 + b0a2 + a1b2, B2 = b1b2 + a2,

...
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em (1.24), segue que A2 = b2A1 + a2A0 e B2 = b2B1 + a2B0, e mais geralmente, por

indução, chega-se a fórmula de Wall :

An = bnAn−1 + anAn−2 e Bn = bnBn−1 + anBn−2, (1.25)

desde que A−1 = 1, A0 = b0, B−1 = 0, B0 = 1 e bn 6= 0. Os números An e Bn são chama-

dos, respectivamente, de numerador parcial e denominador parcial de Cn, e é imediato

que Cn = An/Bn.

Observe agora que ao multiplicarmos a primeira igualdade em (1.25) por Bn−1 e

a segunda por An−1, obtém-se

AnBn−1 −BnAn−1 = −an[An−1Bn−2 −Bn−1An−2],

e, consequentemente,

AnBn−1 −BnAn−1 = (−1)n+1a1a2 · · · an, n ≥ 1. (1.26)

O resultado obtido em (1.26) é conhecido como fórmula do determinante (veja,

Wall [19]) e é muito utilizado na teoria de frações cont́ınuas. A partir dessa fórmula do

determinante, obtém-se, ainda,

An
Bn

− An−1

Bn−1

=
(−1)n+1a1a2 · · · an

Bn−1Bn

.

Mas, sendo A0/B0 = b0, somando-se sobre n, resulta que

An
Bn

= b0 +
n∑
k=1

(−1)k+1a1a2 · · · ak
Bk−1Bk

desde que bi 6= 0 e Bi 6= 0, com 1 ≤ i ≤ n.

Os próximos resultados são consequências do que acaba de ser feito e cujas de-

monstrações podem ser vistas, por exemplo, no texto de Andrade e Bracciali [1].

Lema 1.1. Se m0 = 0, então o n-ésimo denominador parcial da fração cont́ınua

1− 1|
|1
− (1−m0)m1|
| 1

− (1−m1)m2|
| 1

− · · ·

é

Bn = (1−m0)(1−m1) · · · (1−mn−1).
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Lema 1.2. Seja γn = (1 −mn−1)mn onde m0 = 0, 0 < mn < 1n ≥ 1. Então a fração

cont́ınua

1− γ1|
|1
− γ2|
|1
− γ3|
|1
− · · ·

converge para (1 + L)−1 onde

L =
∞∑
n=1

m1m2 · · ·mn

(1−m1)(1−m2) · · · (1−mn)
.

1.4 Sequências encadeadas positivas

A teoria sobre sequências encadeadas foi introduzida por Wall [19], sendo bem

difundida também por Chihara [5] e outros autores, principalmente no que se refere às

suas conexões com o estudo dos polinômios ortogonais associados a medidas suportadas

na reta real. O estudo dessas sequências na teoria de polinômios ortogonais associados a

medidas com suporte no ćırculo unitário também é de grande relevância, e por se tratar

de um tema que será muito utilizado no decorrer deste trabalho, apresenta-se, a seguir,

algumas definições, exemplos e propriedades associadas a sequências encadeadas positivas.

Para um estudo mais minucioso e posśıveis demonstrações, sugere-se, por exemplo, o texto

de Chihara [5].

Definição 1.12. Uma sequência {dn}∞n=1 é dita uma sequência encadeada positiva se

existe uma outra sequência {gn}∞n=0 tal que

(i) 0 ≤ g0 < 1 , 0 < gn < 1 , n ≥ 1 ,

(ii) dn = (1− gn−1)gn , n ≥ 1.

Nessa definição, a sequência {gn}∞n=0 é chamada uma sequência de parâmetros

para a sequência {dn}∞n=1; o termo g0 é chamado parâmetro inicial.

Segundo Chihara [5], a definição acima é um pouco mais restritiva do que a

definição original de sequências encadeadas introduzidas por Wall [19], na qual o item (i)

acima era dado da seguinte forma:

(i′) 0 ≤ gn ≤ 1, n ≥ 0.

Essa pequena diferença motiva a introdução do adjetivo “positivas” na definição acima.
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Exemplo 1.6. A sequência constante {dn}∞n=1 = {1/4} é encadeada positiva, com sequência

de parâmetros {gn}∞n=0 = {1/2}, por exemplo. Já a sequência constante {dn}∞n=1 = {a},

com 0 < a ≤ 1/4, é encadeada positiva com sequências de parâmetros

{gn}∞n=0 =

{
1 +
√

1− 4a

2

}
e {hn}∞n=0 =

{
1−
√

1− 4a

2

}

O Exemplo 1.6 ilustra que, em geral, as sequências de parâmetros não são únicas.

Em verdade, dada uma sequência encadeada positiva, pode-se mostrar que a mesma possui

uma infinidade de sequências de parâmetros, como mostra os dois próximos resultados

fornecidos em Chihara [5]:

Teorema 1.8. Seja {dn}∞n=1 uma sequência encadeada positiva e sejam {gn}∞n=0 e {hn}∞n=0,

ambas, suas sequências de parâmetros. Então,

gn < hn, n ≥ 1, se, e somente se, g0 < h0.

Teorema 1.9. Seja {dn}∞n=1 uma sequência encadeada positiva. Se {dn}∞n=1 tem uma

sequência de parâmetro {gn}∞n=0 tal que g0 > 0, então para cada h0 tal que 0 ≤ h0 < g0,

existe uma correspondente sequência de parâmetros {hn}∞n=0.

Como esses dois teoremas denunciam, as sequências de parâmetro não somente

existem em número infinito, mas também podem ser comparadas entre si. Em termos

mais precisos, tem-se as definições abaixo.

Definição 1.13. Seja {dn}∞n=1 uma sequência encadeada positiva. Uma sequência de

parâmetros {mn}∞n=0 é chamada uma sequência minimal de parâmetros para {dn}∞n=1 se

m0 = 0.

Um breve exemplo dessa definição pode ser visto voltando-se à primeira sequência

encadeada dada no Exemplo 1.6, isto é, {dn}∞n=1 = {1/4}. Como pode ser verificado

facilmente, tal sequência encadeada positiva tem sequência minimal de parâmetros dada

por {mn}∞n=0 = {n/[2(n+ 1)]}.

Definição 1.14. Seja {dn}∞n=1 uma sequência encadeada positiva. Uma sequência {Mn}∞n=0

é chamada uma sequência maximal de parâmetros para {dn}∞n=1 se Mn > gn (n ≥ 0), para

qualquer outra sequência de parâmetros {gn}∞n=0 de {dn}∞n=1.
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Novamente recorrendo ao Exemplo 1.6, observa-se que, a sequência encadeada

positiva {dn}∞n=1 = {a}, com 0 < a ≤ 1/4, tem sequência maximal de parâmetros dada

por

{gn}∞n=0 =
{1 +

√
1− 4a

2

}
.

Para ver isto com mais clareza, sugerimos ao leitor que considere o seguinte resultado

demonstrado em Chihara [5]:

Teorema 1.10. Para que {Mn}∞n=0 seja uma sequência maximal de parâmetros de uma

sequência encadeada positiva {dn}∞n=1 uma condição necessária e suficiente é que

∞∑
n=1

M1M2 · · ·Mn

(1−M1)(1−M2) · · · (1−Mn)
=∞.

Comparando esta última expressão com aquela do Lema 1.2, nota-se que a coin-

cidência exibe uma ı́ntima relação entre sequências encadeadas positivas e frações cont́ınuas.

Assim como na igualdade do Lema 1.2, a que acaba de ser fornecida no Teorema 1.10 é

também devida Wall (veja, [5]), e é conhecida como critério de Wall.

Como consequência dos Teoremas 1.8 e 1.9 pode-se afirmar que toda sequência

encadeada positiva possui uma sequência de parâmetros {mn}∞n=0 tal que m0 = 0 e mn <

gn, n ≥ 1, para qualquer outra sequência de parâmetros {gn}∞n=0. Ou seja, toda sequência

encadeada positiva possui uma sequência minimal de parâmetros. Além disso, o Teorema

1.8 também garante o seguinte resultado sobre sequências maximais:

Teorema 1.11. Toda sequência encadeada positiva tem uma sequência maximal de

parâmetros.

A demonstração de todos os resultados apresentados nesta seção, podem também

ser encontradas em [10,14,18].
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2 UMA CARACTERIZAÇÃO PARA

OPUC A PARTIR DE UM PAR DE

SEQUÊNCIAS REAIS

Szegő mostrou que polinômios ortogonais reais no ćırculo unitário podem ser

mapeados para polinômios ortogonais no intervalo [−1, 1] por meio da transformação

2x = z+z−1. Nos anos 80 e 90 Delsarte e Genin [8] mostraram que polinômios ortogonais

reais no ćırculo unitário podem ser mapeados para polinômios ortogonais simétricos no

intervalo [−1, 1] usando a transformação 2x = z1/2 + z−1/2. Neste caṕıtulo, apresenta-se

resultados que estendem aqueles apresentados por Delsarte e Genin, agora, para todos

os polinômios ortogonais no ćırculo unitário e não apenas os OPUC reais. Neste caso, a

transformação apresentada mapeia para funções em [−1, 1] que podem ser vistas como

extensões de polinômios ortogonais simétricos em [−1, 1] satisfazendo uma relação de

recorrência três termos com coeficientes reais {cn}∞n=1 e {dn}∞n=1, onde {dn}∞n=1 também é

uma sequência de encadeada positiva.

Os resultados aqui estabelecidos, fornecem uma caracterização para polinômios

ortogonais no ćırculo unitário em termos do par de sequências reais {{cn}∞n=1 {dn}∞n=1},

onde {dn}∞n=1 é uma sequência de encadeada positiva. Além disso, também é fornecida,

nesse caṕıtulo, uma caracterização para que um ponto w (|w| = 1) seja um ponto puro

da medida envolvida.

2.1 Polinômios núcleos CD e sequências encadeadas

Foi visto no caṕıtulo anterior que polinômios ortogonais reais satisfazem a uma

relação de recorrência de três termos do tipo (1.2) mas que, em geral, isso não ocorre

para polinômios ortogonais no ćırculo unitário Sn. Um resultado bem importante para

os objetivos do presente caṕıtulo, e que será provado nesta seção, é que dado um par

de sequências reais, onde uma dessas sequências é uma sequência encadeada positiva, é
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posśıvel determinar de modo único uma sequência de polinômios, associados aos ortogo-

nais Sn, os assim chamados polinômios núcleos CD, satisfazendo também uma relação de

recorrência de três termos. Para tanto, será assumido que a medida µ utilizada seja uma

medida de probabilidade, e que {sn(z)}∞n=0 seja a sequência de polinômios ortonormais

associada à medida µ, onde sn = κnSn, n ≥ 0, com κn sendo a constante de normalização

e Sn pertencendo a sequência de polinômios ortogonais mônica {Sn(z)}∞n=0, com suporte

no ćırculo unitário, associada à medida µ. Além disso, considera-se os coeficientes de

Verblunsky

αn = −Sn+1(0), n ≥ 0,

e as relações provenientes de (1.16) e (1.20), que, por comodidade, serão enumeradas aqui

como:

S∗n(z) = S∗n−1(z)− αn−1zSn−1(z), (2.1)

Sn(z) = zSn−1(z)− αn−1S
∗
n−1(z). (2.2)

onde S∗n(z) = znSn(1/z) e |αn| < 1, n ≥ 0.

Seja agora

τn(w) :=
Sn(w)

S∗n(w)
, n ≥ 0, (2.3)

de modo que w ∈ C é tal que |w| = 1. Note que, neste caso, |w| = 1 implica em |τn(w)| = 1

para todo n ≥ 0. De fato, sendo |w| = 1, tem-se ww = 1 e, consequentemente, para n ≥ 0,

|τn(w)| = |Sn(w)|
|S∗n(w)|

=
|Sn(w)|

|wnSn(1/w)|
=

|Sn(w)|
|w|n|Sn(w)|

= 1. (2.4)

A fórmula de Christoffel-Darbuox, de ordem n ≥ 0, associada com a sequência

{Sn}∞n=0 é dada por (veja, [14]):

Kn(z;w) =
∞∑
j=0

sj(w)sj(z) =
s∗n+1(w)s∗n+1(z)− sn+1(w)sn+1(z)

1− wz
. (2.5)

Segundo Simon [14], Kn(z;w) é chamado polinômio núcleo CD, onde CD é uma referência

ao termo “Christoffel-Darbuox”.

Considere também a sequência {Pn(w; z)} de polinômios em z definida por

Pn(w; z) =
κ−2
n+1w

Sn+1(w)

Kn(z;w)

1 + τn+1(w)αn
, n ≥ 0. (2.6)



39

É posśıvel verificar facilmente que Pn(w; z) é um polinômio mônico de grau n em z escrito

da seguinte forma:

Pn(w; z) =
1

z − w
Sn+1(z)− τn+1(w)S∗n+1(z)

1 + τn+1(w)αn
. (2.7)

Com efeito, de (2.5) e (2.6) pode-se escrever

Pn(w; z) =
w

κ2
n+1Sn+1(w)

s∗n+1(w)s∗n+1(z)− sn+1(w)sn+1(z)

1− wz
1

1 + τn+1(w)αn

=
1/w

κ2
n+1Sn+1(w)

κ2
n+1S

∗
n+1(w)S∗n+1(z)− κ2

n+1Sn+1(w)Sn+1(z)

1/w(w − z)

1

1 + τn+1(w)αn

=
Sn+1(z)− S∗

n+1(z)

Sn+1(w)
S∗n+1(z)

(z − w)(1 + τn+1(w)αn
=

1

z − w
Sn+1(z)− 1

τn+1(w)
S∗n+1(z)

1 + τn+1(w)αn

=
1

z − w
Sn+1(z)− τn+1(w)S∗n+1(z)

1 + τn+1(w)αn
,

já que, a partir de (2.4), tem-se τn+1(w)τn+1(w) = 1.

Outro resultado que será utilizado na demonstração de teoremas desta seção,

é que τn(w), definido em (2.3), também pode ser obtido recursivamente a partir dos

coeficientes de Verblunsky αn. Precisamente, tem-se

τn+1(w) =
wτn(w)− αn
1− wτn(w)αn

, wτn(w) =
τn+1(w) + αn
1 + τn+1(w)αn

, n ≥ 0. (2.8)

Tais igualdades, seguem, diretamente, das equações (2.1) e (2.2) e da expressão para

τn(w), dada em (2.3). De fato, substituindo-se (2.1) e (2.2) em (2.3), obtém-se

τn+1(w) =
wSn(w)− αnS∗n(w)

S∗n(w)− αnwSn(w)
=

S∗n(w)
[
wSn(w)
S∗
n(w)
− αn

]
S∗n(w)

[
1− αnwSn(w)

S∗
n(w)

] =
wτn(w)− αn
1− αnwτn(w)

.

de onde, com uma simples manipulação, chega-se a segunda igualdade em (2.8), isto é,

wτn(w) =
τn+1(w) + αn
1 + τn+1(w)αn

. (2.9)

A partir disso, conclúı-se que

[1− wτn(w)αn][1 + τn+1(w)αn] = 1− |αn|2, n ≥ 0. (2.10)

De fato, usando (2.9), tem-se

[1− wτn(w)αn][1 + τn+1(w)α] =

[
1− τn+1(w) + αn

1 + τn+1(w)αn
αn

]
[1 + τn+1(w)αn]

= 1 + τn+1(w)αn − [τn+1(w) + αn]αn

= 1− αnαn

= 1− |αn|2.
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Agora, considerando-se (2.1), (2.2) e (2.9) é posśıvel reescrever os polinômios

núcleos, Pn(w; z), dados em (2.7), da seguinte forma:

Pn(w; z) =
1

z − w
[zSn(z)− wτn(w)S∗n(z)], n ≥ 0. (2.11)

De fato,

Pn(w; z) =
1

z − w
Sn+1(z)− τn+1(w)S∗n+1(z)

1 + τn+1(w)αn

=
1

z − w
[zSn(z)− αnS∗n(z)]− τn+1(w) [S∗n(z)− αnzSn(z)]

1 + τn+1(w)αn

=
1

z − w
zSn(z) [1 + τn+1(w)αn]− S∗n(z)[τn+1(w) + αn]

1 + τn+1(w)αn

=
1

z − w
[zSn(z)− wτn(w)S∗n(z)].

Observe que na passagem da primeira para a segunda igualdade na sequência de igualdades

acima foram utilizadas as expressões em (2.1) e (2.2), ao passo que na passagem para a

última igualdade utilizou-se da expressão em (2.9).

O teorema abaixo mostra que os polinômios núcleos mônicos, Pn(w; z), satisfazem

uma relação de recorrência de três termos. Tal resultado será de fundamental importância

para obtenção dos principais objetivos desse caṕıtulo.

Teorema 2.1. A sequência de polinômios núcleos mônicos {Pn(w; z)} satisfaz a fórmula

de recorrência de três termos

Pn+1(w; z) = [z + bn+1(w)]Pn(w; z)− an+1(w)zPn−1(w; z), n ≥ 1 (2.12)

com P0(w; z) = 1 e P1(w; z) = z + b1(w), onde

bn(w) =
τn(w)

τn−1(w)
, an+1(w) = [1 + τn(w)αn−1][1− wτn(w)αn]w, n ≥ 1. (2.13)

Demonstração. Seja p̃n+1(z) um polinômio de grau n+ 1, n ≥ 1, dado por

p̃n+1(z) = Pn+1(w; z) + un[1 + τn(w)αn−1]zPn−1(w; z), (2.14)

onde un é uma constante. Logo, multiplicando esse polinômio por z −w e usando (2.7) e

(2.11), obtém-se

(z − w)p̃n+1(w; z) =
[
zSn+1(z)− wτn+1(w)S∗n+1(z)

]
+ unz [Sn(z)− τn(w)S∗n(z)]
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Agora, pelas igualdades (2.1) e (2.2) resulta que

(z − w)p̃n+1(w; z) = {z [zSn(z)− αnS∗n(z)]− wτn+1(w) [S∗n(z)− αnzSn(z)]}

+ unzSn(z)− unzτn(w)S∗n(z)

= z {zSn(z)− [τn(w)un + αn]S∗n(z)}

+ unzSn(z)− wτn+1(w)S∗n(z) + αnwzSn(z)τn+1(w)

= z {zSn(z)− [τn(w)un + αn}S∗n(z)]

+ [un + wτn+1(w)αn]

[
zSn(z)− wτn+1(w)

un + wτn+1(w)αn
S∗n(z)

]
. (2.15)

Definindo-se, então, un := [1 − wτn(w)αn]w e levando-se em consideração que

|w| = 1 (o que acarreta |τn(w)| = 1, como mostrado em (2.4)), chega-se, sem dificuldade,

em

τn(w)un + αn = wτn(w) e un + wτn+1(w)αn =
τn+1(w)

τn(w)

e, consequentemente, obtém-se

z {zSn(z)− [τn(w)un + αn]S∗n(z)] = z [zSn(z)− wτn(w)S∗n(z)] ,

[un + wτn+1(w)αn]
[
zSn(z)− wτn+1(w)

un+wτn+1(w)αn
S∗n(z)

]
= τn+1(w)

τn(w)
[zSn(z)− wτn(w)S∗n(z)] .

Com isso, a igualdade em (2.15) pode ser reescrita como

(z − w)p̃n+1(w; z) = z[zSn(z)− wτn(w)S∗n(z)] +
τn+1(w)

τn(w)
[zSn(z)− wτn(w)S∗n(z)]

ou, equivalentemente, usando-se (2.11),

p̃n+1(w; z) =

[
z +

τn+1(w)

τn(w)

]
Pn(w; z) = [z + bn+1(w)]Pn(w; z), (2.16)

onde bn(w) = τn(w)/τn−1(w), n ≥ 1.

Finalmente, uma vez que un = [1 − wτn(w)αn]w, tomando-se an+1(w) como em

(2.13), e substituindo-se (2.16) em (2.14), chega-se ao resultado desejado em (2.12), o que

conclui a prova do teorema.

Os coeficientes an(w) e bn(w), dados no Teorema 2.1, podem ser reescritos, usando

(2.8) e (2.10), como:

bn(w) =
1− wτn−1(w)αn−1

1− wτn−1(w)αn−1

w =
1 + τn(w)αn−1

1 + τn(w)αn−1

w, (2.17)
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an+1(w) =
1− wτn(w)αn

1− wτn−1(w)αn−1

(1− |αn−1|2)w, n ≥ 1 (2.18)

=
1 + τn(w)αn−1

1 + τn+1(w)αn
(1− |αn|2)w.

De fato, como an+1(w) = [1 + τn(w)αn−1][1 − wτn(w)αn]w, (2.18) é uma consequência

imediata de (2.10). Agora em relação a bn(w), usando (2.13) e a primeira equação em

(2.8), tem-se, inicialmente, que

bn(w) =
τn(w)

τn−1(w)
=

wτn−1(w)− αn−1

1− wτn−1(w)αn−1

τn−1(w)
=

wτn−1(w)− αn−1

τn−1(w) [1− wτn−1(w)αn−1]
(2.19)

Ora, mas sendo |w| = 1 (o que acarreta 1 = |w|2 = ww), segue-se por (2.4) que

1 = |τn−1(w)|2 = τn−1(w)τn−1(w), n ≥ 1. Consequentemente, a igualdade em (2.19) pode

ser reescrita como

bn(w) =
τn−1(w) [wτn−1(w)− αn−1]

1− wτn−1(w)αn−1

=
w − τn−1(w)αn−1

1− wτn−1(w)αn−1

=
1− wτn−1(w)αn−1

1− wτn−1(w)αn−1

w,

o que fornece a primeira igualdade em (2.17). Por outro lado, usando novamente (2.13)

e, agora, a segunda equação em (2.8), tem-se

bn(w) =
τn(w)

τn−1(w)
=

τn(w)

τn(w) + αn−1

w [1 + τn(w)αn−1]

=
wτn(w)[1 + τn(w)αn−1]

τn(w) + αn−1

=
w[1 + τn(w)αn−1]

τn(w) [τn(w) + αn−1]

=
1 + τn(w)αn−1

1 + τn(w)αn−1

w,

e isto corresponde à segunda igualdade em (2.17).

Apoiados nos resultados a que se chegou a respeito dos polinômios Pn(w; z),

serão introduzidos, agora, uma classe de polinômios complexos, denotados por Rn(z),

que, como será visto, também satisfazem a uma relação de recorrência de três termos e

serão fundamentais no que se segue no restante deste caṕıtulo. Para tanto, será assumido

que w = 1 de modo que as novas sequências consideradas passam a ser {Pn(1; z)}∞n=0.

Assim, do Teorema 2.1, obtém-se

Pn+1(1; z) = [z + bn+1]Pn(1; z)− an+1Pn+1(1; z), n ≥ 1 (2.20)

com P0(1; z) = 1 e P1(1; z) = z + b1, onde

bn =
τn
τn−1

, an+1 = [1 + τnαn−1][1− τnαn], n ≥ 1. (2.21)
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Neste caso, adotou-se a notação aj(1) = aj, j ≥ 2, bj(1) = bj, j ≥ 1, e τj(1) = τj, j ≥ 0.

Além disso, a partir de (2.17) e (2.18), tem-se

bn =
1− τn−1αn−1

1− τn−1αn−1

=
1 + τnαn−1

1 + τnαn−1

, n ≥ 1, (2.22)

an+1 =
1− τnαn

1− τn−1αn1

(1− |αn−1|2) =
1 + τnααn−1

1 + τn+1αn
(1− |αn|2), n ≥ 1. (2.23)

Considere agora os polinômios Rn(z), de grau n, definidos por R0(z) = P0(1; z) e

Rn(z) =

n−1∏
j=0

[1− τjαj]

n−1∏
j=0

[1−Re(τjαj)]
Pn(1; z), n ≥ 1. (2.24)

Pelo que já foi visto para os polinômios Pn(w; z), por essa definição, os polinõmios

Rn(z) gozam da propriedade de possúırem n zeros simples em |z| = 1, todos distintos de 1.

Além disso, a próxima subseção mostrará que estes polinômios satisfazem uma interessante

relação de recorrência de três termos cujos coeficientes que aparecem naquela relação são

um par de sequências reais, onde uma dela é também uma sequência encadeada positiva.

2.1.1 Relação de recorrência de três termos para os polinômios

Rn(z)

Teorema 2.2. A sequência de polinômios {Rn(z)}∞n=0 satisfaz a relação de recorrência

de três termos

Rn+1(z) = [(1 + icn+1)z + (1− icn+1)]Rn(z)− 4dn+1zRn−1(z), n ≥ 1,

com R0(z) = 1 e R1(z) = (1+ic1)z+(1−ic1), onde as sequências reais {cn}∞n=1 e {dn+1}∞n=1

são dadas por

cn =
−Im(τn−1αn−1)

1−Re(τn−1αn−1)
, n ≥ 1,

dn+1 =
1

4

[1− |τn−1αn−1|2]|1− τnαn|2

[1−Re(τn−1αn−1)][1−Re(τnαn)]
, n ≥ 1.

Além do mais, {d1,n}∞n=1, onde d1,n = dn+1, é uma sequência encadeada positiva com

sequência de parâmetros {g1,n}∞n=0 expressa por

g1,n =
1

2

|1− τnαn|2

[1−Re(τnαn)]
, n ≥ 0.
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Demonstração. Inicialmente, considere a sequência de polinômios {R̃n}∞n=0 definida por

R̃n(z) = [1− τn−1αn−1][1− τn−2αn−2] · · · [1− τ0α0]Pn(1; z), n ≥ 1, (2.25)

em que R̃0(z) = P0(1; z) = R0(z). Em seguida, observe que levando-se em consideração a

igualdade (2.20), e a primeira das igualdades em (2.22) e (2.23), tem-se, para n ≥ 1, que

Pn+1(1; z) =
[(1− τnαn)z + (1− τnαn)]

1− τnαn
Pn(1; z)− (1− |αn−1|2)|1− τnαn|2

(1− τn−1αn−1)(1− τnαn)
zPn−1(1; z)

Então, combinando-se essas duas últimas igualdades, pode-se escrever

R̃n+1(z) = [(1− τnαn)z + (1− τnαn)]R̃n(z)− [(1− |αn−1|2)|1− τnαn|2]zR̃n−1(z), (2.26)

para n ≥ 1, com R̃0(z) = P0(1; z) = R0(z) e

R̃1(z) = (1− τ0α0)P1(1; z) = (1− τ0α0)(z + b1) = (1− τ0α0)z + (1− τ 0α0), (2.27)

uma vez que b1 = (1− τ 0α0)/(1− τ0α0).

Agora, como por (2.4) tem-se |τn| = 1 para n ≥ 0, observa-se que (1− |αn−1|2) =

(1 − |τn−1αn−1|2), n ≥ 1. Além disso, a partir de (2.24) e (2.25), é posśıvel escrever os

polinômios Rn(z) como

Rn(z) =
1∏n−1

j=0 [1−Re(τjαj)]
R̃n(z), n ≥ 1, (2.28)

onde R0(z) = P0(1; z) = R̃0(z). Assim, substituindo R̃n(z) (dado em termos de Rn(z)

pela igualdade em (2.28)) na fórmula de recorrência (2.26) e levando-se em consideração

que (1− |αn−1|2) = (1− |τn−1αn−1|2), n ≥ 1, obtém-se

Rn+1(z) =
[(1− τnαn)z + (1− τnαn)]

1−Re(τnαn)
Rn(z)

− [1− |τn−1αn−1|2] |1− τnαn|2

[1−Re(τnαn)][1−Re(τn−1αn−1)]
zRn−1(z), n ≥ 1, (2.29)

Mas, observando-se que, para n ≥ 0,

[(1− τnαn)z + (1− τnαn)]

1−Re(τnαn)
=

[
1− i Im(τnαn)

1−Re(τnαn)

]
z +

[
1 + i

Im(τnαn)

1−Re(τnαn)

]
e definindo-se, para n ≥ 1,

cn :=
−Im(τn−1αn−1)

1−Re(τn−1αn−1)
e dn+1 :=

1

4

[1− |τn−1αn−1|2]|1− τnαn|2

[1−Re(τnαn)][1−Re(τn−1αn−1)]
, (2.30)
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então, a igualdade em (2.29), pode ser reescrita como

Rn+1(z) = [(1 + icn+1)z + (1− icn+1)]Rn(z)− 4dn+1zRn−1(z), n ≥ 1,

com R0(z) = P0(1; z) = 1 e, por (2.28) e (2.27),

R1(z) =
1

1−Re(τ0α0)
R̃1(z) =

1

1−Re(τ0α0)
[(1− τ0α0)z + (1− τ 0α0)]

=

[
1− i Im(τ0α0)

1−Re(τ0α0)

]
z +

[
1 + i

Im(τnαn)

1−Re(τnαn)

]
= (1 + ic1)z + (1− ic1)],

exatamente como se desejava.

Por fim, um cálculo direto, fornece

1− 1

2

|1− τn−1αn−1|2

[1−Re(τn−1αn−1)]
=

1− |τn−1αn−1|2

2[1−Re(τn−1αn−1]
.

Consequentemente, a expressão dada para dn+1 em (2.30) pode ser reescrita como

dn+1 =

(
1− 1

2

|1− τn−1αn−1|2

[1−Re(τn−1αn−1)]

)
|1− τnαn|2

2[1−Re(τnαn]
, n ≥ 1.

Dáı, pondo dn+1 := d1,n e

g1,n :=
1

2

|1− τnαn|2

[1−Re(τnαn)]
, n ≥ 0, (2.31)

vê-se que d1,n = (1− g1,n−1)g1,n para n ≥ 1, e que 0 < g1,n < 1 para n ≥ 0, uma vez que

|αn| < 1 para n ≥ 0; isto é, {d1,n}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva.

Usando (2.10), com w = 1, é posśıvel reescrever os coeficientes cn, dn e g1,n do

Teorema 2.2 como

cn =
−Im(τnαn−1)

1 +Re(τnαn−1)
, dn+1 =

1

4

|1 + τnαn−1|2 [1− |τn+1αn|2]

[1 +Re(τnαn−1)][1 +Re(τn+1αn)]

para n ≥ 1 e

g1,n =
1

2

[1− |τn+1αn|2]

[1 +Re(τn+1αn)]
, n ≥ 0.

De fato, para obter a nova expressão para cn basta tomar a parte imaginária

em ambos os membros da igualdade em (2.10) e, após alguns cálculos nesse processo,

considerar a expressão já definida para cn em (2.30). Já para obter g1,n tome a parte
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real em ambos os membros de (2.10) juntamente com a nova expressão de cn obtida, para

concluir, por um lado, que

1− |τn+1αn|2

1 +Re(τn+1αn)
=

1− |αn|2

1 +Re(τn+1αn)

= 1−Re(τnαn)− cn+1Im(τnαn). (2.32)

Por outro lado, considerando-se a antiga expressão para cn, dada em (2.30), pode-se

verificar que

|1− τnαn|2

1−Re(τnαn)
=

[Re(1− τnαn)]2 + [Im(1− τnαn)]2

1−Re(τnαn)

= 1−Re(τnαn)− cn+1Im(τnαn). (2.33)

E a nova expressão para g1,n segue agora de (2.31), (2.32) e (2.33).

Por último, para encontrar a nova expressão para dn, basta observar que sendo dn

uma sequência encadeada positiva, pode também ser obtida através da relação

d1,n = (1− g1,n−1)g1,n, n ≥ 1, usando-se, agora, a nova g1,n encontrada.

Além disso, usando-se (2.22) e (2.30), a expressão para bn também pode ser dada

por

bn =
1− τn−1αn−1

1− τn−1αn−1

=
1−Re(τn−1αn−1) + iIm(τn−1αn−1)

1−Re(τnαn−1)− iIm(τn−1αn−1)

=

1 + i
Im(τn−1αn−1)

1−Re(τn−1αn−1)

1− i Im(τn−1αn−1)

1−Re(τn−1αn−1)

=
1− icn
1 + icn

, n ≥ 1,

isto é,

bn =
1− icn
1 + icn

, n ≥ 1.

Dáı, uma vez que bn também é escrito como bn = τn/τn−1 (veja (2.21)), então

τn = b1b2 · · · bn =
n∏
j=1

1− icj
1 + icj

, n ≥ 1,

ou seja, τn pode ser reescrito como

τn =
n∏
j=1

1− icj
1 + icj

, n ≥ 1, (2.34)

onde τ0 = τ0(1) = S0(1)/S∗(1) = 1.
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2.2 Coeficientes de Verblunsky via par de sequências

reais

É bastante conhecido, na literatura, que sequências de polinômios ortogonais

mônicos, {Sn}∞n=0, são completamente determinadas pelos coeficientes de Verblunsky,

{αn}∞n=0, e vice-versa (veja, por exemplo, [10, 14, 18]). Contudo, além desta relação, há

outra na qual uma sequência como {Sn}∞n=0 pode ser completamente caracterizada por um

par de sequências reais do tipo {{cn}∞n=1; {dn}∞n=1}, onde {dn}∞n=1 também um sequência

encadeada positiva. Com isso, vê-se que os OPUC estão intimamente ligadas à teoria das

sequências encadeadas positivas. Como isto ocorre, é, justamente, o objetivo da presente

seção.

Lema 2.1. Dadas duas sequências reais {cn}∞n=1 e {gn}∞n=1, onde as gn são tais que

0 < gn < 1 para n ≥ 1, então existe uma única sequência {βn}∞n=0, onde |βn| < 1 para

n ≥ 0, tal que

cn =
−Im(βn−1)

1−Re(βn−1)
e gn =

1

2

|1− βn−1|2

[1−Re(βn−1)]
, n ≥ 1.

Explicitamente, temos

βn−1 =
1− 2gn − icn

1− icn
, n ≥ 1.

Demonstração. Deseja-se encontrar uma sequência {βn}∞n=0, com |βn| < 1 para n ≥ 0,

tais que os pontos βn−1 = (Re(βn−1), (Im(βn−1)), cumpram

cn =
−Im(βn−1)

1−Re(βn−1)
e gn =

1

2

|1− βn−1|2

[1−Re(βn−1)]
,

onde {cn}∞n=1 e {gn}∞n=1 são sequências reais dadas, com 0 < gn < 1 para n ≥ 1. Assim,

como as igualdades acima para c e gn fornecem

Im(βn−1) = cn(Re(βn−1)− 1) e 2gn(1−Re(βn−1)) = (1− βn−1)(1− βn−1),

ou, equivalentemente,

Im(βn−1) = cn(Re(βn−1)− 1) e [Re(βn−1)− (1− gn)]2 + Im2(βn−1) = g2
n,

então, escrevendo βn−1 = (Re(βn−1), Im(βn−1)) = (x, y), n/geq1, resulta que as coorde-

nadas dos pontos βn−1 devem satisfazer as equações

y = cn(x− 1) e [x− (1− gn)]2 + y2 = g2
n, (2.35)
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que representam geometricamente, respectivamente, uma reta e uma circunferência. Dessa

forma, substituindo o valor de y, dado na primeira equação de (2.35), na segunda equação,

também de (2.35), chega-se em

(1 + c2
n)x2 − 2(1 + c2

n − gn)x+ (1 + c2
n − 2gn) = 0

Agora, resolvendo esta última igualdade em x, resulta que x = 1 (implicando em

y = cn(1 − 1) = 0) ou x = 1 − 2gn/(1 + c2
n). Note que, embora o ponto βn−1 = (1, 0)

resolva as equações em (2.35), ele não pode ser considerado, pois deve-se ter |βn−1| < 1;

logo, para satisfazer está última condição só resta o segundo valor para x que, substitúıdo

em y = cn(x− 1) produz y = −2cngn/(1 + c2
n). Portanto,

βn−1 = x+ iy =
1− 2gn − icn

1− icn
, n ≥ 1,

que, por construção, satisfaz |βn| < 1, para n ≥ 0, pois (x, y) = (Re(βn−1), Im(βn−1)) =

βn−1 obedece a equação da circunferência, dada em (2.35), de centro (1− gn, 0) e raio gn,

sendo gn tal que 0 < gn < 1 para n ≥ 1.

Como se pede ver, a sequência de números complexos encontrada {βn}∞n=0 pode

ser tomada para ser uma sequência de coeficientes de Verblunsky associada a uma dada

medida, µ, suportada no ćırculo unitário, já que |βn| < 1 para n ≥ 0; além disso, como a

sequência {gn}∞n=1 satisfaz 0 < gn < 1 para n ≥ 1, esta pode ser usada para determinar

uma sequência de parâmetros para uma sequência encadeada positiva {d1,n}∞n=1 (veja

Definição 1.12). Desse modo, fica provada uma relação entre coeficientes de Verblunsky e

sequências encadeadas positivas, onde, neste caso, pelo Lema 2.1, é posśıvel recuperar a

sequência de coeficientes de Verblunsky {βn}∞n=0 uma vez que a sequência real {cn}∞n=1 e a

sequência de parâmetros {g1,n}∞n=0 = {gn}∞n=1 (da sequência encadeada positiva {d1,n}∞n=1)

são conhecidas.

Portanto, como é conhecido que dada uma sequência de coeficientes de Verblunsky

{βn}∞n=0 pode-se encontrar, de modo único, uma sequência de OPUC mônica com relação

a uma dada medida µ (veja [14]), o Lema 2.1 garante que dado um par de sequências

reais da forma {{cn}∞n=1; {d1,n}∞n=1}, onde {d1,n}∞n=1 é encadeada positiva, pode-se obter

também de modo único uma sequência de OPUC mônica. Com isso, segue-se a relação:

{{cn}∞n=1; {d1,n}∞n=1} =⇒ {βn}∞n=0 ⇐⇒ µ ⇐⇒ {Sn}∞n=0 (2.36)
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Mais adiante, novas informações sobre a relação entre sequência de coeficientes de

Verblunsky {βn}∞n=0 e par de sequências reais da forma {{cn}∞n=1; {dn}∞n=1}, onde {dn}∞n=1

é uma sequência encadeada positiva serão fornecidos, onde a caracterização em (2.36) será

completa no sentido que para a primeira implicação valerá também a volta, isto é

{{cn}∞n=1; {dn}∞n=1} ⇐⇒ {βn}∞n=0.

Suponha, agora, que a medida µ, considerada na abertura do presente caṕıtulo,

tenha um salto δ (0 ≤ δ < 1) em z = 1. Assim, é posśıvel definir a famı́lia de medidas,

µ(t), associadas à medida µ, usando a seguinte transformação de Uvarov:∫
C
f(ζ)dµ(t)(ζ) =

1− t
1− δ

∫
C
f(ζ)dµ(ζ) +

t− δ
1− δ

f(1) (2.37)

Pondo µ
(t)
n =

∫
C ζ
−ndµ(t)(ζ) pode-se escrever,

µ(t)
n =

1− t
1− δ

µn +
t− δ
1− δ

, n = ±1,±2, . . . . (2.38)

A medida µ(t), com 0 ≤ t ≤ 1, é também uma medida de probabilidade não-trivial com

salto t em z = 1. Além disso, como por (2.38), tem-se µ
(δ)
n = µn, para n = ±1,±2, . . .,

então µ(δ) = µ, isto é a medida µ é exatamente uma das medidas da famı́lia de Uvarov

(aquela que tem salto t = δ em z = 1).

Segundo Costa et al. [7], na nomeclatura corrente, a medida µ(t), com 0 ≤ t ≤ 1,

definida em (2.37), tem um ponto puro em z = 1 com comprimento de massa t nesse

ponto.

Denota-se, daqui em diante, S
(t)
n e α

(t)
n como sendo, respectivamente, os OPUC

mônicos e os coeficientes de Verblunsky associados à famı́lia µ(t). Com isso, resulta que

S
(δ)
n = Sn e α

(δ)
n = αn para n ≥ 0, pois como µ(δ) gera S

(δ)
n (mônico e único) e µ gera

Sn (mônico e único), basta usar que µ(t) = µ para chegar-se a igualdade S
(δ)
n = Sn.

Consequentemente, como S
(δ)
n (0) = Sn(0), resulta que α

(δ)
n = αn.

Seja agora P
(t)
n (1; z) os polinômios núcleos mônicos de grau n em w = 1 associados

à medida µ(t) e dados, como em (2.7), por

P (t)
n (1; z) =

1

z − 1

S
(t)
n+1(z)− τn+1S

∗(t)
n+1(z)

1 + τ
(t)
n+1α

(t)
n

, n ≥ 0,

em que τ
(t)
n = S

(t)
n (1)/S

∗(t)
n (1). Com esta terminologia adotada, pode-se, então, enunciar

o seguinte resultado:
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Lema 2.2. Para todo t tal que 0 ≤ t ≤ 1 tem-se

P (t)
n (1; z) = Pn(1; z), τ (t)

n = τn, n ≥ 0, (2.39)

e
[κ

(t)
n ]−2

1− t
[1− τnα(t)

n ] =
[κn]−2

1− δ
[1− τnαn], n ≥ 0. (2.40)

Demonstração. Com efeito, note que∫
C
z−n+jP (t)

n (1; z)(1− z)dµ(t)(z) =
1

1 + τ
(t)
n+1α

(t)
n

∫
C
z−n+j

[
τ

(t)
n+1S

∗(t)
n+1(z)− S(t)

n+1

]
dµ(t)(z)

Pelas propriedades de ortogonalidade de {S(t)
n+1} e {S∗(t)n+1}, vistas na Seção 1.2 do caṕıtulo

anterior, e em virtude das igualdades em (1.19) e (2.10), temos∫
C
z−n+jP (t)

n (1; z)(1− z)dµ(t)(z) = − 1

1 + τ
(t)
n+1α

(t)
n

∫
C
z−n+jS

(t)
n+1(z)dµ(t)(z)

= −
[κ

(t)
n+1]−2

1 + τ
(t)
n+1α

(t)
n

= −1− |αn|2[κ
(t)
n ]−2

1 + τ
(t)
n+1α

(t)
n

= −
[
1− τ (t)

n α(t)
n

]
[κ(t)
n ]−2, se j = −1,∫

C
z−n+jP (t)

n (1; z)(1− z)dµ(t)(z) = 0, se 0 ≤ j ≤ n− 1

e ∫
C
z−n+jP (t)

n (1; z)(1− z)dµ(t)(z) =
1

1 + τ
(t)
n+1α

(t)
n

∫
C
z−n+jτ

(t)
n+1S

∗(t)
n+1(z)dµ(t)(z)

=
τ

(t)
n+1

1 + τ
(t)
n+1α

(t)
n

[κ
(t)
n+1]−2

= τ
(t)
n+1

[
1− τ (t)

n α(t)
n

]
[κ(t)
n ]−2, se j = n,

onde
∫
C z
−jS

(t)
j (z)dµ(t) = [κ

(t)
j ]−2 = ∆j/∆j−1. Com isso, pode-se escrever

∫
C
z−n+jP (t)

n (1; z)(1− z)dµ(t)(z) =


γ̌

(t)
n , se j = −1,

0, se 0 ≤ j ≤ n− 1

γ̂
(t)
n , se j = n

(2.41)

para todo n ≥ 1, onde γ̂
(t)
n = −τ (t)

n+1γ̌
(t)
n , γ̌

(t)
n = −

[
1− τ (t)

n α
(t)
n

]
[κ

(t)
n ]−2 e [κ

(t)
n ]−2 =∫

C z
−nS

(t)
n+1(z)dµ(t).
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Note ainda que, para n = 0, é posśıvel definir γ̌
(t)
0 e γ̂

(t)
0 os quais satisfazem

γ̌
(t)
0 :=

∫
C
z−jP

(t)
0 (1; z)(1− z)dµ(t)(z) = −

[
1− τ (t)

0 α
(t)
0

]
[κ

(t)
0 ]−2, (2.42)

γ̂
(t)
0 :=

∫
C
P

(t)
0 (1; z)(1− z)dµ(t)(z) = −τ (t)

1 γ̌
(t)
0 , (2.43)

onde [κ
(t)
0 ]−2 = µ0 = 1. Além disso, uma vez que, para todo n ≥ 0, tem-se |τ (t)

n | = 1 e

|α(t)
n | < 1, então claramente os números γ̌

(t)
n e γ̂

(t)
n são diferentes de zero para todo n ≥ 0.

Agora, definindo-se a sequência dupla {ν(t)
n }n=∞

n=−∞, de momentos modificados, por

ν(t)
n =

∫
C
z−n(1− z)dµ(t)(z) = µ(t)

n − µ
(t)
n−1, n = 0,±1,±2, . . . ,

então, a partir do fato que µ
(t)
−n = µ(t)

n , n ≥ 0, tem-se

ν(t)
n = −ν(t)

−n+1 e [H(−n+2)
n ](t) = (−1)n[H

(−n+1)
n ](t), n ≥ 0,

onde [H
(m)
0 ](t) = 1 e [H

(m)
n ](t) representa o determinante de Hankel∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ν
(t)
m ν

(t)
m+1 . . . ν

(t)
m+n−1

ν
(t)
m+1 ν

(t)
m+2 . . . ν

(t)
m+n

...
...

. . .
...

ν
(t)
m+n−1 ν

(t)
m+n . . . ν

(t)
m+2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Consequentemente, usando a ortogonalidade em (2.41) e considerando o sistema de equações

sobre os coeficientes do polinômio mônico P
(t)
n (1; z) (como feito na Seção 1.2), obtém-se

(a)

[H
(−n)
n+1 ](t) = (−1)nγ̂(t)

n [H
(−n+1)
n ](t), n ≥ 1,

com [H
(0)
1 ](t) = ν

(t)
0 = 1 + α0, de onde se conclui que os determinantes de Hankel

[H
(−n)
n+1 ](t), n ≥ 0, são todos diferentes de zero.

(b) Os polinômios núcleos mônicos P
(t)
n (1; z) com respeito à medida µ(t) são dados,

unicamente, por

P (t)
n (1; z) =

1

[H
(−n+1)
n ](t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ν
(t)
−n+1 ν

(t)
−n+2 . . . ν

(t)
1

ν
(t)
−n+2 ν

(t)
−n+3 · · · ν

(t)
2

...
...

. . .
...

ν
(t)
0 ν

(t)
1 · · · ν(t)

n

1 z . . . zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ≥ 1, (2.44)
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onde

ν
(t)
j = µ

(t)
j − µ

(t)
j−1 =

1− t
1− δ

(µj − µj−1) =
1− t
1− δ

νj, j = 0,±1,±2, . . . , (2.45)

com

[H(−n+1)
n ](t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ν
(t)
−n+1 ν

(t)
−n+2 . . . ν

(t)
0

ν
(t)
−n+2 ν

(t)
−n+3 . . . ν

(t)
1

...
...

. . .
...

ν
(t)
0 ν

(t)
1 . . . ν

(t)
n−1;

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ≥ 1. (2.46)

Observe que de (2.45) e (2.46), tem-se também que, para n ≥ 1,

[H(−n+1)
n ](t) =

(
1− t
1− δ

)n
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ν−n+1 ν−n+2 . . . ν0

ν−n+2 ν−n+3 . . . ν1

...
...

. . .
...

ν0 ν1 . . . νn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
1− t
1− δ

)n
H(−n+1)
n ,

e como, de (2.45), ν
(t)
j = (1− t)/(1− δ)νj, j = 0,±1,±2, . . ., resulta de (2.44) que

P (t)
n (1; z) =

1(
1− t
1− δ

)n
H

(−n+1)
n

(
1− t
1− δ

)n
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ν−n+1 ν−n+2 . . . ν1

ν−n+2 ν−n+3 · · · ν2

...
...

. . .
...

ν0 ν1 · · · νn

1 z . . . zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, n ≥ 1,

ou seja,

P (t)
n (1; z) =

1

H(−n+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ν−n+1 ν−n+2 . . . ν1

ν−n+2 ν−n+3 · · · ν2

...
...

. . .
...

ν0 ν1 · · · νn

1 z . . . zn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= Pn(1; z), n ≥ 1,

o que prova a primeira igualdade em (2.39), já que P
(t)
0 (1; z) = 1 = P0(1; z).

Para provar a segunda igualdade em (2.39), observe que, utilizando-se (2.37) e a

primeira igualdade já provada em (2.39), obtém-se, para n ≥ 1,∫
C
z−n+jP (t)

n (1; z)(1− z)dµ(t)(z) =
1− t
1− δ

∫
C
z−n+jP (t)

n (1; z)(1− z)dµ(z)

=
1− t
1− δ

∫
C
z−n+jPn(1; z)(1− z)dµ(z),
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ou, equivalentemente, para n ≥ 1, por (2.41),

γ̌(t)
n =

1− t
1− δ

γ̌n, se j = −1,

γ̂(t)
n =

1− t
1− δ

γ̂n, se j = n.

Assim, das duas igualdades acima e do fato que γ̂
(t)
n = −τ (t)

n+1γ̌
(t)
n , 0 ≤ t ≤ 1, tem-se

−τ (t)
n+1

[
1− t
1− δ

γ̌n

]
= −τ (t)

n+1γ̌
(t)
n = γ̂(t)

n =
1− t
1− δ

γ̂n =
1− t
1− δ

(−τn+1γ̌n),

e, consequentemente, τ
(t)
n+1 = τn+1, n ≥ 1, o que prova a segunda igualdade em (2.39), já

que τ
(t)
0 = 1 = τ0 e, de modo análogo ao que se fez acima, utilizando-se, agora, de γ̌

(t)
0 e

γ̂
(t)
0 , definidos, respectivamente, em (2.42) e (2.43), pode-se verificar que τ

(t)
1 = τ1.

Por fim, note que, para todo n ≥ 0, sendo τ
(t)
n = τn, γ̌

(t)
n = −

[
1− τ (t)

n α
(t)
n

]
[κ

(t)
n ]−2

e γ̌
(t)
n = (1− t)/(1− δ)γ̌n, se j = −1, valem as igualdades

[
1− τnα(t)

n

]
[κ(t)
n ]−2 =

[
1− τ (t)

n α(t)
n

]
[κ(t)
n ]−2 = −γ̌(t)

n =
1− t
1− δ

[−γ̌n] =
1− t
1− δ

[1− τnαn] [κn]−2

de onde se conclúı que

[κ
(t)
n ]−2

1− t
[1− τnα(t)

n ] =
[κn]−2

1− δ
[1− τnαn], n ≥ 0,

e isto completa a prova do lema.

Observe que, a partir do Lema 2.2, tem-se

1− τnα(t)
n

1−Re(τnα(t)
n )

=

(
1− t
1− δ

)
[κn]−2

[κ
(t)
n ]−2

[1− τnαn](
1− t
1− δ

)
[κn]−2

[κ
(t)
n ]−2

[1−Re(τnαn)]

=
1− τnαn

1−Re(τnαn)
(2.47)

e

−Im(τnα
(t)
n )

1−Re(τnα(t)
n )

=

(
1− t
1− δ

)
[κn]−2

[κ
(t)
n ]−2

[−Im(τnαn)](
1− t
1− δ

)
[κn]−2

[κ
(t)
n ]−2

[1−Re(τnαn)]

=
−Im(τnαn)

1−Re(τnαn)
, (2.48)

para todo n ≥ 0. Logo, considerando-se os polinômios Rn(z), definidos em (2.24), e as

sequências {cn}∞n=1 e {dn+1}∞n=1, fornecidas a partir do Teorema 2.2, as igualdades em
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(2.39), (2.47) e (2.48) implicam que, para n ≥ 1,

R(t)
n (z) =

∏n−1
j=0 [1− τ (t)

j α
(t)
j ]∏n−1

j=0 [1−Re(τjα(t)
j )]

P (t)
n (1; z)

=

∏n−1
j=0 [1− τjα(j)

j ]∏n−1
j=0 [1−Re(τjα(t)

j )]
Pn(1; z)

=

∏n−1
j=0 [1− τnαn]∏n−1

j=0 [1−Re(τnαn)]
Pn(1; z)

= Rn(z) (2.49)

e

c(t)
n =

−Im(τ
(t)
n−1α

(t)
n−1)

1−Re(τ (t)
n−1α

(t)
n )

=
−Im(τn−1α

(t)
n−1)

1−Re(τn−1α
(t)
n )

=
−Im(τn−1αn−1)

1−Re(τn−1αn)
= cn. (2.50)

Além disso, considerando-se a relação de recorrência de três termos, obtida no Teorema

2.2, para os polinômios R
(t)
n (z), com coeficientes c

(t)
n e d

(t)
n+1, usando as igualdades obtidas

em (2.49) e (2.50), e comparando-a com a mesma relação de recorrência, agora, para os

poliômios Rn(z), , com coeficientes cn e dn+1, pode-se concluir que

d
(t)
n+1 =

1

4

[1− |τn−1α
(t)
n−1|2]|1− τnα(t)

n |2

[1−Re(τn−1α
(t)
n−1)][1−Re(τnα(t)

n )]
= dn+1 = d1,n, n ≥ 1, (2.51)

onde na primeira igualdade acima também leva-se em consideração o fato que τ
(t)
n = τn,

para todo n ≥ 0.

Observação 2.1. A partir da igualdade obtida em (2.41) pode-se dizer também que

os polinômios Pn(1; z) estão relacionados com os polinômios ortogonais de Laurent con-

siderados por, por exemplo, nos trabalhos de Hendriksen e Van Rossum [9] e Jones e

Thron [12].

No resultado que segue serão fornecidas mais informações sobre as sequências de

parâmetros da sequência encadeada positiva {d1,n}∞n=1 dada no Teorema 2.2.

Teorema 2.3. Para 0 ≤ t < 1, seja

g
(t)
1,n :=

1

2

|1− τnα(t)
n |2

1−Re(τnα(t)
n )

, n ≥ 0.

Então {g(t)
1,n}∞n=0 é uma sequência de parâmetro para a sequência encadeada positiva

{d1,n}∞n=1 dada no Teorema 2.2. Se 0 ≤ t1 < t2 < 1, então

0 < g
(t2)
1,n < g

(t1)
1,n < 1, n ≥ 0,

e, em particular, {g(0)
1,n}∞n=0 é a sequência de parâmetro maximal de {d1,n}∞n=1.
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Demonstração. Uma vez que pelo Lema 2.2 tem-se τ
(t)
n = τn, n ≥ 0, então procedendo-se

exatamente como na prova do Teorema 2.2, pode-se mostrar que {g(t)
1,n}∞n=0, dada por

g
(t)
1,n =

1

2

|1− τ (t)
n α

(t)
n |2

1−Re(τ (t)
n α

(t)
n )

=
1

2

|1− τnα(t)
n |2

1−Re(τnα(t)
n )

é uma sequência de parâmetros para a sequência encadeada positiva {d(t)
1,n}∞n=1 = {d1,n}∞n=1,

onde a última igualdade entre as sequências encadeadas {d(t)
1,n}∞n=1 e {d1,n}∞n=1 segue de

(2.51).

Agora, para que se tenha 0 < g
(t2)
1,n < g

(t1)
1,n < 1 quando 0 ≤ t1 < t2 < 1, recorrendo-

se ao Teorema 1.8, observa-se que é suficiente verificar que 0 < g
(t2)
1,0 < g

(t1)
1,0 < 1. Para

isto, desde que [κ
(t1)
0 ]−2 = [κ

(t2)
0 ]−2 = 1, basta notar que o Lema 2.2 (igualdade em (2.40))

fornece

1− τ0α
(t2)
0 =

1− t2
1− t1

[
1− τ0α

(t1)
0

]
,

donde segue que

g
(t2)
1,0 =

1

2

|1− τ0α
(t2)
0 |2

1−Re(τ0α
(t2)
0 )

=
1− t2
1− t1

[
1

2

|1− τ0α
(t1)
0 |2

1−Re(τ0α
(t1)
0 )

]
=

1− t2
1− t1

g
(t1)
1,0 < g

(t1)
1,0 , (2.52)

uma vez que 0 ≤ t1 < t2 < 1 implica em

1− t2
1− t1

< 1.

Além disso, tomando t2 < 1 resulta que a medida µ(t2) está bem definida (tal medida

é uma das medidas da famı́lia de Uvarov, dada em (2.37)), donde segue que |α(t2)
n | < 1

para n ≥ 0. Consequentemente, pela definição de g
(t2)
1,0 , conclui-se que 0 < g

(t2)
1,0 . Por fim, a

desigualdade g
(t1)
1,n < 1, segue do fato de {g(t)

1,n}∞n=0, para todo 0 ≤ t < 1, ser uma sequência

de parâmetros para {d(t)
1,n}∞n=1.

Resta agora apenas mostrar que {g(0)
1,n}∞n=0 é a sequência maximal de parâmetros de

{d1,n}∞n=1. Suponha, por absurdo, que {g(0)
1,n}∞n=0 não é a sequência maximal de parâmetros

de {d1,n}∞n=1. Então, existe uma sequência de parâmetros para {d1,n}∞n=1, denotada aqui

por {g̃n}∞n=0, tal que

g
(0)
1,n < g̃n < 1, n ≥ 0. (2.53)

Logo, como, por (2.34), τ0 = 1 e τn =
∏n

j=1

1− icj
1 + icj

, n ≥ 1 (onde |τn| = 1, para todo

n ≥ 0), obtém-se, pelo Lema 2.1, que existe uma única sequência {α̃n}∞n=0, com |α̃n| < 1
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para todo n ≥ 0, de modo que

cn =
−Im(τn−1α̃n−1)

1−Re(τn−1α̃n−1)
e g̃n−1 =

1

2

|1− τn−1α̃n−1|2

[1−Re(τn−1α̃n−1)]
, n ≥ 1.

Então, pelo Teorema 1.6, existe uma única medida de probabilidade não-trivial µ̃ para

a qual {α̃n}∞n=0 é a sua respectiva sequência de coeficientes de Verblunsky e para a qual

P̃n(1, z) = Pn(1; z) são seus respectivos polinômios núcleos mônicos em z = 1. Para

verificar a igualdade nessa última afirmação basta observar, inicialmente, que é posśıvel

mostrar que τ̃n = τn para todo n ≥ 0 (o que implicará em {g̃n}∞n=0 ser uma sequência

de parâmetros para {d̃1,n}∞n=1, e como {g̃n}∞n=0 também é uma sequência de parâmetros

para {d1,n}∞n=1, então d̃n+1 = d̃1,n = d1,n = dn+1 para n ≥ 1) e c̃n = cn, para todo n ≥ 1.

Depois, é suficiente utilizar a relação de recorrência de três termos, obtida no Teorema

2.2, nos polinômios R̃n(z) e Rn(z) para concluir que R̃n(z) = Rn(z), para todo n ≥ 0.

A medida µ̃ deve ter um salto não-negativo, denotado aqui por δ̃, em z = 1.

Com isso, procedendo-se como antes, é posśıvel obter uma medida, µ̃(t), com um salto

positivo t (t > δ̃) em z = 1 (µ̃(t) é uma das medidas da famı́lia de Uvarov, definidas

em (2.37), associadas à medida µ̃), cujos os coeficientes de Verblunsky, α̃
(t)
n , produzem

a mesma sequência de parâmetros g
(0)
1,n.

[
Para verificar esta última afirmação, note que,

usando a expressão para g̃n associada à sequência {β̃n}∞n=0, onde β̃n = τ̃nα̃n, n ≥ 0, dada

pelo Lema 2.1, e utilizando a desigualdade em (2.53), obtém-se

g̃
(δ̃)
1,n = g̃1,n =

1

2

|1− τ̃nα̃n|2

[1−Re(τ̃nα̃n)]
=

1

2

|1− τnα̃n|2

[1−Re(τnα̃n)]
= g̃n > g

(0)
1,n, n ≥ 0.

Em particular, tem-se g̃
(δ̃)
1,0 > g

(0)
1,0. Dáı, como t > δ̃, e g̃

(δ̃)
1,n assim como g̃

(t)
1,n são sequências

de parâmetros para a sequência encadeada positiva {d̃1,n}∞n=1, onde d̃1,n = d1,n para todo

n ≥ 1, então pela primeira parte do que se provou no presente teorema, conclúı-se que

g̃
(δ̃)
1,0 > g̃

(t)
1,0 e, consequentemente, é posśıvel obter um t (t > δ̃) tal que g̃

(t)
1,0 = g̃

(0)
1,0. Esta

última igualdade juntamente com a definição de sequência encadeada positiva e o fato de

que g̃
(t)
1,n e g̃

(0)
1,0 são, ambas, sequências de parâmetros para a sequência encadeada positiva

{d1,n}∞n=1 garantem que g̃
(t)
1,n = g̃

(0)
1,n para todo n ≥ 0.

]
Finalmente, usando mais uma vez o Lema 2.1, como as sequências {c̃(t)

n }∞n=1 =

{c̃n}∞n=1 = {cn}∞n=1 = {c(0)
n }∞n=1 e {g(t)

1,n}∞n=0 = {g(0)
1,n}∞n=1 definem unicamente os correspon-

dentes coeficientes de Verblunsky, chega-se na contradição de ter-se duas medidas µ(0) e

µ̃(t), uma com salto nulo e a outra com salto positivo t em z = 1, com os mesmos coefici-
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entes de Verblunsky. Portanto, {g(0)
1,n}∞n=0 deve ser a sequência maximal de parâmetros de

{d1,n}∞n=1 e isto finaliza a prova do teorema.

Observação 2.2. A partir da igualdade em (2.52), fazendo-se t2 = t e t1 = 0, pode-se

escrever

g
(t)
1,0 = (1− t)g(0)

1,0 := (1− t)M1,0, (2.54)

onde {g(0)
1,n}∞n=0 := {M1,n}∞n=0 denota a sequência maximal de parâmetros para a sequência

encadeada positiva {d1,n}∞n=1 (conforme estabelecido no Teorema 2.3). Esta relação mostra

como o elemento inicial da sequência de parâmetros {g(t)
1,n}∞n=0 está relacionada ao salto

t na medida (em z = 1). Em particular, para a medida de probabilidade µ com salto δ

(0 ≤ δ < 1) em z = 1, tem-se

g1,0 = g
(δ)
1,0 = (1− δ)M1,0, (2.55)

onde {M1,n}∞n=0 é a sequência maximal de parâmetros da sequência encadeada positiva

{d1,n}∞n=1.

2.2.1 Caracterização para pontos puros de medidas e um resul-

tado tipo Favard

Nesta subseção, apresenta-se algumas consequências dos resultados estabelecidos

até o presente momento. Como primeira consequência desses resultados será estabelecida

a seguinte caracterização para os pontos puros de uma medida.

Teorema 2.4. A medida de probabilidade µ tem um ponto puro em w (|w| = 1) se, e

somente se,
∞∑
n=1

[
n∏
j=0

|1− wτj−1(w)αj−1|2

1− |αj−1|2

]
= λ(w) <∞. (2.56)

Além disso, o tamanho da massa no ponto z = w é igual a t = [1 + λ(w)]−1.

Demonstração. Suponha que z = 1 seja um ponto puro da medida µ com massa δ,

0 < δ < 1. Utilizando-se a Observação 2.2 (mais precisamente, a igualdade em (2.55)),

pode-se concluir que g1,0 = g
(δ)
1,0 = (1 − δ)M1,0, onde {M1,n}∞n=0 é a sequência maximal

de parâmetros da sequência encadeada positiva {d1,n}∞n=1. Disto segue que g1,0 6= M1,0

e, portanto, {g1,n}∞n=0 não é a sequência maximal de parâmetros de {d1,n}∞n=1. Agora
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usando-se o critério de Wall para sequências maximais de parâmetros (dado no Teorema

1.10), e considerando-se a sequência {g1,n}∞n=0 = {g(δ)
1,n}∞n=0 definida como no Teorema 2.3,

onde neste caso α
(δ)
n = αn, tem-se que a medida µ possui um ponto puro em z = 1 se, e

somente se,

∞ > λ(1) :=
∞∑
n=1

[
n∏
j=1

g1,j−1

1− g1,j−1

]
=

∞∑
n=1

 n∏
j=1

1
2

|1−τj−1αn−1|2
1−Re(τj−1αj−1)

1− 1
2

|1−τj−1αn−1|2
1−Re(τj−1αj−1)


=

∞∑
n=1

[
n∏
j=1

|1− τj−1αn−1|2

2− 2Re(τj−1αj−1)− |1− τn−1αn−1|2

]

=
∞∑
n=1

[
n∏
j=1

|1− τj−1αn−1|2

1− |αn−1|2

]
.

Agora, para encontrar o valor λ(1), inicia-se com a fração cont́ınua finita

AN
BN

= 1− 1 |
|1
− g1,0 |
| 1

− (1− g1,0)g1,1 |
| 1

− · · · − (1− g1,N−2)g1,N−1 |
| 1

(2.57)

que, a partir do Lema 1.2, com γ1 = g1,0 e γn = (1− g1,n−1)g1,n para n ≥ 2, é igual a

1− 1

(1 + L)−1
= −L, onde L =

N∑
n=1

[
n∏
j=1

g1,j−1

1− g1,j−1

]
. (2.58)

Mas, definindo-se

QN

RN

=
g1,0 |
| 1

− (1− g1,0)g1,1 |
| 1

− · · · − (1− g1,N−2)g1,N−1 |
| 1

obtém-se, de (2.57) e (2.58), que

−
N∑
n=1

[
n∏
j=1

g1,j−1

1− g1,j−1

]
= 1− 1

1−Qn/Rn

ou, ainda,

1 +
N∑
n=1

[
n∏
j=1

g1,j−1

1− g1,j−1

]
− QN

RN

{
1 +

N∑
n=1

[
n∏
j=1

g1,j−1

1− g1,j−1

]}
= 1.

E isto equivale a dizer que

QN

RN

=

∑N
n=1

[∏n
j=1

g1,j−1

1−g1,j−1

]
1 +

∑N
n=1

[∏n
j=1

g1,j−1

1−g1,j−1

] (2.59)

Então, como

N∑
n=1

[
n∏
j=1

g1,j−1

1− g1,j−1

]
=

g1,0

1− g1,0

[
1 +

g1,1

1− g1,1

+ · · · g1,1 · · · g1,N−1

(1− g1,1) · · · (1− g1,N−1)

]
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a igualdade em (2.59) pode ser reescrita como

QN

RN

=

g1,0

1− g1,0

{
1 +

∑N
n=2

[∏n
j=2

g1,j−1

1−g1,j−1

]}
1 +

g1,0

1− g1,0

{
1 +

∑N
n=2

[∏n
j=2

g1,j−1

1−g1,j−1

]}
ou seja,

1

g1,0

QN

RN

=

1 +
∑N

n=2

[∏n
j=2

g1,j−1

1− g1,j−1

]
1 +

∑N
n=2

[∏n
j=2

g1,j−1

1− g1,j−1

] . (2.60)

Substituindo-se g1,j por M1,j (onde {M1,n}∞n=0 é a sequência maximal de parâmetros de

{d1,n}∞n=1), e observando-se que (1 − M1,j−1)M1,j = (1 − g1,j−1)g1,j, j ≥ 1, segue da

igualdade em (2.60) que

M1,0

g1,0

QN

RN

=

M1,0

1−M1,0

{
1 +

∑N
n=2

[∏n
j=2

M1,j−1

1−M1,j−1

]}
1 +

M1,0

1−M1,0

{
1 +

∑N
n=2

[∏n
j=2

M1,j−1

1−M1,j−1

]}

=

∑N
n=1

{∏n
j=1

M1,j−1

1−M1,j−1

}
1 +

∑N
n=1

{∏n
j=1

M1,j−1

1−M1,j−1

} . (2.61)

Agora, tomando-se o limite quando N →∞ na igualdade (2.61), e usando-se novamente

critério de Wall para sequências maximais (dado no Teorema 1.10), obtém-se

M1,0

g1,0

Qn

Rn

−→ 1 ou, equivalentemente,
Qn

Rn

−→ g1,0

M1,0

,

já que
∞∑
n=1

[
n∏
j=1

M1,j−1

1−M1,j−1

]
=∞.

Por outro lado, de (2.59), tem-se

Qn

Rn

−→ λ(1)

1 + λ(1)
.

Dáı, como g1,0 = (1− δ)M1,0, a unicidade do limite garante que

λ(1)

1 + λ(1)
=

g1,0

M1,0

=
(1− δ)M1,0

M1,0

= 1− δ,

de onde segue que

δ =
1

1 + λ(1)
,
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o que conclui a prova do teorema para o caso z = w = 1.

Para mostrar que o resultado também é válido para todos os pontos da forma

z = w = eiϑ (não apenas para z = 1), ou seja, para os pontos do ćırculo unitário C,

considera-se os polinômios mônicos {Sn(w; z)}, definidos por

Sn(w; z) := w−nSn(wz), n ≥ 1. (2.62)

Da ortogonalidade dos polinômios Sn(z) e da definição de Sn(w; z) dada em (2.62), pode-se

verificar, facilmente, que∫
C
Sm(w; ζ)Sn(w; ζ)dµ(wζ) = δn,mκ

−2
n ,

de onde segue que Sn(w; z), n ≥ 0, são os polinômios mônicos de Szegő associados com a

medida µ(w; .), definida por µ(w; z) := µ(wz). Pelo que já foi provado na primeira parte,

a medida µ(w; ·) tem um ponto puro em z = 1 se, e só se,

∞∑
n=1

[
n∏
j=1

|1− τj−1(w; 1)αj−1(w; )|2

1− |αj−1(w; )|2

]
= λ(w; 1) := λ(w) <∞, (2.63)

onde αn(w; ) = −Sn+1(w; 0) e τn(w; 1) = Sn(w; 1)/S∗n(w; 1), n ≥ 0. Além disso, o tamanho

da massa no ponto z = 1 é dado por [1 + λ(w)]−1.

Definido-se o polinômio rećıproco de Sn(w; z) = w−nSn(wz) por S∗n(w; z) :=

znSn(w; 1/z) e considerando-se o polinômio rećıproco de Sn(z), isto é, S∗n(z) = znSn(1/z),

tem-se, para n ≥ 0,

S∗n(w; z) = znSn(w; 1/z) = znw−nSn(w(1/z)) = (wz)nSn(1/(wz) = S∗n(wz),

isto é, S∗n(w; z) = S∗n(wz), n ≥ 0, onde neste caso leva-se em consideração que w = 1/w,

já que ww = |w|2 = 1. Agora, observe também que

αn(w; ) = −Sn+1(w; 0) = w−(n+1) · [−Sn+1(0)] = wn+1α, n ≥ 0, (2.64)

e

τn(w; 1) =
Sn(w; 1)

S∗n(w; 1)
=
w−nSn(w)

S∗n(w)
= w−nτn(w), n ≥ 0, (2.65)

Finalmente, de (2.63), (2.64) e (2.65), pode-se afirmar que a medida µ(w; ·) tem

um ponto puro em z = 1 (isto é, a medida µ tem um ponto puro em z = w, já que
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µ(w; 1) = µ(w)) se, e só se,

∞ > λ(w) =
∞∑
n=1

[
n∏
j=1

|1− τj−1(w; 1)αj−1(w; )|2

1− |αj−1(w; )|2

]

=
∞∑
n=1

[
n∏
j=1

|1− w1−jτj−1(w)wjαj−1|2

1− |wjαj−1|2

]

=
∞∑
n=1

[
n∏
j=1

|1− wτj−1(w)αj−1|2

1− |αj−1|2

]
,

onde o tamanho da massa no ponto z = 1 é dado por [1+λ(w)]−1, e isto completa a prova

do teorema.

Observação 2.3. Note que a partir da igualdade em (2.10), tem-se

[1− wτn(w)αn][1 + τn+1(w)αn] = [1− wτn(w)αn][1 + τn+1(w)αn] = 1− |αn|2, n ≥ 0,

(2.66)

de modo que a série em (2.56) pode ser reescrita como

∞∑
n=1

[
n∏
j=1

1− wτj−1(w)αj−1

1 + τj(w)αj−1

]
ou

∞∑
n=1

[
n∏
j=1

1− |αj−1|2

|1 + τj(w)αj−1|2

]

De fato, de (2.56) e (2.66), obtém-se

∞∑
n=1

[
n∏
j=1

|1− wτj−1(w)αj−1|2

1− |αj−1|2

]
=

∞∑
n=1

{
n∏
j=0

[1− wτj−1(w)αj−1][1− wτj−1(w)αj−1]

[1− wτj−1(w)αj−1][1 + τj(w)αj−1]

}

=
∞∑
n=1

[ n∏
j=0

1− wτj−1(w)αj−1

1 + τj(w)αj−1

]
ou

∞∑
n=1

[
n∏
j=0

|1− wτj−1(w)αj−1|2

1− |αj−1|2

]

=
∞∑
n=1

{
n∏
j=0

[1− |αj−1|2][1− wτj−1αj−1]

[1− wτj−1αj−1][1 + τj(w)αj−1][1 + τjj(w)αj−1]

}

=
∞∑
n=1

[
n∏
j=0

1− |αj−1|2

|1 + τj(w)αj−1|2

]
.

Para encerrar os principais resultados deste caṕıtulo, apresenta-se, a seguir, um

outro teorema que é consequência dos resultados estabelecidos ao longo deste caṕıtulo.

Tal teorema fornece uma caracterização para OPUC em termos de duas sequências reais
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{cn}∞n=1 e {dn}∞n=1, onde {dn}∞n=1 é também uma sequência encadeada positiva. Esse resul-

tado configura-se, segundo Costa, Felix e Sri Ranga [7], como um teorema do Tipo Favard

para o ćırculo unitário, e completa a caracterização apresentada no ińıcio da presente

seção (veja relações em (2.36)).

Teorema 2.5. (a) Dada uma medida de probabilidade não trivial µ no ćırculo unitário,

então, associado a esta medida, existe um único par de sequências reais {{cn}∞n=1;

{dn}∞n=1}, onde {dn}∞n=1 é também uma sequência encadeada positiva. Especifica-

mente, se {αn}∞n=0 é a sequência de coeficientes de Verblunsky associada a µ, e se a

sequência {τn}∞n=0 é tal que

τ0 = 1 e τn =
1− τn−1αn−1

1− τn−1αn−1

n ≥ 1,

então m0 = 0, e

cn =
−Im(τn−1αn−1)

1−Re(τn−1αn−1)
e mn =

1

2

|1− τn−1αn−1|2

[1−Re(τn−1αn−1)]
, n ≥ 1,

onde {mn}∞n=0 é a sequência minimal de parâmetros de {dn}∞n=1. Ademais, a sequência

maximal de parâmetros {Mn}∞n=0 de {dn}∞n=1 é tal que M0 é o valor do salto na me-

dida em z = 1.

(b) Reciprocamente, dado um par de sequência reais {{cn}∞n=1; {dn}∞n=1}, onde {dn}∞n=1

é também uma sequência encadeada positiva, então, associado a este par, existe

uma única medida de probabilidade não trivial µ com suporte no ćırculo unitário.

Especificamente, se {mn}∞n=0 é a sequência minimal de parâmetros de {dn}∞n=1, então

τ0 = 1, e

τn−1αn−1 =
1− 2mn − icn

1− icn
e τn =

1− icn
1 + icn

τn−1, n ≥ 1.

Além disso, a medida tem um salto M0 em z = 1, onde {Mn}∞n=0 é a sequência

maximal de parâmetro para {dn}∞n=1.

Demonstração. Observe que para obter a parte (a) do teorema basta escolher a sequência

encadeada positiva {dn}∞n=1 tal que d1 := g1,0 e dn+1 := d1,n, n ≥ 1, como no Teorema 2.2.

De fato, neste caso, assumindo que a medida µ tem um salto δ (0 ≤ δ < 1) em z = 1,

segue do Teorema 2.3 e de (2.54) (veja também (2.55)) que g1,0 = g
(δ)
1,0 = (1− δ)g(0)

1,0. Além

disso, {g(0)
1,n}∞n=0 é a sequência maximal de parâmetros para {d1,n}∞n=1 e g

(0)
1,0 > 0, já que
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g
(0)
1,n > 0, para todo n ≥ 0. Assim, {d1,n}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva não

unicamente determinada (ou seja, sua sequências minimal e maximal de parâmetros são

distintas), de onde se pode concluir que, tomando d1 = λg
(0)
1,0, com 0 < λ = 1 − δ ≤ 1, a

sequência {dn}∞n=1, definida acima, é uma sequência encadeada positiva com sequências

minimal {mn}∞n=0 e maximal {Mn}∞n=0 de parâmetros satisfazendo

m0 := 0 e mn := g
(δ)
1,n−1 = g1,n−1, n ≥ 1,

e

M0 := δ e Mn := g
(0)
1,n−1, n ≥ 1, (2.67)

e isto completa a prova da parte (a) do teorema (note que o fato de {Mn}∞n=0, definida

em (2.67), ser a sequência maximal de parâmetros para {dn}∞n=1 segue do critério de Wall,

dado no Teorema 1.10, juntamente com o fato de que {g(0)
1,n}∞n=0 é a sequência maximal de

parâmetros para {d1,n}∞n=1)

Reciprocamente, considere o par de sequências {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1} onde {dn}∞n=1

é uma sequência encadeada positiva e {Mn}∞n=0 é sua sequência maximal de parâmetros.

Assim escolhendo, convenientemente, os coeficientes {τn}∞n=0 como

τ0 = 1, τn =
n∏
j=1

1− icj
1 + icj

, n ≥ 1,

e os coeficientes {α(0)
n }∞n=0 tais que

cn =
−Im(τn−1α

(0)
n−1)

1−Re(τn−1α
(0)
n−1)

e M1,n−1 =
1

2

|1− τn−1α
(0)
n−1|2

1−Re(τn−1α
(0)
n−1)

, n ≥ 1

resulta, do Lema 2.1, que existe uma única solução para {αn}∞n=0 tal que |α(0)
n | < 1, n ≥ 0,

dada por

α
(0)
n−1 = τn−1

[
1− 2M1,n−1 − icn

1− icn

]
, n ≥ 1.

Portanto, pelo Teorema 1.6, existe uma única medida de probabilidade não-trivial no

ćırculo unitário para a qual α
(0)
n , n ≥ 0, são os seus respectivos coeficientes de Verblunsky.

Mas uma vez que {Mn}∞n=0 é a sequência maximal de parâmetros da sequência encadeada

positiva {dn}∞n=1, então {M1,n}∞n=0 é também a sequência maximal de parâmetros da

sequência encadeada positiva {d1,n}∞n=1, de onde segue, a partir dos Teoremas 2.2 e 2.3

(veja também igualdades em (2.54) e (2.55)), que a medida obtida tem um salto 0 em

z = 1 e, portanto, pode-se representar essa medida por µ(0). Em consequência, a medida
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associada às sequências {cn}∞n=1 e {dn}∞n=1 fornecidas, é a medida µ(t), com t = M0 (uma

das medidas da famı́lia de Uvarov de µ(0), definidas pela igualdade em (2.37)), dada por∫
C

f(z)dµ(M0)(z) = (1−M0)

∫
C

f(z)dµ(0)(z) +M0f(1),

Agora, basta observar que a medida µ(M0), associada às sequências {cn}∞n=1 e {dn}∞n=1,

tem salto M0 em z = 1. Com isso, conclúı-se o item (b).

Observação 2.4. A medida µ possuir salto “zero” em z = 1 é equivalente, pelo Teore-

ma 2.5, à medida ter as sequências minimal e maximal de parâmetros (da sua associada

sequência encadeada positiva) coincidindo.

2.3 Um exemplo

Encerra-se esse caṕıtulo com um exemplo que ilustra, de modo mais conciso, os

principais resultados discutidos e estabelecidos nas seções deste caṕıtulo. Para isso, serão

usados alguns conceitos assenciais como o da função especial Gama e o de séries hiper-

geométricas. Para mais detalhes sobre funções especias, indicamos os textos de Andrews

Askey e Roy [2] e Conway [6].

Considere as sequências {cn}∞n=1 e {dn}∞n=1 dadas por

cn =
γ

λ+ n
, n ≥ 1, (2.68)

d1 = d1(t) =
1

2

2λ+ 1

λ+ 1
(1− t), dn+1 =

1

4

n(2λ+ n+ 1)

(λ+ n)(λ+ n+ 1)
, n ≥ 1, (2.69)

onde λ > −1/2, γ ∈ R e 0 ≤ t < 1.

Primeiro, observe que os polinômios Rn, gerados a partir das sequências {cn}∞n=1

e {dn}∞n=1 por meio da relação de recorrência de três termos no Teorema 2.2, são dados

explicitamente de seguinte maneira:

Rn(z) =
(2λ+ 2)n
(λ+ 1)n

2F1(−n, b+ 1; b+ b+ 2; 1− z), n ≥ 1, (2.70)

onde b = λ + iγ. De fato, considere a identidade de Gauss para relações cont́ıguas dada

por

(c− a)2F1(a− 1, b; c; z) = (c− 2a− (b− a)z)2F1(a, b; c; z) + a(1− z)2F1(a+ 1, b; c; z),
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onde 2F1(a, b; c; z) :=
∑∞

n=0

(a)n(b)n
(c)n

(z)n

n!
, n ≥ 1, (veja, [2]). Em seguida, tomando-se

a = −n, trocando-se b por b+ 1 e considerando-se c = b+ b+ 2 e z = 1− z, observe que

(2λ+ 2 + n) 2F1(−n− 1, b+ 1; b+ b+ 2; 1− z)

= [2λ+ 2 + 2n− (λ+ 1 + iλ+ n)(1− z)] 2F1(−n, b+ 1; b+ b+ 2; 1− z)

−nz 2F1(−n+ 1, b+ 1; b+ b+ 2; 1− z).

Dáı,

(2λ+ 2)n+1

(λ+ 1)n+1
2F1(−n− 1, b+ 1; b+ b+ 2; 1− z)

=

[
(λ+ n+ 1)(z + 1) + iγ(z − 1)

λ+ n+ 1

]
(2λ+ 2)n
(λ+ 1)n

2F1(−n, b+ 1; b+ b+ 2; 1− z)

− n(2λ+ n+ 1)z(2λ+ 2)n−1

(λ+ n)(λ+ n+ 1)(λ+ 1)n−1
2F1(−n+ 1, b+ 1; b+ b+ 2; 1− z),

ou, ainda,

(2λ+ 2)n+1

(λ+ 1)n+1
2F1(−n− 1, b+ 1; b+ b+ 2; 1− z)

=

[
(λ+ n+ 1)z + iγz + λ+ n+ 1− iγ

λ+ n+ 1

]
(2λ+ 2)n
(λ+ 1)n

2F1(−n, b+ 1; b+ b+ 2; 1− z)

− n(2λ+ n+ 1)z(2λ+ 2)n−1

(λ+ n)(λ+ n+ 1)(λ+ 1)n−1
2F1(−n+ 1, b+ 1; b+ b+ 2; 1− z).

Consequentemente,

(2λ+ 2)n+1

(λ+ 1)n+1
2F1(−n− 1, b+ 1; b+ b+ 2; 1− z)

=

[(
1 + i

γ

λ+ n+ 1

)
z +

(
1− i γ

λ+ n+ 1

)]
(2λ+ 2)n
(λ+ 1)n

2F1(−n, b+ 1; b+ b+ 2; 1− z)

− n(2λ+ n+ 1)z

(λ+ n)(λ+ n+ 1)

(2λ+ 2)n−1

(λ+ 1)n−1
2F1(−n+ 1, b+ 1; b+ b+ 2; 1− z)

ou seja,

(2λ+ 2)n+1

(λ+ n+ 1)n+1
2F1(−n− 1, b+ 1; b+ b+ 2; 1− z)

= [(1 + icn+1)z + (1− icn+1)]
(2λ+ 2)n
(λ+ 1)n

2F1(−n, b+ 1; b+ b+ 2; 1− z)

− 4dnz 2F1(−n+ 1, b+ 1; b+ b+ 2; 1− z), n ≥ 1,

de onde segue que os polinômios Rn(z), expressos como em (2.70), podem ser gerados

pela relação de recorrência de três termos acima, exatamente como no Teorema 2.2, com

R0(z) = 1 e R1(z) = (1 + ic1)z + (1− ic1).
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Os coeficientes dn,1 = dn+1, n ≥ 1, são os mesmos coeficientes como na fórmula de

recorrência (1.6) para os polinômios ultraesféricos (veja Exemplo 1.3). Então, é conhecido

na literatura que {d1,n}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva e sua sequência minimal

de parâmetros pode ser dada em termo dos valores dos polinômios ultraesféricos avaliados

em z = 1. A sequência de parâmetro maximal de {d1,n}∞n=1 é cogitada para ser {M1,n}∞n=0,

onde

M1,n =
1

2

2λ+ n+ 1

λ+ n+ 1
, n ≥ 0.

De fato, obtém-se 0 < M1,n < 1, n ≥ 0, como resultado da condição λ > −1/2 e, para

n ≥ 1, tem-se

(1−M1,n−1)M1,n =

(
1− 1

2

2λ+ n

λ+ n

)
1

2

2λ+ n+ 1

λ+ n+ 1

=
1

4

n(2λ+ n+ 1)

(λ+ n)(λ+ n+ 1)

= dn+1.

Além disso, ainda supondo que λ > −1/2, tem-se também que

M1,n

1−M1,n

=
2λ+ n+ 1

n+ 1
>

n

n+ 1
, n ≥ 1,

de onde segue que
N∑
n=1

[
n∏
j=1

M1,j

1−M1,j

]
>

N∑
n=1

1

n+ 1
.

Portanto quando N →∞, a série
∑N

n=1 1/(n+ 1) divergirá e, consequentemente,

∞∑
n=1

[
n∏
j=1

M1,j

1−M1,j

]
=∞,

de onde segue, pelo critério de Wall (veja Teorema 1.10), que {M1,n}∞n=0 é, de fato, a

sequência maximal de parâmetros de {d1,n}∞n=1.

Em consequência disso, pode-se dizer que {dn}∞n=1 é uma sequência encadeada

positiva, com sequência maximal de parâmetros {M (t)
n }∞n=0 dada por

M
(t)
0 = t e M (t)

n = M1,n−1 =
1

2

2λ+ n

λ+ n
, n ≥ 1,

e sequência minimal de parâmetros, {m(t)
n }∞n=0, satisfazendo

m
(t)
0 = 0, m1 = d1(t) =

1

2

2λ+ 1

λ+ 1
(1− t) e m

(t)
n+1 = dn+1/(1−m(t)

n ).
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Agora, pelo Teorema 2.5 (item (b)), associado com as sequências {cn}∞n=1 e {dn}∞n=1 existe

uma única medida de probabilidade não-trivial, com suporte no ćırculo unitário C,, deno-

tada por µ(t), cujos respectivos coeficientes Verblunsky {α(t)
n }∞n=0 são dados por

α
(t)
n−1 = τn−1

[
1− 2m

(t)
n − icn

1− icn

]
, n ≥ 1, (2.71)

onde τ0 = 1 e

τn =
1− icn
1 + icn

τn−1 =
(b+ 1)n
(b+ 1)n

, n ≥ 1. (2.72)

Realmente, como b = λ+ iγ e

1− icn
1 + icn

=
(λ− iγ + n)

(λ+ iγ + n)
=
b+ n

b+ n
, n ≥ 1,

segue que

τn =
1− icn
1 + icn

τn−1 =
(1− icn)

(1 + icn)

(1− icn−1)

(1 + icn−1)
τn−2

=
(1− icn)

(1 + icn)

(1− icn−1)

(1 + icn−1)
. . .

(1− ic1)

(1 + ic1)
τ0

=
(b+ n)

(b+ n)

(b+ n− 1)

(b+ n− 1)
. . .

(b+ 1)

(b+ 1)
=

(b+ 1)n
(b+ 1)n

.

Finalmente, quando 0 < t < 1, é posśıvel verificar que a medida µ(t), obtida

anteriormente, também tem um salto t em z = 1 (ou seja, tem um ponto puro em z = 1

de massa t). Para ver isso, considera-se primeiramente a medida µ(0), obtida da sequência

encadeada positiva cujas sequências maximal e minimal de parâmetros coincidem, ou seja:

m
(0)
0 = M

(0)
0 = 0 e m(0)

n = M (0)
n =

1

2

2λ+ n

λ+ n
, n ≥ 1. (2.73)

Consequentemente, como cn = γ/(λ+n), n ≥ 1, então, da expressão para α
(t)
n−1, dada em

(2.71), obtém-se, para n ≥ 1,

α
(0)
n−1 = τn−1

[
1− 2λ+n

λ+n
− i γ

λ+n

1− i γ
γ+n

]
=

(λ+ 1 + iγ)n−1

(λ+ 1− iγ)n−1

(
−λ− iγ
λ+ n− iγ

)
= − (b)n

(b+ 1)n
.

Conforme consta em Sri Ranga [16], as constantes α
(0)
n−1 são os coeficientes de Verblunsky

associados com a medida de probabilidade não trivial, µ(0), dada por

dµ(0)(eiθ) = σ(b)[e−θ]γ[sen2(θ/2)]λ
dθ

2π
,

onde a constante σ(b) é tal que

σ(b) = σ(λ+iγ) =
|Γ(1 + λ+ iγ)|2

Γ(2λ+ 1)
4λeγπ.
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Também a partir de [16], tem-se que os OPUC mônicos são dados, explicitamente, por

S(0)
n (z) =

(2λ+ 1)n
(b+ 1)n

2F1(−n, b+ 1; b+ b+ 1; 1− z), n ≥ 1, (2.74)

onde b = λ+ iγ. Assim, pelo Teorema 2.3, a medida µ(t) pode ser dada da seguinte forma

(µ(t) como sendo uma das medidas da famı́lia de Uvarov de µ(0), aquela com salto de

tamanho t e z = 1):∫
C

f(z)dµ(t)(z) = (1− t)
∫
C

f(z)dµ(0)(z) + tf(1)

= (1− t)
∫ 2π

0

f(eiθ)dµ(0)(eiθ) + tf(1)

=
(1− t)

2π
σ(b)

∫ 2π

0

f(eiθ)e−γθsen2λ(θ/2)dθ + tf(1). (2.75)

A respeito do que se acabou de fazer acima, cabe ainda uma discussão adicional

referente ao caso particular em que λ = 0, no qual pode-se afirmar que:

(i) A sequência de parâmetro minimal {m(t)
n } é dada como

m
(t)
0 = 0, m(t)

n =
1

2

1 + (n− 2)t

1 + (n− 1)t
, n ≥ 1. (2.76)

(ii) A medida associada para este caso, bem como os respectivos coeficientes de Ver-

blunsky, são dados, respectivamente, por:∫
C

f(z)dµ(t)(z) =
(1− t)

2π
σ(iγ)

∫ 2π

0

f(eiθ)e−γθdθ + tf(1) (2.77)

e

α
(t)
n−1 =

(1 + iγ)n−1

(1− iγ)n

[
nt

1 + (n− 1)t
− iγ

]
, n ≥ 1. (2.78)

Com efeito, considerando a expressão para dn (com λ = 0), dada em (2.69), e a

expressão para mn, dada em (2.73), vê-se que m1 = d1(t) = 1
2
(1− t),

m
(t)
2 =

d2

1−m(t)
1

=
1

2

1

1 + t
, m

(t)
3 =

d3

1−m(t)
2

=
1

2

1 + t

1 + 2t
e m

(t)
4 =

d4

1−m(t)
3

=
1

2

1 + 2t

1 + 3t
,

onde dn+1 = 1/4 para todo n ≥ 1. Logo, seguindo esse padrão, pode-se mostrar por

indução que

m
(t)
n+1 =

dn+1

1−m(t)
n

=
1

2

1 + (n− 2)t

1 + (n− 1)t
, n ≥ 1,
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o que comprova (i) já que m1 = d1(t) = 1
2
(1 − t). Para provar (ii) basta observar que,

para este caso λ = 0, (2.77) segue diretamente de (2.75), e que sendo cn = γ/n, n ≥ 1

(veja (2.68)), tem-se por (2.71), (2.72) e (2.76) que

α
(t)
n−1 =

(1 + iγ)n−1

(1− iγ)n−1

[
1− 1+(n−2)t

1+(n−1)t
− i γ

n

1− i γ
n

]

=
(1 + iγ)n−1

(1− iγ)n−1(n− iγ)

[
n− n[1 + (n− 2)t]

1 + (n− 1)t
− iγ

]
=

(1 + iγ)n−1

(1− iγ)n

[
nt

1 + (n− 1)t
− iγ

]
.

Agora, usa-se a medida especial µ(t) (onde λ = 0), dada por (2.77), para dar uma

justificativa do resultado dado no Teorema 2.4. Para isso, mantém-se a notação para os

polinômios de Szegő, S
(t)
n , com respeito à medida µ(t) e observa-se que, em particular,

quando t = 0, os polinômios de Szegő associados à medida µ(0) são dados, a partir de

(2.74), por

S(0)
n (z) =

n!

(1 + iγ)n
2F1(−n, 1 + iγ; 1; 1− z),

Com isso,

τn =
S

(t)
n (1)

S
(t)∗
n (1)

=
S

(0)
n (1)

S
(0)∗
n (1)

=
(1− iγ)n
(1 + iγ)n

, n ≥ 0,

pois, como

S(t)
n (1) = S(0)

n (1) =
n!

(1 + iγ)n
, S(t)∗

n (1) = S(0)∗
n (1) = S

(t)
n (1) =

n!

(1− iγ)n

e τn = τ
(t)
n (veja Lema 2.2), resulta que

τn = τ (t)
n :=

S
(t)
n (1)

S
(t)∗
n (1)

=
S

(0)
n (1)

S
(0)∗
n (1)

=
n!/(1 + iγ)n
n!/(1− iγ)n

=
(1− iγ)n
(1 + iγ)n

.

Consequentemente, usando-se (2.78), tem-se

τj−1α
(t)
j−1 =

1

j − iγ

[
jt

1 + (j − 1)t
− iγ

]
, j ≥ 1,

e

τjα
(t)
j−1 =

1

j + iγ

[
jt

1 + (j − 1)t
− iγ

]
, j ≥ 1,

já que (1± iγ)j = (1± iγ)j−1(j ± iγ). Dáı, obtém-se

|1− τj−1α
(t)
j−1|2 =

[
j[1 + (j − 2)j]

(j − iγ)[1 + (j − 1)t]

]2

=
j2[1 + (j − 2)j]2

|j − iγ|2[1 + (j − 1)t]2
, j ≥ 1, (2.79)
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e

|1 + τjα
(t)
j−1|2 =

[
j[1 + jt]

(j + iγ)[1 + (j − 1)t]

]2

=
j2[1 + jt]2

|j + iγ|2[1 + (j − 1)t]2
, j ≥ 1,

de onde também segue que

1− |α(t)
j−1|2 =

j2[1 + (j − 2)j][1 + jt]

|j − iγ|2[1 + (j − 1)t]2
. (2.80)

De fato, pode-se calcular as duas primeiras igualdades como segue:

|1− τj−1α
(t)
j−1|2 =

∣∣∣∣1− 1

j − iγ

[
jt

1 + (j − 1)t
− iγ

]∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣(j − iγ)[1 + (j − 1)t]− jt+ iγ[1 + (j − 1)t]

(j − iγ)[1 + (j − 1)t]

∣∣∣∣2
=

[
j[1 + (j − 2)j]

(j − iγ)[1 + (j − 1)t]

]2

=
j2[1 + (j − 2)j]2

|j − iγ|2[1 + (j − 1)t]2

e

|1 + τjα
(t)
j−1|2 =

∣∣∣∣1 +
1

j + iγ

[
jt

1 + (j − 1)t
− iγ

]∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣(j + iγ)[1 + (j − 1)t] + jt− iγ[1 + (j − 1)t]

(j + iγ)[1 + (j − 1)t]

∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣ j[1 + (j − 1)t+ t]

(j + iγ)[1 + (j − 1)t]

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣ j[1 + jt]

(j + iγ)[1 + (j − 1)t]

∣∣∣∣2
=

j2[1 + jt]2

|(j + iγ)|2[1 + (j − 1)t]2
.

Já a última, dada em (2.80), resulta de (2.10) (com w = 1), ou seja,

[1− τj−1α
(t)
j−1][1 + τjα

(t)
j−1| = 1− |α(t)

j−1|2, j ≥ 1,

e do que se acabou de provar, já que, neste caso,

1− |α(t)
j−1|2 = [1− τj−1α

(t)
j−1][1 + τjα

(t)
j−1| =

j[1 + (j − 2)j]

(j − iγ)[1 + (j − 1)t]

j[1 + jt]

(j + iγ)[1 + (j − 1)t]

=
j2[1 + (j − 2)t][1 + jt]

|j − iγ|2[1 + (j − 1)t]2
.

Como consequência de (2.79) e (2.79) veja que

|1− τj−1α
(t)
j−1|2

1− |α(t)
j−1|2

=
j2[1 + (j − 2)j]2

j2[1 + (j − 2)t][1 + jt]
=

1 + (j − 2)t

1 + jt
, j ≥ 1,
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de onde se obtém

N∑
n=1

[
n∏
j=1

|1− τj−1α
(t)
j−1|2

1− |α(t)
j−1|2

]

=
N∑
n=1

[
n∏
j=1

1 + (j − 2)t

1 + jt

]

=
N∑
n=1

[
(1− t)
(1 + t)

1

(1 + 2t)

(1 + t)

(1 + 3t)

(1 + 2t)

1 + 4t
· · · [1 + (n− 3)t]

[1 + (n− 1)t]

[1 + (n− 2)t

[1 + nt]

]

= (1− t)
N∑
n=1

[
1

[1 + (n− 1)t][1 + nt]

]
. (2.81)

Portanto, como esperado, quando t = 0 esta série diverge quando N → ∞. Entretanto,

quando 0 < t < 1, desde que a série do lado direito da igualdade em (2.81) pode ser

reescrita como

(1− t)
N∑
n=1

[
1/t

[1 + (n− 1)t]
− 1/t

[1 + nt]

]
,

resulta que

N∑
n=1

[
n∏
j

|1− τj−1α
(t)
j−1|2

1− |α(t)
j−1|2

]
= (1− t)

N∑
n=1

[
1/t

[1 + (n− 1)t]
− 1/t

[1 + nt]

]
.

Consequentemente,

∞∑
n=1

[
n∏
j

|1− τj−1α
(t)
j−1|2

1− |α(t)
j−1|2

]
= λ(t)(1) =

(1− t)
t

,

o que, segundo o Teorema 2.4, garante que a medida µ(t) tem um ponto puro em z = 1

com tamanho da massa nesse ponto igual a [1 + λ(t)]−1 = [1 + (1− t)/t]−1 = [1/t]−1 = t.



CONSIDERAÇÕES FINAIS

O estudo dos polinômios ortogonais no ciclo unitário vem se fortalecendo, ao

longo dos anos, devido à sua grande aplicação em diversos contextos em Matemática.

Por essa razão, não é de estranhar que, vários pesquisadores vem se dedicando cada

vez mais a explorar essa rica teoria. Dos importantes resultados já consolidados, nesse

campo de estudo, pode-se destacar o conhecido teorema de Verblunsky, no qual, relaciona

uma medida de probabilidade não trivial no ćırculo unitário a uma (única) sequência de

números complexos {αn}∞n=0, os coeficientes de Verblunsky.

Em Costa, Félix e Sri Ranga [7], os autores mostraram que através da teoria das

sequências encadeadas positivas, pode-se caracterizar também uma medida de probabili-

dade no ćırculo unitário por um par de sequências reais {{cn}∞n=1; {dn}∞n=1}, onde {dn}n=1

é uma sequência encadeada positiva. Em relação a essa nova visão lançada sobre a teoria

dos polinômios ortogonais no ćırculo unitário, fizemos a presente dissertação.

O primeiro resultado de destaque, foi mostrado no Teorema 2.1, no qual, os

polinômios núcleos mônicos Pn(w; z) satisfazem a uma realção de recorrência de três

termos, o que nem sempre ocorre com polinômios complexos. Em seguida, após definir-se

os polinômios Rn(z), em função dos polinômios Pn(1; z) (que são um caso particular dos

Pn(w; z)), provou-se que estes últimos também satisfazem a uma relação de recorrência

de três termos. Isto está no Teorema 2.2, onde observou-se a primeira aparição das

sequências reais {cn}∞n=1 e {dn}∞n=1 como coeficientes da relação de recorrência dos Rn(z).

Além disso, também mostrou-se, nesse trabalho, que a partir do par de sequências reais

{{cn}∞n=1; {gn}∞n=1}, onde {gn}∞n=0 é tal que 0 < gn < 1 para n ≥ 1 (o que garante

que esta sequência pode ser usada para determinar uma sequência de parâmetros para

uma sequência encadeada positiva {d1,n}∞n=1) é posśıvel obter uma sequência de números

complexos {β}∞n=0, onde |βn| < 1 para n ≥ 0 (que pode ser tomada para ser uma sequência

de coeficientes de Verblunsky associada a uma única medida µ) dada, explicitamente, da

seguinte forma:

βn−1 =
1− 2gn − icn

1− icn
, n ≥ 1.
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Considerando-se uma medida de probabilidade µ com salto δ (0 ≤ δ < 1) em

z = 1 foi posśıvel definir-se uma famı́lia de medidas µ(t) com salto t (0 ≤ t < 1) em

z = 1, associadas à medida µ
(δ)
n = µn. Isso foi particularmente relevante, pois permitiu

enxergar-se que P
(t)
n (1; z) = Pn(1; z) e τ

(t)
n = τn, n ≥ 0, e por fim

(κ
(t)
n )−2[1− τnα(t)

n ]

1− t
=
κ−2
n [1− τnαn]

1− t
, n ≥ 0.

Combinando-se esses resultados com a sequência dada por

g
(t)
1,n :=

1

2

|1− τnα(t)
n |2

1−Re(τnα(t)
n )

, n ≥ 0,

onde 0 ≤ t < 1, mostrou-se que {g(t)
1,n}∞n=0 é uma sequência de parâmetro para a sequência

encadeada positiva {d1,n}∞n=1 e, em particular, que {g(0)
1,n}∞n=0 é a sequência maximal de

parâmetros para essa mesma sequência encadeada.

Um outro resultado importante estabelecido nesse trabalho foi em relação aos

pontos puros da medida µ. Mostrou-se que a medida de probabilidade µ tem um ponto

puro em w (|w| = 1) se, e somente, se

∞∑
n=1

[
n∏
j=1

|1− wτj−1(w)αj−1|2

1− |αj−1|2

]
= λ(w) <∞.

Neste caso, o tamanho da massa no ponto z = w é dado por t = [1 + λ(w)]−1. Isso

mostrou uma caracterização dos pontos puros de uma dada medida µ.

Como consequência dos resultados mencionados anteriormente, chegou-se na afir-

mação mais importante do trabalho que consiste em um teorema do tipo Favard. Segundo

esse resultado, dado uma medida de probabilidade não trivial no ćırculo unitário, pode-se

obter um par de sequências reais associado, onde uma delas é também uma sequência

encadeada positiva; reciprocamente, dado um par de seqências reais, onde uma delas é

uma sequência encadeada positiva, então, pode-se recuperar uma medida de probabi-

lidade não trivial no ćırculo unitário. Com isso posto, sendo {Sn(z)}∞n=0 a sequência

de OPUC mônicos associados à medida µ, {αn}∞n=0 os coeficientes de Versblunsky e

{{cn}∞n=1; {dn}∞n=1} um par de sequências reias, com {dn}∞n=1 sendo uma sequência en-

cadeada positiva, obteve-se a seguinte caracterização:

{Sn(z)}∞n=0 ⇐⇒ µ ⇐⇒ {αn}∞n=0 ⇐⇒ {{cn}∞n=1; {dn}∞n=1}. (I)
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Para mostrar uma aplicação da teoria discutida no trabalho, na última seção,

foi apresentado um exemplo expĺıcito envolvendo sequências {cn}∞n=1 e {dn}∞n=1. Os po-

linômios Rn ali obtidos eram tais que seus coeficientes d1,n = dn+1, n ≥ 1, eram os mesmos

coeficientes como na fórmula de recorrência para os polinômios ultrasféricos, de onde pôde-

se concluir que {d1,n}∞n=1 era uma sequência encadeada positiva e obter, também, a sua

sequência maximal de parâmetros, a qual também foi confirmado pelo critério de Wall.

Consequentemente mostrou-se que a sequência {dn}∞n=1 dada no exemplo era, de fato,

uma sequência encadeada positiva, com sequências maximal e minimal de parâmetros

conhecidas. A partir disso, usou-se a caracterização dada em (I) para obter a medida µ(t),

0 < t < 1 , associada ao par de sequências reais {{cn}∞n=1; {dn}∞n=1}, bem como obter seus

respectivos coeficientes de Verblunsky de forma expĺıcita. Observou-se também, com os

resultados estabelecidos nesse trabalho, que para este exemplo, a respectiva medida µ(t),

0 < t < 1, tinha um ponto puro em z = 1 com tamanho de massa t, obtido também

explicitamente.

Em suma, acredita-se que o principal objetivo da presente dissertação é o de servir

como um texto introdutório, e simples, para aqueles que pretendam ingressar na recente

teoria dos polinômios ortogonais no ćırculo unitário via um par de sequências reais. Por

essa razão, procurou-se demonstrar todos os resultados abordados da maneira mais clara

posśıvel, mas sem deixar de lado o rigor matemático presente desde o ińıcio do trabalho.
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Carlos: SBMAC, 2014, p. 15, 21, 47, 55, 73, 74, 79, 80.
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