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Resumo

Nesse trabalho, dissertamos sobre o artigo “The Existence and Stability of Equi-
librium Points in the Robe Restricted Three-Body Probem” devido a P.P. HALLAN e
NEELAM RANA. Para isso apresentamos defini¢oes e resultados basicos sobre sistemas
Hamiltonianos tais como estabilidade de equilibrios de sistemas Hamiltonianos lineares.
Enunciamos o problema restrito dos trés corpos e obtivemos alguns resultados cldssicos do
problema. Por fim apresentamos o problema de Robe e discutimos os principais resultados

usando a teoria de sistemas Hamiltonianos lineares.

Palavras-chave: Sistemas Hamiltonianos, Estabilidade, problema restrito dos trés cor-

pos, Problema de Robe.



Abstract

In this paper, we discussed the article The Existence and Stability of Equilibrium
Points in the Robe?s Restricted Three-Body Probem owing to P.P. HALLAN and NE-
ELAM RANA. For this we present basic definitions and results of Hamiltonian systems
such as equilibrium stability of linear Hamiltonian systems. We set out the restricted
problem of the three bodies and obtained some classic results of the problem. Finally
we present the problem of Robe and discuss the main results using the theory of linear

Hamiltonian systems.
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Introducao

O problema restrito de trés corpos consiste no estudo de um caso limite do pro-
blema de trés corpos, no qual fazemos a suposicao que a massa mg é infinitesimal de
tal forma que ela ndo influencia no movimento dos corpos de m; e my (chamados de
primérios) mas é afetada por eles de forma usual. Isto é uma sensivel aproximacao da
realidade, somente se a trajetéria de ms nao chegar muito proxima de m; ou mo. Este
problema foi extensivamente estudado, nao s6 porque é uma versao simplificada do pro-
blema geral dos trés corpos mas porque também tem aplicacoes praticas, por exemplo |,
a transferéncia de uma nave espacial da terra para a lua ou a descoberta da existéncia
de asteroides perto do ponto de Lagrange no sistema Sol Jupiter. Tal problema possui
cinco pontos de equilibrio os quais trés sao colineares, sobre o eixo do x e dois formando
triangulos equilateros com as primarias. Os trés pontos colineares sao instaveis para qual-
quer valor do parametro de massa. J& os triangulares sao estaveis em um certo intervalo
deste parametro. Em 1977 H.A.G Robe [1] considerou um novo tipo do problema res-
trito dos trés corpos, em que o primarios m; é uma casca esférica cheia com um fluido
incompressivel e homogéneo de densidade p;. O segundo primério é um ponto de massa
ms fora da casca e o terceiro corpo ms é uma pequena esfera sélida de densidade p3 no in-
terior do reservatorio, com o pressuposto de que a massa e o raio de mg sao infinitesimais.
Segundo Robe, a justificativa em se considerar tal problema é obter uma modelagem afim
de estudar o efeito gravitacional da Lua no interior da Terra. Robe mostrou a existéncia
de um ponto de equilibrio com m3 no centro da casca esférica enquanto ms descreve uma
orbita kepleriana em volta de my. Além disse, ele discutiu a estabilidade linear do ponto
de equilibrio, a saber em dois casos: No primeiro caso considerou que a Orbita de mso
em volta de my ¢ circular e, no segundo caso, a orbita ¢ eliptica, mas com o reservatorio
vazio ou as densidades de m; e ms iguais. Shrivastava e Garain [5] (1991) estudaram
como uma perturbacao na forca de Coriolis e na forca centrifuga afetam a localizagao
do equilibrio central, novamente considerando a drbita circular. Plastino e Plastino [4]
(1995) estudaram o problema alterando o formato do reservatério para o de um elipsoide.

Giordano, Plastino e Plastino [3] (1997) discutem o efeito que uma forga de arrasto causa



na estabilidade do equilibrio central. Hallan e Rana [1] (2001) fazem um estudo completo
sobre a quantidade de equilibrios existente no problema original, e apresentam resultados
sobre sua estabilidade linear.

Nesse trabalho, nosso objetivo central é encontrar todos pontos de equilibrio do
problema de Robe e da uma resposta quanto a estabilidade linear de tais pontos.

No primeiro capitulo apresentamos de forma sucinta algumas defini¢oes basica
sobre equacoes diferenciais e outros resultados da teoria de sistemas Hamiltonianos tais

como estabilidade de equilibrios de sistemas Hamiltonianos.

No segundo capitulo apresentamos o problema central da mecanica celeste, que é
o problema dos n corpos e um caso particular deste, que é o problema restrito dos 3 corpos
que se faz necessario para uma boa compreensao do proximo capitulos desse trabalho .

No terceiro e ultimo capitulo apresentamos a formulacao do problema de Robe e
transformamos as equagoes de movimento para um sistema Hamiltoniano,calculamos os

pontos de equilibrios e verificamos a estabilidade linear de tais pontos.



Capitulo 1
Preliminares

Neste primeiro capitulo forneceremos de forma sucinta algumas defini¢oes e resul-
tados da teoria basica de sistemas Hamiltonianos e outros resultados que se faz necessario

para uma boa compreensao do préoximo capitulo desse trabalho .

1.1 Teoremas e definicoes basicas de E.D.O

Muitos problemas matematicos, fisicos, mecanicos, bioldgicos, quimicos, etc.. po-
dem ser modelados por meio de um sistema de equagoes diferenciais ordinérias, por tal
motivo o estudo destes sistemas é uma area de pesquisa muito importante na matematica.
Consideramos em geral uma equacao diferencial ordinéria (E.D.O) definida pelo sistema

de equagoes de primeira ordem
% = f(x,1) (L.1)

onde () significa a derivada com respeito a varidvel t. Além disso, f é uma fungao

diferencidvel definida num aberto U contido em R™ x R.

Defini¢ao 1.1.1. Uma solucao da equagio (1.1) é Uma fungao diferencidvel x : J — R"
definida em um intervalo J tal que;

o (x(t),t) €U, paratodot e J e

o x(t) = f(x(t),t) para todo t € J.

Definigao 1.1.2 (Problema de Cauchy). Quando especificamos uma condigdo inicial,

x(tg) = xq, temos sequinte problema de valor inicial

{ x = f(x,t)

1.2
x(ty) = xo (1.2)

também conhecido como Problema de Cauchy.
3



O primeiro problema que nos deparamos é o da existéncia e unicidade de (1.2).

A respeito desse questao temos o seguinte teorema

Teorema 1.1.3 (Teorema de Picard ou de Existéncia e unicidade). Seja f : U C R"xR —
R™ continua e localmente Lipschitiziana. Entdo, para cada (x(to),to) € U, existem um

numero a > 0 e uma unica solugdo de (1.2) no intervalo |ty — to| < a.

Definicao 1.1.4. Uma funcao diferencidavel ¢ : U C R® x R — R € dita uma inte-
gral primeira para o sistema (1.1) se ela é constante ao longo do movimento, isto €,

Lo(x(t),t) = 0 para todo x(t) solugdo de (1.1).

Muitas vezes estamos interessados em reduzir nosso sistema de equagoes, no sen-

tido de eliminar variaveis, neste caso precisamos do seguinte resultado importante:

Teorema 1.1.5 (Teorema do Valor Regular). Seja F': M — R uma fungdo diferencidvel
definida sobre a variedade diferencidvel M. Se 0 é um valor reqular de F, entio F~*({0})

¢ uma sub-variedade diferencidavel de M de dimensaio m — 1 onde m ¢é a dimensao de M.

1.2 Sistemas Hamiltonianos

Um sistema Hamiltoniano é um sistema com 2n equacoes diferenciais ordinarias

da forma

{ 1 (1.3
p=—1Hq
onde H = H(q, p,t) é uma fungao definida em um aberto U C R" x R” x R denominada
Hamiltoniano do sistema. As varidveis p = (p1,...,pn) € 4 = (q1,- .., ¢,) sao chamadas
de posi¢ao e momento, respectivamente. O nimero natural n é dito grau de liberdade do
sistema.

Um caso especial é quando a funcao H nao depende de t, nesse caso, o sistema
(1.3) é chamado auténomo. O conjunto onde a varidvel posicao estd definida é chamado
de espaco das configuragoes, ja o conjunto onde posi¢ao versus momento estao definidos
é dito espaco de fase do sistema.

Quando a func¢do Hamiltoniana H, nao depende de t, isto é, o sistema (1.3) é

autonomo, entao H é uma integral primeira. De fato,
H(q(t),p(t)) = Hy- @ + Hy p = HyHy, — HyHy = 0.

Assim, H é uma quantidade conservada ou uma constante do movimento. Nesse caso o

sistema Hamiltoniano (1.3) é dito conservativo, e dizemos simplesmente que H representa



a energia do sistema. Nesse caso, o conjunto definido por

Yn={(q,p) €U | H(q,p)=nh} (1.4)

para um valor arbitrario de h € R, denota a superficie (ou variedade) de energia. Observe
que o fato de H ser uma integral primeira implica que as solucoes estao contidas em
alguma superficie de energia, isto é, se (q(t),p(t)) denota uma solu¢do de (1.3) entao
H(q(t),p(t)) = h, onde este valor de h pode ser negativo, nulo ou positivo dependendo
da solucao.

Para uma discussao gera, introduzimos o 2n-vetor z, a matriz anti-simétrica J de

2n X 2n e o gradiente de H definidos respectivamente por

oH

321
0 I
z:<q>, :( ”) e V,H=VH=| : (1.5)
p —1. 0 OH

8an

onde 0 é a matriz nula de n x n e I,, é a matriz identidade de n x n. Assim com essa

notagao o sistema (1.3) pode ser reescrito da seguinte forma

2= JVH(z,1). (1.6)

Observe que

J1=Jr'=-3 ¢ J?’=-1

Ja vimos que no caso autonomo o sistema Hamiltoniano é conservativo. Assim, qualquer
solugao, ¢ de (1.6) satisfaz p(t —to, 0,20) = p(t, to, 2z9). Quando ty = 0 escrevemos ¢(t, zg)
para a solucao de (1.6) tal que ¢(0,zo).

1.2.1 Sistemas Hamiltonianos Lineares

Um caso particular de sistemas Hamiltonianos sao os lineares. Um sistema Ha-

miltoniano linear é um sistema de 2n equacoes diferenciais ordinarias

z=JVH(z,t)=JS(t)z = A(t)z (1.7)

onde A(t) = JS(t) e S(t) é uma matriz simétrica para todo t. Nesse caso, o Hamil-

toniano é uma forma quadritica em z € R?" com coeficientes que sao continuos em t,



definido por

1
H = H(z,t) = 5zTS(t)z (1.8)
Definigao 1.2.1. Uma matriz A € Moo, (R) € dita Hamiltoniana se ATJ +JA =0
Observacao 1.2.2. A matriz A(t) do sistema (1.7) é Hamiltoniana.

De fato,

JA(t) = J*S(t) = —S(t) = S(t)J* = 8TJJ = —(IS(1))"T = —A(t)"J.

Teorema 1.2.3. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1. A é Hamiltoniana;
2. A=JATJ;
3. A =JR onde R é simétrica;

4. JA é simétrica.

Demonstragao:(1 = 2) Temos que J~! = —J e pela definigao anterior temos que
ATJ +JA =0. Logo AT = —JA = J'A. segue o resultado.
(2 = 3) Basta tomar R = ATJ, assim

R =J"A = -J(JA"])) = -J*(AT]) = A"T=R.

(3 = 4) Suponhamos que A = JA, com R simétrica. Entao, JA = J?R = —R. Logo,

JA é simétrica.

(4 = 1) Como JA ¢ simétrica, segue que JA = (JA)T = ATJT = —ATJ. Dessa
forma, ATJ + JA = 0 e pela defini¢do (1.1.1) A é Hamiltoniana. O

Proposicao 1.2.4. A matriz A = (‘CL Z) € My, (R) é Hamiltoniana se, e somente se,

a’ +d=0 b e c sao simétricos. Onde a,b,c e d sao matrizes em bloco de ordem n x n



Demonstragao: Escrevendo a matriz A em forma de blocos 2n x 2n isto é, A = (‘cl d)

temos

ATI+IA =0 = (o ad) — (90)
— c—c'=0b" —b=0,a" +d=0

= c=clb=b"a"+d=0

Quando n = 1, as condigoes se reduzem a dizer que o traco é nulo.

1.2.2 Sistemas mecanicos

Uma classe importante de sistemas Hamiltonianos correspondem aos chamados

sistemas mecanicos os quais sao sistemas conservativos dados por

§=VV(q) (1.9)

onde V : R™\ S — R é uma fungao diferenciavel e S denota o conjunto das singularidades

de V. Nesse caso, V é chamado de funcao potencial e a funcao Hamiltoniana é dada por

H = H(p,a) = o lpl ~ V(a) (1.10)

A varédvel p é chamada de momento. O conjunto R™\ S é chamado espago de configuragao
ou espago das posigoes e M = R™\ S x R™ é chamado de espago de fase e corresponde
ao fibrado cotangente da variedade R™\ S. A func¢ao Hamiltoniana (1.10) é uma integral

primeira para o movimento, logo define um conjunto conjunto invariante
Yn=(q,p) € (R"\ 5) xR" [ H(q,p) = h (1.11)

para cada constante real h. Se cada h € R é um valor regular para a fungao diferencidvel
H, temos pelo Teorema do Valor Regular que o conjunto definido acima é uma variedade
diferenciavel de dimensao 2n — 1, a qual chamaremos de superficie de energia constante.
Assim, podemos reduzir a dimensao em uma unidade considerando as equacoes definidas
pelo Hamiltoniano dado em (1.10) como um campo vetorial sobre ¥,. Como a energia
cinética é nao negativa, segue-se que sobre ¥, temos —V(q) < h. A projegao de X, sobre o
espaco das configuragoes é a chamada regiao de Hill, ou seja os pontos q que satisfazendo a
desigualdade anterior formam a regiao de Hill. Logo se (q(t), p(t)) é uma curva solugao do

sistema Hamiltoniano associado a H sobre ¥, entdo q(t) deve estar para todo tempo na



correspondente regiao de Hill. A fronteira desta regiao (V=h) quando h < 0 é chamada
o conjunto de velocidade zero, pois aqui as coordenadas do momento sao todas nulas.
Observemos que que sobre cada ponto q no interior da regiao de Hill, temos uma esfera

na coordenada momento definida por
1
0 < Zllpll* =%+ V(a) (1.12)

O sistema mecanico (1.9) é equivalente ao sistema Hamiltoniano
1=p (1.13)
p="VV(q)

Segue o seguinte resultado

Proposicao 1.2.5. As solugoes de equilibrio de um sistema mecanico (1.13) sao dadas

por (qo, Po) onde qo € um ponto critico de V e pg = 0.

Demonstracao: De VH(q,p) = (p, VV(q)) segue que DH(q,p) = 0 se, e s6 se,p = 0
e VV(q) =0, isto é, (q,p) é uma solucao de equilibrio de (1.13). O

1.2.3 Exemplos de sistemas Hamiltonianos

Mostraremos alguns alguns problemas que podem ser colocados na forma Hamil-

toniana.

1. O oscilador harmonico simples. Considere Uma massa m amarrada a uma mola.
Pela lei de Hooke a forca F, que a mola exerce sobre a massa é proporcional a quan-
tidade  que a mola ¢ esticada e ¢ dirigida em sentido contréario ao esticamento, isto
é, = —Kuz. A constante K > 0 mede o comprimento da mola. Pela segunda lei

de Newton temos

F=mi=mi=—-kx=
&= —wr (1.14)
k
onde w? = —. O sistemas (1.14) equivale ao sistemas de primeira ordem
m

{ y=—we (1.15)

T = wy



O sistema hamiltoniano associado a este sistema é dado por

H = %(932 + 7).

1
onde y = —1
w

2. O problema de Kepler ou problema de for¢a central. Consiste em estudar o movi-
mento de uma particula sendo atraida por um centro atrator. Este modelo serve
para estudar o movimento de um planeta (ou de um satélite) em torno do sol (em
torno de um planeta), sendo este o centro atrator.

q

q=-
onde p é uma constante positiva e q € R3\ {(0,0,0)}. O sistema Hamiltoniano

associado é dado por

M
[lall

3. O problema de n-corpos. Este problema consiste em estudar a dinamica de n-

1
H=—||p||* -
5|Ipl

particulas materiais de massa m; > 0 no espaco sujeitos unicamente a lei da gra-

vidacao Newtoniana. Portanto, ele obedece as equacoes:

oU

dq

U — Z Gmlmj
2 Ta—a]

onde M = diag(my,my, mi, ..., My My, my) € q = (qu,...,q,) € R O sistema

M = (1.17)

Hamiltoniano associado a este sistema é dado por
2

Z Ip|l

2mZ

onde p; = m;q; sao os momentos associados a cada particula.

1.3 Transformacoes Simpléticas

As transformacoes simpléticas fazem um papel importante na teoria de Sistemas
Hamiltonianos, pois sao um tipo de mudanca de coordenadas que preservam a estrutura

Hamiltoniana.
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1.3.1 Matrizes Simpléticas

Iniciamos o estudo das transformagcoes simpléticas no caso mais simples, isto €,

quando a transformacao de coordenadas é linear.

Defini¢ao 1.3.1. Uma matriz T € Moo, (R) é chamada simplética com multiplicador
[, ou p-simplética se

TTIT = pJ (1.18)
onde 1 € R — {0} é uma constante. p =1, T € dita simplética.

Observacao 1.3.2. Quando p = 1, T € dita simplética. Seque da definicao que toda

matriz simplética T, satisfaz detT? = 1

De fato,

det] = det(TTJT)

det] = detT? - detJ - detT
1 = detT! . detT
1 = (detT)*

Observagao 1.3.3. O conjunto de todas as matrizes simpléticas em Ma,x2,(R) € deno-

tado por Sp(n,R).

Teorema 1.3.4. Se T ¢ simplética com multiplicidade ui, entio T € naio singular e T™! =

—uJTTI. Se T e R sdo p e v simpléticas, respectivamente, entdo TT, T=1 ¢ TR sdo

1

simpléticas com multiplicador p, u=" e pv, respectivamente.

Demonstracao: Como TTJT = uJ, entdo

det(pJ) = det(TTIT)

wdet] = detT? - detd - detT
= (detT)?

+|p|" = detT

logo detT # 0, portanto T é nao singular.
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Para mostrar que T~! = —uJT7J observe que

TIT=pJ = T'I=pJT!
= JT7J = pJ*17!
= JT7J = 1!
= T '=—,1JT7J

Para concluir a demonstragao observe que

(THTIT? = TIT? = TI(—pIT 1) = —pTI*T I = —pT(—1)T T = uTT T = pJ.

Seque que T7 ¢ simplética com multiplicador p. Analogamente temos

(TYITT = ()T = (T3 =TI = () = e
= —pp (=J) = —pd.

Segue que T~ é simplética com multiplicador z~!. De forma andloga temos

TR'J(TR) = R"T"JTR = yR7JR = pvJ.

Segue que TR ¢é simplética com multiplicador uv O

Em seguida mencionamos condicoes para que uma matriz seja u-simplética.

«
No caso de uma matriz 2 x 2, T = (

s
, temos que
v 0

T7JT = 0 @0 =P\
—ad + By 0

Logo uma matriz 2 x 2 é u-simplética se , e somente se, tem determinante .

a
No caso 2n x 2n, com a matriz T = ( p
c

TTJT — (aTc —cla o¥d— ch>

> escrita na fora de blocos, temos

ble—dPa b'd—d'b

Assim, segue a seguinte proposicao
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a

Proposicao 1.3.5. T = ( ) ¢ simplética com multiplicador p se, e somente se,

c
a’d —c'b =l e a’c e b'd sdao simétricas.

De fato,

TTIT — a'c—c'a a"d—c"b\ 0 I,
b'e—d¥a b'd—dTb H -1, 0O

ald—c"b=pul, a"c—c'a=0, b'd—d"b=0

Logo

(a¥e)f =l (@) =cta e (B'd)T =d' ()T =d'b O

T T

dt —b?
Verifica-se também que, T~! = ! < )
a

Consideramos o Hamiltoniano linear dado por (1.7), isto ¢ , A(t) é uma matriz
Hamiltoniana. Entao considerando a mudanca de coordenadas induzida pela matriz u-

simplética T, da forma £ = Tz, entao
£ = TAT'¢.

Afirmamos que a matriz B = TAT ! também é Hamiltoniana

De fato,

BT +JB = (TAT HY7J +JTAT!
= (T)'ATTTJ + JTAT
= u(JTTHTATTTI — pITAITT]
= —puJTATT?Y — nJTAT?J
= —puJTJIAT + AT
=0

Dessa forma provamos que uma mudanca de coordenadas induzida por uma matriz u-

simplética leva sistemas Hamiltonianos lineares em sistemas Hamiltoniano lineares.

Um primeiro resultado importante que caracteriza a matriz fundamental de um

sistema Hamiltoniano linear é o seguinte.
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Teorema 1.3.6. A matriz fundamental Z(t,ty) do sistema Hamiltoniano linear (1.7) é
simplética para todo t,ty € I. Reciprocamente, se Z(t,ty) é uma fungao diferencidvel de
matrizes simpléticas, onde Z(to,to) = I, entao Z é a matriz solu¢ao fundamental de um

sistema Hamiltoniano linear.

Demonstragao: Seja U(t) = Z(t, )" JZ(t, ty). Como Z(to,ty) = 1, segue que U(ty) =
J. Por outro lado, U(t) = ZJZ + Z7IZ = ZT(ATI + JA)Z = 0; assim U(t) = J
para todo t € I. Se ZTJZ = J para todo t € I, entdo ZIZ + ZTIZ = 0; assim
(ZZil)T + J(ZZil) = 0. Isto mostra que A = 77" é Hamiltoniana e Z = AZ. O

A

Corolario 1.3.7. A matriz A é Hamiltoniana se, e somente se, e € simplética para

todo t € R.

No caso de A constante, a solugio fundamental é da forma Z(t) = e'. Veremos
agora que uma mudanga de varidveis simplética preserva a estrutura Hamiltoniana. Para
isso, considere T'(t) uma matriz de ordem 2n invertivel para cada t, assim a mudanca de

coordenadas ¢ = U(t)z transforma o sistema Hamiltoniano linear (1.7) no sistema
(= (T'AT — T'T)¢ (1.19)

onde U(t) = T71(t). Em geral esse sistema de equagoes nao ¢ Hamiltoniano, no entanto:

Teorema 1.3.8. Se U(t) € uma transformagao p-simplética, entdo o sistema (1.19) é um

sistema Hamailtoniano linear.

Demonstragao: Se U(t) é uma matriz p-simplética, entao T(¢) é u~'-simplética. Como
TJT? = ;~'J para todo t, temos que TIT + TJ(T)T = 0, dai segue que, (T~'T)J +
J(T7'T) = 0, portanto (T~'T) é uma matriz Hamiltoniana. Temos também que T~'J =

pJTT | donde segue que
T AT = T 'JST = pJT?ST = J(uT'ST)

¢ também Hamiltoniana. Logo T~!AT — T-'T ¢ Hamiltoniana. U
Este teorema nos diz que uma mudanca de coordenadas simpléctica preserva a

estrutura Hamiltoniana de um sistema de equagoes.

Um resultado importante na caracterizagao de uma matriz solucao fundamental

de um sistema Hamiltoniano linear e o seguinte:



14

Proposicao 1.3.9. Seja T uma matriz simplética. Se A € um autovalor de T, entdo % é
também um autovalor de T com a mesma multiplicidade algébrica.
Demonstracao: Desde que T é simplética, temos T? = —JT™'J, e se \ é autovalor de
T, temos que
p(A) = det(T — M)
= det(TT — I
= det(=JT'J + \JJ)
= detJdet(—T ™' + A)detJ
1
= det\T"HT — XI)]
1
= M\"detT det(T — XI)
= EATp(3)
3)-
Portanto a multiplicidade algébrica de A é a mesma de % 0

Da proposicao acima segue que se conhecemos um autovalor A da matriz real simplética,

1
>N
autovalores, entao eles possuem multiplicidade par. Além disso, desde que A é autovalor

entao conhecemos mais tres autovalores, a saber —Ae —%. Em particular se 1 e —1 sao

entao % também é autovalor com a mesma multiplicidade, entao segue que

Proposicao 1.3.10. O determinante de uma matriz simplética é 1.

Demonstracgao: A demonstragao desse fato pode se encontrada na pagina 51 da referéncia
[6]. O

1.4 Estabilidade de Solucoes
Considere a equagao diferencial ordindria (EDO) de primeira ordem
x = f(x,1) (1.20)

onde f: U C R" x R — R" ¢ uma aplicagao de classe C.

Defini¢ao 1.4.1. Um ponto x(t) = x¢ € U € dito um equilibrio ou solugao de equilibrio
de (1.20) se, e somente se, f(xo,t) =0 para todo t > 0.
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Sabe-se da teoria bésica de EDO que cada solu¢ao x = x(t) em U depende con-
tinuamente de t e das condigoes iniciais (xg,ty). Em particular, prova-se que pequenas
mudangas ou pertubagoes em X, provocam pequenas mudangas em x(¢) num intervalo
em torno de ty. Mostra-se também que duas solugoes que se iniciam préximas, permane-
cem préxima durante um intervalo de tempo suficientemente grande, porém finito. Uma
questao que surge naturalmente é a seguinte: cada solucao que esté préxima de xy em
permanece préxima de x = x(t) para todo tempo , ou existem solugoes que eventualmente
afastam-se de x(t) independentemente de quao proximas estiverem de x¢? Questoes como

estas pertencem ao ramo da Matemaética conhecido como Teoria da Estabilidade.

1.4.1 Estabilidade no sentido de Lyapunov

Definigao 1.4.2. Seja x(t) € uma solucao de equilibrio de (1.20). Dizemos que X(t) é:

1. estavel sequndo Lyapunov, em t =ty se para todo € > 0, existe um 6 = d(e,tg) > 0
tal que para qualquer x € Bs(X(t)), a solu¢do x(t) que se inicia em x quando t = t,
estd definida para todo t >ty e satisfaz a desigualdade || x(t) —x(t) ||< e, para todo
t Z tO;.

2. assintoticamente estavel, no sentido de Lyapunov, se ela € estavel e além disso existe

um nidmero positivo 6; < 0 tal que || x ||< §y implica que tlim | x(t) —x(t) ||=0;
—00
3. instavel quando nao € estdvel

A x()

(1)

T
>t

.L

Figura 1.1: Estabilidade estavel e assintoticamente estavel respectivamente da solucao
X(t)

Observacgao 1.4.3. Se § na definicao acima nao depende de to, dizemos que a estabilidade

¢ uniforme.

>t
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Seja x(t) uma solugao de (1.20). Entao fazendo a mudanca de coordenadas no

tempo x = z + X(t) temos que

Segue que x(t) é solugao de (1.20) se, e somente se, z(t) = x(t) — X(t) ¢é solucao de
z = g(z,1) (1.21)

onde g(z,t) = f(z+X%,t)— f(x(t),t). Assim a solugao x(t) de (1.20) corresponde a solugao
de equilibrio, z = 0 do sistema (1.21). Logo, o estudo da estabilidade de uma solugao

qualquer reduz-se ao da estabilidade de um equilibrio.

Figura 1.2: A: Estabilidade do equilibrio xq; B: Estabilidade assintética da solucao de

equilibrio xg

1.4.2 Sistemas lineares com coeficientes constantes

Nessa segao vamos estudar a estabilidade da solu¢ao de equilibrio x(t) = 0, do

sistema de equacoes diferencias linear
x = Ax (1.22)
onde A € M,;,(R),z € R™ é uma matriz constante.
A matriz A pode ser vista como um operador linear no R", x —— Ax, o qual

pode ser estendido a um operador complexo A¢ no espago complexo C" definido por

Ac(x +iy) = Ax 4+ iAy. Sejam Aq,--- A, todos os autovalores distintos da matriz Ac e
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{#11, "+ s Zmy1s 5 21k, -+ 5 Zmykp UmMa base de Jordan de C™ tal que

)\jzij+zj+1j, jzl,...,k, nzl,,mk—l
)\jzij7 j:].,...,]{?, n=me,

Ac(ziy) = {

onde my, ¢ a dimensao do bloco de Jordan associado a A;.

Uma condicao necessaria e suficiente para que

2(t) = Cu(t)zin + o A G (D) Zmn + - A Gt 21 + - -+ G () 2k

seja uma solucao da equagao Z(t) = Acz(t) é que

élj = A1 5 ééj = AjCoj + Cijs - -+ ijj AjGm; + Cmy—1

para j = 1,..., k. Assim, a solucao fica

1 1
Z eV [Cuj21j 4 (Cujt 4 Coj)zaj + -+ (mtj Gj+...+ Ftijfl + Gmj) 2my;]-
;! !

é facil ver que

k
1 1 o
Z € Jt Cljzlj Clyt + CQJ)ZQJ <m_j!tj G+ ﬁtgmj—l + <mj)zmjj]
7j=1
t z(t
também é uma solucao de 2(t) = Acz(t). Assim as partes real x(t) = M e
2(t) — 2(t)

imagindria y(t) = sao solugoes reais do sistema #(t) = Ax(t). Assim fica

2
demonstrado o seguinte

Teorema 1.4.4. Uma solugdo geral do sistema (1.22) é da forma
k
z(t) = Z (Ay;t'e®" cos(bjt) + Byjt'e® " sin(b;t))
onde \j = a;+1f3; sao os autovalores de A, m; € a dimensao do bloco de Jordan associado

ao autovalor A\j e Ay; e By; sao vetores fizos do R" para j =1,... . kel =1,...,m;.

Teorema 1.4.5. Sejam Ay, -+, \, o0s autovalores da matriz A e suponha que Jy € o
bloco de Jordan (em C) associado a A. Tem-se para a solu¢ao nula do sistema & = Ax

as sequintes afirmagoes:
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1. Se A € uma matriz nao singular:

a) Assintoticamente estdvel no sentido Lyapunov se, e somente se, Re(A\) < 0

para todo k =1,--- ,n;

b) Estdvel, mas nao assintoticamente estdvel, no sentido Lyaponov, se, e so-
mente se, A tem pelo menos um par de autovalores imagindrios puros e sempre que
cada bloco de Jordan J) (em C) associado a cada autovalor imagindrio puro X €é

diagonal e o resto dos autovalores possui parte real negativa;

c) Instdvel nos demais casos.

2. Se A é uma matriz singular:

a ) Estdvel no sentido Lyapunov se os autovalores nao nulos tem parte real

negativa e o bloco de Jordan associado ao autovalor nulo é diagonal;

b) Estdvel no sentido Lyapunov no caso em que A tem ao menos um par de
autovalores imagindrios puros, sempre que cada bloco de Jordan Jy (em C) associado
a cada autovalor imagindrio puro X seja diagonal, o bloco de Jordan associado ao

autovalor nulo € diagonal e o resto dos autovalores possui parte real negativa;

c) Instdveis nos casos.

Demonstragao: Ver em [11] O

1.5 Estabilidade de equilibrios em sistemas Hamilto-

nianos lineares.

Nesta se¢ao nos dedicaremos ao estudo da estabilidade de uma solucao de equilibrio
para um sistema Hamiltoniano linear autonomo.
Considere o seguinte sistema Hamiltoniano linear
x = Ax, (1.23)

onde A =JS, xT' = (z1,%9, ..., %p, Trs1,- .., T2,) € S é simétrica, com entradas constan-
tes e de ordem 2n.

Um resultado muito importante no estudo de um sistema Hamiltoniano linear é o seguinte:

Proposicao 1.5.1. O polinomio caracteristico de um matriz Hamiltoniano é uma fung¢ao

par.
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Demonstracao: Seja p(\) o polinémio caracteristico da matriz Hamiltoniana A, isto

€,

p(A) = det(JS — Ay,),

onde A = JS com S simétrica. Para provar a paridade observamos que

p(N)

det(JS — M,)

det(JS — Ay, )"
det(STIT — \,,)
det(—SJ — \y,)
det(J*ST + \JI,,J)
detJ (IS + My,)J
detJdet(JS + My, )detJ
det(JS + Ay,)

p(=A)

(1.24)

O

Assim, a equac@o (1.24) s6 tem poténcias pares de A. Portanto, se ela tem uma raiz do

tipo A = p+iv ela terd necessariamente, a raiz A = —pu —iv. Ese A = 0 for um autovalor

ele tera multiplicidade par. Por outro lado, desde que A é uma matriz com coeficientes

reais, entao A\ também sera um autovalor de A . Em suma temos que se A é um autovalor

de A, entdo —\, A e —\ também sdo. Com isso e pelo teorema (1.4.5) segue o seguinte

teoremas:

Teorema 1.5.2. Seja o sistema X = Ax, onde A é uma matriz Hamiltoniana constante.

A solucao de equilibrio nula desse sistema é:

1. Se A € uma matriz nao singular, nunca pode ser assintoticamente estdvel e so €

estavel se todos os autovalores sao imagindrios puros e a matriz A for diagona-

lizavel;

2. Se A € uma matriz singular, nunca pode ser assintoticamente estdvel s so € estdvel

se a matriz A for diagonalizdvel.

Com esse teorema fica caracterizado a questao da estabilidade de um sistema

Hamiltoniano linear autonomo



Capitulo 2

O problema de restrito dos treés

Ccorpos

Nesse capitulo apresentamos de forma resumida o problema central da mecanica
celeste, que é o problema dos n corpos e o problema restrito dos 3 corpos, o qual é um
caso particular do problema dos n corpos é de suma importancia, visto que o problema

de Robe é um caso particular deste.

2.1 Descricao do Problema de n Corpos

Considere n particulas de massa, my, ..., m,, movendo-se em R? sujeitas apenas
as forgas gravitacionais mutuas. Sejam qi,...,q,, respectivamente, as posicoes dessas
massas. O problema de n corpos consiste em, dadas as massas, as posicoes e velocidades
iniciais, descrever o movimento de cada uma destas particulas. A segunda lei de Newton
nos diz que o produto da massa pela aceleracao de uma particula é igual a soma das
forcas que agem sobre esta. Ademais, a lei da gravitacao universal, também devida a
Newton, diz que cada particula exerce uma forca sobre outra proporcional ao produto de
sua massas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia que as separa, a dire¢cao
da forca sendo a da reta que une a posicao dos dois corpos. Assim, as equagoes que regem

0 movimento sao

n

. Gm;m; .
m;q; = Z —]?)(Qj_%)a (Z: 1,...,TL> (21)
i 10— 4]

Para n = 3 temos

20
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( .. Gmimy Gmims
miqr = T(% —q1) + —5— (13— q1)
12 13
.. Gm2m1 Gm2m3
Mags = T(Ql — @)+ ——=—(3 — @) (2.2)
12 23
.. Gmami Gm3m2
maqs = T(% —q3) + ——5—(02 — 3)
\ 13 q23

onde ¢;; = |¢; —¢;| e G é a constante gravitacional.

Tal problema para n > 3 revelou-se insolivel por quadraturas, e apesar de, a
primeira vista, isto parecer um ponto final na questao, ocorreu que uma série de solugoes
particulares do problema foram descobertas. Em particular, solu¢oes homograficas do pro-
blema despertaram grande interesse matematico, pois apesar de serem as solucoes mais
simples do problema dos n corpos, elas conduzem ao estudo das configuracoes centrais,
tema de pesquisa nao trivial que requer a contribuicao de muitas areas da matematica,
entre as quais algebra, analise, geometria e topologia. Um caso particular de grande im-

portancia é o

2.2 O problema restrito dos trés corpos

O problema restrito de trés corpos consiste no estudo de um caso limite do pro-
blema de trés corpos, no qual fazemos a suposicao que a massa mg é infinitesimal de
tal forma que ela nao influencia no movimento dos corpos de m; e my (chamados de
primdrios) mas é afetada por eles de forma usual. Isto é uma sensivel aproximacao da
realidade, somente se a trajetéria de mg nao chegar muito préxima de m; ou my. Mate-
maticamente o que fazemos é considerar mz = 0, assim temos que o centro de massa do
sistema é o centro de massa dos bindrios e a equagao do movimento do corpo de massa

ms é dada pela tltima equagao de (2.2), isto é,

. Gm Gm
3= 73 1 (1 —a3) + —3 2(‘12 —q3) (2.3)
qi3 53

e o movimento do corpo ms relativamente ao corpo m; é definido pelo problema de dois
corpos conseguido da seguinte forma. Subtraindo a primeira equagao da segunda equagao

em (2.2) obtemos

G(m1 + mg)

qQ_qlz_ 3
412

1 1
— +Gm (— — — (a3 — )
(a1 — q2) 3 Bty — ) ¢ (as —ai)
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Fazendo m3 = 0 e denotando q = q2 — q; obtemos

G(mq + my)
laf®
o que corresponde a um problema de Kepler ou problema de forga central, onde as solugoes

q—- (2.4)

sao completamente conhecidas.

Seja [ a distancia entre my e mo, entao temos que

__ P
14 €ecosf
2
onde p = ——— € é a excentricidade da conica definida pelos primarios m; e mo
G(ml + mg)

e 6 a anomalia verdadeira. Uma outra maneira de escrever as equacoes de movimento de

mg consiste em definir o potencial

m m
U(qi,92,93) = G (—1 + —2>
q13 q23
assim,
ds = Vg, U (2.5)

Dependendo do valor da excentricidade podem-se distinguir as seguintes variantes
do problema restrito de trés corpos: o problema restrito hiperbdlico, quando a érbita do
corpo my e uma hipérbole (e > 1); o problema restrito eliptico, quando a érbita do corpo
my é uma elipse (0 < € < 1); o problema restrito circular, no qual a 6rbita do corpo my é
um circulo (e = 0). Pode-se também considerar o problema restrito parabélico (e = 1) e

o linear,quando o corpo m; move-se sobre uma parabola ou uma reta respectivamente.

Se o corpo de massa infinitesimal ms permanece para todo tempo, no plano do
movimento de my e mo, dizemos que o problema restrito correspondente é planar; se o
corpo mg, em seu movimento sai do plano de m; e msy falamos de problema restrito espa-

cial.

Dois exemplos servem para ilustrar a importancia do problema restrito. Sabe-se

que depois do Sol, o planeta mais pesado é Jupiter, o qual move-se numa elipse de excentri-
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cidade pequena, podemos assumir como primeira aproximacao que ela é um circulo. Além
disso, existem dois grupos de pequenos planetas, os asterdides Trojanos e Gregos, cujo
movimento é controlado principalmente pelo Sol e Jupiter, uma primeira aproximacao de
seu movimento é dada por uma solucao do problema restrito circular com o Sol e Jupiter

como os primarios.

O segundo importante exemplo diz respeito a teoria lunar, onde consideramos o
movimento da Terra ao redor do Sol como circular. O corpo de massa infinitesimal aqui

corresponde a Lua.

As primeiras contribuicoes sobre o problema restrito foram feitas por Euler em
1772 em conexao com sua teoria lunar. Sua principal contribuicao foi a introdugao de
um sistema sinddico (rotatério), do qual se desprende a existéncia de uma integral de
movimento, chamada integral de Jacobi. Euler nao descobriu esta integral, pois primeiro
tinha sido dada por Jacobi (1836), que como Wintner diz que "re-descobriu”o sistema

sinodico.

2.2.1 Equacoes de movimento do problema restrito

Nosso objetivo aqui nao é fazer detalhadamente o problema restrito dos 3 corpos,
mas expor o que jugamos interessante para uma boa compreensao do problema de Robe.
Para um estudo detalhado do problema restrito dos trés corpos, o leitor pode consultar
a referencia [9]. Para obter a forma conveniente das equagoes de movimento do corpo
mg, introduzimos um sistema de coordenadas Ozyz, com origem no centro de massas
dos corpos my e my e com o plano Ozxy coincidindo com o plano da érbita dos binarios.
Tomamos o eixo Ox ao longo da reta que liga m; a ms, na direcao do corpo my, com
a menor mudanga do eixo Ox para o eixo Oz coincidindo com o sentido da rotagao ms
relativamente ao corpo m;. O eixo O( forma com os eixos Ox e Oy um sistema de coor-

denadas com a regra da mao direita Defina o referencial movel:

C
elzg, eg =€ Xe3 € e3=— (2.6)
q c
onde q = q2 — q1, C # 0 é o momento angular, ¢ = ||q|| e ¢ = ||C||. Derivando essas

relagoes obtemos

61 =ley, é9=—0ey, é3=0 (2.7)
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Figura 2.1: Sistema de coordenadas giratérias

onde 6 representa o angulo formado pelo vetor q e o eixo das abscissas do sistema iner-
cial fixado, logo temos que 9 representa a velocidade angular associado aos, ou seja q%.
Por outro lado, temos que miq; + mage = 0 e ¢ = ||qu|| + ||qz]|, assim q1 = —||qi||e1,
a2 = |[qz||e2. Logo

mo my

=2 4, -t 2.8
|qu]| o ||qz]| e (2.8)

Seja q3 = xe; + yes + zez o vetor posicao do corpo de massa infinitesimal. Logo, pelas
equagoes (2.7) temos

s = (& — Oy)er + (0 + §)ea + Zes (2.9)

Gs = (i — 209 — Oy — 0%x)ey + (i + 205 + Oz — 0%y)ey + es (2.10)

Também verifica-se que

segue que

. . ) . . ) ouU oU oUu
(& — 20y — Oy — 82$)61 + (§ + 20% + Ox — sz)eg + Ze3 = —e; + —e9 + —e3
ox oy 0z

Fazendo o produto interno na igualdade acima por e;, j = 1,2, 3 obtemos
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:‘c‘—zéy—éy—ézng—U
y+29i+ém—92y:a—§
Lo
0z
com
_ _ (M M
U—U<$7y,2’)—G(d1 + d2>
onde

m 2
b= a0 = VT T T 777 2 = (24 220) 4y 4 2

m 2
=4 = Tl T 77 2 = (- )" 447 4 2

com M = mq + ms.

Agora, facamos a mudanca de coordenadas, devido a Nashville

t=t0), z=4q§ y=q, 2=¢qC

onde t = t(#) é a relagao entre o tempo e a anomalia verdadeira . Assim, tomando como
nova variavel independente a anomalia verdadeira #, as equacoes do movimento assumem

a forma
( 5/1_277/: 1 a_Q
l—l—ecosﬁgé2
1

/! !
n + 2§ =

"o 1
L ¢ = 14+ ecosf OC

1+ecos€6_77
Q

onde

1 1 1
Q= (&, Q) = 5(& +1°) — gecos§ + U+ Spu(l = p),

L—p  p
4 dy
di=E+p? P+ 3 d=V(E =12 407+ 2
’ d mo 1
. — 2 0o<u<=

Fazendo a transformacao canonica de coordenadas

U:

x1:£7 T =1, $3:C7 yl:£,_777 y2:77,+57 y3:</
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o sistema definido por (2.11) é equivalente ao sistema nao autéonomo na variavel 6

( /
Ty =T2+ Y1
Ty = —1 + Yo
xé:y?)
1 o0
" — oy — - - - 2.12
=1 x1+1+600s08x ( )
, o] 0
Y= 2 1+ ecosb Oxy
, 1 o0
L ¥ = 1 4 ecosf Oxs

o qual é equivalente ao sistema Hamiltoniano nao autonomo

"=H,
9T | (2.13)

onde

ecost 1

H = H(z1,x9,y1,Y2,0) = m

(47 + 95 + 43) +yrza—a10+ (z+a5+a3)—

N | —

1 1 1
Q= Qx1,29,23,0) = 5(:17% +3) — §EC059 +U + 5“(1 — 1),

1—p 7

U=U(xy,x2,23) = + :
(1,02, 5) V@i +pl2+a2+2 (o tp— 12+ a3+

A funcao H definida acima é a funcao Hamiltoniana associada ao sistema Hamiltoniano
(2.13).

2.2.2 Solugoes de Equilibrios

As solugoes de equilibrios do problema restrito sao os pontos criticos da funcao

Hamiltoniana H, isto é, os pontos (x1, z2, x3) tais que VH (1, xe,x3) = 0. Temos que

V‘H - (Hx17 HxQ’ Hx37 Hyn Hy27 Hy3) = (07 07 O’ 07 07 0)

1+ ecosf
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H,, = —yi=x1—y+
Hy, = —y,=y1+z2+
1 of
Hey = =t
1+ €ecosf Oxs
Hy1 = $ﬁ:y1+562:0=>y1:—x2
H,, = $’2=y2—x1:>y2::c1
Hy3 = xg:y3:0:>y3:0

as equagoes acima equivale ao sistema de equacoes

Q00D
8
I
o o o

onde

le = I+ ‘/331
T2 = T2 + V:E+2

Quy, = Vi

1+€COS(96_J}1 N

1+ecos€8_$2 N
=0

0
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(2.14)

Assim para encontrar os equilibrios temos que resolver o seguinte sistema de equagoes

‘/1:1 = —I
‘/232 = —T2
V,, =0

Calculando V,,, V,,, V.., obtemos

v, - (1 —p)(z1+p) 3 p(@y +p—1)
(w14 p)* + a3 +25]* [(21+p— 1) + a3 + 2f]
v, = (1 — p)ws __
(w1 + 2 +ad+ 332 (w4 p— 1)+ 23 + a3
v, — (1 — p)ws

3
2

(21 + p)? + 23 + 23]

(21 4+ p—1)% + 23 + 22

(2.15)
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substituindo essas equagoes em (2.15) obtemos um novo sistema

(O —p)l@+p) p(zy +p—1) N
3 3 T
[(z1 +p)? + a3+ 232 [(21+p— 1)+ a3 + 23]
1—pn)z T
(1 — pzs . HT2 . (2.16)
[(z1 +p)? + a3+ 232 [(2+p—1)? 423 + 23]
B (1= p)zy B piry 0
3 3
(et p)?+ad+ag]r (e +p— 1)+ a3 +af]?

Notemos que a ultima equagao de (2.16) tem solucao se e somente se, x3 = 0. Sendo

assim o sistema se reduz a o novo sistema de equagoes

COep@mte)  pmtpe))
(2 J(rluf/jg w3)? ) (21 + 4 —Ml)Z +a3]? n (2.17)

w2+ (ot p— 1) +a3)

A primeira equacao de (2.17) pode ser reescrita como

1 —
( 2Iu) 23+ u2 213 (1 +p) — s 3 — 11
[(x1 4+ p)? + 23]z (21 +p—1)% + 23] (1 + p—1)? + 23]
e usando a segunda equagao obtemos
(z1 4+ p) — a 7 =T
(21 + p = 1)* + 23]
segue que
_ K
H= 3
o1+ — 12+ 23]
Dai temos que
(z1+p—1) +a23=1 (2.18)
Substituindo (2.18) na primeira equagao de (2.17) obtemos que
(w1 +p)?+a5=1 (2.19)

Finalmente subtraindo (2.18) de (2.19) membro a membro temos

(1) —(21+u—1)? = 0 = (r—1+ptaz+p—1) (2 +p—2,—p+1) =0 = 20, 4+2u—1 =0 =
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Substituindo x; em (2.19) obtemos que

+v/3

To = ———

2

Assim encontramos dois pontos de equilibrios, que sao

1—2u£0 1—2u _@0
2 727 2 727

Voltando ao sistema (2.16) e fazendo x5 = x3 = 0 obtemos

A =p+p)  pla+p—1) I

(1 + p)]? (21 +p = 1P

que equivale a funcao

e [
D R eV

A funcao f(x1) é continua e limitada em todo o eixo real, exceto nos valores de x; iguais a

(2.20)

f(l"l):ﬂ?l—(l—ﬂ)(

+00, —p e 1—p, onde ela se torna infinita. Calculando a derivada da fungao f(z). Temos

ol | e rp—1
(ot )t - 1)

fl@) =142(1—p) (2.21)

Em cada um dos intervalos
(_007 _:u)7 (_,ua 1 - ,LL)? (1 - M, +OO)7

em que o eixo numérico é decomposto pelos pontos de descontinuidade, a funcao f é es-

tritamente crescente, pois f’(x1) é sempre positiva. Além disso temos que

lim f(z1) = —o0, lim f(x1) =400

xr1——00 x1—+00
lim f(z1) =400, lim f(z;)=—0o0
T1—p~ T1—pt
I — I —
xl(_}(llﬂ_er f(z1) = +o0, (1_5)&_) f(z1) o0

Assim concluirmos que, em cada intervalo acima existe uma unica solucao x, = xg, de
(2.21).

Em suma o problema restritos dos trés corpos possui cinco solucoes de equilibrio, a qual,
trés delas Ly, Lo e L3 estao situados na reta que passa pelos corpos primarios e os outros
dois pontos Ly e L; formam com os primarios triangulos equilateros. Os cincos pon-

tos criticos sao conhecidos como os pontos de libragao. Os trés primeiros, Ly, Lo e Ls
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sao chamados os equilibrios de Euler e por tradi¢do é estabelecido que L3 € (—o0, —p),
1—2u V3 0
2 727

Ly € (—pu,1—p) e Ly € (1—p, +00) os dois tltimos, Ly com coordenadas

1—2u V3
2

T 0) , sao os equilibrios de Lagrange.

e Ls com coordenadas (

La
X2 A

Ly L L x

Figura 2.2: Pontos de libracao do problema restrito dos trés corpos

2.2.3 Estabilidade linear dos pontos de libracao

Nessa se¢ao vamos analisar a estabilidade linear dos pontos de libragao Ly, L, L3, Ly
e L5 no caso planar circular, isto é no caso em que € = (. Nesse caso o Hamiltoniano do

problema é autonomo em relacao a variavel independente 6, e é dado por

1
H = H(x1,%2,91,Y2) = 5(1/% +93) + 12 — 21y — U (2.22)
onde
U=U(x,xs) = 1_M+ﬂ
) dl d27

1
Q= Q(z1,72) = E(ﬁ + 23) + Uz, 22),

dlz\/(xl—i-,u)Q—i-x% e d2:\/(x1+u—1)2+x%

Seja (&1, &2) um dos cinco pontos de libragao Ly, Lo, L3, Ly, Ls. Para estudar o movimento
proximo deste ponto de equilibrio, introduzimos as novas coordenadas (X7, Xs,Y),Y3)

dadas por
Xi=21—-& Yi=y+&
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Xo =29 — & Yo=12-§&

Essa mudanga de coordenadas é simplética e portanto (pelo teorema (1.3.8)) preserva a
estrutura do Hamiltoniano (2.22). Fazendo a expansao de H em série de Taylor até a

segunda ordem em torno do ponto de equilibrio (&;,&s), obtemos

1 1
H = 5(Yf +Y2) + Xo¥ — X Y, — 3 (Unyan X7 + 2U 0, X1 X0 4 Uy, X3) + -+ (2.23)

Na expansao foi omitido o termo constante H({;,&2) por nao contribuir na formagao
correspondente de equacgoes diferenciais e VH (&1,&) = 0 pois (£1,&) é um ponto critico

de H. As derivadas parciais de H sao
HX1X1 — _UJ31CC17 HXle == _Uz1x27 HX1Y1 == 07 HX1Y2 — _1

HX2X1 - _ngxla HX2X2 - _U$2CC27 HX2Y1 = 1 HXQYQ = O
HY1X1 = 07 HY1X2 = 17 HY1Y1 = 17 HYIYQ = O

HY2X1 = -1, HY2X2 =0 HY2Y1 =0 HY2Y2 =1

Assim a matriz Hessiana de H é dada por

—Uzyzy, —Uspyzy 0 —1
S = . . (2.24)
0 1 1 0
-1 0 0 1
consequentemente a matriz Hamiltoniana é dada por
0 1 1 0
-1 0 0 1
A=JS= (2.25)
Usjoy Uzizy 0 1
Uryoy Uzyzy —1 0
onde
0 0
J—



Portanto o sistema Hamiltoniano linear autonomo é dado por

X, 0 1 1
d|X: | | -1 0 o0
A1V, | |Usey Uswy 0

Ya Usyer Usyey —1

Os autovalores da matriz (2.25) determinam o comportamento do sistema linearizado.

O polinomio caracteristico de A é dado por

p(\) = det(MNL — A) = M+ (4 — Qproy — Do) A2+ Qo Qe

onde

2
Q. - 1+(1_M)3(I1+M) di

0 | X3
1 [ X2
ISR
0] LY2

3(1’1 +M— 1)2 —d%

—(?

d? d3
1—
Q:plxg = 3I1$2 (—5M + %) ;
1 2
3x2 — d? 32 — d2
Dpows = 14 (1— )22 Ly ,20 2
222 d? dg
Nos pontos Ly, Ly, L3, Ly, Ls obtemos s seguinte tabela
Q—‘s’]-\'l QI]-‘CE szxz Ql‘lng-\'zlz _Qixz
Ly | 1+2s 0 1—s (142s)(1 —s)
Ly | 1+42s 0 l1—s (142s)(1 —s)
Ly | 1+2s 0 l—s (14+2s)(1 —s)
3 343 9 27
Ly | 3 33(1-2p) 1 Tull—p)
3.3
Ls | 3 | -2(1-2p) | % (1 - )

onde s = (1 — p)d;® + pdy® > 0

32

(2.26)

Proposicao 2.2.1. Nos pontos colineares, a matriz (2.25) tem dois autovalores reais e

dois imagindrios puros.

Demonstragcao: Da tabela acima segue que num equilibrio colinear temos

Qe >0 € Qpoy

=0
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Vamos mostrar que €2,,,, < 0. Analisaremos apenas o ponto L; e os outros dois casos sao

feito de forma andloga. Seja (£,0) a posigao de Ly, dessa forma temos que

di=+p e do=E+p—1

3r3 — d? 3x32 —d3
O = 14+(1— 2 — 94y 2 — %
= P +d? - dap?)
dy
H -3
= —(1-d,°) <0
- a3?)
poisd; =1+ dy com 0 < dy < 1.
Definido A =2 — 3 (i + Qigy) € B = =42, 04,2, 0 polindmio caracteristico toma a

seguinte forma

p(A) =\ +24N - B

Calculando as raizes de

M 4124X2 - B =0

obtemos

N=-A+VA2+ B

Como B > 0 Segue o resultado O

Da proposigao acima e do teorema (1.5.2) segue o seguinte teorema:

Teorema 2.1. Os pontos de libracao Ly, Ly e L3 do problema restrito planar circular dos

trés corpos, sao linearmente instaveis.

No caso das solucoes de equilibrio Lagrangeanos, temos o seguinte teoremas:

Teorema 2.2. Os pontos de libracdo Ly e L5 do problema restrito planar circular dos trés

corpos, sao linearmente estdveis se p estiver no intervalo (0, ux) e linearmente instdveis
1 _ 1 V69
se [ux, 5), onde px = 5(1 —¥g=).

Demonstragao: Vamos averiguar apenas o poto Ly, visto que para o poto Ls se faz de

forma andloga. Da tabela acima temos que

3 3V3 9
Z) Qcclivz - _(]— - 2:“)7 Q:Czwz = = € Q$1CCQQ$21'2 - Q2

Q:c—l:m - 4 4 T1T2
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Assim o polinomio caracteristico tem a seguinte forma

27
p(N) =X+ N+ p(l — p)

Calculando as raizes de

27
)\4+)\2+Zu(1—u)20

A:i¢kﬁt;_dm (2.27)

onde o(u) = 27u(1 — p). Analisaremos os seguintes casos o(p) < 1, o(u) > 1 e o(pu) = 1.

obtemos

Se o(p) < 1, isto é, p € (0, ux), entdo os autovalores em (2.27) sdo imagindrios

puros e distintos, donde pelo teorema (1.5.2) , temos L, ¢é linearmente estédvel.

Se o(p) > 1, isto é, u € (ux, %), temos dois pares de autovalores complexos com

parte real nao nula, e portanto, pelo teorema (1.5.2) temos que L4 é linearmente instével.

Finalmente, se o(u) = 1, temos que p = p* = 5(1 — @) ¢ uma raiz positiva da

equacao 27u(1 — u = 1. Nesse caso temos dois autovalores imaginarios puros, a saber,

2
A= iTi' Nesse caso a matriz da parte linear é dada por

O 1 1 0

-1 0 0 1
A= (2.28)

o

B g

.

AN

(VB 1 VB (43 VB 3
= A T TV 7

(VBT VB (V2 VG 3V2
2= TS 0 o

Assim A nao é diagonalizavel e, portanto, pelo teorema (1.5.2) L, é linearmente instével.
O



Capitulo 3

O Problema de Robe

Nesse capitulo apresentamos o problema de Robe e sua formulacao, transfor-
mamos o sistema de equacoes que rege o movimento para um sistema Hamiltoniano,

calculamos os pontos de equilibrios e verificamos a estabilidade linear de tais pontos.

3.1 Descricao do Problema de Robe

Em 1976, H.A.G. Robe propos uma variacao do problema restrito dos trés corpos,
o qual ficaria conhecido como problema de Robe. O problema consiste em considerar a
dinamica de trés corpos, a saber: uma casca esférica centrado em M; na posicao q;, de
massa my e raio R, preenchida com um fluido incompressivel e homogéneo de densidade
p1, 0 segundo corpo, centrado em Ms na posicao go, um ponto de massa mo fora da esfera,
e o terceiro corpo, centrado em M;3 na posicao g3, uma esfera de densidade p3 localizada

no interior do primeiro corpo (ver figura 2.1) onde r;; = |¢; — ¢;|. Segundo Robe, a

my
/ I3

|II vl | 1‘12 |\: vl vi2

\\\ / :;

Figura 3.1: Problema de Robe

justificativa em se considera tal problema ¢é obter uma modelagem a fim de estudar o

35
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efeito gravitacional da Lua no interior da Terra.
Equacoes do Movimento

Forcas que atuam em Mjs:

1. Atragao de M.

Gmams (QQ - Q3) Gmaoms

F = =— (g3 — qo) (3.1)
|Q2—CI3\2 |CJ2—C]3\ IQ2—Q3|3

2. A forca gravitacional exercida pelo fluido de densidade p;

Por definicao, a gravidade que atua em um gonto de massa m e raio r dentro da
m.r

7 com r<R.

casca esférica de raio R é dada por ¢ = —

4 4
Seja  p; = % onde Vj = §7TR3 isto implica que m; = p V) = §7TR3p1
1

Entao a gravidade em M3 é dada por

4
g= —gﬂGmlql — o

Segue que

4
Fy =m3g = — (§> 7Gpims(qs — 1) (3.2)

3. Empuxo (E = pVg) gerado pelo liquido de densidade p;

4
F3=—-E=—pV3g onde V3= s e g=— (5) mGpi(gs — q1). Entao
P3

F = (g) (ﬁ) TGm(gs — q1) (3.3)

P3
Logo a forca resultante que atua em M3 é

b = 23':1 F; onde F, = mg3gs segue que
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maGs = —7T——=(a3 — q2) — %) TGpims(gs — q1) + (—) <p—%) mGms(gs — q1)

g2 — g3 3 P3
Gm2m3 4
= — + | = | 7Gpyms |1 —— —
22 — 3 |3(QQ q3) <3) pP1ms3 ( 3> (@1 —g3)
Gmom 4
= ﬁ( —q3) + <§) TGpimg (1 - —1> (@1 — g3)
logo
.. 4 P1 Gmaoms
== |G 1—— — —(q2 — 3.4
qs (3) TG pims < pg) (@1 —a3) + 7 — q3|3(Q2 q3) (3.4)
As equacoes de movimento para g3 sao dadas por
oV
a3 = D45
onde o
4 P1 2 mo
V=—Gp(l—— — + — 3.5
Gl p3)|Q1 G| p— (3.5)

Para obter uma forma conveniente das equacoes de movimento do corpo ms, in-
troduzimos um sistema de coordenadas O&n(, com origem no centro de massas dos corpos
my € my e com o plano O&n coincidindo com o plano da érbita dos binarios. Tomamos
o eixo O¢ ao longo da reta que liga m; a ms, na direcao do corpo m;, com a menor mu-
danca do eixo O¢ para o eixo On coincidindo com o sentido da rotagao ms relativamente
ao corpo my. O eixo O(C forma com os eixos O¢ e On um sistema de coordenadas com a

regra da mao direita (veja gura 2.2 ).

my A
- ”-F‘(_‘{.—._-;T?; _E_}“‘
msj —

0 I3
/ ¥13 ]
[ i m; .
| | <
I'.I (51! UI 0) 'I (52! 0; 0)

Figura 3.2: Problema de Robe
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Definimos o referencial mével dado por

er = e

ey = i€ temos que

63:61/\62

€1 = —vsinv + rcosv = vey

€y = —/SINV — VCOSV = —U/€ey

é3:él/\€2+€1AéQ21)62/\62—61/\7)61:0

logo
él = 1)62
ég = —1)61
ég - O

miqr + Mago

mi + Mo
Como a origem do sistema esta no cetro de massa, temos que

Seja [ a distancia entre my; e mg e C' = o vetor centro de massa.

migi +maga =0 e [ =|q|+ |

segue que
my my my + Mg
=l + ] = o] (14728 ) = a2
mo Mo
e
M2 mg my + Mo
=il 4 22l = o] (142 ) = o) 2
mq mq 1
em suma temos
a1 = —2—1 lgo] = ———1
! a mi + Mo 2 2 mi + Mo
Escrevendo g3 nessa base obtemos
g3 = &e1 +nez + Ces (3.6)

Derivando 3.6 obtemos;
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Gz = Ee1 + E€1 + Neq + néy + Ces + Cé3 = ey + Evey + fey — nive; + Ces
Gz = (€ —n)er + (€ +1)ea + Ces (3.7)

Derivando 3.7 obtemos;

G = [§— (i +np)ler + (€ — no)er + (§0 + & +ii)es + (£ +1)éa + Ces + (€3
= (= —ni)er + (€ —n)ives + (§0 + EU +ii)es — (€0 + ) ies + Ces

Gy = (€ — 207 — i — E6%)e + (2607 — i + €0 + ij)ea + Ces (3.8)
2 2 2 2
rys = (& —s2)" + 1"+

3.9

{7’13:(5_51>2+772+<2 9

Substituindo 3.8 em 3.4 temos;

S L N . Gm 4
(E=20p—ni—E0%) ey +(260—ni +ED+i)ea+(eg = 3 2 (gr—a3)— (5) 7Gpy <1 - %) (i3—q1)
23
g1 = si1e1 + Oex + Oeg = sieq g2 = S9e1 + 0ey + Oez = sq9e4
(& — 200 — i — E0%)er + (2860 — i + €U + ij)ea + Ces = 3 2 [(s2 = &)er — meg — Ces)
23
4
— (—) 7Gpy (1 — &) [(§& — s1)e1 + nea + Ces]
3 P3

Fazendo o produto interno na igualdade acima por e;, j = 1,2, 3 obtemos

(.. . .., Gm 4
§— 2 — i — &° = — (55— €) — (—) TGy (1—ﬂ) (€ —s1)
rg) A 3 P3
i 2gi 4 €t =~y —) "Gp, (1—&)77 (3.10)
. A T3 3 Ps
. m
(=——52C (—)wam <1—& ¢
. 723 3 P3
Ou, ainda,
§=T2(s—¢) - (‘) mGpy (1—&> (€ = s1) + 200 + 9 + &
5 A 3 £3
fj= — TQ =) 7Gpy [ 1— o n— 280 +np® — & (3.11)
33 Z P3
. m
(=—|—52+(z)nGp (1~ P ¢
. T3 3 P3
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O movimento de my ao redor de m; é definido pelo problema de dois corpos
Y
entao seja [ a distancia entre os primarios, € a excentricidade da orbita eliptica que mo

descreve ao redor de m; , a o semi-eixo maior da érbita e v a anomalia verdadeira. Entao

p 2 C . C
1tecosy 0P al=€) . p G(my + my) c vV e
temos
a(l —€?)
= ———— 3.12
1+ ecosv (312)
G 1— ¢
y = VGlm+ ma)al - &) (3.13)

l2

Afim de eliminar o movimento homotético facamos a seguinte mudanca de variaveis

t=1t(v)
E=Ilv)x
n=1v)y
¢(=1Ilv)z
Derivando 3.12 temos obtemos
i=%sinv onde p=a(l—é)
p
Reorganizando 3.13 obtemos
. c )
v=—(1+¢ecosv)
p
e
2 2
V= —i(l + ecosv)®sinv

p4
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Considere o re-escalamento no tempo associado a anomalia verdadeira v, () = d% temos;

der  dxdv

T

T At dvdt

d(@’) _ d(a') dv .

At dy dt

Derivando em & =I(v)x relagdo ao tempo obtemos

E=l(w)r +1

Segue que

c
§=Ssinve + e’ = S sinve + p(1 + ecos v)"' (1 + ecosv)’a’ segue que

(V)&

E= ; [(1+ ecos(v))x’ + esin(v)z]

Derivando a expressao 3.14 temos

—evsin(v)x’ + (1 + ecos(v))

VWIoRWIaBIO

— [(1+ ecos(v))x” + ecos(v)z]

< | Q.

logo

2

£ =

’Bw| Q

De forma anéloga temos

(')

~—= + evcos(v)x + esin(v)

dt

[—evsin(v)z’ + (1 + ecos(v))vx” + ev cos(v)x + esin(v)vz']

[(1+ ecos(v))va” + e cos(v)z]

[(1 4 ecos(v))x” + ecos(v)x] (1 + e cos(v))?

n= }E? [(1+ ecos(v))y" + esin(v)y]

2
7=

'Bw| Q

[(1+ ecos(v))y” + ecos(v)y] (1 + ecos(v))

2

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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(= 1_07 [(1+ €ecos(v))z' + esin(v)z] (3.18)

2
. C
¢ = = [(1 4 €cos(v))2" 4 ecos(v)z] (1 + ecos(v))? (3.19)
p
O préximo passo é colocar as equacgoes que rege o movimento em funcao das novas
variaveis. Para isso prosseguimos da seguinte forma. Comecamos pondo as equagoes

do primeiro membro de (3.10) nas novas variaveis

. 2
£ —2mp — i — E° = C—3 [(1 =ecosv)z” + ecosv] (1 + ecosv)?
p

2 2
g (L ecosw (14 ecosv)y' + esinwy
2¢ec? N ,
+—5- (I +ecosv)y — — 1+€Cosy)
P’ p

2
— 290 — iy — €02 —l—i-(—:cosy 2’ — 2y —x—i——ECOSV x

3 (
P 1+ €ecosv

segue que

.. 2
£ — 2y — iy — €0 = ]%(1 + ecosv)? {az” — oy — Hfm] (3.20)

de forma analoga obtemos que

) 2
7]+2€V+§V—T]I/2 = ]%(1+€COSV)3 |:y//+2l’/— 1—“%] (321)
e
N €COSVZ
=—(1 Sl — % 3.22
¢ p3( +ecosv) [Z +1—i-ecos.y} (322)

O passo seguinte é colocar as equagdes do segundo membro de (3.10) nas novas variaveis.

Antes temos que

N (TR
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onde
mo my
= =l =™ 1)
. mi + msy pe my + mo ( )
sejam
Gm2 4 p1
A = — == )7Gp, (1= _
3 (s2 = &) <3) mGpr ( ,03> (& —s1)
Gm 4
- S (n(o2)
23
G 4
C = -T2 - (—) Gy (1—ﬂ)<
"'23 3 P3
Segue que
(1 —p)—1 4
B+ =12 42+ 2 pi
Pl + =12 42 4 2 i
logo
1 11—y — 4
A= ( —l—e;:os V) Gma( p— ) B p G py (1 B &> (r—p1) (3.23)
p \/[($+M_1)2+y2+22]3 1+6COSI/ 3 P3
De forma andloga temos que
B - _ Gmsly _ 4G py <1 B &) ly
l3\/[(w+u—1)2+y2+z2]3 3 Ps
P\/[(va— 22423 Ps
B— _(1 + e;:os V) Gmay B D ArGpq (1 B &> ) (324)
p \/[(x+u—1)2+y2—|—z2]3 1l+ecosv 3 03
e
co— _ Gmalz _ 4nGp (1 B &) .
o fletu—rr e 3N P
_ Gmsgz _AnGp (1 B &) "
eflwrn-n2rg P 3 ps
1 4
O — 0+ e;:os V) Gmyz B P G <1 _ ﬂ) 2 (3.25)
p \/[($+M—1)2+y2—|—z2]3 1+ecosv 3 03



onde
l p 1 (1+ecosv)?
= e _———
1+ ecosv [2 p?
Por 3.10 temos que
c? T (1+ecosv) Gma(1 — p — x)
~ (1 3 "_ o — _
p3( + ecosv)’ |x Y 1+ecosu} 2

\/[(x—i-,u—l)2+y2—|—22]3

——L 47er1(1_&>($_“)

1+ecosv 3 03
PR S Gma(1 — pu — )
I+ecosv (14 ecosv) \/[(x+u—1)2+y2+22]3
p* ArGp p1
_ 1—=)(x—p)
2(1+ecosv)* 3 p3
PPV S Gma(1 — )
I+ecosv  2(1+ecosv) \/[(x+u—1)2+y2+22]3
p* ArGp p1
_ 1—=)(x—p)
2(1+ecosv)* 3 P3
Definindo G
p=-—20 (1—ﬂ)
3 P3
Finalmente
1 P Gmo(l — p— ) p*
" /
ToW= 1+ ecosv e 5 02(1+€COSV)3F(x_M)
Vi@ +u—12 92422
De forma andloga obtemos
a1 |yor Gy o
1 +e€cosv c \/[(a:+u—1)2+y2+22]3 c?(1 + ecosv)
e
z”+z——1 21 Crma A
= - T2 3
1+ €ecosv c \/[(I—I—,u—l)2+y2+22]3 ?(1 + ecosv)

Definimos uma fungao V' de tal forma que

44
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/ P Gmg(l—,u—:p) p4 8‘/
e 3_02(1+ecosy)3r(x_’u):%
VI =12+ 2+ 22)
p Gmg p4 r oV
2 - y:_
2 - -
¢ \/[($+#—1)2+y2+z2]3 c2(1+ecosv) Ay
Z—B Gm2 _ p4 . oV
2 - T2= =
\ ¢ \/[(I+M—1)2+y2+22]3 (1 +ecosv) 0z
Ou seja
1 P Gmy 1 Pt
Vo= S@+y+2)+ 5 ~ = (2 — 1) + 4 + 27
2( ) c* [($+M—1)2+y2+z2]% 2c2(1+ecosv)3

Pelo problema de 2 corpos temos

2 1 2 2
G:C—— e Gm2:—m2 C—:MC—
p (my + ma) mi +ma p P
Segue
1 K({ 1-¢& Y
V=c(®+9y"+2°)+ a T (—) ((x+p)?+y*+2%)
2 [(z+p—1)2 492+ 222 2 \1+ecosv
Com

K — drpra® (1 Pl) _ Ar R®pia® (1 P1>
3(m1 -+ mg) P3 3(m1 + mg)RB P3

a >3 m ( P1 > ( a >3 ( P1 )
= =) ——|1—-——=|=(=) (1- 1—=
<R my + Mo P3 R ( IU) P3
Portanto as equacgoes do movimento sao escritas da seguinte forma

2" =2y = (14 ecosv) 'V,
y' + 22" = (1+ ecosv)™ 'V, (3.26)
2"+ 2= (1+ecosv) 'V,

Fazendo a transformacao de coordenadas

/ / / / /
T1=T, T2=Y, T3=2, Y =T —Y=2T]—T2, Y=Y F+T=I,+2T1, Y3=2=1T4

Temos
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vy —y = 2" —2y=(1+ecosv) 'V, = (1 +ecosv) 'V,
y; + - y// + 2! — (1 + €cos V)_ll/;J = (1 + € cos V)_l%Q
ys+z = Z"+z=(1+ecosv) 'V, = (1+ecosv) 'V,

e

1 7 K 1 — ¢ 3
V=2 (28 + a3 +a3)+ —— (—) ((z1 + p)* + a3 + a3)

2 [(xl—i—u—l)Q—l—x%-l-xg]% 2 \1+ecosv

Definindo a funcao
1 1 1 B
H = 5(91 + 29)% + 5(?;2 — )+ 5(:6% +y3) — (1 +ecosv) 'V

temos que

H, = yp+x=21

Hy, = yo—m1 = xlg
—H, = ypo—a1+ (1+ecosv) 'V, =ah+ (1 +ecosv) 'V, =]
~H,, = —x9—y+(1+ecosv) 'V, =2+ (1 +ecosv) 'V, = v}

H,, = —x3+(1+ecosv) 'V, =

Em resumo temos que a mudanga de coordenadas feita acima transforma o sistema (1.33)

no sistema Hamiltoniano

'~ H,
T | (3.27)
o= —H, (j=123)

Observacoes

1. O Hamiltoniano foi obtido sob a condigao de que |¢; — ¢3| < R.



47

2. O Reservatério nao deve incluir a massa ms, de modo que R < a é um limite supe-
rior no tamanho do reservatério, isto significa que (xy + p)? + 23 + 22 < 1 de modo

que as equagoes de movimento derivadas de (3.27) tenham um significado fisico.

3. E permitido que my situa-se no préprio reservatorio desde que R = a mais isto pode

levar a um sistema degenerado como pode ser visto mais na frente

4. Os parametros para o problema dado sao pcom 0 < p < 1, a = % com o > 1

ep= AL Assim pode-se esperar que um ponto de equilibrio é instavel quando
P3

tivermos p; > p3 , pois a flutuabilidade pode empurrar o corpo m3 para a fronteira

do reservatorio. No entanto K pode assumir qualquer valor por diferentes escolhas

dos parametros independentes.

5. O sistema de equagoes diferenciais (3.27) é ndo auténomo na variavel independente

V.

3.2 Equilibrios

Um ponto de equilibrio do sistema (3.27) é um ponto critico (x1, z2, 3, Y1, Y2, y3)
de H, ou seja um zero de VH.
De
VH = (H,,,H,,,H,,,H,,,H,,,H,,) = (0,0,0,0,0,0)

temos

. = —yptx—(1+ecosv) 'V, =0
= y1+$2—(1—|—ecosy)_1\/x2:0

N

= w3 (1+ecosv) 'V, =0

w

i +22=0=y = -2

—

= p—11=0=1p =1

)

||

3 ySZO
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Dai segue que para calcular os pontos criticos de H basta resolver o sistema

Vi, =0
Vy, =0 (3.28)
Vis — (L +€ecosv)rs =0
Onde
1—p— 1—e \°
Vop = o1+ pld = p = o) 3 —K<—€> (z1+ p)
(1 —p—21)2 + 22 + 22]° I+ ecosv
Ty 1— ¢ s
T (Y
[(1—p—21)2 4+ 22 4 22]? I +ecosv
U3 1—¢? s
T (Y
[(1—p—21)2 + 22 4 22]? I +ecosv

Portanto, os pontos de equilibrio sao as solugoes reais dos seguintes sistemas de equagoes

desde que se encontrem dentro da concha esférica.

>3($1+M)=0

1—p— 1 — 2
O e wer l (e
— = )2 2 € COos V
.%‘2:0
1’3:0
( 3
l—p—x 1—¢
e meme) (17 N Ly
[(1—p—21)2 + 22 + 22]? 1+ ecosv
1-¢ 1\’
€cosv + F 3—|—K(—6) =0
\ [(1—p—x1)? + 22 + 23)2 1+ ecosv

1 —p— -
7+ pl = p =) ]3—K< ¢

3
— ) (w1 +p)=0
(1= p— x1)? + 22 4 22 1+ecosu)

- M _K( 1—¢ )3:0 (3.31)
3
2

[(1— pp— x1)2 4 22 + 22] 1+ ecosv

1’3:0
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( l—p—= 1—é ’
S EYE N (S ET
[(1— g —x1)? + 22 + 22)2 1+ ecosv
7 1—¢€2 5
1-— ;K| ———] =0 (3.32)
(1 —p— 1) + 22 + 232 1+ ecosv
W 1—¢ ’
€CosV + 3+K(—) =0
\ [(1—p—21)? + 22 + 22]® 1+ ecosv

O sistema de equagoes (3.29) equivale a;

7 1— ¢ ’
x1+(1—,u—x1)2_K 1+ ecosv (21 +4) =0 (3:33)

l.se K#0 e e€#0, po=(—u,0,0) éo tnica ponto de equilibrio de (3.33).

De fato, (3.33) é satisfeita para todos valores de v se e somente se,

T, + % =0ex;+p=0= 2y =—p. Logo (—u,0,0) é o tnico ponto
(L—p—x)
de equilibrio. 0

2. Se K =0, py=(—p0,0) é o tinico ponto de equilibrio de (3.33) para todo valor

de v

De fato, a equacao (3.33) se reduz a

T+ ———— =0 (3.34)

(1—p—x)’z+p=0

(1= p)? = (1 =2p)zr +af]a1 + =0
(I—p?s =201 —p)at+at+p=0

= 11— 2uxy + pPry — 223 +2uxd + 2P+ =0

= (z14+p) =221 (p+2) +ap(p=21) + 27 (0 +31) =0

=
=
=
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= (214 p) [27 + pxy — 221] = 0
logo 1 +pu=0= 21 = —pu.

Para concluir a demonstracao basta mostrar que nenhuma raiz da equagao
T+ prs — 22 =0
Ty MU T =

satisfaz a equacgao (3.34). De fato,
2+ pry —201=0= (p+z,—2)z; >, =031 =2—4

substituindo esses valores em (3.34) chegamos a um absurdo. Logo py = (—p,0,0)

é o unico ponto de equilibrio. O

. Se K # 0 ee =0 entao py = (—u,0,0) é ponto de equilibrio. Além disso, para

K > 1 existe um segundo ponto de equilibro.

seja K # 0 e € = 0 entao (3.33) equivale a

Kot =0

(1—p—1)
Dai temos

0 = m(l—p—m)’+p—K (@ +p)(1—p—m)
= o [(1=p)? =201 = oy + 23] + p— Kz + p) [(1 = p)? = 2(1 = p)wy + 27
= (vi+p) [l -2z +zp+af — K+ 2Ku— Ky + 2K, — Kaf]

segue que

(1 4+p)=0 = x1=—n

(1—K)2? + (=24 p+2K —2uK)x,+1 - K +2Kp— Kp> =0
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A equacao acima é do segundo grau na variavel x;. Assim

A = (=2+pu+2K —2uK)* —4(1— k) [1 - K + 2uK — Ku?]
= (1 =2)" +2(p = 2)2K(1 — p) + 4K>(1 = p)?
— 41-K)(1-K)[1-K+2Kp— Kp?
= P —Ap+4+4Kp —4Kp? — 8K +8Kpu+ 4K* — 8K? — SK?u + 4K*/?
— 448K —4K? — 8K+ 4p°K + 8K?u — 4K* i
= —Apu+4AKp+ p?
= p(—4+4K +p)
seque que,
N (24 p 2K = 2uK) £ \/p (4 + 4K + )
b 2(1 — K)
dai temos,
o (=24 p 42K = 2uK) + /i (4 + 4K + p)
0 2(1 — K)
(24 p+2K = 2uK) — \/p(—4 44K + p)
B 2(K — 1)
(§]
e (24 p 2K = 2uK) — /p (=4 + 4K + p)
07 2(1— K)
(24 p 2K = 2uK) + /p (4 + 4K + p)
B 2(K —1)

Logo temos duas solugoes as quais sao reais se e somente se, A >0 ou seja

p(—4+4K +p) >0 = K21—§

Devemos verificar se as solu¢oes nao viola a condicao x; + p < 1 ou seja, nao estao

fora da casca esférica. Para isso prosseguimos da seguinte forma

(=24 p+2K —2uK) + \/u(—4 +4K + p)
-1 = —1
(=24 p+2K —2uK) £ \/pu (=4 +4K + pu) — 2K + 2K pu — 2 + 2

2(K — 1)

—p /(4 + 4K + p)
2(K —1)
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assim

o AtV CAEAR )
2(K — 1)

> 0 para todo K # 1

o = u(—A+AK +p) —(u+\/u(—4+4K+u))
i) 2(K — 1) - 2K — 1)

como [ + \/,u (=4 + 4K + p) é sempre positivo, desde que K > 1 — % temos

—M—\/M(—4+4K—}-Iu)__(M+\/N(_4+4K+/~L))
2K 1) = 3K 1) >0 se K<1 e

—pu =/ p(—A+4AK + ) —(M+\/M(—4+4K+M))
2K 1) = 2K —1) <0 se K>1

Em suma temos que se 1 — % < K <1 as solucoes estao fora da casca esférica e
quando K > 1 a seguinte solugao esta dentro da casca esférica e portanto é consi-

derada

(=24 p+2K —2uK) — \/pu (=4 + 4K + p)
2(K — 1)

L0 =

. Afirmagao: Os sistemas (3.30) e (3.31) tem solugao apenas se I' # 0 e € = 0.

Suponha que K = 0 entdo (3.30) fica

( 1y —
- p —p— o) 0
(1= p—a1)?+ 23 + 23]
ZL‘QZO
ecosv + a 57 =10
\ (1 — g — 1) 4 25 + 23]

Note que a terceira equacao nao possui solucao qualquer que seja o valor de €. Por-
tanto, para que o sistema (3.30) possua solucao, é necessario que K # 0. Assim a

terceira equagao de (3.30) é

L 1—€ \°
€cosv + s+ K| ———]) =0
(1= —21)2 + 22 4 22]? 1+ ecosv
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que nao tem solucao caso € seja diferente de zero, pois cos v nao é constante. Logo

¢ necessario que € = 0. De forma andloga se faz para o sistema (3.31).

. Segue da Afirmagao que podemos escrever (3.30) da seguinte forma

11—y —
x|+ M< a xl) §—K<$1+/L):O
2

(1= p = 21)? + fﬁé]

—_+ K =0
(1= pp—21)2 + 23]

Isolando a segunda equagao e substituindo na primeira temos

rn—K(l—-—p—21)—K(z1+p)=0=
rw—K+Ku+Kry—Key—Ku=0=
IlzK

substituindo x; = K na segunda equacao do sistema acima obtemos
3
p+K[(1—p—K)?+22=0=

(1= p— K +ai) = - =

K

Em resumo temos

=K, ro =0, x3 = £Vb? — a?,

onde )
O\ 3
a 1

Quando K + pu = 0 o sistema tem apenas a solugao py = (—pu,0,0), e quando

K + 1 < 0 o sistema nao possui solugao.

. O sistema (3.31) tem como solugao cada ponto da circunferéncia

(1—p—21)422=1quando K =1 — p
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Pela Afirmacao o sistema (3.31) equivale a

p(l = p— )

(1= pp = 21)? + 3]
L i

T+

—K(x14+pn)=0

[SI[9Y

- —K =0

[

(1= p—21)? + 23]

Da segunda equagao temos

1
3
(1= p— 21)* + 23]

=1 — K, substituindo na primeira equagao obtemos
11+ (1-K)(1l—p—z)— Koy —Ku=0=K=1—p

Substituindo K = 1 — i na segunda segunda obtemos

(I—p =2 +ad p—p=0=

(1—p—o)+adi =1=

(1—p—x)?+23=1.

Por fim o sistema (3.32) néo possui solucao seja qual for o valor de K e ¢

Em resumo temos o seguinte
Teorema 3.1. O problema de Robe possui as sequintes solugoes de equilibrios

(a) O ponto py = (—p,0,0) para quaisquer valores de K e €;
(b) Um sequndo ponto de equilibrio da forma pi(xs,0,0) se K >0 e e =0;

(c) Dois pontos formando triangulos com o centro da esfera e o seqgundo primdrio

no plano x — z equidistantes do eixo x, se K <0, K4+ u >0 ee=0;
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(d) Os pontos da circunferéncia de raio 1, centrada no sequndo primdrio, que es-

tejam no interior da casca esférica, no caso em que K =1 — u e €.

3.3 Estabilidade

A partir do teorema (3.1) conclui-se que com excecao do equilibrio py = (—u, 0,0),
o qual existe para quaisquer valores de K e €, outros equilibrios existem apenas se € = 0.
Nessa secao vamos abordar a questao da estabilidade linear consideramos apenas o caso
circular, isto é, quando € = 0, e analisamos a estabilidade linear de todos os possiveis

equilibrios. Fazendo € = 0, o hamiltoniano do problema de Robe é dado por

1
H = H(x1, %9, 3,91, Y2, Y3) = é(y% +ys +3) + y1re — 11ys — U (3.35)

onde

K
U= a — — [(@1 + p)* + 23 + 23] (3.36)

(1= pp—a1)? + a2 +a37 2

N

E importante ressaltar que o a funcdo Hamiltoniana definida em (3.35) nao depende da

variavel independente v, ou seja o sistema Hamiltoniano nesse caso é autonomo.

Seja (&1, &2,&3) um dos pontos de equilibrio do problema de Robe. A fim de estu-
dar o movimento proximo deste ponto de equilibrio, introduzimos as novas coordenadas
(Xla X27 X37 }/15 }/27 }/3) dadas por

Xi=x1—-& Xo =129 — & X3 =w3 — &3

Yi=pn+& Yo=1y—& Ys=y3— &3

Essa mudanca de coordenadas é simplética e portanto (pelo teorema (1.3.8)) preserva a
estrutura do Hamiltoniano (3.35). Fazendo a expansao de H em série de Taylor até a
segunda ordem em torno do ponto de equilibrio (&1, &2, &3), obtemos
1 1
H = 5(Y12 + Y22 + Y}?) + X, — XY, — §(UI1I1X12 + 22U, 0, X1 X0 + 2U5, 2, X1 X5
+ U:v2$2X22 + 2Uw2I3X2X3 + Ux3I3X32) +
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Na expansao foi omitido o termo constante H (&, &s, £3) por nao contribuir na formagao
correspondente de equagoes diferenciais e VH (&1, &s,&3) = 0 pois (&1,&s,&3) é um ponto

critico de H. As derivadas parciais de H sao

HXle = _UfleCl’ HX1X2 = _UI1$27 HX1X3 = _was’ HX1Y1 =0, HX1Y2 =-1
HX1Y3 =0
HX2X1 = _Uxﬂfl’ HX2X2 = _szxw HX2X3 = _Um:c3v HX2Y1 = 1a HX2Y2 = O,
Hx,y; =0
Hx,x, = —Usseyy, Hxyxo = —Ussen, Hxsxy = —Uszyes, Hxyyy =0, Hxyy, =0,
HX3Y3 =0
HY1X1 =0, HY1X2 =1, HY1X3 =0, HY1Y1 =1, HY1Y2 =0, HY1Y3 =0
HY2X1 = _17 HY2X2 = 07 HY2X3 - Oa HY2Y1 = 07 HY2Y2 = 17 HY—2Y3 =0
HY3X1 =0, HY3X2 =0, HYBXS =0, HY3Y1 =0, HY3Y2 =0, HY3Y3 =1
Segue que a matriz Hessiana de H é dada por
_lem _Uxmz _Ux1x3 0 -1 0
_szwl _Uwzxz _Uzzﬂcs 1 0 0
e (3.37)
0 1 0 1 0 0
-1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
e a matriz Hamiltoniana é dada por
[ 0 1 00 |
-1 0 1 0
0 0 0 0 01
A=JS= (3.38)
U£E1:B1 U£U1$2 UZIJlLBS 0 1 0
U332331 Ua:2332 U:E21B3 - 1 0 0
leil'l U£L‘31‘2 Ux3z3 0 0 0
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onde

(0 0 0 100 |
0 0 010

0 0 0 00 1

J =

1 0 0 00 0

0 -1 0 00 0
0 -1 00 0

¢ a matriz simplética canonica de ordem seis.

logo o sistema Hamiltoniano linear autéonomo ¢ dado por

x| [ o 1 1 00 |[x)
X —1 0 0O 10 X
d | X 0 0 0O 0 1 X
B Rl ’ (3.39)
dv YI lexl lexg lemg 0 10 3/1
}/2 Ul‘gl‘l UZ‘2$2 UZ‘2$3 -1 0 0 3/2
Onde
Bu(1 — p— )2
lexl — _1—\ . /L - + /’[’( :u xl) - (340)
(1= p—a)?+ai+a3]?  [(1-p— 1)’ +a3+ i)
3u(l — py —
lem = Ux2m1 == ,U( a -731)372 5 (3-41)
[(1—p—21)? + 23 + 23]
3u(l — p — )3
Ux1$3 - Uachl = - (342)

N

(1= p—21)? + 23 + 23]
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UI222 =—K — a 3 + s 5
[(1—p—z)?+af+a3]2  [(1—p—2)+a3+ a3

3

Umzws - U1E3902 - et 5

[(1—p—21)? + 23 + 23]

U g p N Bpuas

xr3xr3 —

(NI

(Q—p—z)2+a3+23°  [(1—p— )2+ 23 + 23

3.4 O ponto de equilibrio py

No ponto py = (—u,0,0) temos:

Ux1ﬂc1 =2u — K, Ux212 = —p = K Uwsrs = —p—= K Uﬂclxz = lezs = Uzzws =

Substituindo esses valores em 3.38 obtemos

[0 1 0 1 00 |
1 0 0 0 10
0 0 0 0 0 1
A —
w—K 0 0 0 10
0 —u-K 0 100
0 0 —u—K 0 00
(AN -1 0 -1 0 |
1 0 0 -1
0 A0 0 -1
A A=
—a 0 0 A =1
5 0 1 A 0
0 0 —b 0 0 A

o8

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)
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onde

a=2u—Fk e b=—pu—~k

O polinomio Caracteristico de A é dado por

p(A) = det(\I—A)

A -1 -1 0 0 A -1 0 -1 0
1 A 0O -1 0 1 A 0 0 -1
= (-1)*PX—a 0 X =1 0|+ (-1)*%=1)|—a 0 0 -1
-b 1 A0 0 —-b 0 1 A
0 0 0 0 A 0O —-b O 0
A —1 =1 0 A —1 -1 0
1 A 0 -1 1 A 0 -1
— )\ )\(_1)5+5)\ 4 (_1)5+3(_b)
—a 0 A =1 —a 0 A =1
0 —-b 1 A 0 —-b 1 A

= MM+ Q2-a-bNtatab+b+1]—-bA ' +2—a—-bI N +a+ab+b+1]
= M+@2-—a—-bN+a+ab+b+1](\> =)
= M+ Q2—p+2K)N P+ (u+ K —1)(K —2u—1)](N + K + )

Para garantir a estabilidade linear em py, o teorema (1.5.2) exige que as raizes de

p(A) sejam imagindrias puras. Fazendo p(A) = 0 temos

M+ Q2—p+ 2K+ (u+ K —1)(K -2u— 1M +T+p)=0=

N+ K+p=0 (3.47)

M+ Q2—-p+2K)N+ (p+ K —-1)(K—-2u—1)=0 (3.48)

Pela equagao 3.47 temos A = ++/—(K + u) e para termos raizes imagindrias puras de-
vemos exigir que p + K seja positivo, isto é, K > —pu.Portanto K > —u é a primeira
condicao para a estabilidade de py.

Fazendo v = A? em 3.48 temos



60

Y+ Q2-p+2K)K+ (p+ K —1)(K —2p—1)

A=2—-p+2K)? —4(p+ K —1)(K —2u—1) =9u®> — 8u+ 16K

segue que
—(2—-p+2K)+ VA
v = 5 =
—2K -2+ VA
=" > \/_:>2A:u—2K—2i\/Z
Portanto

Mg MN=2—pu+2K ¢ NMN=1+2u—-K)(1—-p—K)

Para que o equilibrio py seja estdvel, devemos ter A2 e A3 reais e negativos.
Ou seja, a regiao de estabilidade linear do equilibrio pg = (—p,0,0) no plano pu — K é
definida pelas desigualdades

o 2—pu+2K >0
e (I+2u—-K)(1—-p—K)>0;
o 91— 8u+ 16K >0,

Além disso devemos ter, de K > —pu para garantir a estabilidade na diregao do eixo Oz.

A figura abaixo esboga essa regiao de estabilidade (regices I e II).



Figura 3.3: Regioes de Estabilidade

3.5 O ponto de equilibrio p; = (29,0, 0)

No ponto (z2,0,0) temos:

21
Upo) = " K+————, Uppp, = —K—
171 +(1—M—9310)3 272

I S
(1 —p—x10)®

Ux1x2 - V;leg — ‘/xzxg =0

24 u+2K —2Kpu— /(-4 + 4K + p1)
20K — 1)

Onde T10 =

Uz3x3 =

—K—
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(1—p—x10)3

2—u—2K+2Kp+\/pu(—4+4K + p)

(I=p—m19) = 1-p+

(2(K - 1))
e+ /(=4 + 4K + p)
2(K — 1) =
1 8(K — 1)

— - 3 3
(1= 4 = 210) <,u +u(—4 +4K + u))
segue que



8u(K — 1)3
Uppwy = —K +2 il ) = —K+2L
(u+v@@4+4K+uD
. 3
U:m:m =—-K — 8M(K 1) 3 —-K—L
(u+v@&4+4K+uD
K—1)
Uppoy = —K — Bl ) = -K-1L
(u+vhk4+4K+uﬁ
K—1)
com L= S )

(u+v%@4+4K+u»3

Substituindo essas expressoes em 3.38 obtemos

0 1 0 10
1 0 0 0 1
0 0 0 0 0
A p—
oL K 0 0 0 1
0 -L-K 0 -1 0
0 0 —L-K 0 0
(X -1 0 -1 0 0
1 A 0 0 -1
A 1
qoa_ | 0 0
—a 0 0 A —1
50 1 A 0
0 b 0 0 A

onde
a=2L—-— K e b=—-L—k

O polinomio caracteristico de A é dado por

O O O = O O
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_ (_1)3+3/\

= A

det(A\I — JG)

A
1

—a

)\(_1>5+5)\

-1
A
0

0

-1

S = > O

—b

A
1

0 A
0 1
0] + (~1)**9(=1) |-
0 0
A 0
0
—1

+(~1)"3(=b)
—1
A

0 —b
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= MM+ Q2-a-bNtatab+b+1]—-bA +(2—a—-bN+a+ab+b+1]
= M+@2-—a-b N +a+ab+b+1](\* =)
= M+Q2-L+2K)N+(L+K—-1)(K—-2L-1)](M+K+1L)

Novamente pelo teorema (1.5.2) devemos exigir que as raizes de p(\) sejam imagindrias

puras.

De (M2 + K + L) = 0 obtemos K + L > 0, e isso mostra que o movimento paralelo ao eixo

z é sempre estavel. Podemos portanto restringir nosso estudo a equagao

M4+ Q2K —L+2)M+ (K-2L-1)(K+L—-1)=0

Resolvendo para A\?temos as raizes

A= —

2K — L+2)+VA

2

onde A =912 — 8L + 16K.

Segue que

. -
e A =

2K — L+2)—VA

2
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MA+N=—2K—-L+2) e MNMN=(K-2L-1)(K+L-1)

Para que o equilibrio seja estével, devemos ter A\? e \3 reais e negativos, ou seja;
° 9L? — 8L + 16K > 0;
° L—-2K—-2<0;

e (K—2L—1)(K+L—1)>0.

Teorema 3.2. O equilibrio colinear com o centro da esfera e o sequndo primdrio € estavel

apenas na regiao do plano u — K definida pela desigualdade.

16u(K — 1) < <u + /(-4 + 4K + u))g

Demonstragao: Observe que o primeiro item é sempre verdadeiro, visto que, a ex-

pressao é uma funcao do segundo grau em L, cujo o discriminante é menor que zero.

De fato, A = 64 —576K < 0 visto que K > 1. Como 9 > 0 , temos uma parabola

com concavidade voltada para cima a qual nao toca o eixo real. Portanto
9L> — 8L + 16K > 0.

Para verificar o terceiro item, partimos do fato que K > 1e L > 0 donde K + L > 1 ou
K+L-1>0.
Logo para que (K — 2L — 1)(K + L — 1) > 0 devemos exigir que K + 2L — 1 > 0. Note
que essa condigao implica no segundo item, pois L — 2K —2 <0< —(L —2K — 2 > 0)
mas —(L —2K —2) =2K — L+2> K —2L—1 > 0. Portanto tal equilibrio é estavel se,
e somente se,

K—-2L—-1>0



& 2L< K -1
16pu(K —1)3

(u + /(4 + 4K + u))

& 16p(K —1)% < (K —1) (u +V/u(—4+ 4K +u)>3

3 < (K—-1)

& 16u(K —1)* < <u+ V(=4 +4K + u))3

3.6 Os pontos triangulares

Nos pontos de equilibrio triangulares, (K,0,v/b? — a?), onde

a=1-pu—K, b:(-%)g, K<0 ¢ K+pu>0,

segue que
3a’°K 3K (b? — a?) 3aK /b2 — a?
Ua:1a:1 B _T Uxﬂ? =1 U$3$3 - T Uz1x3 = :l:b—Q
U$1$2 - U:CQ:l?g =0
Substituindo essas expressoes em 3.38 obtemos
[ 0 1 0 1 00 |
-1 0 0 0 10
0 0 0 0 01
— 2 2 __ 2
A= 30K i_?)aK\/b a 0 10
b? b2
0 1 0 -1 0 0
3aK\/b? — a? 3K (b — a?
LHEVEZ BT g
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(A -1 0 -1 0 ]
1 A 0 0O -1 0
0 0 A 0 0 -1
M— A= R
—-a 0 =b N =1
0 —1 0 1 0
b 0 —¢ 0 0 A\
onde
. 302K . 3aKVb? — a? . 3K(b? —a?)
a=— , b=4+—" — ¢ ¢=—""""
b2 b2 b2

O polinomio caracteristico de A é dado por

p(A) = det(\I—A)

A -1 -1 0 0 A -1 0 -1 0
1 A 0 -10 1 A 0 0 -1
= (=1*3X|-a 0 A -1 o+ (-D*%=1)|-a 0 —b A -1
0 -1 1 X 0 0 -1 0 1 X
b 0 0 0 X\ b 0 —¢ 0 0
A -1 -1 0 -1 0 -1 0 A -1 -1 0
T I S I O UN U | N B P U
—a 0 A -1 0 —b A -1 —a 0 A -1
0 -1 1 A -1 0 1 A 0 -1 1 A

= M4 41—a—N+ (2420 —aé — b + &)\ + 20° + 2aé + 2¢

3(0 — 3a®) K + 22 6K
— )\6+(3K+2))\4+( ( ‘22) )A2+ﬁ(b2—a2)

Proposicao 3.6.1. Os equilibrios triangulares do problema de robe sao linearmente instdveis.

Demonstragao: De fato, note que

6K 2
p(0) = 45 ) >0

(bz—a2)26K[1—(%)2}<0 pois K <0 e 1—(%

Por outro lado temos que

20% — 3a*)K + b K
lim A6+ (3K +2)\* + 3( S)K + A+ 3—(192 —a?)| = o0
A—00 b2 b2

Portanto existe pelo menos uma raiz positiva, e pelo teorema (1.5.2) segue o resultado.[
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3.7 Os equilibrios circulares

Para os pontos circulares devemos ter K = 1 — p . Tais pontos estao na circun-

feréncia unitaria de raio 1 centrada no ponto (1—p,0,0) no plano z = 0, ou seja, satisfazem

(1-p—a)P+y*=1

Escrevendo x = cosf e y = sin#, os pontos da circunferéncia assume a seguinte

forma (1 — 1 — cosf,sinf,0) segue que

Upyzey = —1+3pcos® 0 Upypy = —1+3pusin?0  U,,,, = —3usinfcosd Uy, = —1

Uaz1ac3 - Uacga:g =0

Substituindo essas expressoes em 3.38 obtemos

0 1 0 1 00 |
—1 0 0O 0 10
0 0 0O 0 01
A —
—1+4+3pucos?d —3usinfcosd 0 0 1 0
—3psinfcosd —1+3usin’¢ 0 —1 0 0
0 0 -1 0 00
(X 10 -1 0 ]
1 A0 0 -1
0O 0 X 0 0 -1
M- A=
—a —-b 0 X -1
b —c 0 1 A
0 0 1 0 0

onde

a = —143ucos®b, b= —3usinfcosd e c=—1+3usin’h



Segue que o polinomio caracteristico é dado por
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p(A) = det(A\I—A)

A -1 -1 0 O A —-10 -1 0
1 X 0 -1 1 X 0 0 -1
= (-D***(M)jo 0 0 0 -1+ X0 0 A 0 0
—a —=b X -1 0 —a —b 0 X -1
—b —c 1 X O b —c 0 1 A

A -1 -1 0 A -1 -1 0

_ 1 X 0 -1 L 1 X 0 -1

—a —b X -1 —a —b X -1

—b —c 1 A —b —c 1 A

Nt +B—a—c)M+B -0 —ac)\>+a+c+ac—b*+1
A (5 = 3u)A* + (4 — 3u)\?

A [N(5 = 3p) + (4 — 3p)]
Proposicao 3.7.1. Os pontos circulares sao instdveis.

De fato, fazendo p(\) = 0, obtemos dois autovalores nulos que darao

origem a solucoes que escapam dos equilibrios.

Demonstragao:
Portanto os equilibrios circulares sao
O

instaveis.



Conclusao

A parte principal desse trabalho, ou seja, a que se trata do problema de Robe,
teve como referéncia principal o artigo ([2]). Foi constatado que no problema restrito de
trés corpos de Robe, o ponto (—p,0,0) localizado no centro do primeiro primario, é um
ponto de equilibrio para todos os valores dos parametros K ,u e €. Além disso, outros pon-
tos de equilibrios existe somente quando K # 0 e e = 0, que é quando o segundo primario
se move em torno do primeiro em Orbita circular. Quando K > 1, ha mais um ponto de
equilibrio (19,0, 0) colinear com o centro da casca esférica e o segundo primario. Quando
K e u satisfazem a igualdade K + p = 1, h4d um numero infinito de pontos de equilibrio
no plano x; — x5 sobre um circulo de raio 1 e centro 1 — y, 0, 0 no segundo primario, desde
que estejam dentro da casca esférica. Quando K < 0 e K + pu > 0, existem mais dois
pontos de equilibrio, os quais se encontram no plano z; — x3 formando triangulos com o

centro da casca esférica e o segundo primario.

Quanto a estabilidade constatamos que quando a excentricidade é zero (e = 0),
isto é, quando o movimento ¢ circular, o sistema hamiltoniano é autonomo, e a questao
da estabilidade linear foi resolvida, a saber, o ponto pg = (—u,0,0) é estével para certos
valores de K e pu, os pontos circulares e triangulares sao sempre estaveis, e o ponto de
equilibrio colinear com o centro da casca e o segundo primario, é estavel quando pu e K

satisfaz a desigualdade

16u(K —1)* < <,u—|— \/u(—4—|—4K—|—u))3.

Quando tomamos a excentricidade perto de zero, mas diferente de zero, per-
demos o carater autonomo da equacao, e o estudo da estabilidade linear do equilibrio
po = (—p,0,0) torna-se mais complicado. Porem se considerarmos como tempo a ano-
malia verdadeira, o Hamiltoniano é periédico e portanto é possivel estudar a estabilidade
do equilibrio estratificando o espaco dos parametros e K em regioes de estabilidade e
instabilidade.
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A estabilidade nesse caso (Estabilidade paramétrica) foi discutida em [7] (2016)
por Lucas Valeriano. Recentemente Dieter Schmidt e Lucas Valeriano [8] (2016) estuda-
ram a estabilidade nao linear do ponto de equilibrio localizado no centro do recipiente no
problema circular planar como proposto por Robe, para isso eles colocaram o Hamilto-
niano do problema em sua forma normal e em seguida usaram os teoremas de Arnold e

Markeev.
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