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Prefácio

O Texto foi elaborado com o objetivo de ser utilizado num curso introdutório de
Análise Vetorial oferecido pelo Departamento de Matemática da Universidade
Federal do Maranhão - UFMA, principalmente para os cursos de Matemática,
F́ısica e Engenharia.

O aluno, ao estudar este texto, deve estar familiarizado com, pelo menos, o conteúdo
de Geometria anaĺıtica no R3 e com o Cálculo Diferencial e Integral [5],[6], este
último com um enfoque em Integração múltipla (dupla e tripla).

No Caṕıtulo 1, consideramos as funções de uma variável real que serão úteis
para o desenvolvimento teórico das curvas no R2 e no R3.

No Caṕıtulo 2, estudamos as curvas[2] no R2 e no R3, com o caráter mais de-
talhado que o necessário para o desenvolvimento do resto do conteúdo. O objetivo de
estudar as curvas de forma mais detalhada é de tentar suprir a falta de conhecimento
dos alunos que terminam o curso, por exemplo, de Matemática e não cursam a dis-
ciplina Geometria Diferencial [1],[2], também do Departamento de Matemática da
UFMA.

No Caṕıtulo 3, faremos uma pequena introdução à Topologia no R3. Este
caṕıtulo poderia ser considerado como um apêndice, porém a opção de torná-lo um
caṕıtulo é de tentar motivar os alunos à estudarem alguns conceitos interessantes e
úteis para os caṕıtulos posteriores.

No Caṕıtulo 4, estudaremos as funções vetoriais de várias variáveis, princi-
palmente os campos de vetores, tais como o Rotacional, o Divergente e o Gradi-
ente [4], tanto em coordenadas cartesianas quanto em coordenadas curviĺıneas

No Caṕıtulo 5, faremos a integral de linha de campo escalar e a integral
de linha de campo vetorial com o objetivo principal de estudar o Teorema de
Green[4],[7] no plano.

No Caṕıtulo 6, estudaremos as superf́ıcies parametrizadas [1],[2]. Tal como
em curvas, a parte inicial de superf́ıcies terá um pouco mais de detalhe além do ne-
cessário, pelos mesmos motivos como em curvas, e claro, estudaremos as integrais de
superf́ıcies e os Teoremas de Stokes e Gauss [4],[7].

No Apêndice, é apresentado um resumo de vetores no Espaço, [9] algumas
operações e propriedades, com o propósito de auxiliar na revisão de alguma propriedade
utilizada no texto.

Para finalizar, gostaria de agradecer a todos os professores do Departamento de
Matemática da UFMA, em especial aos professores Marcos Antônio Ferreira Araújo
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e Elivado Rodrigues Macedo, que muito contribúıram com várias sugestões e cŕıticas
para o desenvolvimento deste trabalho ao longo de alguns anos. Gostaria também de
agradecer, mas sem citar nomes, aos alunos do Curso de Matemática que cursaram esta
disciplina ao longo desses anos e que observaram vários erros de digitação, contribúındo
assim para melhoria do material para que novos alunos tenham um material mais
adequado.

Lúıs Fernando Coelho Amaral
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8 Hélices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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9 Exerćıcios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

A Vetores 155

1 Equipolência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

1.1 Propriedadas de Equipolência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

2 Classe de Equivalência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

3 Vetor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

3.1 Operações com Vetores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

3.2 Propriedades da Adição . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

4 Produto Escalar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

4.1 Propriedades do Produto Escalar . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

4.2 Expressão Cartesiana do Produto Escalar . . . . . . . . . . . . 159

5 Produto de um Vetor por um Escalar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

5.1 Propriedades do Produto de um Vetor por um Escalar . . . . . 160

6 Produto Vetorial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

6.1 Propriedades do Produto Vetorial . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

6.2 Expressão Cartesiana do Produto Vetorial . . . . . . . . . . . . 161

6.3 Interpretação Geométrica do módulo do Produto Vetorial . . . . 162
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Caṕıtulo 1

Funções Vetoriais de uma Variável

Faremos aqui um breve estudo das funções vetoriais de uma variável real que será útil
para o desenvolvimento das curvas no R2 e no R3.

1 Função Vetorial

Definição 1.1. Uma Função Vetorial é uma função, que denotaremos por f⃗ , definida
num subconjunto I de R a valores num subconjunto de um espaço vetorial real,1ou seja,

f⃗ : I −→ R3; t 7−→ f⃗(t) = (f1(t), f2(t), f3(t)),

onde f1(t), f2(t), f3(t) são as funções componentes de f⃗ .

Observação 1.1.

1. Podemos escrever f⃗(t) = f1(t) i⃗+ f2(t) j⃗ + f3(t) k⃗, onde os vetores i⃗, j⃗, k⃗ são os
vetores canônicos2 do R2 ou do R3.

2. O domı́nio da função vetorial f⃗(t) = f1(t)⃗i + f2(t)⃗j + f3(t)k⃗, que denotaremos

por Df⃗ , é a interseção dos domı́nios de f1, f2 e f3, ou seja, Df⃗ =
3∩

i=1

Dfi .

Exemplo 1.1. O domı́nio da função vetorial f⃗(t) = t2 i⃗ + log t j⃗ + 1
t
k⃗ é R+, pois as

suas funções componentes, f1(t) = t2, f2(t) = log t e f3(t) = 1/t têm por domı́nios

R, R+ e R∗, respectivamente. Assim, o domı́nio de f⃗ é o conjunto R∩R+ ∩R∗ = R+.

2 Álgebra de funções vetoriais

Sejam
f⃗(t) = f1(t) i⃗+ f2(t) j⃗ + f3(t) k⃗

e
g⃗(t) = g1(t) i⃗+ g2(t) j⃗ + g3(t) k⃗, t ∈ I

1Consideraremos R2 ou R3;
2Em R2, os vetores canônicos são i⃗ = (1, 0), j⃗ = (0, 1).
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duas funções vetoriais e h(t) uma função escalar definida num intervalo I. Então,
definimos

1. Soma:

(f⃗ + g⃗)(t) = f⃗(t) + g⃗(t)

= [f1(t) i⃗+ f2(t) j⃗ + f3(t) k⃗] + [g1(t) i⃗+ g2(t) j⃗ + g3(t) k⃗]

= [f1(t) + g1(t)] i⃗+ [f2(t) + g2(t)] j⃗ + [f3(t) + g3(t)] k⃗

2. Multiplicação por h:

(hf⃗)(t) = h(t)f⃗(t)

= h(t)[f1(t) i⃗+ f2(t) j⃗ + f3(t) k⃗]

= h(t)f1(t) i⃗+ h(t)f2(t) j⃗ + h(t)f3(t) k⃗

3. Produto Escalar:

(f⃗ · g⃗)(t) = [f1(t) i⃗+ f2(t) j⃗ + f3(t) k⃗] · [g1(t) i⃗+ g2(t) j⃗ + g3(t) k⃗]

= f1(t)g1(t) + f2(t)g2(t) + f3(t)g3(t)

4. Produto Vetorial:

(f⃗ × g⃗)(t) = f⃗(t)× g⃗(t)

= [f1(t) i⃗+ f2(t) j⃗ + f3(t) k⃗]× [g1(t) i⃗+ g2(t) j⃗ + g3(t) k⃗]

=

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

f1(t) f2(t) f3(t)
g1(t) g2(t) g3(t)

∣∣∣∣∣∣

Além disso, para cada t ∈ I, o comprimento de f⃗(t) é dado por

∥f⃗(t)∥ =
√
f1(t)2 + f2(t)2 + f3(t)2,

ou seja, ∥f⃗(t)∥ é uma função escalar de t, com t ∈ I. Para algumas funções vetoriais, o
comprimento pode ser constante, como por exemplo, o comprimento da função vetorial
f⃗(t) = r(cos t i⃗+ sen t j⃗), r > 0 é dado por ∥f⃗(t)∥ = r.

Exemplo 2.1. Se f⃗(t) = t i⃗+(1− t2) j⃗+cos t k⃗ e g⃗(t) = sen t i⃗+ln t j⃗+ t2 k⃗ para t > 0,
então temos

f⃗(t) + g⃗(t) = (t+ sen t) i⃗+ ((1− t2) + ln t) j⃗ + (cos t+ t2) k⃗
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f⃗(t) · g⃗(t) = t sen t+ (1− t2) ln t+ t2 cos t

f⃗(t)× g⃗(t) =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

f1(t) f2(t) f3(t)
g1(t) g2(t) g3(t)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

i⃗ j⃗ k⃗
t 1− t2 cos t

sen t ln t t2

∣∣∣∣∣∣
= [t2(1− t2)− cos t ln t] i⃗+ [sen t cos t− t3] j⃗ + [t ln t− (1− t2) sen t] k⃗

∥f⃗(t)∥ =
√
t2 + (1− t2)2 + cos2 t =

√
1− t2 + t4 + cos2 t

∥g⃗(t)∥ =
√

sen2 t+ ln2 t+ t4

3 Limite de uma função vetorial

Definição 3.1. Seja f⃗ = f1(t) i⃗+f2(t) j⃗+f3(t) k⃗, t ∈ I, uma função vetorial. Chama-se

Limite de f⃗(t) quando t tende para a, e escreve-se lim
t→a

f⃗(t), ao vetor(
lim
t→a

f1(t), lim
t→a

f2(t), lim
t→a

f3(t)
)
,

ou escrito como combinação linear dos vetores canônicos, lim
t→a

f1(t) i⃗ + lim
t→a

f2(t) j⃗ +

lim
t→a

f3(t) k⃗, desde que existam os limites de f1, f2 e f3 quando t tende para a. Tem-se

portanto

lim
t→a

f⃗(t) =
(
lim
t→a

f1(t), lim
t→a

f2(t), lim
t→a

f3(t)
)
,

ou então

lim
t→a

f⃗(t) = lim
t→a

f1(t) i⃗+ lim
t→a

f2(t) j⃗ + lim
t→a

f3(t) k⃗.

Exemplo 3.1. Considere a seguinte função f⃗(t) = ln(e − t) i⃗ +
sen t

t
j⃗ + t3 k⃗. Como

lim
t→0

ln(e− t) = 1, lim
t→0

sen t

t
= 1 e lim

t→0
t3 = 0, tem-se lim

t→0
f⃗(t) = i⃗+ j⃗ + 0 k⃗ = (1, 1, 0).

Proposição 1.1. Seja f⃗(t) = f1(t) i⃗ + f2(t) j⃗ + f3(t) k⃗, t ∈ R, uma função vetorial,

a ∈ R e L⃗ = (L1, L2, L3) ∈ R3. São equivalentes:

1. lim
t→a

f⃗(t) = L⃗

2. ∀ ϵ > 0, ∃ δ > 0; 0 < |t− a| < δ =⇒ ∥f⃗(t)− L⃗∥ < ϵ
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Demonstração. 1) =⇒ 2)⌋ Suponhamos que lim
t→a

f⃗(t) = L⃗. Então tem-se

lim
t→a

f1(t) = L1, lim
t→a

f2(t) = L2 e lim
t→a

f3(t) = L3.

Assim, dado ϵ > 0, existem δi > 0, i = 1, 2, 3, tais que para 0 < |t − a| < δi,

tem-se |fi(t)−Li| <
ϵ

3
, i = 1, 2, 3. Seja δ = min{δ1, δ2, δ3}. Então, para t tal que

0 < |t− a| < δ, tem-se |fi(t)− Li| <
ϵ

3
, i = 1, 2, 3. Assim ∥f⃗(t)− L⃗∥ < ϵ.

2) =⇒ 1)⌋ Seja ϵ > 0. Então existe um real δ > 0 tal que, para t tal que 0 < |t−a| < δ,

tem-se ∥f⃗(t) − L⃗∥ < ϵ. Para cada i = 1, 2, 3, tem-se |fi(t) − Li| ≤ ∥f⃗(t) − L⃗∥.
Assim, para t tal que 0 < |t− a| < δ, tem-se |fi(t)− Li| < ϵ, i = 1, 2, 3.

�

Proposição 1.2. Sejam f⃗ e g⃗ funções vetoriais e h uma função escalar, definidas num
intervalo I. Suponha que lim

t→a
f⃗(t) = L⃗, lim

t→a
g⃗(t) = M⃗, lim

t→a
h(t) = l, com L⃗, M⃗ vetores

constantes e l um escalar. Então

1. lim
t→a

(f⃗(t) + g⃗(t)) = L⃗+ M⃗

2. lim
t→a

f⃗(t) · g⃗(t) = L⃗ · M⃗

3. lim
t→a

f⃗(t)× g⃗(t) = L⃗× M⃗

4. lim
t→a

h(t)f⃗(t) = l · L⃗

Demonstração.

lim
t→a

f⃗(t) = L⃗ = (L1, L2, L3) ⇐⇒

lim
t→a

f1(t) = L1, lim
t→a

f2(t) = L2, lim
t→a

f3(t) = L3

e

lim
t→a

g⃗(t) = M⃗ = (M1,M2,M3) ⇐⇒

lim
t→a

g1(t) =M1, lim
t→a

g2(t) =M2, lim
t→a

g3(t) =M3.

Dáı
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1.

lim
t→a

(f⃗(t) + g⃗(t)) = lim
t→a

[(f1(t) i⃗+ f2(t) j⃗ + f3(t) k⃗) + (g1(t) i⃗+ g2(t) j⃗ + g3(t) k⃗)]

= lim
t→a

[(f1(t) + g1(t)) i⃗+ (f2(t) + g2(t)) j⃗ + (f3(t) + g3(t)) k⃗]

= (L1 +M1) i⃗+ (L2 +M2) j⃗ + (L3 +M3) k⃗

= (L1 i⃗+ L2 j⃗ + L3 k⃗) + (M1 i⃗+M2 j⃗ +M3 k⃗)

= (L1, L2, L3) + (M1,M2,M3) = L⃗+ M⃗

2.

lim
t→a

f⃗(t) · g⃗(t) = lim
t→a

[f1(t) i⃗+ f2(t) j⃗ + f3(t) k⃗] · [g1(t) i⃗+ g2(t) j⃗ + g3(t) k⃗]

= lim
t→a

[f1(t)g1(t) + f2(t)g2(t) + f3(t)g3(t)]

= L1 ·M1 + L2 ·M2 + L3 ·M3

= (L1, L2, L3) · (M1,M2,M3) = L⃗ · M⃗

3.

lim
t→a

f⃗(t)× g⃗(t) = lim
t→a

{[f1(t) i⃗+ f2(t) j⃗ + f3(t) k⃗]× [g1(t) i⃗+ g2(t) j⃗ + g3(t) k⃗]}

= lim
t→a

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

f1(t) f2(t) f3(t)
g1(t) g2(t) g3(t)

∣∣∣∣∣∣
= lim

t→a
[(f2(t)g3(t)− f3(t)g2(t)) i⃗+ (g1(t)f3(t)− g3(t)f1(t)) j⃗

+ (f1(t)g2(t)− g1(t)f2(t)) k⃗]

= (L2M3 − L3M2) i⃗+ (M1L3 −M3L1) j⃗ + (L1M2 −M1L2) k⃗

=

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
L1 L2 L3

M1 M2 M3

∣∣∣∣∣∣
= (L1, L2, L3)× (M1,M2,M3) = L⃗× M⃗

4.

lim
t→a

h(t)f⃗(t) = lim
t→a

h(t)[f1(t) i⃗+ f2(t) j⃗ + f3(t) k⃗]

= lim
t→a

[h(t)f1(t) i⃗+ h(t)f2(t) j⃗ + h(t)f3(t) k⃗]

= lL1 i⃗+ lL2 j⃗ + lL3 k⃗ = lL⃗

�
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Definição 3.2. Uma função vetorial f⃗(t), t ∈ I, é Cont́ınua em a ∈ I se lim
t→a

f⃗(t) =

f⃗(a).

Observação 3.1.

1. É fácil verificar que a função vetorial f⃗ de componentes f1, f2 e f3 é cont́ınua em
a se e só se as funções f1, f2 e f3 são cont́ınuas em a.

2. São equivalentes:

(a) f⃗(t), t ∈ I, é cont́ınua em a ∈ I

(b) ∀ ϵ > 0,∃ δ > 0; 0 < |t− a| < δ =⇒ ∥f⃗(t)− f⃗(a)∥ < ϵ.

Observação 3.2. Uma função vetorial f⃗ diz-se Cont́ınua se for Cont́ınua em todos
os pontos do seu domı́nio.

4 Derivação e Integração de função vetorial

Definição 4.1. A Derivada de uma função vetorial f⃗ de domińıo I ⊂ R, que denota-

remos por f⃗ ′ ou
df⃗

dt
, é a função vetorial definida por f⃗ ′(t) = lim

h→0

f⃗(t+ h)− f⃗(t)

h
, t ∈ I

caso este limite exista.

Exemplo 4.1. Considere a função vetorial dada por f⃗(t) = t2⃗i+ 2t⃗j. Então

f⃗ ′(t) = lim
h→0

f⃗(t+ h)− f⃗(t)

h

= lim
h→0

(t+ h)2 i⃗+ 2(t+ h) j⃗ − t2 i⃗− 2t j⃗

h

= lim
h→0

(t2 + 2th+ h2) i⃗+ (2t+ 2h) j⃗ − t2 i⃗− 2t j⃗

h

= lim
h→0

(2th+ h2) i⃗+ 2h j⃗

h
= 2t i⃗+ 2 j⃗.

Proposição 1.3. Seja f⃗(t) = f1(t) i⃗+ f2(t) j⃗ + f3(t) k⃗, t ∈ I, uma função vetorial em
que f1, f2 e f3 são deriváveis em I. Então

df⃗

dt
=

(
df1
dt

(t),
df2
dt

(t),
df3
dt

(t)

)
ou simplesmente, f⃗ ′(t) = f ′

1(t) i⃗+ f ′
2(t) j⃗ + f ′

3(t) k⃗, t ∈ I.
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Demonstração. Como as funções f1, f2 e f3 são deriváveis, então para t ∈ I,

df⃗

dt
(t) = lim

h→0

f⃗(t+ h)− f⃗(t)

h

= lim
h→0

f1(t+ h)⃗i+ f2(t+ h)⃗j + f3(t+ h)k⃗ − [f1(t)⃗i+ f2(t)⃗j + f3(t)k⃗]

h

= lim
h→0

f1(t+ h)− f1(t)

h
i⃗+ lim

h→0

f2(t+ h)− f2(t)

h
j⃗ + lim

h→0

f3(t+ h)− f3(t)

h
k⃗

=
df1
dt

(t) i⃗+
df2
dt

j⃗ +
df3
dt

(t) k⃗.

�

Exemplo 4.2. Voltando ao exemplo anterior, para derivar a função vetorial f⃗(t) =
t2 i⃗ + 2t j⃗, basta derivar suas funções coordenadas f1(t) = t2 e f2(t) = 2t, com relação
a t.

Proposição 1.4. Sejam f⃗ , g⃗ : I −→ R3 funções vetoriais, λ ∈ R e h uma função real
de variável real. Supondo que h e as funções componentes de f⃗ e g⃗ são deriváveis em
I. Então, para t ∈ I,

1. (f⃗(t) + g⃗(t))′ = f⃗ ′(t) + g⃗′(t)

2. (λf⃗(t))′ = λf⃗ ′(t)

3. (h(t)f⃗(t))′ = h′(t)f⃗(t) + h(t)f⃗ ′(t)

4. (f⃗(t) · g⃗(t))′ = f⃗ ′(t) · g⃗(t) + f⃗(t) · g⃗′(t)

5. (f⃗(t)× g⃗(t))′ = f⃗ ′(t)× g⃗(t) + f⃗(t)× g⃗′(t)

6. (f⃗(h(t)))′ = f⃗ ′(h(t)) · h′(t)

Demonstração. 1.

(f⃗(t) + g⃗(t))′ = [(f1(t) i⃗+ f2(t) j⃗ + f3(t) k⃗) + (g1(t) i⃗+ g2(t) j⃗ + g3(t) k⃗)]
′

= [(f1(t) + g1(t)) i⃗+ (f2(t) + g2(t)) j⃗ + (f3(t) + g3(t)) k⃗]
′

= (f1(t) + g1(t))
′ i⃗+ (f2(t) + g2(t))

′ j⃗ + (f3(t) + g3(t))
′ k⃗

= (f ′
1(t) i⃗+ f ′

2(t) j⃗ + f ′
3(t) k⃗) + (g′1(t) i⃗+ g′2(t) j⃗ + g′3(t) k⃗)

= f⃗ ′(t) + g⃗′(t)
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2.

(λf⃗(t))′ = (λf1(t)⃗i+ λf2(t)⃗j + λf3(t)k⃗)
′

= λf ′
1(t) i⃗+ λf ′

2(t) j⃗ + λf ′
3(t) k⃗

= λ(f ′
1(t) i⃗+ f ′

2(t) j⃗ + f ′
3(t) k⃗) = λf⃗ ′(t)

3.

(h(t)f⃗(t))′ = [h(t)f1(t) i⃗+ h(t)f2(t) j⃗ + h(t)f3(t) k⃗]
′

= (h(t)f1(t))
′ i⃗+ (h(t)f2(t))

′ j⃗ + (h(t)f3(t))
′ k⃗

= (h′(t)f1(t) + h(t)f ′
1(t)) i⃗+ (h′(t)f2(t) + h(t)f ′

2(t)) j⃗

+ (h′(t)f3(t) + h(t)f ′
3(t)) k⃗

= (h′(t)f1(t) i⃗+ h′(t)f2(t) j⃗ + h′(t)f3(t) k⃗) + (h(t)f ′
1(t) i⃗

+ h(t)f ′
2(t) j⃗ + h(t)f ′

3(t) k⃗)

= h′(t)(f1(t) i⃗+ f2(t) j⃗ + f3(t) k⃗) + h(t)(f ′
1(t) i⃗+ f ′

2(t) j⃗ + f ′
3(t) k⃗)

= h′(t)f⃗(t) + h(t)f⃗ ′(t)

4.

(f⃗(t) · g⃗(t))′ =
d

dt
[(f1(t) i⃗+ f2(t) j⃗ + f3(t) k⃗) · (g1(t) i⃗+ g2(t) j⃗ + g3(t) k⃗)]

=
d

dt
[f1(t)g1(t) + f2(t)g2(t) + f3(t)g3(t)]

= f ′
1(t)g1(t) + f1(t)g

′
1(t) + f ′

2(t)g2(t) + f2(t)g
′
2(t) + f ′

3(t)g3(t)

+ f3(t)g
′
3(t)

= (f ′
1(t)g1(t) + f ′

2(t)g2(t) + f ′
3(t)g3(t)) + (f1(t)g

′
1(t) + f2(t)g

′
2(t)

+ f3(t)g
′
3(t))

= f⃗ ′(t) · g⃗(t) + f⃗(t) · g⃗′(t)
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5.

(f⃗(t)× g⃗(t))′ =
d

dt

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

f1(t) f2(t) f3(t)
g1(t) g2(t) g3(t)

∣∣∣∣∣∣
=

d

dt
[(f2g3 − f3g2) i⃗+ (g1f3 − g3f1) j⃗ + (f1g2 − g1f2) k⃗]

= (f ′
2(t)g3(t) + f2(t)g

′
3(t)− f ′

3(t)g2(t)− f3(t)g
′
2(t)) i⃗

+ (g′1(t)f3(t) + g1(t)f
′
3(t)− g′3(t)f1(t)− g3(t)f1(t)) j⃗

+ (f ′
1(t)g2(t) + f1(t)g

′
2(t)− g′1(t)f2(t)− g2(t)f

′
2(t)) k⃗

= [(f ′
2g3 − f ′

3g2) i⃗+ (f ′
3g1 − f ′

1g1) j⃗ + (f1g
′
2 − g′1f2) k⃗]

+ [(f2g
′
3 − f3g

′
1) i⃗+ (f3g

′
1 − g′3f1) j⃗ + (f1g

′
2 − g′1f2) k⃗]

=

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

f ′
1(t) f ′

2(t) f ′
3(t)

g1(t) g2(t) g3(t)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣

i⃗ j⃗ k⃗
f1(t) f2(t) f3(t)
g′1(t) g′2(t) g′3(t)

∣∣∣∣∣∣
= f⃗ ′(t)× g⃗(t) + f⃗(t)× g⃗′(t)

6.

[f⃗(h(t))]′ =
d

dt
(f1(h(t)) i⃗+ f2(h(t)) j⃗ + f3(h(t)) k⃗)

= f ′
1(h(t))h

′(t) i⃗+ f ′
2(h(t))h

′(t) j⃗ + f ′
3(h(t))h

′(t) k⃗

= [f ′
1(h(t)) i⃗+ f ′

2(h(t)) j⃗ + f ′
3(h(t) k⃗]h

′(t)

= f⃗ ′(h(t)) · h′(t)

�

Definição 4.2. Seja f⃗(t) = f1(t) i⃗ + f2(t) j⃗ + f3(t) k⃗, t ∈ I, uma função vetorial

cont́ınua em I = [a, b]. Chamamos Integral Definida de f⃗ de a até b, e escrevemos∫ b

a
f⃗(t)dt, ao vetor de componentes

(∫ b

a
f1(t)dt,

∫ b

a
f2(t)dt,

∫ b

a
f3(t)dt

)
. Assim

∫ b

a

f⃗dt =

(∫ b

a

f1(t)dt,

∫ b

a

f2(t)dt,

∫ b

a

f3(t)dt

)
.

Exemplo 4.3. A função vetorial f⃗(t) = t2 i⃗+ sen(tπ) k⃗ é cont́ınua em [0, 2]. Logo

∫ 2

0

f⃗(t)dt =

(∫ 2

0

t2dt,

∫ 2

0

0dt,

∫ 2

0

sen(tπ)dt

)
=

(
8

3
, 0, 0

)
.
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5 Exerćıcios

1. Sejam f⃗(t) = f1(t) i⃗+f2(t) j⃗+f3(t) k⃗, t ∈ I, uma função vetorial e a ∈ I. Mostre

que f⃗ é cont́ınua em a se e só se as funções f1, f2 e f3 são cont́ınuas em a.

2. Considere a função vetorial real, dada por f⃗(t) = u⃗ + tv⃗, t ∈ R, onde u⃗ =

a i⃗+ b j⃗ + c k⃗ e v⃗ = l⃗i+mj⃗ + nk⃗, com a, b, c, l,m, n ∈ R fixos.

(a) Determine as funções componentes de f⃗ .

(b) Verifique que
df⃗

dt
(t) = v⃗.

3. Considere a função vetorial de uma variável real definida por

f⃗(t) = u⃗+ cos tv⃗ + sen tw⃗, t ∈ R,

sendo u⃗ = 2 i⃗+ j⃗, v⃗ = j⃗ − k⃗ e w⃗ = j⃗ + k⃗. Calcule f⃗ ′(t) e f⃗ ′′(t).

4. Sejam f⃗(t), g⃗(t) e h⃗(t) funções vetoriais em t, prove que

(f⃗ · g⃗ × h⃗)′ = f⃗ · g⃗ × h⃗′ + f⃗ · g⃗′ × h⃗+ f⃗ ′ · g⃗ × h⃗.

5. Seja f⃗ uma função vetorial. Mostre que se para todo t ∈ R, ||f⃗(t)|| = k, com k

fixo, então f⃗ ′(t) · f⃗(t) = 0.

6. Sejam f⃗(t) = t⃗a+ t2⃗b e g⃗(t) = t i⃗+ sen t j⃗ + cos t k⃗, com a⃗ = i⃗+ j⃗ e b⃗ = 2 i⃗− j⃗;
0 ≤ t ≤ 2π. calcular:

(a) f⃗(t) + g⃗(t)

(b) f⃗(t) · g⃗(t)

(c) f⃗(t)× g⃗(t)

(d) a⃗ · f⃗(t) + b⃗ · g⃗(t)

(e) f⃗(t− 1) + g⃗(t+ 1).

7. Se f⃗(t) = e2t · u⃗ + e3t · v⃗, onde u⃗ e v⃗ são vetores constantes, mostre que

f⃗ ′′(t)− 5f⃗ ′(t) + 6f⃗(t) = 0.

8. Seja f⃗(t) = (ln t, t,
√
1− t2, t2)

(a) Determine o domı́nio de f⃗

(b) Calcule f⃗(3/5)
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9. Suponha que f⃗ : R −→ R3 seja derivável até a 2a ordem e que, para todo
t ≥ 0, ||f⃗(t)|| =

√
t. Prove que

df⃗

dt
· df⃗
dt

= −f⃗ · d
2f⃗

dt2

em [0,+∞).

10. Determine f⃗ = f⃗(t) sabendo que
df⃗

dt
= t i⃗+ 2 k⃗ e f⃗(0) = i⃗+ j⃗.

11. Seja f⃗(t) = a cos(wt) i⃗ + b sen(wt) j⃗, onde a, b e w são constantes não nulas.

Mostre que
d2f⃗

dt2
+ w2 · f⃗ = 0.

12. Seja f⃗ : I :−→ R3, I intervalo, derivável até a 2a ordem em I. Suponha que

exista um real λ tal que, para todo t ∈ I,
d2f⃗

dt2
(t) = λf⃗(t). Prove que f⃗(t)× df⃗

dt
(t)

é constante em I.

13. Seja f⃗(t) = Aeλt +Be−λt, onde A e B são vetores constantes não nulas e λ é um

escalar. Mostre que f⃗ satisfaz a equação f⃗ ′′(t)− λ2f⃗(t) = 0.

14. Se f⃗(t) é uma função vetorial duas vezes diferenciável, mostre que

[f⃗(t)× f⃗ ′(t)]′ = f⃗(t)× f⃗ ′′(t)

15. Se g⃗(t) = f⃗(t) · f⃗ ′(t)× f⃗ ′′(t), mostre que g⃗′(t) = f⃗(t) · f⃗ ′(t)× f⃗ ′′′(t).
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Caṕıtulo 2

Curvas no R2 e no R3

Faremos aqui o estudo das curvas no R2 e no R3. Os exerćıcios foram separados
para as curvas no R2 e para curvas no R3 para melhor entendimento do assunto.
Uma boa referência do assunto pode ser encontrada em [2], de onde alguns exemplos e
exerćıcios foram extráıdos. Para efeito de simplificação consideremos as curvas tomadas
diferenciáveis de classe Cn 1 ou classe C∞, como veremos abaixo.

1 Curva Parametrizada

Definição 1.1. Uma Curva Parametrizada no R2 é uma aplicação α , de um in-
tervalo I ⊂ R em R2, ou seja, α : I ⊂ R −→ R2; t 7−→ α(t) = (x(t), y(t)) onde t é o
parâmetro da curva e α(I) ⊂ R2, é o traço da curva.

Observação 1.1. Temos que:

1. A aplicação α é dita diferenciável quando as funções coordenadas x(t) e y(t) são
funções diferenciáveis.

2. A aplicação α é dita de classe Cn(C∞) quando as funções coordenadas são de
classe Cn(C∞).

3. Consideraremos aqui as aplicações α que são diferenciáveis de classe Cn(C∞), ou
seja, as curvas diferenciáveis de classe Cn(C∞)

Exemplo 1.1. Consideremos os seguintes exemplos

1. A aplicação α(t) = (x0+at, y0+bt), t ∈ R, a2+b2 ̸= 0, é uma curva parametrizada
diferenciável cujo traço é uma reta passando por (x0, y0) paralela ao vetor (a, b).

Podemos escrever vetorialmente a curva α do exemplo acima como α⃗(t) = P0+tv⃗
onde P0 = (x0, y0) e v⃗ = (a, b).

2. A aplicação α(t) = (r cos t, r sen t) é uma curva parametrizada diferenciável, cujo
traço é uma circunferência de centro na origem e raio r > 0.

1n vezes continuamente diferenciáveis
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x

y

x 0

0y ),( ba

Figura 2.1: Reta α(t) paralela ao vetor (a, b)

Figura 2.2: Circunferência de centro na origem e raio r > 0

Observação 1.2. Duas curvas podem ter o mesmo traço. Por exemplo, as curvas

α(t) = (t3, t3), t ∈ R

e
β(s) = (s, s), s ∈ R

têm o mesmo traço. As curvas

α(t) = (t, t2), −2 ≤ t ≤ 2

e
β(s) = (−s, s2), −2 ≤ s ≤ 2

têm também o mesmo traço, porém com orientações 2 opostas.

2sentido de percurso
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Definição 1.2. Seja α : I −→ R2 uma curva parametrizada diferenciável, que a cada
t ∈ I associa α(t) = (x(t), y(t)). O vetor α′(t) = (x′(t), y′(t)) é chamado Vetor
Tangente a α em t.

Figura 2.3: Vetor tangente α′(t)

De fato, dado t ∈ I, para h ̸= 0 tal que t+ h ∈ I, consideremos o vetor

α(t+ h)− α(t)

h
.

Por um lado, temos

lim
h→0

α(t+ h)− α(t)

h
= α′(t).

Por outro lado temos,

lim
h→0

α(t+ h)− α(t)

h
= lim

h→0

(x(t+ h), y(t+ h))− (x(t), y(t))

h

= lim
h→0

(x(t+ h)− x(t), y(t+ h)− y(t))

h

= lim
h→0

(
x(t+ h)− x(t)

h
,
y(t+ h)− y(t)

h

)
=

(
lim
h→0

x(t+ h)− x(t)

h
, lim
h→0

y(t+ h)− y(t)

h

)
= (x′(t), y′(t))
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Portanto,
α′(t) = (x′(t), y′(t)).

Exemplo 1.2. Seja α : R −→ R2 dada por α(t) = (cos t, sen t), o vetor tangente a α
em t é igual a α′(t) = (− sen t, cos t).

Definição 1.3. Uma curva parametrizada diferenciável α : I −→ R2 é dita Regular
se ∀ t ∈ I, ∥α′(t)∥ > 0, ou equivalentemente, ∀ t ∈ I, α′(t) ̸= 0.

Definição 1.4. Sejam α : I −→ R2 curva regular, h : J −→ I função diferenciável
(Cn), onde I e J são abertos de R e tal que h′ ̸= 0 em J , com h(J) = I. Então a
função composta α ◦ h = β : J −→ R2 é uma curva regular, que tem o mesmo traço
que α, chamada Reparametrização de α por h. A função h é dita Mudança de
Parâmetro .

Figura 2.4: reparametrização da curva α

Observação 1.3.

1. Em qualquer mudança de parâmetro h : J −→ I, os intervalos I e J são do
mesmo tipo, ou seja, são simultaneamente abertos, fechados etc.

2. Se uma bijeção de classe Cn, h : J −→ I é uma mudança de parâmetro então h′

nunca se anula.
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De fato, se h é uma mudança de parâmetro, como h−1 ◦ h = id (aplicação iden-
tidade), temos que

(h−1 ◦ h)′ = 1 ⇐⇒ (h−1)′ · h′(s) = 1, ∀ s ∈ J,

o que implica, h′(s) ̸= 0, ∀ s ∈ J .

3. Uma reparametrização de uma curva regular é regular.

De fato, seja β = α ◦ h, uma reparametrização de uma curva regular α. Então
β′(s) = α′(h(s)) · h′(s). Como h′ ̸= 0, segue o resultado.

4. Dizer que α e β têm o mesmo traço, na definição 1.4, significa dizer que α(I) =
β(J), e esta igualdade é verdadeira, pois, dado p ∈ α(I), então p = α(t), para
algum t ∈ I, dáı existe s ∈ J tal que h(s) = t, segue que α ◦ h(s) = α(t), ou seja,
p ∈ β(J), e portanto α(I) ⊂ β(J). A outra inclusão é imediata.

Exemplo 1.3. Consideremos a curva regular α(t) = (r cos t, r sen t), t ∈ R onde r > 0.
Seja h(s) = s/r, s ∈ R. A reparametrização de α por h é a curva

β(s) = α ◦ h(s) = (r cos(s/r), r sen(s/r)).

2 Comprimento de Arco de Curva

Seja α(t) uma curva no R2. Seja P uma partição regular3 de ordem n do intervalo I,

isto é, P = {t0, t1, ..., tn}, onde a = t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn = b e ∆t = ti+1 − ti =
b− a

n
.

Quando ∆t é pequeno, o comprimento da linha poligonal é aproximadamente igual ao
comprimento da curva α(t). Mas o comprimento do segmento de reta α(ti) até α(ti+1)
é

∥α(ti+1)− α(ti)∥ =
√
(x(ti+1)− x(ti))2 + (y(ti+1)− y(ti))2

onde α(t) = (x(t), y(t)). Aplicando o Teorema de Valor Médio às funções x(t) e y(t)
em [ti, ti+1], obtemos ϵ1i , ϵ

2
i ∈ (ti, ti+1) tais que

x(ti+1)− x(ti) = x′(ϵ1i )(ti+1 − ti)

y(ti+1)− y(ti) = y′(ϵ2i )(ti+1 − ti).

Logo o comprimento total da curva poligonal é

3Partição em que o comprimento de cada intervalo [ti−1, ti], i = 1, 2, ..., n tem a mesma medida
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Figura 2.5: comprimento de arco por linha poligonal

Sn =
n−1∑
i=0

∥α(ti+1)− α(ti)∥

=
n−1∑
i=0

√
(x(ti+1)− x(ti))2 + (y(ti+1)− y(ti))2

=
n−1∑
i=0

√
[x′(ϵ1i )]

2(ti+1 − ti)2 + [y′(ϵ2i )]
2(ti+1 − ti)2

=
n−1∑
i=0

√
[x′(ϵ1i )]

2 + [y′(ϵ2i )]
2 · (ti+1 − ti)

Portanto, o comprimento da curva α(t) é o limite de Sn quando n→ ∞, se este limite
existir. Como α′(t) é cont́ınua, tal limite existe e

lim
n→+∞

Sn =

∫ tn

t0

√
(x′(t))2 + (y′(t))2dt

Dáı

l(α(t)) =

∫ tn

t0

√
(x′(t))2 + (y′(t))2dt =

∫ tn

t0

∥α′(t)∥dt

Observação 2.1. O comprimento de uma curva α independe das parametrizações
escolhidas.
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De fato, sejam
α(t) = (x(t), y(t)), a ≤ t ≤ b

e
β(s) = (x(h(s)), y(h(s))), c ≤ s ≤ d

duas parametrizações da curva, onde h : [c, d] −→ [a, b] é bijetora de classe Cn em [c, d].
O comprimento de α é

l(Cβ) =

∫ d

c

∥β′(s)∥dt =
∫ d

c

|h′(s)| · ∥α′(h(s))∥ds

=


∫ d

c
h′(s) · ∥α′(h(s))∥ds, se h é crescente∫ d

c
−h′(s) · ∥α′(h(s))∥ds, se h é decrescente,

onde Cβ é a curva C com a parametrização β(t). Fazendo a substituição u = h(s), du =
h′(s)ds, obtemos

l(Cβ) =


∫ h(d)
h(c) ∥α′(u)∥du =

∫ b
a ∥α′(u)∥du = l(Cα), se h é crescente

∫ h(d)
h(c) −∥α′(u)∥du = −

∫ a
b ∥α′(u)∥du = l(Cα), se h é decrescente

onde Cα é a curva C com parametrização α(t).

Definição 2.1. A aplicação l(t) =
∫ t

t0
∥α′(t)∥dt é denominada função comprimento

de arco da curva α a partir de t0.

Exemplo 2.1. Cálculo do comprimento do gráfico de uma função de uma variável real
f com derivada cont́ınua no intervalo [a, b]. Uma parametrização para o gráfico G de
y = f(x), a ≤ x ≤ b é α(t) = (t, f(t)), t ∈ [a, b]. Dáı

α′(t) = (1, f ′(t)) e ∥α′(t)∥ =
√
1 + (f ′(t))2.

Portanto

l(G) =

∫ b

a

√
1 + (f ′(t))2dt.

Definição 2.2. Uma curva regular α : I −→ R2 está parametrizada pelo compri-
mento de arco quando para todo t ∈ I, ∥α′(t)∥ = 1.

Exemplo 2.2. A aplicação α(t) = (r cos(t/r), r sen(t/r)), t ∈ R onde r > 0, é uma
curva parametrizada pelo comprimento de arco, pois α′(t) = (− sen(t/r), cos(t/r)) e
∥α′(t)∥ = 1.
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Figura 2.6: reparametrização pelo comprimento de arco

Proposição 2.1. Sejam α : I −→ R2 uma curva regular e l : I −→ l(I) ⊂ R a função
comprimento de arco de α a partir de t0. Então existe a função inversa l−1 = h de l,
definida no intervalo aberto J = l(I) e β = α ◦ h é uma reparametrização de α e tal
que ∥β′∥ = 1.

Demonstração. α é uma curva regular, portanto l′(t) = ∥α′(t)∥ > 0, isto é, l é uma
função estritamente crescente (e portanto injetiva). Segue-se que existe a função inversa
de l, l−1 = h : J → I. Como ∀ t ∈ I, h(l(t)) = t, temos que h′ · l′ = 1, portanto

h′ =
1

l′(t)
=

1

∥α′(t)∥
̸= 0.

Concluimos que β(s) = α ◦ h(s), s ∈ J , é uma reparametrização de α e

∥β′∥ = ∥α′ · h′∥ = ∥α′∥ · |h′| = ∥α′∥ · 1

∥α′∥
= 1.

Portanto pela definição, β está parametrizada pelo comprimento de arco.

�
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Observação 2.2. A aplicação β desta Proposição é dita uma reparametrização pelo
comprimento de arco.

Exemplo 2.3. Considere os exemplos

1. Seja α(t) = (at+ c, bt+ d), t ∈ R e a2 + b2 ̸= 0. Seja l(t) a função comprimento
de arco de α a partir de t0 = 0, isto é

l(t) =

∫ t

0

√
a2 + b2dt =

√
a2 + b2 · t

A função inversa de l é dada por h(s) =
s√

a2 + b2
, s ∈ R. portanto

β(s) = α ◦ h(s) =
(

as√
a2 + b2

+ c,
bs√
a2 + b2

+ d

)
é uma reparametrização de α pelo comprimento de arco.

2. Para a curva α(t) = (et cos t, et sen t), t ∈ R, temos,4 ∥α′(t)∥ =
√
2et dáı a função

comprimento de arco de α, a partir de t0 = 0, é l(t) =
√
2et −

√
2; a função

inversa é dada por h(s) = ln(s/
√
2 + 1). Portanto

β(s) =
[
(s/

√
2 + 1) cos(ln(s/

√
2 + 1)), (s/

√
2 + 1) sen(s/

√
2 + 1)

]
é uma reparametrização de α pelo comprimento de arco.

3 Teoria Local das Curvas no R2

Dada uma curva regular α(s) = (x(s), y(s)), s ∈ I, tal que ∥α′(s)∥ = 1. Denote por
t(s) = α′(s)5. Seja n(s) unitário e ortogonal a t(s) tal que {t(s), n(s)} tem orientação
positiva 6, ou seja, n(s) = (−y′(s), x′(s)).

Definição 3.1. O conjunto {t(s), n(s)} é chamado Referencial de Frenet-Serret7

da curva α em s.

Observação 3.1. Vejamos algumas considerações

1. Como t(s) é unitário, ∥t(s)∥ = 1 =⇒ t(s) · t(s) = 1 =⇒ t(s) · t′(s) = 0, dáı, t′(s) é
ortogonal a t(s) e portanto t′(s) é proporcional a n(s), ou seja, t′(s) = k(s) ·n(s).

4espiral logaŕıtmica
5vetor tangente
6a mesma orientação da base canônica i = (1, 0), j = (0, 1) do R2

7Jean Fredéric Frenet (1816− 1900) e Joseph Alfred Serret (1819− 1885), matemáticos franceses
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Figura 2.7: Referencial de Frenet no ponto α(t)

2. Em t′(s) = k(s) · n(s) o fator k(s), é chamado Curvatura8 da curva α em s.

3. Como t′(s) = k(s) · n(s) segue que k(s) = t′(s) · n(s). Então

t′(s) = α′′(s) =⇒ k(s) = α′′(s) · n(s)
=⇒ k(s) = −x′′(s) · y′′(s) + y′′(s) · x′(s).

4. Como n(s) é unitário, ∥n(s)∥ = 1 =⇒ n(s) · n(s) = 1 =⇒ n(s) · n′(s) = 0, dáı,
n′(s) é ortogonal a n(s) e portanto, n′(s) é proporcional a t(s), ou seja,

n′(s) = λ(s) · t(s)

e dai λ(s) = n′(s) · t(s). Segue então que

λ(s) = (−y′′(s), x′′(s)) · (x′(s), y′(s))
= −x′(s) · y′′(s) + x′′(s) · y′(s)
= −k(s).

Portanto
n′(s) = −k(s) · t(s).

8curvatura em R2
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Conclusão: Se α : I −→ R2 é uma curva regular, parametrizada pelo comprimento
de arco , então o referencial de Frenet {t(s), n(s)} satisfaz às equações diferenciais

t′(s) = k(s) · n(s)
n′(s) = −k(s) · t(s)

que são as Equações de Frenet-Serret de uma curva no R2.

Exemplo 3.1. Consideremos a curva α(s) = (a + r cos(s/r), b + r sen(s/r)), s ∈ R,
r > 0, cujo traço é uma circunferência de centro (a, b) e raio r. Neste caso

t(s) = (x′(s), y′(s)) = (− sen(s/r), cos(s/r))

n(s) = (−y′(s), x′(s)) = (− cos(s/r),− sen(s/r))

segue que

k(s) = t′(s) · n(s)

=

(
−1

r
cos(s/r),−1

r
sen(s/r)

)
· (− cos(s/r),− sen(s/r))

=
1

r
cos2(s/r) +

1

r
sen2(s/r) =

1

r

Observação 3.2. Seja α(t) uma curva regular. Considere α(t) = β(l(t)), l(t) = s,
onde β(s) é uma reparametrização de α pelo comprimento de arco. Defina

tα(t) = tβ(l(t))

nα(t) = nβ(l(t))

kα(t) = kβ(l(t))

Temos que

dβ

dl
· dl
dt

= α′(t) (1)

Agora,
dl

dt
= ∥α′(t)∥ =

√
α′(t) · α′(t). Então

dβ

dl
· ∥α′(t)∥ = α′(t) =⇒ tβ =

dβ

dl
=

α′(t)

∥α′(t)∥
,

ou seja, tα =
α′(t)

∥α′(t)∥
. Dáı

tα =
(x′(t), y′(t))

∥α′(t)∥
.
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Consequentemente o vetor normal é dado por

nα =
(−y′(t), x′(t))

∥α′(t)∥
.

Derivando (1) temos,
dβ

dl
· d

2l

dt2
+
dl

dt

(
d2β

dl2
· dl
dt

)
= α′′(t)

o que implica

d2β

dl2
·
(
dl

dt

)2

+
dβ

dl
· d

2l

dt2
= α′′(t) (2)

Mas (
dl

dt

)2

= ∥α′(t)∥2

e
d2l

dt2
=

1

2
(α′(t) · α′(t))−1/2 · 2α′(t) · α′′(t) =⇒ d2l

dt2
=
α′(t) · α′′(t)

∥α′(t)∥
.

Dáı segue que
d2β

dl2
=

α′′(t)

∥α′(t)∥2
− tβ · α′(t) · α′′(t)/∥α′(t)∥

∥α′(t)∥2
.

Como

kβ = t′β · nβ =
d2β

dl2
· nα =⇒ kα =

α′′(t)

∥α′(t)∥2
· nα,

ou seja,

kα =
−x′′(t) · y′(t) + y′′(t) · x′(t)

∥α′(t)∥3
.

4 Exerćıcios

1. Sejam a, b > 0 constantes. Verifique que a aplicação α(t) = (a cos t, b sen t), t ∈
[0, 2π] é uma curva parametrizada diferenciável. Determine o referencial de
Frenet e a curvatura k. Para quais valores de t temos k′(t) = 0 ?

2. Obtenha uma curva regular α : R −→ R2 é tal que α(0) = (2, 0) e α′(t) = (t2, et).

3. Determine o ponto de interseção do eixo 0x com a reta tangente à curva α(t) =
(t, t2) em t = 1.

4. Considere as curvas α, β : R −→ R2 dadas por α(t) = (t, t2) e β(t) = (t3, t6),
respectivamente. Prove que α e β têm o mesmo traço mas α é regular e β não o
é.



4 Exerćıcios 30

5. Seja α : I −→ R2 uma curva regular. Prove que ∥α′(t)∥ é constante se e só se
para cada t ∈ I, o vetor α′′(t) é ortogonal a α′(t).

6. Considere um disco a rolar (sem escorregar) numa superf́ıcie plana, ao longo de
uma reta. Chama-se Ciclóide 9 à curva plana descrita por um ponto nesse disco.
Mostre que, se a reta for o eixo x e o disco tiver raio r > 0, a ciclóide pode ser
parametrizada por α(t) = (r(t− sen t), r(1− cos t)).

7. Considere a familia Fϵ de funções definidas por

Fϵ(x, y) = x3 + y3 − 3xy − ϵ = 0.

Então o conjunto de zeros de F0 é chamado Fólio de Descartes. Obtenha uma
parametrização de Fólio de Descartes pela substituição y = tx.

8. Verifique que as curvas regulares α(t) = (t, et), t ∈ R e β(r) = (log r, r),
r ∈ (0,∞) têm o mesmo traço.

9. Considere a espiral logaritmica α : R −→ R2 dada por α(t) = (et cos t, et sen t).
Mostre que o ângulo entre α(t) e o vetor tangente em α(t) não depende de t.

10. ACissóide de Diocles é a curva cuja equação em termos de coordenadas polares

(r, θ) é r = sen θ tan θ, (
−π
2

< θ <
π

2
). Mostre que uma parametrização em

coordenadas cartesianas é dada por α(t) =

(
t2,

t3√
1− t2

)
, −1 < t < 1.

11. Determine a curvatura da Astróide α(t) = (cos3 t, sen3 t) e mostre que a curva-
tura tende para ∞ à medida que nos aproximamos dos pontos (±1, 0), (0,±1).

12. Calcule o comprimento da Catenária α(t) = (t, cosh t), t ∈ R entre t = a e
t = b.

13. Calcule o comprimento de arco da Espiral Logaŕıtmica , a partir do ponto
α(0) = (1, 0).

14. Obtenha uma reparametrização da ciclóide α(t) = (r(t − sen t), r(1 − cos t)),
0 < t < 2π, pelo comprimento de arco.

15. Seja r = r(θ) uma curva regular dada em coordenadas polares, ou seja, α(θ) =
(r cos θ, r sen θ), a < θ < b. Mostre que o comprimento de arco de a a b e a
curvatura são dados, respectivamente, por

l =

∫ b

a

√
r2 + (r′)2dθ.

e

k =
2(r′)2 + rr′′ + r2

((r′)2 + r2)3/2

9de modo geral, uma roleta



5 Teoria Local das Curvas no R3 31

5 Teoria Local das Curvas no R3

Definição 5.1. Se α : I −→ R3 é uma curva regular parametrizada pelo comprimento
de arco, então a Curvatura de α em s ∈ I, é o número real, k(s) = ∥α′′(s)∥.

Exemplo 5.1. A curva α : (−1, 1) −→ R3; α(s) = (1/3(1+ s)3/2, 1/3(1− s)3/2, s/
√
2)

está parametrizada pelo comprimento de arco e sua curvatura k(s) é

k(s) =

√
2

4
√
1− s2

, ∀ s ∈ (−1, 1).

Exemplo 5.2. A curva parametrizada pelo comprimento de arco

α(s) = (r cos(s/r), r sen(s/r), 0), s ∈ R,

tem por traço a circunferência no plano xy de raio r > 0 e sua curvatura é

k(s) =
1

r
, ∀ s ∈ R.

Definição 5.2. Seja α : I −→ R3 é uma curva regular com ∥α′(s)∥ = 1. O vetor

n(s) =
α′′(s)

k(s)
,

onde k(s) = ∥α′′(s)∥ é denominado Vetor Normal à curva α em s. Chamando
t(s) = α′(s), temos t(s) e n(s) são vetores ortonormais e t′(s) = k(s) · n(s).

Definição 5.3. Seja α : I −→ R3 uma curva regular com ∥α′(s)∥ = 1 tal que k(s) > 0.
O Vetor Binormal à curva α em s é o vetor b(s) = t(s)× n(s).

Observação 5.1. O referencial ortonormal {t(s), n(s), b(s)} é o Triedro de Frenet-
Serret da curva α em s
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Figura 2.8: Triedro de Frenet-Serret

Observação 5.2. O Referencial de Frenet determina três planos. Vejamos cada um
desses planos

1. Plano Normal

O plano normal à curva α é o plano que passa por α(s) e é normal a t(s). Como
< v⃗, α′(s) >= 0, segue que sua equação é

(x− x0)x
′(s0) + (y − y0)y

′(s0) + (z − z0)z
′(s0) = 0.

Figura 2.9: Plano Normal

2. Plano Osculador

O plano osculador à uma curva α em α0 = (x0, y0, z0) é o plano que passa por
α(s) e é normal ao vetor b(s). Então dado um ponto P = (x, y, z) no plano

osculador, os vetores v⃗ =
−−−−→
α(s0)P , α

′(s0) e α′′(s0) são coplanares, cuja equação
vetorial é
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∣∣∣∣∣∣
x− x0 y − y0 z − z0
x′(t0) y′(y0) z′(t0)
x′′(t0) y′′(t0) z′′(t0)

∣∣∣∣∣∣ = 0

Figura 2.10: Plano Osculador

3. Plano Retificante

O plano retificante, à curva α é o plano que passa por α(s) e é normal a n(s).

Dado um ponto P = (x, y, z) neste plano, os vetores v⃗ =
−−−−→
α(s0)P , α

′(s0) e b(t)
são coplanares, e sua equação é∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0
x′(t0) y′(t0) z′(t0)
b1(t0) b2(t0) b3(t0)

∣∣∣∣∣∣ = 0

sendo b⃗(t) = (b1(t), b2(t), b3(t)).

Figura 2.11: Plano Retificante
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6 Torção de uma curva em R3

Como b(s) = t(s) × n(s) temos b′(s) = t′(s) × n(s) + t(s) × n′(s). Dáı resulta que
b′(s) = t(s) × n′(s), pois t′(s) × n(s) = 0, já que t′(s) = k(s) · n(s). Portanto, b′(s) é
ortogonal a t(s)10. Como ∥b(s)∥ = 1, pois

∥b(s)∥ = ∥t(s)× n(s)∥ = ∥t(s)∥ · ∥n(s)∥ · sen θ, θ = ](t(s), n(s))

então b′(s) · b(s) = 0 =⇒ b′(s) é ortogonal a b(s). Dai b′(s)//n(s), isto é, b′(s) pode ser
escrito como b′(s) = τ(s) · n(s), onde τ(s) é uma constante real.

Definição 6.1. O número real τ(s) definido por b′(s) = τ(s) ·n(s) é chamado Torção
da curva em s. A torção mede o quanto a curva deixa de ser plana.

Observação 6.1. Como n(s) = b(s)× t(s), derivando esta igualdade temos

n′(s) = b′(s)× t(s) + b(s)× t′(s).

Como b′(s) = τ(s) · n(s) e t′(s) = k(s) · n(s), temos

n′(s) = (τ(s) · n(s))× t(s) + b(s)× (k(s) · n(s)).

Portanto
n′(s) = −τ(s) · b(s)− k(s) · t(s).

Resumindo temos, se α : I −→ R3 é uma curva regular parametrizada pelo compri-
mento de arco, e tal que k(s) > 0, ∀ s ∈ I, então o Triedro de Frenet definido por

t(s) = α′(s), n(s) =
α′′(s)

∥α′′(s)∥
, b(s) = t(s)× n(s),

satisfaz as equações diferenciais

t′(s) = k(s) · n(s)

n′(s) = −k(s) · t(s)− τ(s) · b(s)
b′(s) = τ(s) · n(s)

que são denominadas Fórmulas de Frenet-Serret.

Observação 6.2. Uma forma de visualizar as equações de Frenet-Serret é colocá-las
na forma matricial,  0 k 0

−k 0 −τ
0 τ 0


10e também a n′(s)
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Exemplo 6.1. Obter o Triedro de Frenet, a Curvatura e a Torção da hélice
circular

α(s) =

(
a cos

s√
a2 + b2

, a sen
s√

a2 + b2
,

bs√
a2 + b2

)
, s ∈ R, a > 0.

7 Algumas proposições sobre curvas no R3

Proposição 2.2. Seja α : I −→ R3 uma curva regular parametrizada pelo compri-
mento de arco. Então α(I) é um segmento de reta se e somente se, a sua curvatura
k(s) = ∥α′′(s)∥ = 0.

Demonstração. =⇒⌋ Seja α(I) um segmento de reta, então α(s) = p+ v⃗s onde p ∈ R3

e v⃗ é um vetor unitário de R3. portanto, ∀ s ∈ I, α′(s) = v⃗ e α′′(s) = 0, donde
k(s) = ∥α′′(s)∥ = 0.

⇐=⌋ Se ∥α′′(s)∥ = 0,∀ s ∈ I, então α′′(s) = 0. Integrando, temos que α′(s) = v⃗
e ∥v⃗∥ = 1. Integrando novamente, obtemos α(s) = p + v⃗s, cujo traço é um
segmento de reta.

�

Proposição 2.3. Seja α : I −→ R3 uma curva regular parametrizada pelo compri-
mento de arco de curvatura k > 0.

1. A curva α é uma curva plana se e só se sua torção τ ≡ 0.

2. Se α é plana e sua curvatura k é constante então α descreve um ćırculo de raio
1/k.

Demonstração. 1. =⇒⌋ Se α é plana, existe v⃗ ̸= 0⃗ constante tal que

[α(s)− α(0)] · v⃗ = 0 =⇒ α′(s) · v⃗ ≡ 0 =⇒ t(s) · v⃗ = 0 =⇒ t(s)

é ortogonal a v⃗. Mas α′′(s) · v⃗ ≡ 0 ⇒ k · n(s) · v⃗ ≡ 0. Como k ̸= 0 ⇒
n(s) · v⃗ = 0 ⇒ n(s) é ortogonal a v⃗. Além disso, b(s) = t(s) × n(s), então
b(s)//v⃗. Logo b(s) é constante 11. Portanto b′(s) = 0. Mas

b′(s) = τ(s) · n(s) =⇒ τ(s) = 0.

11de fato, b(s) = av⃗; b(s) · b(s) = 1 ⇒ a2∥v⃗∥2 = 1; a é constante
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⇐=⌋ Por outro lado, se τ(s) = 0, então b′(s) = τ(s) · n(s) = 0. Logo b(s) é
constante. Defina f(s) = [α(s)− α(0)] · b. Temos que

f(0) = 0 e f ′(s) = α′(s) · b = t(s) · b = 0.

Logo f ≡ 0, ou seja [α(s) − α(0)] · b = 0, dai α está contida no plano que
passa por α(0) e tem b como vetor normal.

2. Seja β : I −→ R3 definida por

β(s) = α(s) +
1

k
n(s) =⇒ β′(s) = α′(s) +

1

k
n′(s)

o que implica que

β′(s) = t(s) +
1

k
(−kt(s)− τb(s)) ⇒ β′(s) = t(s)− t(s)− τ

k
b(s)

Como τ = 0 segue que β′(s) = 0. Logo β(s) = C, com C constante, e portanto

∥α(s)− C∥ = ∥α(s)− β(s)∥ = ∥α(s)− α(s)− 1

k
n(s)∥ =

1

k
.

�

Proposição 2.4. Seja α uma curva parametrizada pelo comprimento de arco cuja
imagem está em uma esfera de raio r. Então a sua curvatura k ≥ 1/r.

Demonstração. Temos que α(s) · α(s) = r2 =⇒ t(s) · α(s) ≡ 0. Dáı

k · n(s) · α(s) + t(s) · t(s) ≡ 0 =⇒ k · n(s) · α(s) = −1.

Portanto

1 = |k · n(s) · α(s)| = k|n(s) · α(s)| ≤ k · ∥n(s)∥ · ∥α(s)∥ =⇒ k ≥ 1/r.

�

8 Hélices

Definição 8.1. Uma Hélice no R3 é uma curva α(t) tal que o vetor tangente t = α′(t)

forma com um vetor fixo unitário v⃗ um ângulo constante, ou seja,
t · v⃗
∥t(t)∥

é constante.

Teorema de Lancret 8.1. Uma curva regular α no R3, com curvatura k > 0 é uma
hélice ⇐⇒ τ/k é constante.
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Figura 2.12: Hélice

Demonstração. =⇒⌋ Suponha que α seja uma hélice. Podemos supor, sem perda de
generalidade, que α está parametrizada pelo comprimento de arco. Neste caso
t(s) = α′(s) e tem-se t(s) · v⃗ constante. Podemos supor que ∥v⃗∥ = 1. Derivando,
temos t′(s) · v⃗ = 0 ⇒ k · n(s) · v⃗ = 0. Como k > 0, segue que n(s) · v⃗ = 0. Logo v⃗
pertence ao plano de t e b; então v⃗ = cosφt(s) + senφb(s). Como v⃗ · t(s) = cosφ
e v⃗ · t(s) é constante, então φ é constante; logo

0 = v⃗′ = cosφt′(s) + senφb′(s)

= cosφ · k · n(s) + senφ · (τ · n(s))
= (k cosφ+ τ senφ) · n(s)

dáı

k cosφ+ τ senφ = 0 ⇒ k cosφ = τ senφ⇒ τ

k
=

cosφ

senφ
⇒ τ

k
= cotφ.

Mas φ é constante ⇒ τ

k
é constante.

⇐=⌋ Inversamente se
τ

k
é constante, defina φ pela equações

τ

k
= − cotφ
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e
v⃗ = cosφt(s) + senφb(s),

então neste caso v⃗′ = 0, pois sendo

τ

k
= −cosφ

senφ
=⇒ k cosφ+ τ senφ = 0

temos

v⃗′ = cosφt′(s) + senφb′(s)

= cosφkn(s) + sen(−τn(s)− kt(s))

= (k cosφ+ τ senφ) · n = 0.

Dai v⃗ é constante, e t(s) · v⃗ = cosφ, com φ constante, segue o resultado.

�

Exemplo 8.1. A curva α(t) = (2t, t2, t3/3) é uma hélice, pois k = −τ e τ/k = −1.

Observação 8.1. Seja α(t) = β(l(t)), l(t) = s, onde β(s) é uma reparametrização
pelo comprimento de arco. Para β(s) sabemos que valem as equações de Frenet, ou
seja, é possivel definir

tβ(s) = β′(s)

t′β(s) = k(s) · nβ(s), k(s) = ∥β′(s)∥ > 0

nβ(s) =
β′′(s)

k(s)

n′
β(s) = −k(s) · t(s)− τ(s) · b(s)

bβ(s) = t(s)× n(s)

b′β(s) = τ(s) · n(s)

defina

∥α′(t)∥ = v

tα(t) = tβ(l(t))

nα(t) = nβ(l(t))

bα(t) = bβ(l(t))

kα(t) = kβ(l(t))

τα(t) = τβ(l(t))

então
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dtα
dt

=
dtβ
dl

· dl
dt

= ∥α′(t)∥ · dtβ
dl

= v · k(s) · n(s) = v · kα · nα

dnα

dt
=
dnβ

dl
· dl
dt

= ∥α′(t)∥ · dnβ

dl
= v · (−k(s) · t(s)− τ(s) · b(s))
= −v · k(s) · t(s)− v · τ(s) · b(s)
= −v · k · tα − v · τ · bα.

Veja que
dbα
dt

=
dbβ
dl

· dl
dt

= ∥α′(t)∥ · dbβ
ds

= v · (τ(s) · n(s)) = v · τnα.

Então temos:

t′ = v · k · nα

n′ = −v · k · tα − v · τ · bα, v = ∥α′∥

b′ = v · τ · nα

Agora observe que

α′(t) =
d

dt
(β(l(t)) =

dβ(s)

dl
· dl
dt

= β′(s) · v = v · tβ(s) = v · tα

o que implica que

tα =
α′(t)

v
.

Mas

α′ = v · tα =⇒ α′′ =
dv

dt
· tα + v · dtα

dt
=
dv

dt
· tα + v · t′α

=⇒ α′′ =
dv

dt
· tα + v · (v · k · nα) =

dv

dt
· tα + v2 · k · nα,

ou seja,

α′′ =
dv

dt
· tα + v2 · k · nα.

Fazendo α′ × α′′, teremos

α′ × α′′ = v · tα ×
(
dv

dt
· tα + v2 · k · nα

)
= v3 · k · tα × nα = v3 · k · bα
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o que implica

∥α′ × α′′∥ = v3 · k =⇒ k =
∥α′ × α′′∥

v3
.

Dáı

bα =
α′ × α′′

v3 · k
=

α′ × α′′

v3 · ∥α′×α′′∥
v3

Portanto

bα =
α′ × α′′

∥α′ × α′′∥
.

Agora

α′′′ =
dv

dt
· t′α +

d2v

dt2
· tα + 2v

dv

dt
· k · nα + v2 · dk

dt
· nα + v2 · k · dnα

dt

=
dv

dt
· v · k · nα +

d2v

dt2
· tα + 2v

dv

dt
· k · nα + v2

dk

dt
· nα

+ v2k · (−kvtα − τvbα)

=
dv

dt
· v · k · nα +

d2v

dt2
· tα + 2v

dv

dt
· k · nα − v3k2tα − v3kτbα.

Se fizermos (α′ × α′′) · α′′′, teremos

(α′ × α′′) · α′′′ = −v6k2τ =⇒ τ =
(α′ × α′′) · α′′′

−v6k2
=

(α′ × α′′) · α′′′

−∥α′∥6 · ∥α′×α′′∥2
v6

Dáı

τ = −(α′ × α′′) · α′′′

∥α′ × α′′∥2
.

Resumindo temos:

v = ∥α′(t)∥

tα =
α′(t)

∥α′(t)∥
nα = bα × tα

bα =
α′ × α′′

∥α′ × α′′∥

k =
∥α′ × α′′∥
∥α′∥3



9 Exerćıcios 41

τ =
−(α′ × α′′) · α′′′

∥α′ × α′′∥2

Exemplo 8.2. Considere a curva α(t) = (3t− t3, 3t2, 3t+ t3). Então

α′(t) = 3(1− t2, 2t, 1 + t2)

α′′(t) = 6(−t, 1, t)

α′′′(t) = 6(−1, 0, 1)

Dáı
∥α′(t)∥ = 3

√
(1− t2)2 + 4t2 + (1 + t2)2 = 3

√
2(1 + t2)

∥α′′′(t)∥ = 6
√
2

α′ × α′′ = 18(−1 + t2,−2t, 1 + t2)

∥α′ × α′′∥ = 18
√
2(1 + t2)

(α′ × α′′) · α′′′ = 216

portanto

k =
∥α′ × α′′∥
∥α′∥3

=
18
√
2(1 + t2)

(3
√
2(1 + t2))3

=
1

3(1 + t2)2

τ =
(α′ × α′′) · α′′′

∥α′ × α′′∥2
=

216

(18
√
2(1 + t2))2

=
1

3(1 + t2)2

tα =
α′

∥α′∥
=

(1− t2, 2t, 1 + t2)√
2(1 + t2)

bα =
α′ × α′′

∥α′ × α′′∥
=

(−1 + t2,−2t, 1 + t2)√
2(1 + t2)

nα = bα × tα =
(−2t, 1 + t2, 0)

1 + t2

9 Exerćıcios

1. Calcule o vetor tangente da curva α(t) = (2 cos2 t, sen 2t, 2 sen t) para t arbitrário,
e em t = π/4.

2. Verifique que as aplicações

(a) α(t) = (t, t2, t3), t ∈ R
(b) α(t) = (t, t2 + 2, t3 + t), t ∈ R são curvas regulares
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3. Ache a (única) curva α tal que α(0) = (1, 0,−5) e α′(t) = (t2, t, et).

4. Obtenha a curva regular tal que α(0) = (2, 3, 1) e α′(t) = (t2, t, et).

5. Consideremos a, b ∈ R e αa,b = (at, bt2, t3). Determine os valores de a e b para os
quais αa,b é regular.

6. Mostre que a curva α(t) = (t cos t, t sen t, t), pertence a um cone em R3.

7. Seja α : I → R3 uma curva regular. Prove que ∥α′(t)∥ é constante, se só se,
∀ t ∈ I, α′′(t) é ortogonal a α(t).

8. Verifique que a curva α(s) =

(
1

2
u(s),

1

2u(s)
,
1√
2
log(u(s))

)
, onde u(s) = s +

√
s2 + 1, está parametrizada pelo comprimento de arco.

9. Mostre que a curva α(t) = (cosh t, senh t, t) tem função comprimento de arco
s(t) =

√
2 senh t, e ache uma reparametrização de α pelo comprimento de arco.

10. Considere a curva regular α(t) = (2t, t2, log t), t ∈ (0,∞). Obtenha a função com-
primento de arco a partir de t = 1. Verifique que os pontos (2, 1, 0) e (4, 4, log 2)
pertencem ao traço de α e calcule o comprimento de arco de α entre estes pontos.

11. Prove que a aplicação α(t) = (1+ cos t, sen t, 2 sen(t/2)), t ∈ R é uma curva cujo
traço está contido na interseção do cilindro

C = {(x, y, z) ∈ R3; (x− 1)2 + y2 = 1}

e da esfera S = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 + z2 = 4}.

12. Obtenha uma reparametrização pelo comprimento de arco das curvas

(a) α(t) = (et cos t, et sen t, et), t ∈ R
(b) α(t) = (2 cosh 2t, 2 senh 2t, 4t), t ∈ R

13. Considere as seguintes curvas regulares

(a) α(t) = (4 cos t, 5− 5 sen t,−3 cos t), t ∈ R
(b) α(t) = (1−cos t, sen t, t), t ∈ R, reparametrize estas curvas por comprimento

de arco, obtenha o Triedro de Frenet, a curvatura e a torção .

14. Mostre que as retas tangentes à curva parametrizada regular α(t) = (3t, 3t2, 2t3)
fazem um ângulo constante com a reta y = 0, z = x.

15. Dada a curva α(t) = (t − sen t, 1 − cos t, 4 sen(t/2)), calcule a curvatura k e a
torção τ .
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16. Seja α : I ⊂ R −→ R3 parametrizada pelo comprimento de arco. Suponha que a
curvatura e a torção de α satisfaçam k(s) > 0 e τ(s) > 0,∀s ∈ I. Defina a curva
β : I ⊂ R −→ R3 por β(s) = b(s) (binormal de α). Expresse a curvatura e a
torção de β em função da curvatuta e da torção de α.

17. Seja α : I −→ R3 uma curva regular, parametrizada pelo comprimento de arco,
tal que k(s) > 0,∀s ∈ I. Obtenha α′′′(s) como combinação linear do Triedro de
Frenet de α em s.

18. Determinar as equações dos planos normal, osculador e retificante à curva
α(t) = (2t2 + 1, t− 1, 3t3) no ponto de interseção com o plano zx.

19. Determinar a equação dos planos normal, osculador e retificante à curva
α(t) = (et, e−t,

√
2t) no ponto t = 0.

20. Calcule os aparatos de Frenet da curva parametrizada pelo comprimento de arco

β(s) =

(
4

5
cos s, 1− sen s,

−3

5
cos s

)
. Mostre que esta curva é um ćırculo; ache

seu centro e raio.

21. Considere a curva β(s) =

(
(1 + s)3/2

3
,
(1− s)3/2

3
,
s√
2

)
definida no intervalo

−1 < s < 1. Mostre que β está parametrizada pelo comprimento de arco e
calcule seus aparatos de Frenet.

22. Se α é uma curva com curvatura k > 0, então a Evoluta α∗ = α + 1
k
n consiste

de todos os centros de curvatura α. Para dois números não nulos a e b, seja βab
a hélice β(s) = (a cos(s/c), a sen(s/c), bs/c), onde c =

√
a2 + b2 e a > 0.

(a) Mostre que a evoluta de βab é βab onde a = −b
2

a
.

(b) Deduza que a evoluta de βab é a hélice original βab.

23. Verifique que as curvas são hélices

(a) α(t) = (et, e−t,
√
2t), t ∈ R

(b) α(t) = (t+
√
3 sen t, 2 cos t,

√
3t− sen t), t ∈ R

(c) α(t) = (et cos t, et sen t, et), t ∈ R

24. Prove que a curva α(t) = (at, bt2, ct3), t ∈ R, é uma hélice se, e somente se
3ac = ±2b2.

25. Prove que α é uma hélice se, e somente se existe um vetor unitário v⃗ de R3, que
forma um ângulo constante com os vetores binormais de α.
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26. Prove que a curvatura k de uma curva regular em R3 é dado por

k2v4 = ∥α′′∥2 −
(
dv

dt

)2

,

onde v = ∥α′(t)∥.

27. Determine a torção das seguintes curvas

(a) α(t) = (a(t− sen t), a(1 + cos t), bt), t ≥ 0.

(b) α(t) = (t, at2, 2
3
a2t3), t ≥ 0, onde a é uma constante positiva.

28. Ache a curvatura e a torção da curva α(t) = (3t− t3, 3t2, 3t+ t3), t ≥ 0.

29. Mostre que a torção da curva α(t) = (t, 1 + 1/t, 1/t− t), t ≥ 0 é zero.

30. Mostre que α(t) = (cos2 t− 1/2, sen t cos t, sen t) é uma parametrização da curva
de interseção do cilindro circular, de raio 1/2 e o eixo Oz, com a esfera de raio 1
e centro (−1/2, 0, 0), chamada Curva de Viviani.

31. Sejam α, β : R −→ R3, definidas por α(t) = (t, p + qt + rt2, 0) e β(t) = (t, a +
bect, d), em que p, q, r, a, b, c e d são constantes reais. Estabeleça uma condição
necessária e suficiente, envolvendo as constantes, para que suas curvaturas sejam
iguais em 0, ou seja, kα(0) = kβ(0).

32. Considere a curva α : R −→ R3 dada por α(t) = (3t − t3, 3t2, 3t + t3). Mostre
que k = τ.

33. Sejam α, β : R −→ R3 dadas por α(t) = (t, t2, 0) e β(t) = (t,−t2/2, 0). Determine
todos os valores reais t nos quais a reta tangente a α em α(t) e a reta normal a
β em β(t) têm a mesma direção.

34. Sejam α : R −→ R3 dada por α(t) = (cos t, sen t, t). Prove que o ângulo definido
pelo vetor binormal de α em α(t) e pelo vetor (0, 0, a), a ̸= 0 é constante.

35. Prove que a curva α : R+ −→ R3 dada por α(t) =

(
1 + t2

t
, t+ 1,

1− t

t

)
é plana.
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Caṕıtulo 3

Algumas Noções Topológicas em R3

Faremos uma pequena introdução de alguns conceitos básicos da topologia dos espaços
euclidianos.

1 Bolas

Dado um ponto (x, y, z) ∈ R3; associamos a esse ponto (x, y, z) um número real,
denotado por ∥(x, y, z)∥, chamado Norma de (x, y, z), e definido por

∥(x, y, z)∥ =
√
x2 + y2 + z2.

Definição 1.1. Definimos a distância euclidiana entre os pontos (x1, y1, z1),
(x2, y2, z2) ∈ R3, e denotamos por d = ∥(x1, y1, z1)− (x2, y2, z2)∥, como segue:

d = ∥(x1, y1, z1)− (x2, y2, z2)∥
=

√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2.

Observação 1.1. Assumiremos, para efeito de simplificação, a seguinte notação:

x̄ = (x, y, z) ∈ R3

Definição 1.2. Dados r > 0 e x̄0 ∈ R3, a Bola Aberta centrada em x̄0 e raio r > 0,
denotada por B(x̄0, r),

1 é definida como

B(x̄0, r) = {x̄ ∈ R3; ∥x̄− x̄0∥ < r}.

Definição 1.3. A Bola Fechada centrada em x̄0 ∈ R3 e raio r > 0 é o conjunto

B[x̄0, r] = {x̄ ∈ R3; ∥x̄− x̄0∥ ≤ r}.

1também denotada por Br(x̄0)
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Definição 1.4. A Esfera centrada em x̄0 e raio r > 0 é o conjunto

S(x̄0, r) = {x̄ ∈ R3; ∥x̄− x̄0∥ = r}.

Definição 1.5. Dado X ⊂ R3 e x̄0 ∈ X. Dizemos que x̄0 é Ponto Interior de X se
existir um r > 0 tal que a bola B(x̄0, r) ⊂ X. O conjunto dos pontos interiores a X é
chamado interior de X e será denotado por intX.

Definição 1.6. Dizemos que x̄0 é Ponto Exterior de X, se existe r > 0 tal que
B(x̄0, r) ∩X = ∅.

2 Conjunto Aberto

Definição 2.1. Um conjunto A ⊂ R3 é dito Aberto em R3 quando B(x̄, r) ⊂ A, ∀ x̄ ∈
A 2

Exemplo 2.1.

1. R3 e ∅ são abertos

2. A bola aberta é um conjunto aberto.

De fato, dado x̄ ∈ B(x̄0, r), então d(x̄, x̄0) < r. Tome r1 = r−d(x̄, x̄0) < r, então
B(x̄, r1) ⊂ B(x̄0, r).

3. O conjunto unitário {x̄} de R3 não é aberto, pois toda bola centrada em x̄ e raio
r > 0, temos B(x̄, r) não está contida em {x̄}.

Proposição 3.1. A união qualquer de abertos é aberto. A interseção finita de abertos
é aberto.

Demonstração. Seja {Ai}i uma familia de abertos. Queremos mostrar que a união∪
i

Ai é aberta. Dado x̄ ∈
∪
i

Ai, então existe um i0 tal que x̄ ∈ Ai0 . Como Ai0 é

aberto existe r > 0 tal que B(x̄, r) ⊂ Ai0 . Dáı B(x̄, r) ⊂ Ai0 ⊂
∪
i

Ai.

Agora, se x̄ ∈
n∩

i=1

Ai, então x̄ ∈ Ai, ∀i. Como cada Ai é aberto, então existe ri > 0 tal

que B(x̄, ri) ⊂ Ai. Tome r = min{r1, ..., rn}. Então B(x̄, r) ⊂ Ai,∀i = 1, ..., n.

Logo B(x̄, r) ⊂
n∩

i=1

Ai ,e portanto
n∩

i=1

Ai é aberto.

�
2todo ponto de A é interior a A
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Definição 2.2. Dado X ⊂ R3. Um ponto x̄ ∈ R3 é dito Ponto de Fronteira de X
se toda bola aberta B(x̄, r) intercepta X e XC , ∀ r > 0 onde XC é o complementar
de X.

Observação 2.1. O conjunto dos pontos de fronteira de X, denotaremos por ∂X. Um
conjunto A é aberto quando A ∩ ∂A = ∅.

3 Conjunto Fechado

Definição 3.1. Dizemos que um conjunto F ⊂ R3 é Fechado quando seu comple-
mentar A = FC é um conjunto aberto.

Exemplo 3.1.

1. R3 e ∅ são fechados

2. O conjunto {x̄} ⊂ R3 é um conjunto fechado.

Proposição 3.2. A interseção qualquer de fechados de R3 é fechado. A união finita
de abertos de R3 é aberto

Demonstração. Dada {Fi}i uma familia qualquer de fechados, então {FC
i }i é uma

familia de abertos. Como a união de abertos é aberto, segue que
∪
i

FC
i =

(∩
i

Fi

)C

é

um aberto. Logo
∩
i

Fi é fechado. Por outro lado, como a interseção finita de abertos

é aberto, segue que

(
n∪

i=1

Fi

)C

=
n∩

i=1

FC
i é fechado. Portanto

n∪
i=1

Fi é fechado.

�

4 Conjunto Compacto

Definição 4.1. Um subconjunto L ⊂ R3 é dito Limitado quando existe r > 0 tal que
L ⊂ B(0̄, r).

Exemplo 4.1. Qualquer bola B(x̄, r), r > 0 é um conjunto limitado.

Definição 4.2. Dado X ⊂ R3, um ponto x̄ ∈ R3 é dito Ponto de Acumulação de
X quando toda vizinhança de x̄ contém um ponto de X, diferente de x̄. Denotaremos
por X ′ o conjunto dos pontos de acumulação de X

Exemplo 4.2. Todo ponto x̄ ∈ R3 é ponto de acumulação de R3.
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Observação 4.1. Um ponto x̄ ∈ X ⊂ R3 que não é ponto de acumulação do conjunto
X é dito Ponto Isolado de X.

Observação 4.2. Podemos dizer que um conjunto F ⊂ R3 é fechado quando todo
ponto de acumulação de F pertence a F .

Definição 4.3. Um conjuntoX ⊂ R3 é ditoCompacto quando é fechado e limitado

Observação 4.3. Todo conjunto finito é compacto.

Observação 4.4. Toda bola fechada B[x̄, r] de R3 é compacta.

5 Exerćıcios

1. Dados X, Y subconjuntos de R3. Mostre que:

(a) X é fechado ⇔ X ′ ⊂ X

(b) X ⊂ Y ⇒ X ′ ⊂ Y ′

(c) X ′ é fechado

2. Se X ⊂ Y,X, Y ⊂ R3, mostre que intX ⊂ intY

3. Prove que um conjunto X ⊂ R3 que não tenha pontos de acumulação não tem
pontos interiores.

4. Dado X ⊂ R3, mostre que intX é um conjunto aberto

5. O conjunto X = X ′∪X é chamado conjunto Aderente ou Fecho de X. Mostre
que

(a) X é fechado ⇔ X = X

(b) Se X ⊂ Y , então X ⊂ Y



49

Caṕıtulo 4

Funções Vetoriais de Várias Variáveis

O objetivo principal neste caṕıtulo é estudar alguns campos escalares e vetoriais, que
serão úteis para os caṕıtulos seguintes. Destacamos também os campos conservativos.

1 Função Vetorial

Definição 1.1. É uma aplicação f⃗ : D ⊂ Rn −→ Rm, onde D é um subconjunto não
vazio de Rn.

f⃗ : D ⊂ Rn −→ Rm; (u1, u2, ..., un) 7−→ f⃗(u1, u2, ...un) = (f1, f2, ...fm),

onde cada fi = fi(u1, u2, ..., un) é a função coordenada de f⃗ .

Domı́nio: É o Conjunto D.

Imagem: É o conjunto Imf = {f⃗(u1, u2, ..., un) ∈ Rm; (u1, u2, ..., un) ∈ Rn}

Observação 1.1. Para n = m = 3, escrevemos

f⃗ : D ⊂ R3 −→ R3; (u, v, w) 7−→ f⃗(u, v, w) = (f1(u, v, w), f2(u, v, w), f3(u, v, w))

onde x = f1(u, v, w), y = f2(u, v, w) e z = f3(u, v, w), são funções coordenadas de f⃗ .
Na maioria da vezes, usaremos o caso em que n = m. Os exemplos a seguir ilustram a
imagem de um conjunto através de uma função vetorial

Exemplo 1.1. Sendo f⃗(u, v) = (u − v2, u2 + v), encontrar a imagem da região
0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 2, ou seja, D = {(u, v) ∈ R2; 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 2}
através de f⃗ . Para encontrar f⃗(D), devemos achar a imagem através de f⃗ de cada um
dos segmentos que constituem a fronteira da região D que são encontradas da seguinte
forma

i) Se v = 0 e 0 ≤ u ≤ 1, tem-se x = u e y = u2 com 0 ≤ u ≤ 1, dáı, 0 ≤ x ≤ 1,
com y = x2.

ii) Se u = 1 e 0 ≤ v ≤ 2, tem-se x = 1−v2 e y = 1+v, 0 ≤ v ≤ 2, dáı, x = −y2+2y
e 1 ≤ y ≤ 3.

iii) Se v = 2 e 0 ≤ u ≤ 1, tem-se x = u − 4 e y = u2 + 2 com 0 ≤ u ≤ 1, assim,
y = x2 + 8x+ 18 com −4 ≤ x ≤ −3.



1 Função Vetorial 50

Figura 4.1: Imagem da transformação D

iv) Se u = 0 e 0 ≤ v ≤ 2, tem-se x = −v2 e y = v, com 0 ≤ v ≤ 2, dáı, x = −y2,
com 0 ≤ y ≤ 2.

Exemplo 1.2. Sendo f⃗(u, v, w) = (u cos v senw, u sen v senw, u cosw), então a
imagem do paraleleṕıpedo D = {(u, v, w); 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 2π, 0 ≤ w ≤ π}
por f⃗ está na região 0 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 1, isto é, f⃗(D) está contida na bola esférica
unitária com centro na origem.

Observação 1.2. Usaremos sempre a representação

f⃗(x1, x2, ...xn) = (f1(x1, x2, ...xn), ..., fm(x1, x2, ..., xn)),

ou seja, no domı́no e contra-domı́nio de f⃗ as mesmas coordenadas.

Suponha que f⃗(x, y, z) = f1(x, y, z) i⃗ + f2(x, y, z) j⃗ + f3(x, y, z) k⃗ e g⃗(x, y, z) =

g1(x, y, z) i⃗ + g2(x, y, z) j⃗ + g3(x, y, z) k⃗ são duas funções vetoriais, e h uma função
escalar definidas num domı́nio D ⊂ R3, então definimos

1. (f⃗+g⃗)(x, y, z) = [f1(x, y, z)+g1(x, y, z)] i⃗+[f2(x, y, z)+g2(x, y, z)] j⃗+[f3(x, y, z)+

g3(x, y, z)] k⃗

2. (hf⃗)(x, y, z) = h(x, y, z)[f1(x, y, z) i⃗+ f2(x, y, z) j⃗ + f3(x, y, z) k⃗]

3.

(f⃗ · g⃗)(x, y, z) = f1(x, y, z)g1(x, y, z) + f2(x, y, z)g2(x, y, z) + f3(x, y, z)g3(x, y, z)
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4. (f⃗ × g⃗)(x, y, z) =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

f1(x, y, z) f2(x, y, z) f3(x, y, z)
g1(x, y, z) g2(x, y, z) g3(x, y, z)

∣∣∣∣∣∣
Exemplo 1.3. Sejam f⃗(x, y, z) = x2⃗i + y2j⃗ + z2k⃗ e g⃗(x, y, z) = xy⃗i + yzj⃗ + xzk⃗ e
h(x, y, z) = x+ y + z. Então

1. (f⃗ + g⃗)(x, y, z) = (x2 + xy)⃗i+ (y2 + yz)⃗j + (z2 + xz)k⃗

2.

(hf⃗)(x, y, z) = (x+ y + z)[x2⃗i+ y2j⃗ + z2k⃗]

= (x+ y + z)x2⃗i+ (x+ y + z)y2j⃗ + (x+ y + z)z2k⃗

3. (f⃗ · g⃗)(x, y, z) = x3y + y3z + z3x

4.

(f⃗ × g⃗)(x, y, z) =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
x2 y2 z2

xy yz xz

∣∣∣∣∣∣
= (xy2z − yz3)⃗i+ (xyz2 − zx3)⃗j + (x2yz − xy3)k⃗

2 Limite e Derivadas Parciais

Dada f⃗ : R3 −→ R3 uma função vetorial. Sejam P0 = (x0, y0, z0) ∈ D ⊂ R3 . Dado

L = (l1, l2, l3) em R3, dizemos que lim
P→P0

f⃗ = L, se para todo ϵ > 0, existe δ > 0 tal que

∥f⃗(x, y, z)−L∥ < ϵ sempre que 0 < ∥P−P0∥ < δ. Veja que a desigualdade ∥P−P0∥ < δ
é equivalente a (x − x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2 < δ2, que descreve o interior de uma
esfera de raio δ e centro em (x0, y0, z0). Dáı, geometricamente, a definição significa que
para cada ϵ > 0 existe uma esfera sobre (x0, y0, z0) de raio δ tal que para cada ponto

(x, y, z) dentro da esfera, o comprimento da diferença entre f⃗(x, y, z) e L é menor que
ϵ.

Observação 2.1. Em termos de componentes, se f⃗ = f1 i⃗ + f2 j⃗ + f3 k⃗ e L = l1 i⃗ +
l2 j⃗ + l3 k⃗, a definição implica que

lim
P⃗→P⃗0

f⃗(x, y, z) = L⇐⇒ lim
P⃗→P⃗0

fi(x, y, z) = li, i = 1, 2, 3.

Teorema 2.1. Sejam f⃗ e g⃗ funções vetoriais tais que lim
P→P0

f⃗(x, y, z) = L e

lim
P→P0

g⃗(x, y, z) =M, onde L = (l1, l2, l3) e M = (m1,m2,m3), então temos:
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1. lim
P→P0

[f⃗(x, y, z) + g⃗(x, y, z)] = L+M

2. lim
P→P0

λf⃗(x, y, z) = λL, λ ∈ R

3. lim
P→P0

f⃗(x, y, z) · g⃗(x, y, z) = L ·M

4. lim
P→P0

f⃗(x, y, z)× g⃗(x, y, z) = L×M

5. lim
P→P0

∥f⃗(x, y, z)∥ = ∥L∥

Demonstração. 1. Dados

f⃗(x, y, z) = f1 i⃗+ f2 j⃗ + f3 k⃗, fi = fi(x, y, z), i = 1, 2, 3.

g⃗(x, y, z) = g1 i⃗+ g2 j⃗ + g3 k⃗, gi = gi(x, y, z), i = 1, 2, 3.

L = (l1, l2, l3) e M = (m1,m2,m3).

Então, de acordo com a observação anterior

lim
P→P0

[f⃗(x, y, z) + g⃗(x, y, z)] = lim
P→P0

[(f1 i⃗+ f2 j⃗ + f3 k⃗) + (g1 i⃗+ g2 j⃗ + g3 k⃗)]

= lim
P→P0

[(f1 + g1) i⃗+ (f2 + g2) j⃗ + (f3 + g3) k⃗]

= (l1 +m1) i⃗+ (l2 +m2) j⃗ + (l3 +m3) k⃗

= (l1 i⃗+ l2 j⃗ + l3 k⃗) + (m1 i⃗+m2 j⃗ +m3 k⃗)

= L+M

2.

lim
P→P0

λf⃗(x, y, z) = lim
P→P0

λ(f1 i⃗+ f2 j⃗ + f3 k⃗)

= lim
P→P0

(λf1 i⃗+ λf2 j⃗ + λf3 k⃗)

= λl1 i⃗+ λl2 j⃗ + λl3 k⃗

= λL.

3.

lim
P→P0

f⃗(x, y, z) · g⃗(x, y, z) = lim
P→P0

[(f1 i⃗+ f2 j⃗ + f3 k⃗) · (g1 i⃗+ g2 j⃗ + g3 k⃗)]

= lim
P→P0

(f1g1 + f2g2 + f3g3)

= l1m1 + l2m2 + l3m3

= (l1, l2, l3) · (m1,m2,m3)

= L ·M
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4.

lim
P→P0

f⃗(x, y, z)× g⃗(x, y, z) = lim
P→P0

[(f1 i⃗+ f2 j⃗ + f3 k⃗)× (g1 i⃗+ g2 j⃗ + g3 k⃗)]

= lim
P→P0

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
f1 f2 f3
g1 g2 g3

∣∣∣∣∣∣
= lim

P→P0

[(f2g3 − f3g2) i⃗+ (f3g1 − f1g3) j⃗ + (f1g2 − g1f2) k⃗]

= (l2m3 − l3m2) i⃗+ (l3m1 − l1m3) j⃗ + (l1m2 −m1l2) k⃗

=

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
l1 l2 l3
m1 m2 m3

∣∣∣∣∣∣ = L×M

5.

lim
P→P0

∥f⃗(x, y, z)∥ = lim
P→P0

∥(f1i+ f2j + f3k)∥

= lim
P→P0

√
f 2
1 + f 2

2 + f 2
3

=
√
l21 + l22 + l23 = ∥L∥

�

Exemplo 2.1. Se f⃗ = x2 i⃗+ y2 j⃗ + z2 k⃗ e g⃗ = xy i⃗+ yz j⃗ + xz k⃗, então

lim
(x,y,z)→(1,2,−1)

f⃗(x, y, z) · g⃗(x, y, z) = lim
(x,y,z)→(1,2,−1)

(x3y + y3z + z3x) = −7.

Definição 2.1. Uma função vetorial f⃗ é dito Cont́ınua num ponto (x0, y0, z0) ∈ D ⊂
R3 quando

lim
(x,y,z)→(x0,y0,z0)

f⃗(x, y, z) = f⃗(x0, y0, z0).

Segue que uma função vetorial f⃗ é cont́ınua em D se e somente se cada uma de suas
funções componentes é cont́ınua em D.

Seja f⃗ : D ⊂ R3 −→ R3 função vetorial, com

f⃗(x, y, z) = f1(x, y, z) i⃗+ f2(x, y, z) j⃗ + f3(x, y, z) k⃗.

Então

f⃗x =
∂f⃗

∂x
= lim

∆x→0

f⃗(x+∆x, y, z)− f⃗(x, y, z)

∆x

f⃗y =
∂f⃗

∂y
= lim

∆y→0

f⃗(x, y +∆y, z)− f⃗(x, y, z)

∆y
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f⃗z =
∂f⃗

∂z
= lim

∆z→0

f⃗(x, y, z +∆z)− f⃗(x, y, z)

∆z

são as Derivadas Parciais Vetoriais de f⃗ em relação às variáveis x, y e z, respec-
tivamente, desde que os limites existam.

Observação 2.2. Se f⃗(x, y, z) = f1(x, y, z) i⃗+ f2(x, y, z) j⃗ + f3(x, y, z) k⃗, então

∂f⃗

∂x
=
∂f1
∂x

i⃗+
∂f2
∂x

j⃗ +
∂f3
∂x

k⃗

∂f⃗

∂y
=
∂f1
∂y

i⃗+
∂f2
∂y

j⃗ +
∂f3
∂y

k⃗

∂f⃗

∂z
=
∂f1
∂z

i⃗+
∂f2
∂z

j⃗ +
∂f3
∂z

k⃗.

Com efeito, no caso de
∂f⃗

∂x
:

∂f⃗

∂x
= lim

∆x→0

f⃗(x+∆x, y, z)− f⃗(x, y, z)

∆x

= lim
∆x→0

(
f1(x+∆x, y, z)− f1(x, y, z)

∆x
i⃗+

f2(x+∆x, y, z)− f2(x, y, z)

∆x
j⃗

+
f3(x+∆x, y, z)− f3(x, y, z)

∆x
k⃗)

=
∂f1
∂x

i⃗+
∂f2
∂x

j⃗ +
∂f3
∂x

k⃗.

As outras derivadas são análogas.

Exemplo 2.2. Seja f⃗(x, y, z) = exy i⃗+ (x− y) j⃗ + x sen y k⃗. Então

∂f⃗

∂x
=

∂(exy)

∂x
i⃗+

∂(x− y)

∂x
j⃗ +

∂(x sen y)

∂x
k⃗

= yexy i⃗+ j⃗ + sen y k⃗

3 Campo Vetorial

Definição 3.1. É uma aplicação F⃗ : D ⊂ Rn −→ Rn dada por

F⃗ (X) = (F1(X), F2(X), ..., Fn(X)),

onde X = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn.
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Figura 4.2: Campo F⃗

Exemplo 3.1. Vejamos alguns exemplos

1. F⃗ (x, y) = i⃗

2. F⃗ (x, y) = x i⃗+ y k⃗

3. F⃗ (x, y) = x j⃗

Os exemplos mais importantes de campos vetoriais serão estudados na próxima
seção, sendo considerado o caso n = 3.

4 Gradiente, Divergente, Rotacional e Laplaciano

em coordenadas cartesianas

Como dito antes para funções vetoriais de várias variáveis, consideraremos quase sem-
pre campos F⃗ : D ⊂ Rn −→ Rn, com n = 3, e neste caso, suas funções coorde-
nadas serão sempre denotadas por F1(x, y, z) = P (x, y, z), F2(x, y, z) = Q(x, y, z) e
F3(x, y, z) = R(x, y, z).

4.1 Gradiente

É o campo vetorial de uma função escalar f : D ⊂ R3 −→ R, que denotaremos por ∇f
(ou grad f), dado por
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∇f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
,

ou então

∇f =
∂f

∂x
i⃗+

∂f

∂y
j⃗ +

∂f

∂z
k⃗,

Exemplo 4.1. Dada f(x, y, z) = 3x2y + z5, temos que ∇f = 6xy⃗i+ 3x2j⃗ + 5z4k⃗.

Segue que se ∇f e ∇g existem, então para k constante, tem-se

1. ∇(f + g) = ∇f +∇g

2. ∇(k · f) = k · ∇f

3. ∇(f · g) = ∇f · g + f · ∇g

4. ∇(f/g) =
g · ∇f − f · ∇g

g2

De fato,

1-

∇(f + g) =
∂(f + g)

∂x
i⃗+

∂(f + g)

∂y
j⃗ +

∂(f + g)

∂z
k⃗

=

(
∂f

∂x
+
∂g

∂x

)
i⃗+

(
∂f

∂y
+
∂g

∂y

)
j⃗ +

(
∂f

∂z
+
∂g

∂z

)
k⃗

=

(
∂f

∂x
i⃗+

∂f

∂y
j⃗ +

∂f

∂z
k⃗

)
+

(
∂g

∂x
i⃗+

∂g

∂y
j⃗ +

∂g

∂z

)
k⃗

= ∇f +∇g

2-

∇(kf) =
∂(kf)

∂x
i⃗+

∂(kf)

∂y
j⃗ +

∂(kf)

∂z
k⃗

= k

(
∂f

∂x
i⃗+

∂f

∂y
j⃗ +

∂f

∂z
k⃗

)
= k∇f.
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3-

∇(f · g) =
∂(f · g)
∂x

i⃗+
∂(f · g)
∂y

j⃗ +
∂(f · g)
∂z

k⃗

=

(
∂f

∂x
· g + f · ∂g

∂x

)
i⃗+

(
∂f

∂y
· g + f · ∂g

∂y

)
j⃗ +

(
∂f

∂z
· g + f · ∂g

∂z

)
k⃗

=

(
∂f

∂x
i⃗+

∂f

∂y
j⃗ +

∂f

∂z
k⃗

)
g + f

(
∂g

∂x
i⃗+

∂g

∂y
j⃗ +

∂g

∂z
k⃗

)
= ∇f · g + f · ∇g.

4-

∇(f/g) =
∂(f/g)

∂x
i⃗+

∂(f/g)

∂y
j⃗ +

∂(f/g)

∂z
k⃗

=

(
g · ∂f/∂x− f · ∂g/∂x

g2

)
i⃗+

(
g · ∂f/∂y − f · ∂g/∂y

g2

)
j⃗

+

(
g · ∂f/∂z − f · ∂g/∂z

g2

)
k⃗

=
1

g2
(g · ∇f − f · ∇g) .

4.2 Rotacional

Seja um campo vetorial F⃗ : D ⊂ R3 −→ R3, onde D é um aberto do R3, definido por

F⃗ (x, y, z) = P (x, y, z) i⃗+Q(x, y, z) j⃗ +R(x, y, z) k⃗,

tais que as derivadas parciais de P,Q e R 1 existam em D. O Rotacional de F⃗ ,
denotado por Rot F⃗ , é o campo vetorial definido em D, como ∇ × F⃗ , onde ∇ é o
operador diferencial

∇ =
∂

∂x
i⃗+

∂

∂y
j⃗ +

∂

∂z
k⃗

Observação 4.1. Veja que

Rot F⃗ = ∇× F⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
P Q R

∣∣∣∣∣∣ .
Então

Rot F⃗ =

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
i⃗+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
j⃗ +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
k⃗

1sempre que necessário, consideraremos as funções P, Q e R de classe C1
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Observação 4.2. No caso de F⃗ : D ⊂ R2 −→ R2 dado por F⃗ (x, y) = P (x, y) i⃗ +
Q(x, y) j⃗ definimos

Rot F⃗ =

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
k⃗.

Exemplo 4.2. Dado F⃗ (x, y, z) = xy i⃗+ yz2 j⃗ + xyz k⃗, então o rotacional de F⃗ é

Rot F⃗ (x, y, z) = z(x− 2y) i⃗− yz j⃗ − x k⃗.

Observação 4.3. Seja F⃗ : D ⊂ R3 −→ R3 um campo vetorial. Dizemos que F⃗ é um
Campo Vetorial Irrotacional quando Rot F⃗ = 0⃗ em D.

Segue da definição e das regras de derivação que o Rotacional satisfaz

1. Rot (F⃗ + G⃗) = Rot F⃗ +Rot G⃗

2. Rot (fF⃗ ) = f ·Rot F⃗ +∇f × F⃗ , onde f é uma função escalar diferenciável.

4.3 Divergente

Seja F⃗ : D ⊂ R3 −→ R3 dada por F⃗ = (P, Q, R) um campo vetorial definido no
aberto D ⊂ R3. Suponhamos que existam e sejam cont́ınuas as derivadas parciais de
P, Q e R em D. O Campo Escalar

div F⃗ =
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

chama-se Divergente do campo vetorial F⃗ .

Observação 4.4. Podemos denotar div F⃗ = ∇ · F⃗ , onde ∇ = (∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z) ,
então

∇ · F⃗ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
· (P,Q,R)

=
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

Observação 4.5. Temos:
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1. Rotacional: Campo Vetorial : Rot F⃗ = ∇× F⃗

2. Divergente: Campo Escalar : div F⃗ = ∇ · F⃗

Segue da definição e pelas regras de derivação que

1. div (F⃗ + G⃗) = div F⃗ + div G⃗

2. div (fF⃗ ) = fdiv F⃗ +∇f · F⃗ , onde f é uma função escalar diferenciável.

De fato, dados F⃗ = (P1, Q1, R1), G⃗ = (P2, Q2, R2) e f uma função escalar dife-
renciável, então

1.

div (F⃗ + G⃗) =
∂

∂x
(P1 + P2) +

∂

∂y
(Q1 +Q2) +

∂

∂z
(R1 +R2)

= =
∂P1

∂x
+
∂P2

∂x
+
∂Q1

∂y
+
∂Q2

∂y
+
∂R1

∂z
+
∂R1

∂z

=

(
∂P1

∂x
+
∂Q1

∂y
+
∂R1

∂z

)
+

(
∂P2

∂x
+
∂Q2

∂y
+
∂R2

∂z

)
= div F⃗ + div G⃗.

2.

div (fF⃗ ) =
∂

∂x
(fP1) +

∂

∂x
(fQ1) +

∂

∂x
(fR1)

=
∂f

∂x
P1 + f

∂P1

∂x
+
∂f

∂y
Q1 + f

∂Q1

∂y
+
∂f

∂z
R1 + f

∂R1

∂z

= f

(
∂P1

∂x
+
∂Q1

∂y
+
∂R1

∂z

)
+

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
· (P1, Q1, R1)

= fdiv F⃗ +∆f · F⃗ .

Se
−→
F é um campo vetorial tal que div

−→
F (p) = 0 para todo p ∈ D−→

F
, diz-se que

−→
F é

um Campo Vetorial Solenoidal em D (ou incompresśıvel em D).

4.4 Laplaciano

Sendo f : D ⊂ R3 −→ R uma função escalar, sabemos que o gradiente ∇f é dado
por ∇f = (∂f/∂x, ∂f/∂y, ∂f/∂z), então o divergente do Gradiente de f , ou seja,
div∇f = ∇ · ∇f , denotado por ∇2f será
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∇2f =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
·
(
∂f

∂x
,
∂f

∂x
,
∂f

∂z

)
=

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2

chamado Laplaciano de f , também denotado por ∆f , ou seja,

∆f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
.

5 Campo Conservativo

Definição 5.1. Um campo vetorial F⃗ : D ⊂ R3 −→ R3 denomina-se Conservativo
se existe uma função escalar diferenciável f : D ⊂ R3 −→ R tal que ∇f = F⃗ em D. A
função f : D −→ R que satisfaz ∇f = F⃗ chama-se uma Função Potencial de F⃗ .

Observação 5.1. É posśıvel mostrar que, sob certas condições, um campo vetorial é
conservativo se, e somente se, ele é irrotacional. Por enquanto, veremos a condição
necessária.

Teorema 5.1. Seja F⃗ : D ⊂ R3 −→ R3 um campo vetorial de classe C1 no aberto D.
Se F⃗ é conservativo então F⃗ é Irrotacional em D.

Demonstração. Seja F⃗ = P i⃗+Q j⃗+R k⃗. Supondo F⃗ conservativo, existirá f : D → R
tal que ∇f = F⃗ em D, ou equivalentemente

∂f

∂x
= P,

∂f

∂y
= Q e

∂f

∂z
= R

em D. Como F⃗ é de classe C1, resulta que f é de classe C2. Dai temos

∂f

∂x
= P =⇒ ∂2f

∂y∂x
=
∂P

∂y

∂f

∂y
= Q =⇒ ∂2f

∂x∂y
=
∂Q

∂x
,

o que implica

∂P

∂y
=
∂Q

∂x

em D. De modo análogo, conclui-se que
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∂P

∂z
=
∂R

∂x
e

∂Q

∂z
=
∂R

∂y

em D. Como

Rot F⃗ =

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
i⃗+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
j⃗ +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
k⃗,

segue que
Rot F⃗ = 0⃗ em D.

�
Exemplo 5.1. Dado o campo vetorial F⃗ (x, y, z) = (eyz, xzeyz, xyeyz), então F⃗ é con-

servativo, pois se tomarmos a função escalar f(x, y, z) = xeyz, seguirá que ∇f = F⃗ .

Observação 5.2. A rećıproca do Teorema acima não é verdadeira, ou seja, se F⃗ é
irrotacional, então F⃗ não é necessariamente conservativo, pois se considerarmos o

campo vetorial (Elemento de Ângulo), F⃗ (x, y) =
−y

x2 + y2
i⃗ +

x

x2 + y2
j⃗, temos que

Rot F⃗ = 0, mas F⃗ não é conservativo.

Definição 5.2. Dado um campo vetorial F⃗ : D ⊂ R3 −→ R3, se existe outro campo
vetorial G⃗ : D ⊂ R3 −→ R3 tal que F⃗ = Rot G⃗ em D , o campo G⃗ é dito um Potencial
Vetorial do campo F⃗ em D.
Observação 5.3. A existência de um potencial vetorial para um campo dado está
relacionada com campos solenoidais 2, assim como os campos conservativos estão rela-
cionados com os campos irrotacionais. Vamos mostrar que, sob certas condições, um
campo vetorial tem potencial vetorial se, e somente se, ele é Solenoidal; tais restrições,
referem-se ao campo vetorial e ao conjunto onde o campo admita o potencial vetorial.
Veremos mais adiante, um tipo de conjunto onde um campo é solenoidal, mas não
possui um potencial vetorial nesse conjunto.

Lema 5.1. Dado um campo vetorial F⃗ : D ⊂ R3 −→ R3, então div Rot F⃗ = 0.

Demonstração. Dado F⃗ = (P,Q,R), então

Rot F⃗ =

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
i⃗+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
j⃗ +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
k⃗.

Dáı

divRot F⃗ =
∂

∂x

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
+

∂

∂y

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
+

∂

∂z

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
=

∂2R

∂x∂y
− ∂2Q

∂x∂z
+

∂2P

∂y∂z
− ∂2R

∂y∂x
+

∂2Q

∂z∂x
− ∂2P

∂z∂y
= 0

�
2div F⃗ = 0
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Proposição 4.1. Seja D um conjunto aberto do R3, onde dois pontos quaisquer de D,
podem ser ligados por segmentos paralelos aos eixos coordenados. Se F⃗ : D ⊂ R3 −→ R3

é de classe C1 em D, então F⃗ tem um potencial vetorial em D se, e somente se, F⃗ é
solenoidal.

Demonstração. =⇒⌉ Se F⃗ tem um potencial vetorial G⃗, em D, decorre que F⃗ = Rot G⃗

em D, ou seja, div F⃗ = div Rot G⃗, pelo lema 5.1, segue que F⃗ é solenoidal.

⌈⇐= Suponha que F⃗ seja solenoidal(divF⃗ = 0) em D. Sejam F⃗ = (P,Q,R) e G⃗ =

(G1, G2, G3). Queremos mostrar que F⃗ = Rot G⃗, ou seja,

P =
∂G3

∂y
− ∂G2

∂z
, Q =

∂G1

∂z
− ∂G3

∂x
e R =

∂G2

∂x
− ∂G1

∂y
.

Considerando G3 = G3(z), tem-se

P = −∂G2

∂z
e Q =

∂G1

∂z
,

assim, por integração, tem-se

G2 = −
∫ z

z0

F1dz + f(x, y) e G1 =

∫ z

z0

F2dz + g(x, y)

onde z0 é constante, f e g são funções que independem de z. Temos que encontrar
as funções f e g. Substitúındo G1 e G2 na equação de R, obtem-se

R =
∂

∂x

(
−
∫ z

z0

Pdz + f(x, y)

)
− ∂

∂y

(∫ z

z0

Qdz + g(x, y)

)
= −

∫ z

z0

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
dz + fx(x, y)− gy(x, y).

Como F⃗ é solenoidal, isto é,

div F⃗ =
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
= 0,

tem-se
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
= −∂R

∂z
, assim

R(x, y, z) =

∫ z

z0

∂R

∂z
dz + fx(x, y)− gy(x, y)

= R(x, y, z)
∣∣z
z0
+ fx(x, y)− gy(x, y)

= R(x, y, z)−R(x, y, z0) + fx(x, y)− gy(x, y),
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ou seja, f e g devem ser soluções da equação fx(x, y)− gy(x, y) = R(x, y, z0). To-
mando f(x, y) =

∫ x

x0
R(x, y, z0)dx, onde x0 é constante e g(x, y) tal que gy(x, y) =

R(x0, y, z0), segue que a equação fx(x, y)− gy(x, y) = R(x, y, z0) se verifica, por-

tanto, se F⃗ é solenoidal, definindo o campo G⃗ por

G⃗(x, y, z) =

(∫ z

z0

Q(x, y, z)dz + g(x, y),

∫ x

x0

R(x, y, z0)dx−
∫ z

z0

P (x, y, z)dz,G3(z)

)
,

onde g(x, y) é tal que gy(x, y) = R(x0, y, z0), tem-se F⃗ = Rot G⃗.

�

6 Campos Vetoriais em Coordenadas Curvilineas

Ortogonais

Estudaremos os campos vetoriais como visto na seção anterior, porém em coordenadas
curviĺıneas.

6.1 Coordenadas Curvilineas

Seja F⃗ : D ⊂ R3 −→ R3 a transformação definida por

x = f1(u, v, w), y = f2(u, v, w), z = f3(u, v, w).

Se num aberto D ⊂ R3, F⃗ é injetiva e de classe C1 e o determinante da diferencial
de F⃗ , det dF⃗ (u, v, w) > 0, pelo Teorema da função inversa, estas equações podem
ser resolvidas unicamente para u, v e w em função de x, y e z, ou seja, cada ponto
(x, y, z) ∈ F⃗ (D) corresponde a um único ponto (u, v, w) em D. Para qualquer ponto

fixo P0 = (u0, v0, w0) ∈ D, são obtidas curvas coordenadas em F⃗ (D) passando por

F⃗0 = q0, dadas por

i) Curva u−parâmetro: x = f1(u, v0, w0), y = f2(u, v0, w0) e z = f3(u, v0, w0)

ii) Curva v−parâmetro: x = f1(u0, v, w0), y = f2(u0, v, w0) e z = f3(u0, v, w0)

iii) Curva w−parâmetro: x = f1(u0, v0, w), y = f2(u0, v0, w) e z = f3(u0, v0, w)

Estas curvas coordenadas definem localmente um sistema de coordenadas em R3 cha-
mado Sistema de Coordenadas Curviĺıneas uvw em q0.

Dois exemplos especiais de coordenadas curviĺıneas são as Coordenadas
Ciĺındricas dadas pelas equações

x = u cos v, y = u sen v, z = w,
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Figura 4.3: Sistema de Coordenadas Curviĺıneas

com u > 0, 0 ≤ v ≤ 2π e −∞ < w < +∞, cuja corresponência entre as coordenadas
ciĺındricas retangulares é dada por

u =
√
x2 + y2, v = arctan

(y
x

)
e w = z;

e as Coordenadas Esféricas, dadas pelas equações

x = u sen v cosw, y = u sen v senw, z = u cos v,

com u > 0, 0 ≤ v ≤ π e 0 ≤ w < 2π e a relação inversa é dada por

u =
√
x2 + y2 + z2, v = arccos

(
z√

x2 + y2 + z2

)
e w = arctan

y

x
.

Os Vetores Tangentes Básicos do sistema de coordenadas curviĺıneas em q0, são os
vetores que denotaremos por Tu, Tv e Tw, unitários e tangentes às curvas coordenadas
em q0.

Proposição 4.2. Se r⃗ = x i⃗ + y j⃗ + z k⃗ é o vetor posição de um ponto P (x, y, z) no
sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, onde x = x(u, v, w), y = y(u, v, w) e
z = z(u, v, w) então os vetores tangentes básicos Tu, Tv e Tw são dados por

Tu =
1

∥∂r⃗/∂u∥
∂r⃗

∂u
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Figura 4.4: Vetores básicos Tu, Tv e Tw em q0

Tv =
1

∥∂r⃗/∂v∥
∂r⃗

∂v

Tw =
1

∥∂r⃗/∂w∥
∂r⃗

∂w

Demonstração. Sendo x, y e z funções de u, v e w, então

r⃗ = x(u, v, w) i⃗+ y(u, v, w) j⃗ + z(u, v, w) k⃗.

Mantendo v = v0 e w = w0 constantes, r⃗ é o vetor posição de um ponto qualquer da

curva u−parâmetro, logo
∂r⃗

∂u
é um vetor tangente à curva u− parâmetro, ou seja,

Tu =
1

∥∂r⃗/∂u∥
∂r⃗

∂u

De forma análoga, o resultado segue para Tv e Tw, ou seja,

Tv =
1

∥∂r⃗/∂v∥
∂r⃗

∂v

Tw =
1

∥∂r⃗/∂w∥
∂r⃗

∂w

�
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Observação 6.1. Para efeito de simplificação, usaremos a partir de agora a notação

hu = ∥∂r⃗/∂u∥, hv = ∥∂r⃗/∂v∥ e hw = ∥∂r⃗/∂w∥ e teremos Tu =
1

hu
· ∂r⃗
∂u
, Tv =

1

hv
· ∂r⃗
∂v

e Tw =
1

hw
· ∂r⃗
∂w

.

Exemplo 6.1. Vamos encontrar os vetores tangentes básicos do sistema de coordena-
das ciĺındricas, sendo r⃗ = u cos v⃗i+ u sen vj⃗ + wk⃗.

∂r⃗

∂u
= cos v⃗i+ sen vj⃗ + 0k⃗ ⇒

∥∥∥∂r⃗
∂u

∥∥∥ =
√
cos2 v + sen2 v = 1

∂r⃗

∂v
= −u sen v⃗i+ u cos vj⃗ + 0k⃗ ⇒

∥∥∥∂r⃗
∂v

∥∥∥ =
√
u2 sen2 v + u2 cos2 v = u

∂r⃗

∂w
= 0⃗i+ 0⃗j + k⃗ ⇒

∥∥∥ ∂r⃗
∂w

∥∥∥ = 1,

Portanto

Tu =
1

hu

∂r⃗

∂u
= cos v⃗i+ sen vj⃗ + 0k⃗

Tv =
1

hv

∂r⃗

∂v
= − sen i⃗+ cos vj⃗ + 0k⃗

Tw =
1

hw

∂r⃗

∂w
= 0⃗i+ 0⃗j + k⃗

Exemplo 6.2. Vamos encontrar os vetores tangentes básicos do sistema de coordena-
das esféricas. Como o vetor posição r⃗ em função das coordenadas esféricas, é

r⃗ = u sen v cosw i⃗+ u sen v senw j⃗ + u cos v k⃗,

os vetores tangentes às curvas coordenadas são

Tu =
1

hu

∂r⃗

∂u
= sen v cosw i⃗+ sen v senw j⃗ + cos v k⃗

Tv =
1

hv

∂r⃗

∂v
= cos v cosw i⃗+ cos v senw j⃗ − sen v k⃗

Tw =
1

hw

∂r⃗

∂w
= − senw i⃗+ cosw j⃗ + 0 k⃗.

Um sistema de coordenadas curviĺıneas é dito Ortogonal, quando as curvas coor-
denadas se interceptam ortogonalmente em todo ponto de uma região F⃗ (D), ou ainda,
quando os vetores tangentes básicos do sistema são mutuamente ortogonais em cada
ponto de F⃗ (D).
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Exemplo 6.3. O sistema de coordenadas ciĺındricas é ortogonal.

De fato,
Tu · Tv = − cos v sen v + sen v cos v + 0 = 0

Tu · Tw = 0 + 0 + 0 = 0

Tv · Tw = 0 + 0 + 0 = 0

Exemplo 6.4. Vamos verificar que o sistema de coordenadas esféricas é ortogonal.

De fato,

Tu · Tv = sen v cos v cos2w + sen v cos v sen2w − sen v cos v = 0

Tu · Tw = − sen v senw cosw + sen v senw cosw = 0

Tv · Tw = − cos v senw cosw + cos v senw cosw = 0

Dáı o sistema de coordenadas esféricas é ortogonal.

Seja f : Rn −→ R uma função escalar e c um valor na imagem de f , então o con-
junto dos pontos (x1, x2, ..., xn) ∈ D ⊂ Rn; f(x1, x2, ..., xn) = c é chamado Conjunto
de Nı́vel de f correspondente ao ńıvel c. Se n = 2 e z = f(x, y), o conjunto de ńıvel
de f correspondente ao ńıvel z = c é chamado Curva de Nı́vel de f correspondente
ao ńıvel c. Se n = 3 e w = f(x, y, z), tal conjunto é chamado de Superf́ıcie de Nı́vel
de f correspondente ao ńıvel w = c.

Suponha que das equações x = f1(u, v, w), y = f2(u, v, w) e z = f3(u, v, w), é
posśıvel obter u, v e w como funções de x, y e z, isto é

u = g1(x, y, z), v = g2(x, y, z) e w = g3(x, y, z).

As superf́ıcies de ńıveis das funções g1, g2 e g3, são chamadas Superf́ıcies Coorde-
nadas de u, v e w, respectivamente. Os vetores unitários e Normais às superf́ıcies
coordenadas de

u = g1(x, y, z), v = g2(x, y, z) e w = g3(x, y, z).

são dados, respectivamente, por

Nu =
∇u

∥∇u∥
, Nv =

∇v
∥∇v∥

e Nw =
∇w

∥∇w∥
,

onde, por exemplo, ∇u = (∂u/∂x, ∂u/∂y, ∂u/∂z). De forma análoga para ∇v e ∇w.
De fato, os vetores ∇u,∇v e ∇w são normais às superf́ıcies de ńıveis das funções

g1, g2 e g3, respectivamente.
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Exemplo 6.5. Encontrar os vetores unitários e normais às superf́ıcies coordenadas,
dadas pela transformação coordenadas ciĺındricas.

A transformação coordenadas ciĺındricas é definida pelas equações

x = u cos v, y = u sen v e z = w

expressando u, v e w como funções de x, y e z, obtém-se

u =
√
x2 + y2, v = arctan

y

x
e w = z.

Calculando o gradiente de cada uma destas funções, obtemos

∇u = (∂u/∂x, ∂u/∂y, ∂u/∂z) =
1√

x2 + y2
(x, y, 0) =⇒ ∥∇u∥ =

√
x2 + y2√
x2 + y2

= 1

∇v = (∂v/∂x, ∂v/∂y, ∂v/∂z) =
1

x2 + y2
(−y, x, 0) =⇒ ∥∇v∥ =

√
x2 + y2

x2 + y2
=

1√
x2 + y2

∇w = (∂w/∂x, ∂w/∂y, ∂w/∂z) = (0, 0, 1) =⇒ ∥∇w∥ = 1

Dáı

Nu =
∇u
∥∇u∥

=

(
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

, 0

)
=
(u cos v

u
,
u sen v

u
, 0
)
= (cos v, sen v, 0)

Nv =
∇v

∥∇v∥
=

√
x2 + y2

x2 + y2
(−y, x, 0) =

1√
x2 + y2

(−y, x, 0) = 1

u
(−u sen v, u cos v, 0)

= (− sen v, cos v, 0)

Nw =
∇w
∥∇w∥

= (0, 0, 1)

Exemplo 6.6. Vetores normais unitários em coordenadas esféricas.

Sendo x = u sen v cosw, y = u sen v senw, z = u cos v, onde u =
√
x2 + y2 + z2,

v = arccos

(
z√

x2 + y2 + z2

)
, w = arctan

(y
x

)
, temos

∇u = (∂u/∂x, ∂u/∂y, ∂u/∂z) =

(
x√

x2 + y2 + z2
,

y√
x2 + y2 + z2

,
z√

x2 + y2 + z2

)
=

(u sen v cosw
u

,
u sen v senw

u
,
u cos v

u

)
= (sen v cosw, sen v senw, cos v).

∥∇u∥ =
√
sen2 v cos2w + sen2 v sen2w + cos2 v =

√
sen2 v + cos2 v = 1.
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Logo

Nu =
∇u
∥∇u∥

= (sen v cosw, sen v senw, cos v).

Aqui para Nv, usaremos o fato que g = arccos(u) =⇒ g′ =
−1√
1− u2

u′.

∇v = (∂v/∂x, ∂v/∂y, ∂v/∂z) =
(cos v cosw

u
,
cos v senw

u
,−sen v

u

)
e

∥∇v∥ =
1

u
.

Portanto

Nv =
∇v

∥∇v∥
= u(

cos v cosw

u
,
cos v senw

u
,−sen v

u
)

= (cos v cosw, cos v senw,− sen v)

Para Nw, teremos

∇w =
1

x2 + y2
(−y, x, 0) =⇒ ∥∇w∥ = 1.

Logo

Nw =
∇w

∥∇w∥
= (− senw, cosw, 0).

Observação 6.2. Vimos que no sistema de coordenadas ciĺındricas os vetores tangentes
básicos são

Tu = cos v⃗i+ sen vj⃗ + 0k⃗

Tv = − sen v⃗i+ cos vj⃗ + 0k⃗

Tw = 0⃗i+ 0⃗j + k⃗,

que são, respectivamente, os vetores normais Nu, Nv e Nw, ou seja, Tu = Nu, Tv = Nv

e Tw = Nw.

Vejamos que isso é verdade, de modo geral. Para isso definimos o que chamaremos
de Conjuntos Rećıprocos de Vetores.

Definição 6.1. Sejam {u1, u2, u3} e {v1, v2, v3} conjuntos de vetores satisfazendo
ui · vj = δij, onde δij é o delta de Kronecker, definido com

δij =

{
1, se i = j
0, se i ̸= j

Então os conjuntos em questão são chamados deConjuntos Rećıprocos de Vetores.

Lema 6.1. Se {u1, u2, u3} e {v1, v2, v3} são conjuntos rećıprocos de vetores então o
produtos mistos [u1, u2, u3] ̸= 0 e [v1, v2, v3] ̸= 0.
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Demonstração. Se [u1, u2, u3] fosse zero, os vetores u1, u2, u3 seriam coplanares, e, por
exemplo,

u1 = k1u2 + k2u3.

Dáı
1 = u1 · v1 = k1u2v1 + k2u3v1 = 0;

absurdo. De forma similar, [v1, v2, v3] ̸= 0.

�

Lema 6.2. Se {u1, u2, u3} e {v1, v2, v3} são conjuntos rećıprocos de vetores, então

vi =
uj × uk

[u1, u2, u3]
,

onde 1 ≤ i, j, k ≤ 3, dist́ıntos entre si, onde [u1, u2, u3] é o produto misto entre u1, u2
e u3.

Demonstração. Temos que v1 · u2 = v1 · u3 = 0 e v1 · u1 = 1; como v1 é ortogonal a u2
e u3, é paralelo à u2 × u3, então v1 = k(u2 × u3) onde k é uma constante; dáı

u1 · v1 = ku1 · (u2 × u3) = k[u1, u2, u3].

O que implica,

k =
u1 · v1

[u1, u2, u3]
=

1

[u1, u2, u3]
.

Logo,

v1 =
u2 × u3

[u1, u2, u3]
.

As outras identidades são análogas. �

Proposição 4.3. Os conjuntos

{
∂r⃗

∂u
,
∂r⃗

∂v
,
∂r⃗

∂w

}
e {∇u,∇v,∇w} são conjuntos rećıprocos

de vetores.

Demonstração. Considere

u = u(x, y, z) = u(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) (1)

derivando (1), com relação a u, temos

∂u

∂x
· ∂x
∂u

+
∂u

∂y
· ∂y
∂u

+
∂u

∂z
· ∂z
∂u

= 1;

além disso,
∂r⃗

∂u
=
∂x

∂u
i⃗+

∂y

∂u
j⃗ +

∂z

∂u
k⃗,
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onde r⃗ = x i⃗+ y j⃗ + z k⃗ em (u, v, w), e

∇u =
∂u

∂x
i⃗+

∂u

∂y
j⃗ +

∂u

∂z
k⃗,

segue que
∂r⃗

∂u
· ∇u = 1;

de forma análoga,
∂r⃗

∂v
· ∇v = 1 =

∂r⃗

∂w
· ∇w.

Por outro lado, derivando (1) com relação a v, temos

∂u

∂x
· ∂x
∂v

+
∂u

∂y
· ∂y
∂v

+
∂u

∂z
· ∂z
∂v

= 0;

e isto implica que
∂r⃗

∂u
· ∇v = 0;

analogamente,

0 =
∂r⃗

∂u
· ∇w =

∂r⃗

∂v
· ∇u =

∂r⃗

∂v
· ∇w =

∂r⃗

∂w
· ∇u =

∂r⃗

∂w
· ∇v;

ou seja,

{
∂r⃗

∂u
,
∂r⃗

∂v
,
∂r⃗

∂w

}
e {∇u,∇v,∇w} são conjuntos rećıprocos de vetores. �

Observação 6.3. Conjunto de vetores {u, v, w}, tais que o produto misto, [u, v, w] = 1,
são, às vezes, chamados de Dextrógiro

Lema 6.3. O conjunto de vetores {Tu, Tv, Tw} em coordenadas ciĺındricas satisfaz
[Tu, Tv, Tw] = 1.

Demonstração. Vimos que

Tu = cos v⃗i+ sen vj⃗ + 0k⃗

Tv = − sen v⃗i+ cos vj⃗ + 0k⃗

Tw = 0⃗i+ 0⃗j + k⃗,

então

[Tu, Tv, Tw] =

∣∣∣∣∣∣
cos v sen v 0
− sen v cos v 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = cos2 v + sen2 v = 1

�

Lema 6.4. O conjunto de vetores {Tu, Tv, Tw} em coordenadas esféricas satisfaz
[Tu, Tv, Tw] = 1.
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Demonstração. Tal como no lema anterior, em coordenadas esféricas �

Observação 6.4. Os resultados dos Lemas 6.3 e 6.4, também valem para o conjunto
{Nu, Nv, Nw}.

Proposição 4.4. Os conjuntos {Tu, Tv, Tw} de vetores tangentes e {Nu, Nv, Nw} de
vetores normais em coordenadas curviĺıneas ortogonais são conjuntos rećıprocos de ve-
tores.

Demonstração. Basta mostrarmos que hu =
1

∥∇u∥
, hv =

1

∥∇v∥
e hw =

1

∥∇w∥
. Dada

f uma função escalar, seja ∇f = fuTu + fvTv + fwTw e determinemos às funções fu, fv
e fw nesta igualdade. Dado o vetor posição r⃗ = r⃗(u, v, w) temos que a diferencial de r⃗
é dada por

dr⃗ =
∂r⃗

∂u
du+

∂r⃗

∂v
dv +

∂r⃗

∂w
dw.

Como
∂r⃗

∂u
= huTu,

∂r⃗

∂v
= hvTv e

∂r⃗

∂w
= hwTw, segue que

dr⃗ = huduTu + hvdvTv + hwdwTw.

Agora, por um lado

df =
∂f

∂u
du+

∂f

∂v
dv +

∂f

∂w
dw.

Por outro lado, df = ∇f · dr⃗, pois sendo

f = f(x, y, z) = f(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)),

segue que,

df =
∂f

∂x

∂x

∂u
+
∂f

∂y

∂y

∂v
+
∂f

∂z

∂z

∂w
= ∇f · dr⃗.

Portanto

df = ∇f · dr⃗ = (fuTu + fvTv + fwTw) · (huduTu + hvdvTv + hwdwTw)

= fuhudu+ fvhvdv + fwhwdw

comparando estas equações, segue que

fuhu =
∂f

∂u
=⇒ fu =

1

hu

∂f

∂u

fvhv =
∂f

∂v
=⇒ fv =

1

hv

∂f

∂v

fwhw =
∂f

∂w
=⇒ fw =

1

hw

∂f

∂w
.
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Logo

∇f =
1

hu

∂f

∂u
Tu +

1

hv

∂f

∂v
Tv +

1

hw

∂f

∂w
Tw.

Agora se considerarmos f = u, segue que

∇u =
1

hu
Tu =⇒ ∥∇u∥ =

1

hu
.

As outras identidades são análogas. �
Proposição 4.5. Num sistema de coordenadas curviĺıneas ortogonais {u, v, w} (com
[u, v, w] = 1), temos que Tu = Nu, Tv = Nv, Tw = Nw.

Demonstração. Como os conjuntos {Tu, Tv, Tw} e {Nu, Nv, Nw} são rećıprocos, então
pelo lema 6.2,

Nu =
Tv × Tw

[Tu, Tv, Tw]
= Tv × Tw = Tu.

�
Proposição 4.6. Num sistema de coordenadas curviĺıneas ortogonais, valem

i) Tu = hu∇u, Tv = hv∇v e Tw = hw∇w

ii) ∇u · ∇v ×∇w = (huhvhw)
−1.

Demonstração. i) Tu = Nu =
1

∥∇u∥
∇u = hu∇u. Os outros resultados são análogos.

ii)

∇u · ∇v ×∇w =
1

hu
Tu

(
1

hv
Tv ×

1

hw
Tw

)
=

1

huhvhw
Tu · Tv × Tw

=
1

huhvhw
= (huhvhw)

−1.

�

6.2 Gradiente, Divergente e Rotacional em Coordenadas Cur-
viĺıneas Ortogonais

Seja um sistema de coordenadas curviĺıneas definido pelas equações

x = f1(u, v, w), y = f2(u, v, w) e z = f3(u, v, w).

Então, se uma função real f depende das coordenadas cartesianas x, y e z, fazendo a
mudança de coordenadas fica f(x, y, z) = f(f1(u, v, w), f2(u, v, w), f3(u, v, w)).
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Proposição 4.7. Se f é uma função real das coordenadas curviĺıneas u, v e w, o
Gradiente de f é dado por

∇f =
∂f

∂u
∇u+ ∂f

∂v
∇v + ∂f

∂w
∇w.

E se o sistema de coordenadas curviĺıneas é ortogonal,

∇f =
1

hu

∂f

∂u
Tu +

1

hv

∂f

∂v
Tv +

1

hw

∂f

∂w
Tw.

Demonstração. O gradiente de f em coordenadas cartesianas ortogonais é

∇f =
∂f

∂x
i⃗+

∂f

∂y
j⃗ +

∂f

∂z
k⃗

Usando a regra da cadeia, tem-se

∂f

∂x
=
∂f

∂u
· ∂u
∂x

+
∂f

∂v
· ∂v
∂x

+
∂f

∂w
· ∂w
∂x

∂f

∂y
=
∂f

∂u
· ∂u
∂y

+
∂f

∂v
· ∂v
∂y

+
∂f

∂w
· ∂w
∂y

∂f

∂z
=
∂f

∂u
· ∂u
∂z

+
∂f

∂v
· ∂v
∂z

+
∂f

∂w
· ∂w
∂z

.

Substitúındo
∂f

∂x
,
∂f

∂y
e
∂f

∂z
no segundo membro do gradiente de f , obtem-se

∇f =
∂f

∂u

(
∂u

∂x
i⃗+

∂u

∂y
j⃗ +

∂u

∂z
k⃗

)
+
∂f

∂v

(
∂v

∂x
i⃗+

∂v

∂y
j⃗ +

∂v

∂z
k⃗

)
+

∂f

∂w

(
∂w

∂x
i⃗+

∂w

∂y
j⃗ +

∂w

∂z
k⃗

)
=

∂f

∂u
∇u+ ∂f

∂v
∇v + ∂f

∂w
∇w.

A segunda parte para ∇f , basta ver, pela Proposição 4.6, que

Tu = hu∇u, Tv = hv∇v e Tw = hw∇w.

�

Corolário 6.1. Num sistema de coordenadas ciĺındricas x = u cos v, y = u sen v,
z = w o gradiente de uma função escalar f é dado por

∇f =
∂f

∂u
Tu +

1

u

∂f

∂v
Tv +

∂f

∂w
Tw
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Demonstração. De fato, basta ver que os fatores hu, hv, hw são dados por hu = 1,
hv = u e hw = 1. �

Corolário 6.2. Num sistema de coordenadas esféricas x = u sen v cosw,
y = u sen v senw e z = u cos v o gradiente de uma função escalar f é dado por

∇f =
∂f

∂u
Tu +

1

u

∂f

∂v
Tv +

1

u sen v

∂f

∂w
Tw.

Demonstração. Basta ver que hu = 1, hv = u e hw = u sen v. �

Exemplo 6.7. Vamos calcular o gradiente da função f(x, y, z) = x2 + y2 − z2, no
sistema de coordenadas esféricas. As coordenadas esféricas são dadas pelas equações

x = u sen v cosw, y = u sen v senw e z = u cos v.

Assim

f(u, v, w) = (u sen v cosw)2 + (u sen v senw)2 − (u cos v)2

= −u2 cos(2v)

e suas derivadas parciais de primeira ordem são

∂f

∂u
= −2u cos(2v),

∂f

∂v
= 2u2 sen(2v) e

∂f

∂w
= 0

tem-se ainda que
hu = 1, hv = u, hw = u sen v

Tu = sen v cosw i⃗+ sen v senw j⃗ + cos v k⃗

Tv = cos v cosw i⃗+ cos v senw j⃗ − sen v k⃗

Tw = − senw i⃗+ cosw j⃗.

Portanto

∇f = (−2u cos(2v))Tu +
1

u
2u2 sen(2v)Tv +

1

u sen v
0 · Tw

= −2u cos(2v)Tu + 2u sen vTv + 0 · Tw.

Observação 6.5. Considere F⃗ (x, y, z) = G1⃗i + G2j⃗ + G3k⃗, com G1 = G1(u, v, w),
G2 = G2(u, v, w) e G3 = G3(u, v, w). Como

i⃗ = (⃗iTu)Tu + (⃗iTv)Tv + (⃗iTw)Tw

j⃗ = (⃗jTu)Tu + (⃗jTv)Tv + (⃗jTw)Tw

k⃗ = (k⃗Tu)Tu + (k⃗Tv)Tv + (k⃗Tw)Tw
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segue que

F⃗ = G1((⃗iTu)Tu + (⃗iTv)Tv + (⃗iTw)Tw) +G2((⃗jTu)Tu + (⃗jTv)Tv + (⃗jTw)Tw)

+ G3((k⃗Tu)Tu + (k⃗Tv)Tv + (k⃗Tw)Tw)

= (G1(⃗iTu) +G2(⃗jTu) +G3(k⃗Tu))Tu + (G1(⃗iTv) +G2(⃗jTv) +G3(k⃗Tv))Tv

+ (G1(⃗iTw) +G2(⃗jTw) +G3(k⃗Tw))Tw

= F1Tu + F2Tv + F3Tw.

Lema 6.5. Sejam F⃗ e G⃗ dois campos vetoriais definidos num aberto D, cujas compo-
nentes admitem derivadas parciais em D. Então div (F⃗×G⃗) = G⃗·(Rot F⃗ )−F⃗ ·(Rot G⃗).

Demonstração. Ver exerćıcio 18 �

Proposição 4.8. O Divergente do campo F⃗ = F1Tu+F2Tv+F3Tw em coordenadas
curviĺıneas ortogonais u, v e w, é dado por

div F⃗ =
1

huhvhw

(
∂

∂u
(hvhwF1) +

∂

∂v
(huhwF2) +

∂

∂w
(huhvF3)

)
Demonstração. Temos que div (F⃗ + G⃗) = div F⃗ + div G⃗, onde F⃗ e G⃗ são campos

vetoriais. Então div F⃗ = div (F1Tu) + div (F2Tv) + div (F3Tw), como o sistema de
coordenadas é ortogonal, tem-se Tu = Tv × Tw = hvhw∇v × ∇w, substituindo Tu em
div (F1Tu) e sabendo que div (fG⃗) = f div G⃗+∇f · G⃗, obtem-se

div (F1Tu) = hvhwF1div (∇v ×∇w) +∇v ×∇w∇(hvhwF1).

Mas pelo lema 6.5

div (∇v ×∇w) = ∇w · rot ∇v −∇v · rot ∇w = ∇w · 0−∇v · 0 = 0

e usando a proposição 4.7, teremos

∇v ×∇w · ∇(hvhwF1) = ∇v ×∇w

(
∂

∂u
(hvhwF1)∇u+

∂

∂v
(hvhwF1)∇v +

∂

∂w
(hvhwF1)∇w

)
= ∇u · ∇v ×∇w

∂

∂u
(hvhwF1)

=
1

huhvhw

∂

∂u
(hvhwF1).

Portanto, substitúındo div (∇v ×∇w) e ∇v ×∇w∇(hvhwF1), obtem-se

div (F1Tu) =
1

huhvhw

∂

∂u
(hvhwF1).
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De forma análoga, obtem-se que

div (F2Tv) =
1

huhvhw

∂

∂v
(huhwF2, )

div (F3Tw) =
1

huhvhw

∂

∂w
(huhvF3),

basta agora somar estas igualdades para concluir.

�

Corolário 6.3. O divergente do campo F⃗ = F1Tu + F2Tv + F3Tw num sistema de
coordenadas ciĺındricas é dado por

div F⃗ =
1

u

(
∂

∂u
(uF1) +

∂F2

∂v
+

∂

∂w
(uF3)

)
.

�

Exemplo 6.8. Considere F⃗ (x, y, z) = x⃗i − yj⃗ − zk⃗ em coordenadas ciĺındricas x =

u cos v, y = u sen v, z = w. Então F⃗ (u, v, w) = u cos v⃗i − u sen vj⃗ − wk⃗. Vimos que
vetores básicos são

Tu = cos v⃗i+ sen vj⃗ + 0k⃗

Tv = − sen v⃗i+ cos vj⃗ + 0k⃗

Tw = 0⃗i+ 0⃗j + k⃗,

então

i⃗ = (⃗iTu)Tu + (⃗iTv)Tv + (⃗iTw)Tw = cos vTu − sen vTv

j⃗ = (⃗jTu)Tu + (⃗jTv)Tv + (⃗jTw)Tw = sen vTu + cos vTw

k⃗ = (k⃗Tu)Tu + (k⃗Tv)Tv + (k⃗Tw)Tw = Tw.

Dáı

F⃗ (u, v, w) = u cos v(cos vTu − sen vTv)− u sen v(sen vTu + cos vTv)− wTw

= (u cos2 v − u senv)Tu + (−2u sen v cos v)Tv − wTw

= u cos(2v)Tu − u sen(2v)Tv − wTw.

Logo, F⃗ = F1Tu + F2Tv + F3Tw, onde F1 = u cos(2v), F2 = −u sen(2v), F3 = −w.
Como hu = 1, hv = u, hw = 1, e

∂

∂u
(uF1) = 2u cos(2v),

∂

∂v
(F2) = −2u cos(2v),

∂

∂w
(uF3) = −u, segue que

div F⃗ =
1

u
[cos(2v)− 2u cos(2v)− u] =

1

u
cos(2v)− 2 cos(2v)− 1.
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Corolário 6.4. O divergente do campo F⃗ = F1Tu + F2Tv + F3Tw num sistema de
coordenadas esféricas é dado por

div F⃗ =
1

u2 sen v

(
∂

∂u
(u2 sen vF1) +

∂

∂v
(u sen vF2) +

∂

∂w
(uF3)

)
.

�

Exemplo 6.9. Considere agora o campo F⃗ = x⃗i+yj⃗−zk⃗ em coordenadas esféricas x =
u sen v cosw, y = u sen v senw, z = u cos v, então F⃗ = u sen v cos w⃗i + u sen v senwj⃗ −
u cos vk⃗ e os vetores tangentes básicos

Tu = sen v cos w⃗i+ sen v senwj⃗ + cos vk⃗

Tv = cos v cos w⃗i+ cos v senwj⃗ − sen vk⃗

Tw = − sen w⃗i+ coswj⃗ = 0k⃗,

além disso

i⃗ = (⃗iTu)Tu + (⃗iTv)Tv + (⃗iTw)Tw = sen v coswTu + cos v coswTv − senwTw

j⃗ = (⃗jTu)Tu + (⃗jTv)Tv + (⃗jTw)Tw = sen v senwTu + cos v senwTv + coswTw

k⃗ = (k⃗Tu)Tu + (k⃗Tv)Tv + (k⃗Tw)Tw = cos vTu − sen vTv.

Logo

F⃗ = u sen v cosw(sen v coswTu + cos v coswTv − senwTw)

+ u sen v senw(sen v senwTu + cos v senwTv + coswTw)

− u cos v(cos vTu − sen vTv)

= −u cos(2v)Tu + 0Tv + u sen v cos vTw

mas

div F⃗ =
1

u sen v

 ∂

∂u
(u2 sen vF1)︸ ︷︷ ︸

(a)

+
∂

∂v
(u sen vF2)︸ ︷︷ ︸

(b)

+
∂

∂w
(uF3)︸ ︷︷ ︸
(c)

 ,

onde

(a)
∂

∂u
(u2 sen vF1) = −3u2 sen v cos(2v)

(b)
∂

∂u
(u sen vF2) = 0

(c)
∂

∂u
(uF3) = 0
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logo

div F⃗ =
1

u2 sen v
(−3u2 sen v cos(2v)) = −3 cos(2v)

Corolário 6.5. Seja f uma função real de coordenadas curviĺıneas ortogonais.
Então o Laplaciano de f é

∆f =
1

huhvhw

[
∂

∂u

(
hvhw
hu

· ∂f
∂u

)
+

∂

∂v

(
huhw
hv

· ∂f
∂v

)
+

∂

∂w

(
huhv
hw

· ∂f
∂w

)]
Demonstração. Dado F⃗ = F1Tu + F2Tv + F3Tw, vimos que o divergente de F⃗ é dado
como

div F⃗ =
1

huhvhw

(
∂

∂u
(hvhwF1) +

∂

∂v
(huhwF2) +

∂

∂w
(huhvF3)

)
e para um campo escalar f o gradiente é dado por

∇f =
1

hu

∂f

∂u
Tu +

1

hv

∂f

∂v
Tv +

1

hw

∂f

∂w
Tw.

Portanto

∆f =
1

huhvhw

[
∂

∂u

(
hvhw · 1

hu

∂f

∂u

)
+

∂

∂v

(
huhw · 1

hv

∂f

∂v

)
+

∂

∂w

(
huhv ·

1

hw

∂f

∂w

)]
=

1

huhvhw

[
∂

∂u

(
hvhw
hu

· ∂f
∂u

)
+

∂

∂v

(
huhw
hv

· ∂f
∂v

)
+

∂

∂w

(
huhv
hw

· ∂f
∂w

)]
�

Corolário 6.6. O Laplaciano de f em coordenadas ciĺındricas é dado por

∆f =
1

u

∂

∂u

(
u
∂f

∂u

)
+

1

u2
∂2f

∂v2
+
∂2f

∂w2
.

�

Corolário 6.7. O Laplaciano de f em coordenadas esféricas é dado por

∆f =
1

u2
∂

∂u

(
u2
∂f

∂u

)
+

1

u sen v

∂

∂v

(
sen v

∂f

∂v

)
+

1

u2 sen2 v

∂2f

∂w2
.

�
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Exemplo 6.10. No exemplo 6.5 para a função escalar f(x, y, z) = x2 + y2 − z2

encontramos
∇f = −2u cos(2v)Tu + 2u sen(2v)Tv + 0Tw,

para este campo vetorial ∇f = F⃗ = F1Tu + F2Tv + F3Tw, temos

F1 = −2u cos(2v), F2 = 2u sen(2v), F3 = 0;

logo o divergente de F⃗ é

div F⃗ = 6(sen(2v)− cos(2v)).

Exemplo 6.11. Calcular o laplaciano da função real dada no exemplo 6.5, no sistema
de coordenadas esféricas. Para o sistema de coordenadas esféricas, tem-se

hu = 1, hv = u e hw = u sen v,

e já vimos que
∇f = −2u cos(2v)Tu + 2u sen vTv + 0Tw.

Logo

△f = div∇f

=
1

u2 sen v

[
∂

∂u
(−2u3 cos(2v) sen v) +

∂

∂v
(2u2 sen(2v) sen v) +

∂0

∂w

]
= −2 cos(2v) + 2 cot v cos(2v)

Proposição 4.9. O Rotacional do campo vetorial F⃗ = F1Tu + F2Tv + F3Tw em
coordenadas curviĺıneas ortogonais u, v e w, é dado por

Rot F⃗ =
1

huhvhw

∣∣∣∣∣∣∣
huTu hvTv hwTw
∂

∂u

∂

∂v

∂

∂w
huF1 hvF2 hwF3

∣∣∣∣∣∣∣ .
Demonstração. Temos que

i) Rot (F⃗ + G⃗) = Rot F⃗ +Rot G⃗

ii) Rot (fG⃗) = fRot G⃗+∇f × G⃗

então
Rot F⃗ = Rot (F1Tu) +Rot (F2Tv) +Rot (F3Tw)

como o sistema de coordenadas é ortogonal, temos F1Tu = huF1∇u. Logo
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Rot (F1Tu) = Rot (huF1∇u) = huF1Rot∇u︸ ︷︷ ︸
=0

+∇(huF1)×∇u

= ∇(huF1)×∇u

Substituindo ∇u =
1

hu
Tu, encontramos

∇(huF1)×∇u =

[
1

hu

∂

∂u
(huF1)Tu +

1

hv

∂

∂v
(huF1)Tv +

1

hw

∂

∂w
(huF1)Tw

]
× 1

hu
Tu

=
1

h2u

∂

∂u
(huF1)Tu × Tu +

1

huhv

∂

∂v
(huF1)Tv × Tv

+
1

huhw

∂

∂w
(huF1)Tw × Tu

Mas Tu × Tu = 0, Tv × Tu = −Tw e Tw × Tv = 0, portanto

Rot (F1Tu) =
1

huhw

∂

∂w
(huF1)Tv −

1

huhv

∂

∂v
(huF1)Tw.

Similarmente

Rot (F2Tv) =
1

huhv

∂

∂u
(hvF2)Tw − 1

hvhw

∂

∂w
(hvF2)Tu,

Rot (F3Tw) =
1

hvhw

∂

∂v
(hwF3)Tu −

1

huhw

∂

∂u
(hwF3)Tv.

Agora somando as igualdades Rot (F1Tu), Rot (F2Tv) e Rot (F3Tw), segue o resultado.

�

Corolário 6.8. O Rotacional de F⃗ num sistema de coordenadas ciĺındricas é dado
por

Rot F⃗ =
1

u

∣∣∣∣∣∣∣
Tu uTv Tw
∂

∂u

∂

∂v

∂

∂w
F1 uF2 F3

∣∣∣∣∣∣∣ .
�

Corolário 6.9. O Rotacional de F⃗ num sistema de coordenadas esféricas é dado
por

Rot F⃗ =
1

u2 sen v

∣∣∣∣∣∣∣
Tu uTv u sen vTw
∂

∂u

∂

∂v

∂

∂w
F1 uF2 u sen vF3

∣∣∣∣∣∣∣ .
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�

Exemplo 6.12. Calcular o rotacional do campo definido por F⃗ (x, y, z) = x i⃗−y j⃗−z k⃗,
no sistema de coordenadas ciĺındricas. As coordenadas ciĺındricas u, v e w são dadas
pelas equações x = u cos v, y = u sen v e z = w, assim

F⃗ (u, v, w) = u cos v i⃗− u sen v j⃗ − w k⃗.

Os vetores básicos do sistema de coordenadas ciĺındricas são

Tu = cos v i⃗+ sen v j⃗, Tv = − sen v i⃗+ cos v j⃗ e Tw =, k⃗.

Como Tu, Tv e Tw são vetores ortogonais, tem-se

i = (iTu)Tu + (iTv)Tv + (iTw)Tw = cos vTu − sen vTv,

j = (jTu)Tu + (jTv)Tv + (jTw)Tw = sen vTu + cos vTv

k = Tw.

Assim substituindo i⃗, j⃗ e k⃗, obtem-se as coordenadas do campo F⃗ com relação aos
vetores básicos do sistema de coordenadas ciĺındricas, ou seja,

F⃗ (u, v, w) = u cos v(cos vTu − sen vTv)− u sen v(sen vTu + cos vTv)− wTw

= u(cos2 v − sen2 v)Tu − 2u cos v sen vTv − wTw

= u cos(2v)Tu − u sen(2v)Tv − wTw.

Tem-se ainda, para o sistema de coordenadas ciĺındricas, que hu = 1, hv = u, hw = 1.
Portanto, temos

Rot F⃗ =
1

u

∣∣∣∣∣∣∣
Tu uTv Tw
∂

∂u

∂

∂v

∂

∂w
u cos(2v) −u2 sen(2v) −w

∣∣∣∣∣∣∣
=

1

u

[
∂

∂v
(−w)− ∂

∂w
(−u2 sen(2v))

]
Tu +

1

u

[
∂

∂w
(u cos(2v))− ∂

∂u
(−w)

]
uTv

+
1

u

[
∂

∂u
(−u2 sen(2v))− ∂

∂v
(u cos(2v))

]
Tw

= 0
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7 Exerćıcios

1. Calcule o Rotacional

(a) F⃗ (x, y, z) = −y i⃗+ x j⃗ + z k⃗

(b) F⃗ (x, y, z) = x i⃗+ y j⃗ + xz k⃗

(c) F⃗ (x, y, z) = yx i⃗+ xz k⃗

(d) F⃗ (x, y) = (x2 + y2) i⃗

(e) F⃗ (x, y) = xy i⃗− x2 j⃗

2. Seja φ : D ⊂ R2 −→ R,Ω aberto, de classe C2. Mostre que o campo vetorial
F⃗ = ∇φ é irrotacional.

3. Se r⃗ é o vetor posição, determinar Rot r⃗.

4. Calcule o Divergente do campo vetorial dado.

(a) F⃗ (x, y) = −y i⃗+ x j⃗

(b) F⃗ (x, y, z) = x i⃗+ y j⃗ + z k⃗

(c) F⃗ (x, y, z) = (x2 − y2) i⃗+ sen(x2 + y2) j⃗ + arctan k⃗

(d) F⃗ (x, y, z) = (x2 + y2 + z2) arctan(x2 + y2 + z2) k⃗

5. Calcule o Laplaciano da função φ dada

(a) φ(x, y) = xy

(b) φ(x, y) = arctan(x/y), y > 0

(c) φ(x, y) = ln(x2 + y2)

(d) φ(x, y) =
1

4
ex

2+y2

6. Mostre que grad f é um vetor perpendicular à superf́ıcie f(x, y, z) = c, onde c é
uma constante.

7. Sejam F⃗ = sen x i⃗+ cos y j⃗ + ln z k⃗(z ̸= 0) e G⃗ = ex cos y i⃗+ ex sen y j⃗. Ache

(a) F⃗ + G⃗

(b) F⃗ · G⃗

(c) F⃗ × G⃗

8. (a) Mostre que u · f ′′(u) = −f ′(u), u > 0

(b) Determine uma função f não-constante, para que se tenha ∆f = 0.
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9. Mostre que a função f(x, y, z) = ∥r⃗∥−1 é harmônica, onde r⃗ é o vetor posição.

10. Sejam F⃗ = ex cos z i⃗+ ex sen z j⃗ + k⃗ e G⃗ = ex cos z i⃗+ ex sen z j⃗ − e2x k⃗.

(a) Mostre que F⃗ e G⃗ são ortogonais para todo (x, y, z)

(b) Mostre que o campo vetorial F⃗ × G⃗ é paralelo ao plano xy.

11. Sejam F⃗1, F⃗2 : D ⊂ R3 −→ R3 dois campos vetoriais e φ : D −→ R um campo
escalar. Em cada caso, suponha F⃗1 = P i⃗ + Qj⃗ + Rk⃗ e F⃗2 = P1 i⃗ + Q1 j⃗ + R1 k⃗.
Prove:

(a) Rot (F⃗1 + F⃗2) = Rot F⃗1 +Rot F⃗2

(b) div (F⃗1 + F⃗2) = div F⃗1 + div F⃗2

(c) div (φF⃗1) = φdiv F⃗1 +∇φ · F⃗1

(d) Rot (φF⃗1) = φRot F⃗1 +∇φ× F⃗1

(e) div (Rot F⃗1) = 0

(f) Rot (Rot F⃗1) = ∇(div F⃗1)−∇2F⃗1, onde ∇2F⃗1 = (∇2P,∇2Q,∇2R).

12. Sejam f e g funções duas vezes continuamente diferenciáveis. Mostre que

∆(fg) = f∆g + 2∇f · ∇g +∆f.

13. Se F⃗ = rnr⃗, onde r⃗ = x i⃗+ y j⃗ + z k⃗ e r = ∥r⃗∥, ache div F⃗ e mostre que

grad (div F⃗ ) = n(n+ 3)rn−2 · r⃗.

14. Seja f um campo escalar diferenciável, e seja F⃗ o campo vetorial

F⃗ =

(
y
∂f

∂z
− z

∂f

∂y

)
i⃗+

(
z
∂f

∂x
− x

∂f

∂z

)
j⃗ +

(
x
∂f

∂y
− y

∂f

∂x

)
k⃗.

Mostre que: F⃗ = r⃗ ×∇f, F⃗ · r⃗ = 0 e F⃗ · ∇f = 0, onde r⃗ = x i⃗+ y j⃗ + z k⃗.

15. Mostre que

(F⃗ · ∇)F⃗ =
1

2
∇(F⃗ · F⃗ )− F⃗ × (Rot F⃗ ).

16. Mostre que
div (f∇g − g∇f) = f∆g − g∆f.

17. Seja w⃗ = (w1, w2, w3) um campo vetorial definido no aberto D de R3. Prove
que div w⃗ = 0 é uma condição necessária para que exista um campo vetorial
u⃗ = (u1, u2, u3), com componentes de classe C2 em D, tal que Rot u⃗ = w⃗.
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18. Sejam F⃗ e G⃗ dois campos vetoriais definidos no aberto Ω ⊂ R3, cujas componentes
admitem derivadas parciais em Ω. prove que

div (F⃗ × G⃗) = G⃗ · (RotF⃗ )− F⃗ · (RotG⃗).

19. Verifique que o sistema das equações x = u−2v+w, y = 2u+v−w e z = −u+v−w,
pode ser resolvido unicamente para u, v e w em função de x, y e z. Calcule os
vetores básicos do sistema de coordenadas dado pelo sistema

20. Para o sistema de coordenadas curviĺıneas

(a) Calcule os vetores básicos desse sistema

(b) Mostre que esse sistema é ortogonal

21. Calcule os vetores unitários e normais às superf́ıcies coordenadas, num ponto
qualquer, dadas pela transformação coordenadas esféricas

22. Determine as componentes do campo vetorial F⃗ (x, y, z) = x2 i⃗+ y2 j⃗ + z2 k⃗

(a) com relação aos vetores básicos do sistem de coordenadas ciĺındricas

(b) com relação aos vetores básicos do sistema de coordenadas esféricas

23. Para cada um dos sistemas de coordenadas curviĺıneas. definidos pelos sistemas
de equações sguintes: (I) encontre os vetores básicos; (II) verifique se o sistema
é ortogonal; (III) Encontre os vetores unitários e normais às superf́ıcies coorde-
nadas, num ponto qualquer

(a) x = uv, y = 1
2
(v2 − u2) e z = w

(b) x = uv cosw, y = uv senw e z = 1
2
(v2 − u2)

24. Calcule o rotacional dos campos abaixo onde (u, v, w) são dadas em coordenadas
ciĺındricas e esféricas

(a) F⃗ (u, v, w) = u2Tu + uv2Tv − w2Tw

(b) G⃗(u, v, w) = v coswTu − u senwTv + uv sen v cos vTw

25. Calcule o gradiente da função: (a) no sistema de coordenadas ciĺındricas; (b) no
sistema de coordenadas esféricas

(a) f(x, y, z) = x2 − y2 + z2

(b) g(x, y, z) = x+ y − 2z

26. Calcule a divergência do campo vetorial dado: (a) no sistema de coordenadas
ciĺındricas; (b) no sistema de coordenadas esféricas:

(a) F⃗ (x, y, z) = x i⃗− y j⃗ + z k⃗
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(b) G⃗(x, y, z) = 2x2 i⃗+ 4y2 j⃗ − z2 k⃗

27. Calcule o laplaciano da função dada: (a) no sistema coordenadas ciĺındricas; (b)
no sistema de coordenadas esféricas:

(a) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2

(b) g(x, y, z) = x2 + y2 − 4z2
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Caṕıtulo 5

Integral de Linha

1 Integral de Linha de Campo Escalar

Seja α uma curva cont́ınua parametrizada por α(t) = (x(t), y(t)), com a ≤ t ≤ b. Seja
uma partição do intervalo [a, b] em n subintervalos [ti−1, ti], i = 1, 2, ..., n, onde t0 = a
e tn = b. Seja ci ∈ [ti−1, ti], xi = x(ci), yi = y(ti) e ∆Si o comprimento de arco de α
correspondente ao intervalo [ti−1, ti].

Figura 5.1: comprimento de arco de α(ui−1) à α(ui)

Sendo f : R2 −→ R um campo escalar definido em D ⊂ R2 tal que α(I) ⊂ D, se o
limite do somatório ,

lim
∆→0

n∑
i=1

f(xi, yi)∆Si

existe, onde ∆ = max{∆ti, i = 1, 2, ..., n}, diz-se que esse limite é a Integral de Linha
de f em relação ao comprimento de arco S sobre α e denota-se por∫

α

f(x, y)dS = lim
∆→0

n∑
i=1

f(xi, yi)∆Si.
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Observação 1.1. Suponha f cont́ınua, não-negativa em D ⊂ R2, então podemos pen-
sar em

∫
α
fdS como sendo a área da superf́ıcie que tem com base a curva α e altura

determinada pelo gráfico de f .

Estabeleceremos através da proposição abaixo, condições para calcular a integral
de linha de um campo escalar.

Proposição 5.1. Seja f : D ⊂ R2 −→ R um campo escalar cont́ınuo sobre uma curva
α diferenciável C∞, parametrizada por α(t) = (x(t), y(t)), t ∈ [a, b], então∫

α

f(x, y)dS =

∫ b

a

f(α(t)) · ∥α′(t)∥dt.

Demonstração. Tome uma partição de [a, b] em n subintervalos [ti−1, ti], i = 1, 2, ..., n,
∆ti = ti − ti−1 e ∆Si =

∫ ti
ti−1

∥α′(t)∥dt. Como ∥α′∥ é cont́ınua em [a, b] (e dáı cont́ınua

em [ti−1, ti]), pelo Teorema do Valor Médio para integrais,1 existe ξi ∈ (ti−1, ti) tal que
∆Si = ∥α′(ξi)∥∆ti. Sejam ci ∈ [ti−1, ti] qualquer, com xi = x(ci) e yi = y(ci) . Dáı

sendo sn =
n∑

i=1

f(xi, yi)∆Si, tem-se

sn =
n∑

i=1

f(xi(ci), yi(ci))∥α′(ξi)∥∆ti,

ou seja

sn =
n∑

i=1

f(α(ci)) · ∥α′(ξi)∥∆ti.

Por outro lado, como f e α são cont́ınuas, segue que o limite da soma

Sn =
n∑

i=1

f(α(ξi))∥α′(ξi)∥∆ti,

quando ∆ = max{∆ti, i = 1, 2, ..., n} → 0, existe e é a integral de f(α(t))∥α′(t)∥ em
[a, b], ou seja,

lim
∆→0

Sn =

∫ b

a

f(α(t))∥α′(t)∥dt.

Agora sendo f ◦ α cont́ınua em [a, b], para qualquer ϵ > 0 existe δ > 0 tal que
|f(α(ξi)) − f(α(ci))| < ϵ para cada partição de [a, b] em que |ξi − ci| < ∆ti ≤ ∆.
Assim

|Sn − sn| =
∣∣∣ n∑
i=1

(f(α(ξi))− f(α(ci)))∥α′(ξi)∥∆ti
∣∣∣ < ϵ

n∑
i=1

∥α′(ξi)∥∆ti;

1Se f é cont́ınua em [a, b], então existe pelo menos um c ∈ [a, b] tal que
∫ b

a
f(x)dt = f(c)(b− a).
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mas sendo ∥α′∥ cont́ınua em [a, b], ∥α′∥ é limitada em [a, b], ou seja, existe M > 0 tal
que ∥α′(ξi)∥ < M , logo

|Sn − sn| < ϵM

n∑
i=1

∆ti = ϵM(b− a).

Como ϵ > 0 é qualquer, segue então que∫
α

f(x, y)dS = lim
∆→0

n∑
i=1

f(xi, yi)∆Si =

∫ b

a

f(α(t)) · ∥α′(t)∥dt.

�

Observação 1.2.

1. Veja que quando tivermos f definida em R3 e α(t) = (x(t), y(t), z(t)), t ∈ [a, b],
então a integral de linha é dada por∫

α

f(x, y, z)dS =

∫ b

a

f(α(t))∥α′(t)∥dt.

2. Quando f ≡ 1, a integral de linha dá o comprimento da curva α, ou seja,∫ b

a
∥α′(t)∥dt.

Exemplo 1.1. Vamos calcular
∫
α
(x2 + y2)dS, onde α é a curva parametrizada por

α(t) = (2 + 2 cos t, 3 + 2 sen t), 0 ≤ t ≤ 2π.

Como o campo escalar f(x, y) = x2 + y2 e a curva α satisfazem as hipóteses da
Proposição 5.1, segue que∫

α

(x2 + y2)dS =

∫ 2π

0

f(α(t))∥α′(t)∥dt

=

∫ 2π

0

[(2 + 2 cos t)2 + (3 + 2 sen t)2] · 2dt

= 2

∫ 2π

0

(17 + 8 cos t+ 12 sen t)dt

= 2(17t+ 8 sen t− 12 cos t)
∣∣∣2π
0

= 68π.

Observação 1.3. De maneira similar, definimos a integral de linha de f sobre uma
curva α(t) = (x(t), y(t), z(t)), t ∈ [a, b], com respeito as variáveis x, y, z como as
integrais escalares
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∫
α

f(x, y, z)dx =

∫ b

a

f(x(t), y(t), z(t)) · x′(t)dt∫
α

f(x, y, z)dy =

∫ b

a

f(x(t), y(t), z(t)) · y′(t)dt∫
α

f(x, y, z)dz =

∫ b

a

f(x(t), y(t), z(t)) · z′(t)dt

Observe ainda que quando f ≡ 1, estas integrais dão, respectivamente, x(b) − x(a),
y(b)− y(a) e z(b)− z(a), que são as projeções das curvas no espaço sobre os eixos x, y
e z, respectivamente.

Proposição 5.2. Suponha f e g campos escalares , definidos e cont́ınuos num domı́nio
D ⊂ R3 contendo uma curva regular α(t), t ∈ [a, b]. Então para constantes k1 e k2,
temos

1.
∫
α
(k1f + k2g)dS = k1

∫
α
fdS + k2

∫
α
gdS

2. Suponha que α é justaposição das curvas α1(t), t ∈ [a, b] e α2(s), s ∈ [c, d], então∫
α

fdS =

∫
α1

fdS +

∫
α2

fdS.

Demonstração. Segue da definição �

Proposição 5.3. Seja β uma reparametrização da curva α. Se f : R3 −→ R é um
campo escalar cont́ınuo sobre α (logo cont́ınuo sobre β), então∫

α

f(x, y, z)dS =

∫
β

f(x, y, z)dS.

Demonstração. Sejam α(t) = (x(t), y(t), z(t)) e β(s) = (u(s), v(s), w(s)) parame-
trizações de α e β, respectivamente, então existe h : [c, d] −→ R tal que h([c, d]) = [a, b]
e β(s) = α ◦ h(s), s ∈ [c, d]. A integral de f sobre α é dada por∫

α

f(x, y, z)dS =

∫ b

a

f(α(t))∥α′(t)∥dt.

Se α e β têm a mesma orientação, h′(s) > 0 em [c, d], isto é, h é crescente em [c, d], dáı
h(c) = a e h(d) = b. Logo fazendo t = h(s), tem-se∫

α

f(x, y, z)dS =

∫ b

a

f(α(h(s))) · ∥α′(h(s))∥ · |h′(s)|dt,

mas
∥β′(s)∥ = ∥α′(h(s)) · h′(s)∥ = ∥α′(h(s))∥h′(s)
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em [c, d], pois h′(s) > 0 em [c, d], dáı

∫
α

f(x, y, z)dS =

∫ b

a

f(α(h(s)) · ∥α′(h(s))∥ · h′(s)dt

=

∫ d

c

f(β(s)) · ∥β′(s)∥dt =
∫
β

f(x, y, z)dS.

Se α e β têm orientações opostas, h′(s) < 0 em [c, d], ou seja, h é decrescente em [c, d],
dáı h(c) = b e h(d) = a. Assim, fazendo t = h(s) em∫

α

f(x, y, z)dS =

∫ b

a

f(α(t)∥α′(t)∥dt,

tem-se ∫
α

f(x, y, z)dS =

∫ b

a

f(α(h(s))∥α′(h(s))∥h′(s)dt

= −
∫ d

c

f(α(h(s))∥α′(h(s))∥h′(s)dt.

Mas
∥β′(s)∥ = ∥α′(h(s))h′(s)∥ = −∥α′(h(s))∥h′(s)

em [c, d], pois h′(s) < 0 em [c, d]. Logo∫
α

f(x, y, z)dS = −
∫ d

c

f(β(s))(−∥α′(h(s))∥)h′(s)dt

=

∫ d

c

f(β(s))∥β′(s)∥dt =
∫
β

f(x, y, z)dS.

�

Observação 1.4. A integral de linha sobre uma curva suave por partes é definida
como a soma das integrais sobre cada uma das partes suaves (́ıtem 2, da Proposição
5.2).

Exemplo 1.2. Calcule
∫
α
(3x − 2y)dS, onde α é formada pelos segmentos de (1, 1) a

(0, 0) e de (0, 0) a (2, 3).

Sejam α1 e α2 as partes de α (figura 5.2) que vão de (1, 1) a (0, 0) e de (0, 0)
a (2, 3), respectivamente. A equação da reta que passa por (0, 0) e (1, 1) é y = x,
dáı uma parametrização de α1 é α1(t) = (t, t), com 0 ≤ t ≤ 1. Analogamente, uma
parametrização de α2 é dada por α2(t) = (t, 3

2
t), 0 ≤ t ≤ 2. Dáı∫

α1

(3x− 2y)dS =

∫ 1

0

(3t− 2t)
√
2dt =

√
2

2
t2
∣∣∣1
0
=

√
2

2
,
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Figura 5.2: Justaposição das curvas α1 e α2

e ∫
α2

(3x− 2y)dS =

∫ 2

0

(3t− 2
3

2
t)
√
2dt =

∫ 2

0

0dt = 0;

portanto∫
α

(3x− 2y)dS =

∫
α1

(3x− 2y)dS +

∫
α2

(3x− 2y)dS =

√
2

2
+ 0 =

√
2

2
.

2 Integral de Linha de um Campo Vetorial

Definição 2.1. Seja F⃗ : D ⊂ R2 −→ R2 um campo vetorial cont́ınuo, D aberto e seja
α : I = [a, b] −→ R2 uma curva de classe C1. Definimos a Integral de Linha de F⃗
sobre a curva α por

∫
α

F⃗ dα =

∫ b

a

F⃗ (α(t)) · α′(t)dt

Se r⃗ = α(t), podemos escrever
∫
α
F⃗ dα =

∫
α
F⃗ dr⃗, ou seja,∫

α

F⃗ dr⃗ =

∫ b

a

F⃗ (α(t)) · α′(t)dt.

Observação 2.1. Se a curva α é fechada, isto é, se α(a) = α(b), a Integral de Linha

pode ser denotada como
∮
α
F⃗ dr⃗.
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Exemplo 2.1. Calcular a integral do campo vetorial F⃗ (x, y) = (xy, x + y) sobre a
curva α parametrizada por α(t) = (t− 1, t2 + 1), 0 ≤ t ≤ 1.

Temos que∫
α

F⃗ (x, y)dα =

∫ 1

0

F⃗ (α(t))α′(t)dt

=

∫ 1

0

[(t− 1)(t2 + 1), (t− 1) + (t2 + 1)] · (1, 2t)dt

=

∫ 1

0

(3t3 + t2 + t− 1)dt =
7

12
.

Exemplo 2.2. Calcule a integral de linha de F⃗ (x, y, z) = (y,−x, z) ao longo da hélice
α(t) = (cos t, sen t, t), 0 ≤ t ≤ π.

Temos que α′(t) = (− sen t, cos t, 1) e F⃗ (α(t)) = (sen t,− cos t, t), dáı

F⃗ · α′(t) = − sen2 t− cos2 t+ t = −1 + t,

portanto ∫
α

F⃗ dr⃗ =

∫ π

0

(−1 + t)dt = −π + π2/2.

Observação 2.2. Sejam F⃗ (x, y) = P (x, y)⃗i+Q(x, y)⃗j um campo vetorial cont́ınuo num
aberto D ⊂ R2 e α : [a, b] → D uma curva de classe C1 dada por α(t) = (x(t), y(t)),
temos ∫

α

F⃗ dr⃗ =

∫ b

a

F⃗ (α(t)) · α′(t)dt

=

∫ b

a

[P (x(t), y(t))⃗i+Q(x(t), y(t))⃗j] ·
[
dx

dt
i⃗+

dy

dt
j⃗

]
dt

=

∫ b

a

[
P (x(t), y(t))

dx

dt
+Q(x(t), y(t))

dy

dt

]
dt

Então ∫
α

F⃗ dr⃗ =

∫
α

P (x(t), y(t))dx+Q(x(t), y(t))dy,

ou simplesmente,
∫
α
Pdx+Qdy.

No caso do R3,
∫
α
F⃗ dr⃗ =

∫
α
Pdx+Qdy +Rdz, onde

P = P (x(t), y(t), z(t)), Q = Q(x(t), y(t), z(t)) e R = R(x(t), y(t), z(t)).
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Exemplo 2.3. Dada
∫
xdx+ (x2 + y+ z)dy+ xyzdz, com α(t) = (t, 2t, 1), 0 ≤ t ≤ 1,

temos x(t) = t, y(t) = 2t, z(t) = 1. Dáı
dx

dy
= 1,

dy

dt
= 2,

dz

dt
= 0 e

P (α(t)) = t, Q(α(t)) = t2 + 2t+ 1, R(α(t)) = 2t2.

Portanto,∫
α

xdx+ (x2 + y + z)dy + xyzdz =

∫ 1

0

(t+ (t2 + 2t+ 1) · 2 + 0)dt

=

∫ 1

0

(2t2 + 5t+ 2)dt =
31

6
.

Vimos que a integral de linha de um campo escalar não muda com a mudança de
parametrização. Vejamos que isso não acontece no caso de campo vetorial.

Proposição 5.4. Seja β(s), s ∈ [c, d] uma reparametrização de α(t), t ∈ [a, b]. Se F⃗
é um campo vetorial cont́ınuo, então

1.
∫
α
F⃗ dr⃗ =

∫
β
F⃗ dr⃗, se α e β têm a mesma orientação

2.
∫
α
F⃗ dr⃗ = −

∫
β
F⃗ dr⃗, se α e β têm orientações opostas.

Demonstração. 1. Seja β(s), s ∈ [c, d] uma reparametrização de α(t), t ∈ [a, b] e
h : [c, d] −→ [a, b] uma função mudança de parâmetro com β(s) = α ◦ h(s), s ∈
[c, d]. A integral de linha do campo F⃗ é dada por∫

α

F⃗ dr⃗ =

∫ b

a

F⃗ (α(t)) · α′(t)dt.

Se α e β têm a mesma orientação, h′(s) > 0 em [c, d], h(c) = a e h(d) = b, logo
para t = h(s)

∫
β

F⃗ dr⃗ =

∫ d

c

F⃗ (β(s)) · β′(s)ds

=

∫ h(d)

h(c)

F⃗ (α(h(s)) · α′(h(s))h′(s)ds

=

∫ b

a

F⃗ (α(t)) · α′(t)dt =

∫
α

F⃗ dr⃗.
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2. Se α e β têm orientações opostas, h′(s) < 0 em [c, d], h(c) = b e h(d) = a, logo∫
β

F⃗ dr⃗ =

∫ d

c

F⃗ (β(s)) · β′(s)ds

=

∫ a

b

F⃗ (α(h(s)) · α′(h(s))h′(s)ds

= −
∫ b

a

F⃗ (α(t)) · α′(t)dt = −
∫
α

F⃗ dr⃗.

�
Observação 2.3. No caso particular,

∫
α− F⃗ dr⃗ = −

∫
α
F⃗ dr⃗, onde α− é a curva α com

orientação oposta, isto é, h(t) = −t.

Observação 2.4. Se uma curva α = α1 ∪ α2 ∪ ... ∪ αn, então∫
α

F⃗ dr⃗ =

∫
∪αi

F⃗ dr⃗ =
n∑

i=1

∫
αi

F⃗ dr.

Exemplo 2.4. Calcule a integral do campo vetorial F⃗ (x, y) = (x− y, x+ y), ao longo
da circunferência x2 + y2 = 4 orientada negativamente.

Uma parametrização desta curva é α(t) = (2 cos t, 2 sen t), com 0 ≤ t ≤ 2π com
orientação positiva. Sendo α− a circunferência com orientação negativa, tem-se∫

α−
F⃗ dr⃗ = −

∫
α

F⃗ dr⃗ = −
∫
α

F⃗ (α(t))α′(t)dt

= −
∫ 2π

0

(2 cos t− 2 sen t, 2 cos t+ 2 sen t) · (−2 sen t, 2 cos t)dt

= −4

∫ 2π

0

dt = −8π.

Observação 2.5. Suponha que F⃗ represente um campo de forças cont́ınuo, então∫
α
F⃗ dr⃗ pode ser interpretado como o Trabalho W realizado pelo campo F⃗ para des-

locar uma part́ıcula sobre uma curva suave α. De fato, basta ver que o trabalho W é
dado por W = F⃗ · d, onde d é o deslocamento da part́ıcula sobre α, que pode ser apro-
ximado através de vários deslocamentos pequenos ao longo de segmentos consecutivos
em α. Para isso, seja α(t), t ∈ [a, b] uma parametrização de α. Considere uma partição
regular de [a, b] em n subintervalos [ti−1, ti], i = 1, 2, ..., n e ∆ = max{∆ti, i = 1, ...n}.
Então o trabalhoWi realizado pelo campo F⃗ , para deslocar a part́ıcula do ponto α(ti−1)

à α(ti) sobre α é aproximadamente igual a F⃗ (α(ti−1))(α(ti)− α(ti−1)).

Assim, uma aproximação para o trabalho W realizado pelo campo F⃗ para deslocar
a part́ıcula ao longo de α é

W ∼=
∑

F⃗ (α(ti−1))[α(ti)− α(ti−1)];
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Figura 5.3: deslocamento da part́ıcula ao longo da curva

mas, pelo Teorema do Valor Médio, α(ti)−α(ti−1) = α′(ξi)∆ti, onde ξi ∈ (ti−1, ti). Dáı

W ∼=
n∑

i=1

F⃗ (α(ξi)) · α′(ξi)∆ti.

Como F⃗ (α(ξ)) · α′(ξ) é cont́ınua em [a, b]2, tem-se

W = lim
∆→0

n∑
i=1

F⃗ (α(ξi))α
′(ξi)∆ti =

∫ b

a

F⃗ (α(t))α′(t)dt =

∫
α

F⃗ dr⃗.

Exemplo 2.5. Considere o campo F⃗ (x, y, z) = (x2, y, xyz). Vamos calcular a integral

de linha do campo F⃗ de (0, 0, 0) a (1, 1, 1) ao longo das seguintes curvas:

1. O segmento de reta que liga (0, 0, 0) a (1, 1, 1)

2. A justaposição dos segmentos de (0, 0, 0) a (1, 0, 0), de (1, 0, 0) a (1, 1, 0) e de
(1, 1, 0) a (1, 1, 1).

Uma parametrização para o segmento de reta do ı́tem 1 é dada por α(t) = (t, t, t),

0 ≤ t ≤ 1; dáı α′(t) = (1, 1, 1) e F⃗ (α(t)) = (t2, t, t3). Portanto

∫
α

F⃗ dr⃗ =

∫ 1

0

(t2 + t+ t3)dt

= (t4/4 + t3/3 + t2/2)
∣∣∣1
0
= 13/2

2logo integrável em [a, b]
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No ı́tem 2, considere a curva β = β1 ∪ β2 ∪ β3, onde

β1 é a segmento que liga os pontos (0, 0, 0) a (1, 0, 0)

β2 é a segmento que liga os pontos (1, 0, 0) a (1, 1, 0)

β3 é a segmento que liga os pontos (1, 1, 0) a (1, 1, 1).

Portanto, as parametrizações de β1, β2 e β3 são,

β1(t) = (t, 0, 0), 0 ≤ t ≤ 1, F⃗ (β1(t)) = (t2, 0, 0), β′
1(t) = (1, 0, 0),

β2(t) = (1, t, 0), 0 ≤ t ≤ 1, F⃗ (β2(t)) = (1, t, 0), β′
2(t) = (0, 1, 0),

β3(t) = (1, 1, t), 0 ≤ t ≤ 1, F⃗ (β3(t)) = (1, 1, t), β′
3(t) = (0, 0, 1).

Dai ∫
β

F⃗ dr⃗ =

∫
β1

F⃗ dr⃗ +

∫
β2

F⃗ dr⃗ +

∫
β3

F⃗ dr⃗,

onde∫
β1
F⃗ dr⃗ =

∫ 1

0
F⃗ (β1(t)) · β′

1(t)dt =
∫ 1

0
t2dt = t3/3

∣∣∣1
0
= 1/3∫

β2
F⃗ dr⃗ =

∫ 1

0
F⃗ (β2(t)) · β′

2(t)dt =
∫ 1

0
tdt = t2/2

∣∣∣1
0
= 1/2∫

β3
F⃗ dr⃗ =

∫ 1

0
F⃗ (β3(t)) · β′

3(t)dt =
∫ 1

0
tdt = t2/2

∣∣∣1
0
= 1/2

logo ∫
β

F⃗ dr⃗ = 1/3 + 1/2 + 1/2 = 4/3.

Este exemplo mostra que a integral de linha de um campo vetorial de um ponto a
outro depende , em geral, da curva que liga os dois pontos.

Observação 2.6. Para alguns campos vetoriais, a integral depende dos extremos da
curva e não propriamente da curva que os liga, como mostra o Teorema abaixo

Teorema 2.1. Seja F⃗ um campo vetorial cont́ınuo conservativo definido num sub-
conjunto aberto D ⊂ R2. Se α : [a, b] −→ R2 é uma curva de classe C1 em D com

extremos α(a) = A e α(b) = B, então
∫
α
F⃗ dr⃗ = f(B) − f(A), onde f é uma função

potencial de F⃗ .
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Demonstração. Suponha que F⃗ é um campo conservativo com um potencial real f
definido em D, então F⃗ (x, y) = ∇f(x, y), (x, y) ∈ D. Logo, se α é uma curva de classe
C1 em D, parametrizada por α(t), t ∈ [a, b], tem-se∫

α

F⃗ dr⃗ =

∫
α

∇f(x, y)dr⃗ =
∫ b

a

∇f(α(t)) · α′(t)dt,

mas

∇f(α(t)) · α′(t) =
∂f

∂x

dx

dt
+
∂f

∂y

dy

dt
=

d

dt
f(α(t)),

logo ∫
α

F⃗ dr⃗ =

∫ b

a

d

dt
f(α(t))dt

= f(α(b))− f(α(a)) = f(A)− f(B).

Portanto, a integral depende apenas dos valores de f nos pontos α(a) e α(b), e não
da curva que liga esses pontos. Suponha agora que α é constitúıda por n partes de
classe C1 e sejam α1, α2, ..., αn as partes de α ligando A a A1, A1 a A2,..., An−1 a B,
rspectivamente. Então∫

α1

F⃗ dr⃗ = f(A1)− f(A), ...,

∫
αn

F⃗ dr⃗ = f(B)− f(An−1).

Somando membro a membro, segue o resultado.

�

Observação 2.7. Já vimos que ∇f = F⃗ é chamado Campo Gradiente ou Campo
conservativo e f uma Função Potencial.

3 Determinação de uma Função Potencial por in-

tegral indefinida

Se F⃗ = P i⃗ + Qj⃗ é um campo conservativo de uma função potencial f num aberto
D ⊂ R2, então

∂f

∂x
= P e

∂f

∂y
= Q.

Usando integração, temos f(x, y) =
∫
P (x, y)dx+ ϕ(y), onde ϕ é uma função com

respeito a y a ser determinada. De modo análogo, temos

f(x, y) =

∫
Q(x, y)dy + ψ(x)
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Exemplo 3.1. Consideremos o campo conservativo F⃗ (x, y) = (e−y−2x,−xe−y−sen y).

Calcule
∫
α
F⃗ dr⃗, onde α é uma curva (C1 por partes) de A = (π, 0) até B = (0, π). Pelo

Teorema 2.1, ∫
α

F⃗ dr⃗ = f(B)− f(A) = f(0, π)− f(π, 0),

onde f é uma função potencial de F⃗ em R2. Aqui temos

∂f

∂x
= e−y − 2x

∂f

∂y
= −xe−y − sen y.

Dai

f(x, y) = xe−y − x2 + ϕ(y) e também f(x, y) = xe−y + cos y + ϕ(x).

Logo
ϕ(y) = cos y e ϕ(x) = −x2

verificam as equações acima. Portanto uma função potencial é f(x, y) = xe−y+cos y−
x2. Logo ∫

α

F⃗ dr⃗ = f(0, π)− f(π, 0) = −1− (π + 1− π2) = π2 − π − 2.

4 O Teorema de Green

O Teorema de Green relaciona uma integral de linha ao longo de uma curva fechada
α no plano xy com uma integral dupla sobre a região limitada por α.

Definição 4.1. Vejamos as definições

1. Região Elementar tipo I: D1 ⊂ R2.

D1 = {(x, y) ∈ R2; a ≤ x ≤ b, f1(x) ≤ y ≤ f2(x)}.

2. Região Elementar tipo II: D2 ⊂ R2.

D2 = {(x, y) ∈ R2; c ≤ y ≤ d, g1(y) ≤ x ≤ g2(y)}.
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Figura 5.4: Regiões tipo I e tipo II

Definição 4.2. Uma região é D dita Simples se é região do tipo I e do tipo II,
simultanemente. Dizemos que a fronteira da região D ⊂ R2, denotado por ∂D, da uma
região limitada D está orientada positivamente, se a região D fica à esquerda, ao
percorrermos a fronteira ∂D.

Teorema de Green 4.1. Seja D ⊂ R2 uma região Compacta, cuja fronteira ∂D = α
está orientada positivamente e é parametrizada por uma curva α, C1 por partes. Se
F⃗ (x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) é um campo vetorial de classe C1 num subconjunto aberto
que contém D, então∮

α=∂D
Pdx+Qdy =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

Demonstração. Considere D uma região simples, ou seja, vamos supor que D pode
ser descrita simultaneamente por D1 e D2. Como∫∫

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

∫∫
D

∂Q

∂x
dxdy −

∫∫
D

∂P

∂y
dxdy,

basta estabelecer as seguintes identidades∮
α

P (x, y)dx = −
∫∫

D

∂P

∂y
dxdy

e ∮
α

Q(x, y)dx =

∫∫
D

∂Q

∂x
dxdy.

De fato,
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∫∫
D
−∂P
∂y

dxdy =

∫ b

a

∫ y=f2(x)

y=f1(x)

−∂P
∂y

dydx

=

∫ b

a

(P (x, f1(x))− P (x, f2(x)))dx

=

∫ b

a

P (x, f1(x))dx−
∫ b

a

P (x, f2(x))dx

=

∮
∂D
Pdx

também temos

∫∫
D

∂Q

∂x
dxdy =

∫ d

c

∫ x=g2(y)

x=g1(y)

∂Q

∂x
dxdy

=

∫ d

c

(Q(g2(y), y)−Q2(g1(y), y))dy

=

∫ d

c

Q(g2(y), y)dy −
∫ d

c

Q(g1(y), y)dy

=

∮
∂D
Qdy

dáı ∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

∫
∂D
Qdy +

∫
∂D
Pdx =

∫
∂D
Pdx+Qdy,

ou seja, ∫
∂D
Pdx+Qdy =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

�

Observação 4.1. Se D não é simples, a decompomos como uma união finita de
regiões simples, digamos D = D1 ∪ D2 ∪ ... ∪ Dn onde cada região simples Dk tem
fronteira ∂Dk, C

1 por partes (k = 1, 2, ..., n) e aplicando o Teorema de Green a cada
região Dk, obtendo ∫∫

Dk

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

∮
∂Dk

Pdx+Qdy,

consequentemente,
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∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

∫∫
D1

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy + ...+

∫∫
Dn

(
∂Q

∂x
− ∂Q

∂y

)
dxdy

=

∮
∂D1

Pdx+Qdy + ...+

∮
∂Dn

Pdx+Qdy

=

∮
∂D
Pdx+Qdy.

Figura 5.5: região não simples transformada em região simples

Exemplo 4.1. Seja α a fronteira da região retangular de vértices (0, 0), (2, 0), (2, 1) e

(0, 1), com orientação positiva. A integral de linha do campo F⃗ (x, y) = (x+ y3, x2+ y)
ao longo de α é dada por

∮
α

F⃗ dr⃗ =

∮
α

(x+ y3)dx+ (x2 + y)dy

=

∫∫
D

[
∂

∂x
(x2 + y)− ∂

∂y
(x+ y3)

]
dxdy

=

∫∫
D
(2x− 3y2)dxdy

=

∫ 2

0

∫ 1

0

(2x− 3y2)dxdy = 2

Exemplo 4.2. Calcule a integral do campo F⃗ (x, y) = (x2y3, x3y2) sobre a elipse α
dada por 4x2 + 9y2 = 36 e orientada positivamente.

Tem-se ∮
α

F⃗ dr⃗ =

∮
α

x2y3dx+ x3y2dy.
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Como o campo F⃗ , a curva α e a região D satisfazem o Teorema de Green, tem-se∮
α

F⃗ dr⃗ =

∫
D

[
∂

∂x
(x3y2)− ∂

∂y
(x2y3)

]
dxdy

=

∫
D
(3x2y2 − 3x2y2)dxdy = 0.

Exemplo 4.3. Se uma região D ⊂ R2 e sua fronteira ∂D, têm-se as hipóteses do
teorema de Green, então a área de D, A(D) é dada por

A(D) =
1

2

∫
∂D
(−ydx+ xdy),

ou ainda

A(D) =
∫
∂D

−ydx =

∫
∂D
xdy.

De fato, como o campo F⃗ (x, y) = (−y, x) é de classe C1 em qualquer região do R2,
aplicando o Teorema de Green, obtem-se∫

∂D
(−ydx+ xdy) =

∫∫
D

(
∂

∂x
(x)− ∂

∂y
(−y)

)
dxdy

=

∫∫
D
2dxdy = 2 · A(D).

Logo,

A(D) =
1

2

∫
∂D
(−ydx+ xdy).

Exemplo 4.4. A área da região delimitada pela ciclóide dada por
α1(t) = (t − sen t, 1 − cos t), 0 ≤ t ≤ 2π e pelo segmento de reta dado por α2(t) =
(t, 0), 0 ≤ t ≤ 2π é 3π. De fato, tomando α = α1 ∪ α2 com orientação horária, temos

A = −
∮
α

xdy = −
(∫

α1

xdy −
∫
α2

xdy

)
= −

∫
α1

xdy

=

∫ 2π

0

(t− sen t) sen tdt =

∫ 2π

0

(t sen t− sen2 t)dt

=

∫ 2π

0

1− cos(2t)

2
dt−

∫ 2π

0

t sen tdt = 3π.

Exemplo 4.5. A área da região delimitada pela eĺıpse de equação x2/a2 + y2/b2 = 1,
é abπ, pois tomando a elipse com parametrização dada por α(t) = (a cos t, b sen t),
0 ≤ t ≤ 2π e orientação positiva, temos

A =
1

2

∮
α

xdy − ydx =
1

2

∫ 2π

0

(a cos t · b cos t+ b sen t · a sen t)dt

=
1

2

∫ 2π

0

abdt = abπ.
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5 Formas tangencial e normal do Teorema de Green

Seja F⃗ (x, y) = P (x, y)⃗i + Q(x, y)⃗j e seja α uma curva fechada parametrizada pelo
comprimento de arco dada por α(s) = (x(s), y(s)). Como o vetor tangente unitário

sobre a curva é dado por t(s) = (x′(s), y′(s)) e como Rot F⃗ =

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
k⃗, a equação

∮
α=∂D

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy,

pode ser escrita em forma vetorial como∮
α

F⃗ · tdr⃗ =
∫∫

D
RotF⃗ · k⃗dxdy.

Note que F⃗ · t representa a componente tangencial de F⃗ sobre α. Por isso nos referimos
a esta última igualdade como a Forma Tangencial do Teorema de Green. De forma
similar, note que o vetor normal (apontando para fora) sobre a curva é dada por

n = (y′(s),−x′(s)). Portanto F⃗ ·n = P (x, y)
dy

ds
−Q(x, y)dx

ds
. Dáı, aplicando o Teorema

de Green, obtemos

∮
α

F⃗ · ndr⃗ =

∫
α

−Q(x, y)dx+ P (x, y)dy

=

∫∫
D

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
dxdy

e isto é a Forma Normal do Teorema de Green. Como o lado direito desta última
equação é a divergência de F⃗ , podemos escrever como∮

α

F⃗ · ndr⃗ =
∫∫

α

divF⃗ dxdy.

Em particular, quando F⃗ = ∇f , isto resulta na fórmula integral∮
α

∂f

∂n
dr⃗ =

∫∫
D
∆fdxdy,

que relaciona a integral do laplaciano de f num domı́nio com a integral de linha da
derivada normal de f sobre a fronteira do domı́nio 3.

3α = ∂D
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6 Campos Vetoriais Conservativos no Plano

Um subconjunto aberto D ⊂ R2 é dito Simplesmente Conexo, se para toda curva
fechada simples α em D, a região limitada por α está totalmente contida em D, ou
seja, α pode ser contráıda a um ponto de forma que a todo instante, α esteja intei-
ramente contida em D. Intuitivamente, um aberto D é simplesmente conexo se não
tem ”buracos”. Caracterizamos agora os campos vetoriais do plano que são campos
conservativos.

Proposição 5.5. Seja F⃗ = (P,Q) um campo vetorial de classe C1 definido num sim-
plesmente conexo D ⊂ R2. São equivalentes.

i) O campo F⃗ é conservativo e tem um potencial real definido em D.

ii) A integral
∫
α
F⃗ dr⃗ independe da parametrização da curva C1, por partes, em D,

apenas dos extremos da curva.

iii) A equação
∫
α
F⃗ dr⃗ = 0 para qualquer que seja a curva fechada α, C1 por partes,

contida em D.

iv) rotF⃗ = 0 em D, isto é,
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
, em D.

Demonstração. i) ⇒ ii)⌋ Já visto(Teorema 2.1).

ii) ⇒ iii)⌋ Suponha que a integral do campo F⃗ independa da curva C1 por partes em
D. Inicialmente, considere α uma curva suave por partes, fechada e simples em
D.

Figura 5.6: curva α = α1 ∪ α2
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Sejam A1 e A2 pontos distintos de α, α1 e α2 as partes de α que ligam o ponto
A1 ao ponto A2, então α = α1 ∪ α2. Como a integral do campo F⃗ independe da
curva em D, tem-se ∫

α1(A1→A2)

F⃗ dr⃗ =

∫
α2(A1→A2)

F⃗ dr⃗.

Dáı

∮
α

F⃗ dr⃗ =

∫
α1(A1→A2)

F⃗ dr⃗ +

∫
α2(A2→A1)

F⃗ dr⃗

=

∫
α1(A1→A2)

F⃗ dr⃗ −
∫
α2(A1→A2)

F⃗ dr⃗ = 0.

iii) ⇒ iv) Mostraremos primeiro que se
∫
α
F⃗ dr⃗ = 0, para toda curva fechada C1 por

partes α em D então F⃗ é um campo conservativo. De fato, sejam (x0, y0) um
ponto fixado e (x, y) um ponto qualquer em D, então para toda curva C1 por
partes α em D, a função

f(x, y) =

∫ (x,y)

(x0,y0)

F⃗ dr⃗

está bem definida, pois F⃗ é um campo cont́ınuo em D e a integral independe da
curva que liga estes dois pontos. Vamos mostrar que f é uma função potencial
do campo F⃗ . Para ∆x suficiente pequeno, tal que (x+∆x, y) ∈ D, temos

f(x+∆x, y)− f(x, y) =

∫ (x+∆x,y)

(x0,y0)

F⃗ dr⃗ −
∫ (x,y)

(x0,y0)

F⃗ dr⃗

=

∫ (x+∆x,y)

(x0,y0)

F⃗ dr⃗ +

∫ (x0,y0)

(x,y)

F⃗ dr⃗

=

∫ (x+∆x,y)

(x,y)

F⃗ dr⃗.

Como a integral independe da curva que liga (x, y) a (x+∆x, y), tomemos então
o segmento de reta que os liga; então, neste caso, dy = 0. Logo

f(x+∆x, y)−f(x, y) =
∫ (x+∆x,y)

(x,y)

F⃗ dr⃗ =

∫ (x+∆x,y)

(x,y)

Pdx+Qdy =

∫ (x+∆x,y)

(x,y)

Pdx.

Pelo Teorema do Valor Médio para integrais, obtemos∫ (x+∆x,y)

(x,y)

Pdx = P (x+ t∆x, y)∆x, 0 ≤ t ≤ 1.
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Logo

f(x+∆x, y)− f(x, y)

∆x
=

1

∆x

∫ (x+∆x,y)

(x,y)

Pdx =
1

∆x
P (x+ t∆x, y) ·∆x

= P (x+ t∆x, y).

Analogamente, mostra-se que

∂f

∂y
(x, y) = Q(x, y).

Finalmente como F⃗ de classe C1, segue que f é de classe C2, logo

∂2f

∂y∂x
=
∂P

∂y
e

∂2f

∂x∂y
=
∂Q

∂x
.

Portanto,
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
.

iv) ⇒ i)⌋ Se α é uma curva fechada em D, então a região R limitada por α está
contida em D, visto que D é simplesmente conexo. Aplicando o Teorema de
Green, obtemos ∮

α

Pdx+Qdy =

∫∫
R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy = 0.

Portanto F⃗ é conservativo em D.

�

7 Determinação de uma Função Potencial usando

integral definida

A função f(x, y) =
∫ (x,y)

(x0,y0)
Pdx + Qdy, (x0, y0) fixado em D, define uma função po-

tencial. Então integra-se de (x0, y0) a (x, y0) ao longo do segmento horizontal α1, e
depois de (x, y0) a (x, y) ao longo do segmento vertical α2. Parametrizando α1 por
α1(t) = (t, y0), x0 ≤ t ≤ x e α2 por α2(t) = (x, t), y0 ≤ t ≤ y, obtemos

f(x, y) =

∫ x

x0

P (t, y0)dt+

∫ y

y0

Q(x, t)dt.
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Figura 5.7:

Exemplo 7.1. Considere a integral
∫
C
(x2 + 2xy3)dx + (3x2y2 + y)dy, onde C é uma

curva ligando os pontos (0, 0) e (2, 2). Como

P (x, y) = x2 + 2xy3 e Q(x, y) = 3x2y2 + y

são de classe C1 em R2 e
∂Q

∂x
=
∂P

∂y
, podemos escolher qualquer curva ligando os pontos

(0, 0) a (2, 2). Tome, por exemplo, a curva α(t) = (t, t), 0 ≤ t ≤ 2, então∫
C

(x2 + 2xy3)dx+ (3x2y2 + y)dy =

∫
α

(x2 + 2xy3)dx+ (3x2y2 + y)dy

=

∫ 2

0

F⃗ (α(t)) · α′(t)dt

=

∫ 2

0

(t2 + 2t4 + 3t4 + t)dt

=

∫ 2

0

(5t4 + t2 + t)dt =
110

3

Observação 7.1. Em relação ao exemplo anterior, como F⃗ é um campo conservativo
em R2, então tem um potencial f definido em R2; e um potencial é dado por f(x, y) =
x3/3 + x2y3 + y2/2. Logo∫

C

(x2 + 2xy3)dx+ (3x2y2 + y)dy = f(2, 2)− f(0, 0) =
110

3
.
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Exemplo 7.2. Considere a curva α parametrizada por α(t) = (et−1, sen(π/t)),

1 ≤ t ≤ 2. Calcule
∫
α
F⃗ dr⃗, onde F⃗ (x, y) = (2x cos y,−x2 sen y). Como F⃗ é de classe C1

em R2 e

∂

∂x
(−x2 sen y) = −2x sen y =

∂

∂y
(2x cos y)

o Teorema garante que a integral
∫
α
F⃗ dr⃗ independe do caminho que liga α(1) = (1, 0) a

α(2) = (e, 1) Usando o caminho poligonal ligando os pontos (1, 0), (e, 0) e (e, 1), temos

∫ (e,1)

(1,0)

F⃗ dr⃗ =

∫ (e,0)

(1,0)

2x cos ydx− x2 sen ydy

+

∫ (e,1)

(e,0)

2x cos ydx− x2 sen ydy

=

∫ e

1

2tdt+

∫ 1

0

−e2 sen tdt

= e2 − 1 + e2(cos 1− 1) = e2 cos 1− 1.

Exemplo 7.3. Vamos calcular
∮
α

−y
x2+y2

dx+ x
x2+y2

dy, onde α é a eĺıpse x2/a2+y2/b2 = 1.
Como

∂P

∂y
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
=
∂Q

∂x
, (x, y) ̸= (0, 0),

segue que ∮
α

−ydx+ xdy

x2 + y2
=

∮
C

−ydx+ xdy

x2 + y2
,

para qualquer curva fechada simples C contida no interior da eĺıpse. Tome C uma
circunferência de raio r contida no interior da eĺıpse. Uma parametrização para C é
dada por β(t) = (r cos t, r sen t), 0 ≤ t ≤ 2π. Logo∮

α

−ydx+ xdy

x2 + y2
=

∫ 2π

0

dt = 2π.

Exemplo 7.4. Considere o campo vetorial

F (x, y) =

(
−y

(x− 2)2 + y2
,

x− 2

(x− 2)2 + y2

)
+

(
−y

(x+ 2)2 + y2
,

x+ 2

(x+ 2)2 + y2

)
e seja α uma curva regular tal como na figura 5.8. Vamos calcular a integral de linha∫
α
F⃗ dr⃗. Para isso, consideremos a região limitada pela curva α, e pelas circunferências

C1 e C2 de raio 1, centradas em 2 e −2, respectivamente. Pelo Teorema de Green,∫
α

F⃗ dr⃗ =

∫
C1

F⃗ dr⃗ +

∫
C2

F⃗ dr⃗.
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Figura 5.8:

Para efeito de simplificação, notemos que F⃗ (x, y) = G⃗(x, y) + H⃗(x, y), onde

G⃗(x, y) =

(
−y

(x− 2)2 + y2
,

x− 2

(x− 2)2 + y2

)
e

H⃗(x, y) =

(
−y

(x+ 2)2 + y2
,

x+ 2

(x+ 2)2 + y2

)
.

Uma parametrização para a circunferência C1 é α1(t) = (2+ cos t, sen t), 0 < t < 2π, e
uma parametrização para a circunferência C2 é α2(t) = (−2 + cos t, sen t), 0 < t < 2π.
Logo ∫

C1

G⃗dr⃗ =

∫ 2π

0

(− sen t, cos t) · (− sen t, cos t)dt =

∫ 2π

0

dt = 2π

e

∫
C1

H⃗dr⃗ =

∫ 2π

0

(− sen t, cos t) · (− sen t, cos t)dt =

∫ 2π

0

dt = 2π.

Além disso, ∫
C2

G⃗dr⃗ = 0 e

∫
C1

H⃗dr⃗ = 0.

Portanto

∫
α

F⃗ dr⃗ =

∫
C1

G⃗dr⃗ +

∫
C2

G⃗dr⃗ +

∫
C1

H⃗dr⃗ +

∫
C2

H⃗dr⃗

= 2π + 0 + 0 + 2π = 4π.
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8 Exerćıcios

1. Calcule
∫
α
(xy − x+ y)dS onde α é a curva abaixo:

(a) α é o segmento orientado de (−1, 2) a (2, 3)

(b) α é a parte da reta 2x+ 3y = 1 orientada de (−1, 1) a (2,−1)

(c) α é a circunferência x2 + y2 = 1 orientada positivamente

2. Calcule
∫
α

√
x+ 1y2dS, onde α é a parte da curva 9y2 = 4x3 orientada de (0, 0)

para (1, 2/3).

3. Calcule
∫
α

xy√
9y+4

dS onde α é a parte da curva y3 = x2 orientada de (−1, 1) para

(0, 0)

4. Calcule
∫
α
(xy, x − y2)dr⃗, onde α é determinada pela parábola y = 2x e a reta

x = 2.

5. A expressão P (x, y)dx+Q(x, y)dy é dita uma Diferencial Exata numa região

D ⊂ R2, se existe uma função ϕ : D ⊂ R2 −→ R tal que
∂ϕ

∂x
= P e

∂ϕ

∂y
= Q em

D. Mostre que

(a) Se P (x, y)dx + Q(x, y)dy é uma diferencial exata numa região aberta D,
então o campo F⃗ (x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) é um campo conservativo em D.

(b)
∫
α
dϕ = ϕ(A2) − ϕ(A1), onde α é qualquer curva suave por partes ligando

A1 e A2.

6. Verifique que a expressão dada, é uma diferencial exata em qualquer região D ⊂
R2 em que (0, 0) ̸∈ D

(a)
xdx

x2 + y2
+

ydy

x2 + y2

(b)
2xy

(x2 + y2)2
dx+

y2 − x2

(x2 + y2)2
dy

7. Verifique que a expressão
ydx

x2 + y2
− xdy

x2 + y2
é uma diferencial exata numa região

D ⊂ R2, somente se, para qualquer curva fechada α ⊂ D a região limitada por α
não contém a origem.

8. Seja f : R2 −→ R uma função cont́ınua num aberto D ⊂ R2, tal que dois pontos
quaisquer de D podem ser ligados por uma curva suave por partes em D. Mostre
que
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(a) Se ∇f = 0 em D, então f é constante em D
(b) Se ∇f = ∇g, em D, então f e g diferem de uma constante.

9. Verifique o Teorema de Green para o campo F⃗ (x, y) = (xy + x2, xy − y2) e a
região dada;

(a) A região retangular com vértices (±1,±1)

(b) A região triangular com vértices (−1− 1), (1,−1) e (1, 1)

(c) A região limitada pelos gráficos das equações y = 2 − x2 e x + y = 0, no
segundo quadrante

10. Calcule
∫
α
F⃗ dr⃗ sendo dados:

(a) F⃗ (x, y, z) = x⃗i+ yk⃗ + zk⃗ e α(t) = (cos t, sen t, t), 0 ≤ t ≤ 2π.

(b) F⃗ (x, y, z) = (x+ y + z)k⃗ e α(t) = (t, t, 1− t2), 0 ≤ t ≤ 1.

(c) F⃗ (x, y) = x2j⃗ e α(t) = (t2, 3), −1 ≤ t ≤ 1.

(d) F⃗ (x, y) = x2⃗i+ (x− y)⃗j e α(t) = (t, sen t), 0 ≤ t ≤ π.

11. Seja α uma curva no R3, F⃗1 e F⃗2 campos de vetores cont́ınuos e com domı́nio
contendo a curva α e c ∈ R. Mostre que:

(a)
∫
α
(F⃗1 + F⃗2)dr⃗ =

∫
α
F⃗1dr⃗ +

∫
α
F⃗2dr⃗

(b)
∫
α
(cF⃗ )dr⃗ = c

∫
α
F⃗ dr⃗

12. Uma part́ıcula desloca-se em um campo de forças dado por

F⃗ (x, y, z) = −y⃗i+ x⃗j + zk⃗.

Calcule o trabalho realizado por F⃗ ao deslocamento da part́ıcula de α(a) até α(b),
sendo dados

(a) α(t) = (cos t, sen t, t), a = 0 e b = 2π

(b) α(t) = (2t+ 1, t− 1, t), a = 1 e b = 2

(c) α(t) = (cos t, 0, sen t), a = 0 e b = 2π

13. Sejam α e D como no Teorema de Green. Prove que a área de D =
∮
α
xdy.

14. Use o Teorema de Green para calcular o valor da integral

(a)
∮
α
(6x10 − xy)dx, onde α é o quadrado |x|+ |y| = 1

(b)
∮
α
(5x− y20)dy, onde α é a eĺıpse x2 + 4y2 = 4



8 Exerćıcios 113

15. Calcule a integral do campo F⃗ (x, y) = (xy, y2 − 2x) sobre a fronteira α da região
D entre as circunferências x2 + y2 = 1 e x2 + y2 = 4, onde α está orientada com
D à esquerda.

16. Use o Teorema de Green para calcular
∫
α

xdy−ydx
x2+y2

, onde α é a fronteira da região

D entre a circunferência x2 + y2 = 1 e a eĺıpse 9x2 + 4y2 = 36, orientada com D
à esquerda.

17. Calcule o valor da integral indicada

(a)
∮
α

y3dx−xy2dy
(x2+y2)2

, onde α é o poĺıgono com vértices (−2, 0), (0,−2), (0, 2) e (3, 0.)

(b)
∮
α

x2ydx−x3dy
(x2+y2)2

, onde α é o poĺıgono com vértices (−1, 0), (0,−1), (1, 0) e (0, 1)

18. Mostre que a fórmula do Teorema de Green, em coordenadas polares (r, θ), é
escrita na forma ∫

∂D
Pdr +Qdθ =

∫∫
D

1

r

(
∂Q

∂r
− ∂P

∂θ

)
drdθ,

onde as funções P e Q, a região D e sua fronteira ∂D possuem as hipótese apro-
priadas. Mostre ainda qua a área de D, é dada por

A = −
∫
∂D
rθdr =

1

2

∫
∂D
r2dθ.

19. Seja f(x, y) = x2+2xy−y2 definida num domı́nio simplesmente conexo limitado
por uma curva diferenciável simples fechada α. Mostre que∮

α

∂f

∂n
dr⃗ = 0.

20. Seja f(x, y) = x2−2xy+y2. Calcule
∫
α

∂f
∂n
dr⃗, onde α é o ćırculo unitário centrado

na origem.

21. Deduza as seguintes fórmulas integrais

(a)
∮
α
v ∂u
∂n
dr⃗ =

∫∫
(v∆u+∇v · ∇u)dxdy

(b)
∮
α
(v ∂u

∂n
− u ∂v

∂n
)dr⃗ =

∫∫
(v∆u− u∆v)dxdy

22. Mostre que

1

2

∮
α

(
v
∂u

∂x
− u

∂v

∂x

)
dx+

(
u
∂v

∂y
− v

∂u

∂y

)
dy =

∫∫
D

(
u
∂2v

∂x∂y
− v

∂2u

∂x∂y

)
dxdy.
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Caṕıtulo 6

Integral de Superf́ıcie

Estudaremos aqui as integrais de superf́ıcies. Iniciaremos com o estudo de superf́ıcies
parametrizadas [1],[2] que será útil para o desenvolvimento dessas integrais. Destaca-
remos também os teoremas de Stokes e Gauss.

1 Superf́ıcie Parametrizada

Definição 1.1. Uma Superf́ıcie Parametrizada é uma aplicação
χ : D ⊂ R2 −→ R3, definida num aberto D, por χ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),
(u, v) ∈ D, onde x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v) são as Funções Coordenadas
de χ.

Figura 6.1: idéia geométrica da definição

Observação 1.1. Temos que

1. A aplicação χ é diferenciável de classe Cn(C∞) se as funções coordenadas x(u, v),
y(u, v) e z(u, v) são funções diferenciáveis de classe Cn(C∞).

2. Um subconjunto M ⊂ R3 é dito uma Superf́ıcie Parametrizada, se existem um
aberto D ⊂ R2 e uma aplicação χ : R2 −→ R3 tal que, M é a imagem de D pela
aplicação χ.
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3. Seja M superf́ıcie parametrizada por χ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈
D diferenciável em (u0, v0) ∈ D.

3.1 Fixado u = u0, obtemos uma função χ(u0, v) = (x(u0, v), y(u0, v), z(u0, v))
que define uma curva na superf́ıcie. Se o vetor

∂χ

∂v
(u0, v0) = χv(u0, v0) = (xv(u0, v0), yv(u0, v0), zv(u0, v0)) ̸= 0⃗,

então χv(u0, v0) é um Vetor Tangente a essa curva no ponto χ(u0, v0).

3.2 Fixado v = v0, a função χ(u, v0) = (x(u, v0), y(u, v0), z(u, v0)) define uma
curva na superf́ıcie e se

∂χ

∂u
(u0, v0) = χu(u0, v0) = (xu(u0, v0), yu(u0, v0), zu(u0, v0)) ̸= 0⃗,

então χu(u0, v0) é um Vetor Tangente a essa curva no ponto χ(u0, v0).

Figura 6.2: plano tangente Tpχ em χ(u0, v0).

Observação 1.2. As curvas definidas acima, que são imagens pela χ das retas paralelas
aos eixos coordenados, são chamadas Curvas Coordenadas da superf́ıcie M .

Observação 1.3. O vetor n⃗(u0, v0) = χu(u0, v0)× χv(u0, v0) ̸= 0, é Normal ao plano
tangente gerado pelos vetores χu(u0, v0) e χv(u0, v0) em χ(u0, v0); dado q = χ(p), p ∈ D,
o plano tangente gerado pelos vetores χu e χv, será denotado por Tqχ e o produto
vetorial χu × χv, dado pela expressão
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χu × χv =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

xu(u, v) yu(u, v) zu(u, v)
xv(u, v) yv(u, v) zv(u, v)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∂y
∂u

∂z
∂u

∂y
∂v

∂z
∂v

∣∣∣∣ i⃗+ ∣∣∣∣ ∂z
∂u

∂x
∂u

∂z
∂v

∂x
∂v

∣∣∣∣ j⃗ + ∣∣∣∣ ∂x
∂u

∂y
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∣∣∣∣ k⃗
=

∂(y, z)

∂(u, v)
i⃗+

∂(z, x)

∂(u, v)
j⃗ +

∂(x, y)

∂(x, y)
k⃗

é chamado Produto Vetorial Fundamental.

2 Superf́ıcie Parametrizada Regular

Definição 2.1. Uma superf́ıcieM parametrizada por χ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),
(u, v) ∈ D, diferenciável de classe C∞ é dita Regular em χ(u0, v0) se

n⃗(u0, v0) = χu(u0, v0)× χv(u0, v0) ̸= 0.

Observação 2.1. Dizer que χu(u0, v0) × χv(u0, v0) ̸= 0⃗ é equivalente a dizer que os
vetores χu(u0, v0) e χv(u0, v0) são Linearmente Independentes.

Exemplo 2.1. Sejam P0 = (x0, y0, z0) ∈ R3, a⃗ = (a1, a2, a3) e b⃗ = (b1, b2, b3) vetores

linearmente independentes de R3. A aplicação χ(u, v) = P0 + a⃗u+ b⃗v, ou seja,

χ(u, v) = (x0 + a1u+ b1v, y0 + a2u+ b2v, z0 + a3u+ b3v)

é uma superf́ıcie parametrizada regular cujo traço é um plano que passa pelo ponto P0,
ortogonal ao vetor a⃗× b⃗.

Exemplo 2.2. Superf́ıcies parametrizada por uma função diferenciável C∞.

M : Superf́ıcie com parametrização expĺıcita z = f(x, y), (x, y) ∈ D.

Parametrização: χ(x, y) = (x, y, f(x, y))

Se f(x, y) é de classe C∞, então M = χ(D) é regular, pois

∂χ

∂x
(x, y)× ∂χ

∂y
(x, y) =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
1 0 fx
0 1 fy

∣∣∣∣∣∣ = (−fx,−fy, 1)
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é não nulo para todo (x, y) ∈ D, onde fx e fy são as derivadas parciais de f em relação
a x e y, respectivamente. O plano tangente a M em (x0, y0, z0) = χ(u0, v0) é dado por

(−fx(x0, y0),−fy(x0, y0), 1) · (x− x0, y − y0, z − z0) = 0.

Exemplo 2.3. Superf́ıcie de Revolução
Seja α(u) = (f(u), 0, g(u)), u ∈ I ⊂ R, uma curva regular, tal que f(u) ̸= 0. Então a
aplicação χ(u, v) = (f(u) cos v, f(u) sen v, g(u)), v ∈ R é uma superf́ıcie parametrizada
regular, chamada Superf́ıcie de Revolução gerada pela curva α em torno do eixo z.

Figura 6.3: Superf́ıcie de Revolução em torno do eixo z

De fato, no triângulo ∆ABC, temos

sen v =
y

f(u)
⇒ y = f(u) sen v

cos v =
x

f(u)
⇒ x = f(u) cos v

dáı

χ(u, v) = (f(u) cos v, f(u) sen v, g(u)).

Além disso,

χu(u, v) = (fu(u) cos v, fu(u) sen v, gu(u))

χv(u, v) = (−f(u) sen v, f(u) cos v, 0).

Portanto

χu(u, v)× χv(u, v) = (−gu · f(u) cos v,−gu · f(u) sen v, fu · f(u))



2 Superf́ıcie Parametrizada Regular 118

e

∥χu × χv∥2 = g2u · f 2(u) cos2 v + g2u · f 2(u) sen2 v + f 2
u · f 2(u)

= (g2u + f 2
u)︸ ︷︷ ︸

̸=0

· f 2(u)︸ ︷︷ ︸
̸=0

̸= 0,

já que α é regular e f ̸= 0. Portanto χ é uma superf́ıcie regular.

Observação 2.2. Vejamos alguns outros casos de revolução

1. Se tomarmos α(u) = (0, f(u), g(u)), g(u) ̸= 0, uma curva regular girando em
torno do eixo y.

sen v =
x

g(u)
⇒ x = g(u) sen v

cos v =
z

g(u)
⇒ z = g(u) cos v

então
χ(u, v) = (g(u) sen v, f(u), g(u) cos v)

é uma superf́ıcie de revolução regular gerada pela curva α em torno do eixo y.

2. Se tomarmos α(u) = (f(u), g(u), 0), g(u) ̸= 0, curva regular girando em torno
do eixo x.

sen v =
z

g(u)
⇒ z = g(u) sen v

cos v =
y

g(u)
⇒ y = g(u) cos v

então
χ(u, v) = (f(u), g(u) cos v, g(u) sen v)

é uma superf́ıcie de revolução regular gerada pela curva α em torno do eixo x

Exemplo 2.4. A aplicação χ(u, v) = (r cos v, r sen v, u), (u, v) ∈ R2, r constante,
descreve o cilindro circular, que é obtido pela revolução da reta α(u) = (r, 0, u) em
torno do eixo z.
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Figura 6.4: cilindro circular

Exemplo 2.5. Dada a curva α(u) = (R + r cosu, 0, r senu), u ∈ R, onde 0 < r < R.
A superf́ıcie de revolução em torno do eixo z, dada por

χ(u, v) = ((R + r cosu) cos v, (R + r cosu) sen v, r senu)

é uma superf́ıcie regular cujo traço é chamado de Toro.

Figura 6.5: Toro (de revolução)



3 Área de Superf́ıcie 120

3 Área de Superf́ıcie

Definição 3.1. Seja M uma superf́ıcie parametrizada por χ(u, v), (u, v) ∈ D. Defini-
mos a Área de M , que denotaremos por A(M), por

A(M) =

∫∫
D
∥χu(u, v)× χv(u, v)∥dudv

onde ∥χu(u, v)× χv(u, v)∥ é a norma do vetor n⃗ = χu(u, v)× χv(u, v). A fórmula

dM = ∥χu(u, v)× χv(u, v)∥dudv

é chamada o Elemento de Área da superf́ıcie M .

Exemplo 3.1. A área da esfera de raio r > 0 é 4πr2.

De fato, uma parametrização da esfera é dada por

χ(u, v) = (r senu cos v, r senu sen v, r cosu), 0 ≤ u ≤ π, 0 ≤ v ≤ 2π;

dáı
χu(u, v) = (r cosu cos v, r cosu sen v,−r senu)

χv(u, v) = (−r senu sen v, r senu cos v, 0);

logo
∥χu(u, v)× χv(u, v)∥ = r2 senu,

e a área da esfera é

A(M) =

∫ 2π

0

∫ π

0

r2 senududv = 4πr2.

Figura 6.6: Esfera de raio r
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Exemplo 3.2. A área do cone circular χ(u, v) = (u cos v, u sen v, u), 0 ≤ u ≤ r,
0 ≤ v ≤ 2π é dada por

√
2πr2. Temos que

χu(u, v) = (cos v, sen v, 1) e χv(u, v) = (−u sen v, u cos v, 0).

Logo χu(u, v) × χv(u, v) = (−u cos v,−u sen v, u); dáı ||χu(u, v) × χv(u, v)|| =
√
2u,

portanto a área é dada por

A(cone) =

∫ 2π

0

∫ r

0

√
2ududv =

√
2πr2.

Vejamos o significado geométrico da fórmula da área de uma superf́ıcie. Para
entender esta relação, suponha que D seja um retângulo. Considere uma partição
regular de ordem n de D. Seja Rij = {(x, y) ∈ R2; ui ≤ x ≤ ui+1, vj ≤ y ≤ vj+1} o
ij-ésimo retângulo da partição com vértices

(ui, vj), (ui+1, vj), (ui+1, vj+1), (ui, vj+1), i, j ∈ {0, 1, ..., n− 1}.

Os vetores ∆uiχui
e ∆vjχvj são tangentes à superf́ıcie em χ(ui, vj) = (xij, yij, zij), onde

∆ui = ui+1 − ui e ∆vj = vj+1 − vj. Seja Pij o paralelogramo formado pelos vetores
∆uiχui e ∆vjχvj tangente a superf́ıcie em χ(ui, vj). Quando n → +∞, a área A de
Pij, A(Pij), se aproxima a área da porção da superf́ıcie χ(Rij). Como a área A de Pij

é dado por
A(Pij) = ∥∆uiχui

×∆vjχvj∥ = ∥χui
× χvj∥∆ui∆vj.

então A(χ(Rij)) ≈ ∥χui
× χvj∥∆ui∆vj. Portanto, a área da superf́ıcie é aproximada

por

A(χ(R)) ≈
n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

A(Pij) =
n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

∥χui
× χvj∥∆ui∆vj

Quando n −→ +∞, o limite do somatório duplo existe e é denotado por∫∫
D
∥χu(u, v)× χv(u, v)∥dudv

Observação 3.1. Se uma superf́ıcie M é parametrizada pelo gráfico de uma função
diferenciável, ou seja, uma parametrização de M é dada por χ(x, y) = (x, y, z), com
z= f(x, y), onde f é uma função diferenciável, então

χx(x, y) = (1, 0, fx) e χy(x, y) = (0, 1, fy).

Dáı,

χx(x, y)× χy(x, y) = (−fx,−fy, 1) =⇒ ∥χx(x, y)× χy(x, y)∥ =
√

1 + f 2
x + f 2

y .
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Portanto a área é dada como

A(M) =

∫ ∫
D

√
1 + f 2

x + f 2
ydxdy,

onde D é a projeção da superf́ıcie M sobre o plano xy. Veja que o vetor normal

a superf́ıcie M é dado por n⃗ =
(−fx,−fy, 1)√
1 + f 2

x + f 2
y

, portanto se θ é o ângulo entre n⃗ e

k = (0, 0, 1), temos

cos θ =
n⃗ · k

∥n⃗∥ · ∥k∥
=

1√
1 + f 2

x + f 2
y

,

ou seja, o elemento de área de M é dado como

dM =
√
1 + f 2

x + f 2
ydxdy =

1

cos θ
dxdy = sec θdxdy;

logo a área pode ser escrita como

A(M) =

∫∫
D
sec θdxdy.

Analogamente, se tivermos uma superf́ıcie com parametrização

χ(x, z) = (x, y, z), com y = f(x, z)

ou
χ(y, z) = (x, y, z), com x = f(y, z)

então teremos, respectivamente, a área dada por

A(M) =

∫∫
D1

sec θ1dxdz,

ou

A(M) =

∫∫
D2

sec θ2dydz,

onde D1 e D2 são as projeções de M sobre os planos xz e yz e θ1 e θ2 são os ângulos
entre n⃗ e j⃗, e n⃗ e i⃗, respectivamente.

Observação 3.2. Utilizando a identidade ∥u×v∥2 = (u·u)(v·v)−(u·v)2 e considerando
E = χu · χu, F = χu · χv e G = χv · χv, então ∥χu · χv∥ =

√
EG− F 2 e dai a área

A(M) pode ser escrita como

A(M) =

∫∫
D

√
EG− F 2dudv.
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Definição 3.2. Sejam

χ1 : D1 ⊂ R2 −→ R3, (u, v) 7→ χ1(u, v)

e
χ2 : D2 ⊂ R2 −→ R3, (s, t) 7→ χ2(s, t)

duas parametrizações de uma superf́ıcieM . Dizemos que χ1 e χ2 sãoParametrizações
Equivalentes quando existe uma aplicação

h : D2 −→ D1; (s, t) 7−→ h(s, t) = (u(s, t), v(s, t)),

bijetora de classe C1 tal que χ1(h(D1)) = χ2(D2) =M , ou seja,

χ2(s, t) = χ1(u(s, t), v(s, t)).

Figura 6.7: parametrizações equivalentes

A aplicação h é dita Mudança de parâmetro.

Considere χ1 e χ2 parametrizações equivalentes para uma superf́ıcie M . Então a
área de M com parametrização χ2 é dada por

A(Mχ2) =

∫∫
D2

∥χ2
s(s, t)× χ2

t (s, t)∥dsdt;

além disso, ∥χ2
s(s, t)× χ2

t (s, t)∥ =
∂χ2

∂s
× ∂χ2

∂t
, mas

∂χ2

∂s
=
∂χ1

∂u
· ∂u
∂s

+
∂χ1

∂v
· ∂v
∂s
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e

∂χ2

∂t
=
∂χ1

∂u
· ∂u
∂t

+
∂χ1

∂v
· ∂v
∂t

onde
∂χ1

∂u
e
∂χ1

∂v
são calculados em (u(s, t), v(s, t)). Dáı

∂χ2

∂s
× ∂χ2

∂t
=

(
∂χ1

∂u
· ∂u
∂s

+
∂χ1

∂v
· ∂v
∂s

)
×
(
∂χ1

∂u
· ∂u
∂t

+
∂χ1

∂v
· ∂v
∂t

)
=

(
∂χ1

∂u
× ∂χ1

∂v

)
·
(
∂u

∂s
· ∂v
∂t

)
−

(
∂χ1

∂u
× ∂χ1

∂v

)
·
(
∂v

∂s
· ∂u
∂t

)
=

(
∂χ1

∂u
× ∂χ1

∂v

)
·
(
∂u

∂s
· ∂v
∂t

− ∂v

∂s
· ∂u
∂t

)
= χ1

u(u, v)× χ1
v(u, v) ·

∂(u, v)

∂(s, t)
.

Desta relação, segue que

n⃗χ1 = n⃗χ2 ·
∂(u, v)

∂(s, t)
.

Portanto

A(Mχ1) =

∫∫
D1

∥χ1
u(u, v)× χ1

v(u, v)∥dudv

=

∫∫
D2

∥χ1
u(u(s, t), v(s, t))× χ1

v(u(s, t), v(s, t))∥ ·
∣∣∣∂(u, v)
∂(s, t)

∣∣∣dsdt
=

∫∫
D2

∥χ2
s(u(s, t), v(s, t))× χ2

t (u(s, t), v(s, t))||dsdt

= A(Mχ2)

ou seja, a fórmula da área está bem definida.

Exemplo 3.3 (Área do Toro). Considere a superf́ıcie de revolução com parame-
trização χ(u, v) = ((R + r cosu) cos v, (R + r cosu) sen v, r senu), com (u, v) ∈ R2,
0 < r < R, que descreve um toro. Então

χu = (−r senu cos v,−r senu sen v, r cosu),

χv = (−(R + r cosu) sen v, (R + r cosu) cos v, 0),

χu×χv = (−r(R+ r cosu) cos v cosu,−r(R+r cosu) sen v cosu,−r(R+r cosu) sen u),
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∥χu × χv∥ = r(R + r cosu).

Logo

A(χ(D)) =

∫∫
D
∥χu × χv∥dudv

=

∫ 2π

0

∫ 2π

0

r(R + r cosu)dudv = 4π2Rr.

4 Integral de Superf́ıcie de Função Escalar

Definição 4.1. Sejam M uma superf́ıcie parametrizada por χ(u, v), (u, v) ∈ D, e
f(x, y, z) uma função escalar cont́ınua definida em M . Definimos a integral de su-
perf́ıcie de f sobre M por∫∫

M

f(x, y, z)dM =

∫∫
D
f(χ(u, v)) · ∥χu × χv∥dudv,

independente da parametrização de M .

Observação 4.1. Quando M é definida explicitamente por

z = z(x, y), (x, y) ∈ D, (parametrização χ(x, y) = (x, y, z(x, y))),

então ∫∫
M

fdM =

∫∫
D
f(x, y, z)

√
1 + z2x + z2ydxdy,

com z = z(x, y). Podemos também escrever a integral, como∫∫
M

f(x, y, z)dM =

∫∫
D
f(x, y, z) sec θdxdy,

onde sec θ =
√
1 + z2x + z2y , z = z(x, y) e D é a projeção de M sobre o plano xy; de

forma análoga, se χ(y, z) = (x, y, z), x = x(y, z) ou χ(x, z) = (x, y, z), y = y(x, z), as
integrais são, respectivamente,∫∫

M

f(x, y, z)dM =

∫∫
D1

f(x, y, z) sec θ1dydz,

ou ∫∫
M

f(x, y, z)dM =

∫∫
D2

f(x, y, z) sec θ2dxdz,

onde
sec θ1 =

√
1 + x2y + x2z e sec θ2 =

√
1 + y2x + y2z

e D1 e D2 são as projeções de M nos planos yz e xz, respectivamente.
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Observação 4.2.

1. Se f(x, y, z) = 1 sobre M , a integral de superf́ıcie fica∫∫
M

f(x, y, z)dM =

∫∫
M

1dM

=

∫∫
D
∥χu(u, v)× χv(u, v)∥dudv

= área da superf́ıcie M

2. Se M = ∪Mi, i = 1, 2, ..., n, então
∫∫

M
fdM =

∑n
i=1

∫∫
Mi
fdMi.

Exemplo 4.1. Calcule
∫∫

M
zdM , ondeM é a superf́ıcie do sólido limitado pelo cilindro

x2 + y2 = 1 e os planos z = 1 e x+ z = 4.

A superf́ıcie M é a união das superf́ıcies M1,M2 e M3, onde

M1 é o cilindro

x2 + y2 = 1 com 1 ≤ z ≤ 4− x,

M2 é o plano
z = 1 com x2 + y2 ≤ 1

e

M3 é o plano
x+ z = 4 com x2 + y2 ≤ 1.

Portanto ∫∫
M

zdM =

∫∫
M1

zdM1 +

∫∫
M2

zdM2 +

∫∫
M3

zdM3

Parametrização de M1:

M1 : x
2 + y2 = 1, 1 ≤ z ≤ 4− x

χ(u, v) = (cos u, senu, v), (u, v) ∈ D, ∥χu × χv∥ = 1

D = {(u, v) ∈ R2, 0 ≤ u ≤ 2π, 1 ≤ v ≤ 4− cosu}
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∫∫
M1

zdM1 =

∫∫
D
vdvdu =

∫ 2π

0

∫ 4−cos θ

1

vdvdu

=

∫ 2π

0

(
v2

2

∣∣∣4−cos θ

1

)
du

=
1

2

∫ 2π

0

(15− 8 cos u+ cos2 u)du

=
31π

2

Parametrização de M2:
∫∫

M2
zdM2 =

∫∫
M2

1dM2 = área de M2 = π.

Parametrização de M3: Como M3 é o gráfico da função z = f(x, y) = 4− x, então
∥n⃗∥ =

√
2. Assim, ∫∫

M3

zdM3 =

∫∫
x2+y2≤1

√
2(4− x)dxdy.

Usando mudança polar, obtemos

∫∫
x2+y2≤1

√
2(4− x)dxdy =

√
2

∫ 2π

0

∫ 1

0

(4− r cos θ)rdrdθ

=
√
2

∫ 2π

0

(2− cos θ

3
)dθ = 4

√
2π

Logo ∫∫
M

zdM =
31π

2
+ π + 4

√
2π =

π

2
(33 + 8

√
2)

Exemplo 4.2. Seja M a esfera x2 + y2 + z2 = r2 e f(x, y, z) = x2 + y2 uma função
escalar. Uma parametrização da esfera pode ser dada por

χ(u, v) = (r senu cos v, r senu sen v, r cosu), r > 0, 0 ≤ u ≤ π, 0 ≤ v ≤ 2π.

Dáı
χu(u, v) = (r cosu cos v, r cosu sen v,−r senu)
χv(u, v) = (−r senu sen v, r senu cos v, 0)

∥χu × χv∥ = r2 senu.

Portanto

∫∫
M

fdM =

∫∫
D
r2 sen2 u · r2 senududv =

4π4

3
.
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5 Integral de Superf́ıcie de Função Vetorial

Seja F⃗ : R3 −→ R3 um campo vetorial, cujo domı́nio contém uma superf́ıcie M .
Considere n⃗ um campo vetorial e normal a M em cada ponto (x, y, z). Fixado n⃗ ao
longo deM , dizemos queM estáOrientada. Suponha, então que n⃗ define a orientação
de M , então a componente normal de F⃗ sobre M , dada por F⃗n⃗(x, y, z) = F⃗ (x, y, z) · n⃗,
é uma função real definida em M . O Elemento Vetorial de Área da superf́ıcie M ,
denotado por dM , é dado por dM = n⃗dσ, onde dσ é o elemento de área de M .

Considere χ : D ⊂ R2 −→ R3 uma parametrização de M . O campo

n⃗ =
χu(u, v)× χv(u, v)

∥χu(u, v)× χv(u, v)∥

é unitário e normal a M em cada ponto; além disso n⃗(u, v) define uma orientação para
M 1. A integral ∫∫

M

F⃗ (x, y, z)dM =

∫∫
M

F⃗ (x, y, z) · n⃗dσ

é dita a integral do campo F⃗ sobre M . Portanto definimos

Definição 5.1. Sejam F⃗ um campo vetorial cont́ınuo definido numa superf́ıcie orien-

tada M parametrizada por χ(u, v), (u, v) ∈ D e n⃗ =
χu(u, v)× χv(u, v)

∥χu(u, v)× χv(u, v)∥
(ou −n⃗).

Definimos a Integral de Superf́ıcie de F⃗ sobre M por∫∫
M

F⃗ dM =

∫∫
M

(F⃗ · n⃗)dσ.

Observação 5.1. Como F⃗ · n⃗ é uma função escalar, segue da definição de integral de
superf́ıcie de função escalar que

∫∫
M

(F⃗ · n⃗)dM=

∫∫
D
F⃗ (χ(u, v)) · n⃗(χ(u, v)) · ∥χu(u, v)× χv(u, v)∥dudv

=

{ ∫∫
D F⃗ (χ(u, v)) · (χu(u, v)× χv(u, v))dudv, se n⃗

−
∫∫∫

D F⃗ (χ(u, v)) · (χu(u, v)× χv(u, v))dudv, se− n⃗

Observação 5.2. Quando M é definida explicitamente pela equação z = f(x, y),
(x, y) ∈ D, temos

n⃗ =
(−fx,−fy, 1)√
f 2
x + f 2

y + 1
,

1veja que −n⃗ também define uma orientação para M
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e neste caso∫∫
M

F⃗ · n⃗dM =

∫∫
D

[
F⃗ (x, y, f(x, y)) · (−fx(x, y),−fy(x, y), 1)

]
dxdy

e também podemos escrever como∫∫
M

F⃗ · n⃗dM =

∫∫
F⃗ · n⃗ sec θdxdy.

Exemplo 5.1. Calcule
∫∫

M
(F⃗ · n⃗)dM , onde F⃗ (x, y, z) = (x, y, x2z) e M é a superf́ıcie

do cilindro (x − 1)2 + (y − 1)2 = 1 entre os planos z = 0 e z = 4 com o vetor normal
apontando para fora de M . O cilindro M em questão, tem parametrização dada por

χ(u, v) = (1 + cos u, 1 + sen u, v), 0 ≤ u ≤ 2π, 0 ≤ v ≤ 4.

Um campo de vetores que aponta para fora de S em cada ponto é dado por

χu × χv =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

− senu cosu 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = (cosu, senu, 0).

Logo∫∫
M

F⃗ · n⃗dM =

∫∫
D

[
(1 + cosu, 1 + sen u, (1 + cosu)2v) · (cosu, senu, 0)

]
dudv

=

∫∫
D
(cosu+ senu+ 1)dudv =

∫ 4

0

∫ 2π

0

(cosu+ senu+ 1)dudv

=

∫ 4

0

2πdv = 8π

Exemplo 5.2. Vamos calcular a integral do campo F⃗ (x, y, z) = (z, x,−3y2z) sobre a
parteM do cilindro x2+y2 = 4, com 0 ≤ z ≤ 3 e no 1o. octante, orientada de forma que
os vetores normais apontem para o eixo do cilindro. Uma parametrização para a parte
do cilindro é dada por χ(u, v) = (2 cos u, 2 sen u, v), com 0 ≤ u ≤ π/2 e 0 ≤ v ≤ 3.
Assim

F⃗ (χ(u, v)) = (v, 2 cos u,−12v sen2 u)

e
χu(u, v)× χv(u, v) = (2 cosu, 2 sen u, 0)

como χu × χv aponta no sentido contrário do problema, temos
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∫∫
M

F⃗ (x, y, z)dM = −
∫∫

D
(v, 2 cos u,−12v sen2 u) · (2 cosu, 2 sen u, 0)dudv

= −
∫∫

D
(2v cosu+ 4 cos u senu)dudv

= −
∫ 3

0

∫ π/2

0

(2v cosu+ 4 cos u senu)dudv = −15.

Observação 5.3 (Fluxo). Seja F⃗ : R3 −→ R3 um campo vetorial cont́ınuo que
representa a velocidade e o sentido do escoamento de um fluido passando por uma
superf́ıcie suave M . A integral

∫∫
M
F⃗ (x, y, z)dM pode ser interpretada como o Fluxo

do fluido através de M . De fato, se M é a região plana e F⃗ é um campo constante,
então o fluxo é igual a ϕ(M) = F⃗ · n⃗ ·A(M), onde F⃗ · n⃗ é a componente de F⃗ na direção
normal a M e A(M) é a área de M . Considere agora M uma superf́ıcie qualquer.
Seja χ : D ⊂ R2 −→ R3 uma parametrização de M . Traçando retas paralelas aos
eixos u e v, com as curvas u−parâmetro e v−parâmetro correspondentes a estas retas,
decompoem-seM em pequenas superf́ıciesMij de áreas iguais a ∆ijσ, respectivamente.

Seja χ(ui, vj) um ponto arbitrário de Mij (i, j = 1, 2, ..., n), então o fluxo de F⃗ através
de Mij é aproximadamente igual a

F⃗ (χ(ui, vj)) · n⃗∆ijσ.

Logo, uma aproximação para o fluxo ϕ(M) de F⃗ através de M , é dado por

n∑
i=1

n∑
j=1

F⃗ (χ(ui, vj)) · n⃗∆ijσ.

Passando o limite desta soma, quando ∆ = max{∆ijσ; i, j = 1, 2, ..., n} → 0 obtem-se

o fluxo de F⃗ através de M que é dado por

ϕ(M) = lim
∆→0

n∑
i=1

n∑
j=1

F⃗ (χ(ui, vj)) · n⃗∆ijσ

=

∫∫
D
F⃗ (χ(u, v)) · n⃗dσ

=

∫∫
D
F⃗ (χ(u, v)) · (χu(u, v)× χv(u, v))dudv

=

∫∫
M

F⃗ (x, y, z)dM

Exemplo 5.3. Calcule o fluxo ϕ do campo vetorial F⃗ (x, y, z) = (x, y,−2z) através da
superf́ıcie M do parabolóide z = x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 1, com vetor normal apontando
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para fora de M . A superf́ıcie M é definida por z = f(x, y) = x2 + y2, (x, y) ∈ D onde
D = {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 ≤ 1}. Um campo de vetores normais que aponta para fora
de M em cada ponto é dado por n⃗ = (fx, fy,−1) = (2x, 2y,−1). Logo

ϕ =

∫∫
M

(F⃗ · n⃗)dM =

∫∫
M

[
(x, y,−2x2 − 2y2) · (2x, 2y,−1)

]
dM

=

∫∫
D
4(x2 + y2)dxdy.

Usando mudança polar para resolver esta integral dupla, obtemos∫∫
D
4(x2 + y2)dxdy =

∫ 2π

0

∫ 1

0

4r3drdθ = 2π.

Exemplo 5.4. Calcule
∫∫

M
(F⃗ · n⃗)dM , onde F⃗ (x, y, z) = (x,−x,−1) e M é a porção

do plano x+ y + z = 0 situada no interior da esfera x2 + y2 + z2 = 1. A superf́ıcie M
é definida por z = f(x, y) = −x− y, ou seja, χ(x, y) = (x, y,−x− y), (x, y) ∈ D, onde
D = {(x, y) ∈ R2; 2x2 +2y2 +2xy ≤ 1}. Escolhendo o campo de vetores normais a M
dado por χx × χy = (1, 1, 1), obtemos

∫∫
M

(F⃗ · n⃗)dM =

∫∫
M

[
(x,−x,−1) · (1, 1, 1)√

3

]
dM =

∫∫
M

−1√
3
dM

=
−1√
3
área de M =

−π√
3

Definição 5.2. Seja M uma superf́ıcie parametrizada por χ(u, v), (u, v) ∈ D. O
Bordo de M , denotado por ∂M , é a curva em M pela imagem de χ da fronteira ∂D
de D.

Definição 5.3. Se M é uma superf́ıcie orientada por um campo de vetores normais
unitários n⃗, dizemos que o bordo ∂M de M está Orientado Positivamente quando
a superf́ıcie M está a esquerda do sentido de percurso ao longo de ∂M.

Definição 5.4. Diz-se que uma superf́ıcie suave por partes M é orientável, quando
cada parte suave de M é orientável, de tal modo que, as curvas em comum dos bordos
de duas partes suaves, podem ser orientadas em sentidos opostos.

Exemplo 5.5. Calcule
∫∫

M
(F⃗ · n⃗)dM , onde F⃗ (x, y, z) = (x, y, 2z) e M é a união dos

planos
y − z = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1

e
y + z = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1.
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Veja que M = M1 ∪M2 onde M1 é a porção do plano z = y e M2 é a porção do
plano z = −y. Dáı∫∫

M

(F⃗ · n⃗)dM =

∫∫
M1

(F⃗ · n⃗)dM1 +

∫∫
M2

(F⃗ · n⃗)dM2.

Portanto

∫∫
M

(F⃗ · n⃗)dM =

∫∫
M1

(F⃗ · n⃗)dM1 +

∫∫
M2

(F⃗ · n⃗)dM2

=

∫∫
M1

(u, v, 2v) · (0,−1, 1)dudv

+

∫∫
M2

(u, v,−2v) · (0, 1,−1)dM2

=

∫ 1

0

∫ 1

0

vdudv +

∫ 0

−1

∫ 1

0

−vdudv

=
1

2
+

1

2
= 1.

Teorema 5.1. Sejam χ1(u, v), (u, v) ∈ D1 e χ2(s, t), (s, t) ∈ D2, parametrizações
equivalentes de uma superf́ıcie regular orientada M , então

1. Se f é uma função escalar cont́ınua definida em M , então∫∫
χ1(D1)

fdM =

∫∫
χ2(D2)

fdM.

2. Se F⃗ é um campo vetorial cont́ınuo definido em M , então

∫∫
χ1(D1)
(F⃗ · n⃗)dM=

{ ∫∫
χ2(D2)

(F⃗ · n⃗)dM, n⃗χ1e n⃗χ2 , com mesmo sentido em M

−
∫∫

χ2(D2)
(F⃗ · n⃗)dM, n⃗χ1e n⃗χ2 , com sentidos opostos em M

Demonstração. 1. Temos que∫∫
χ1(D1)

fdM =

∫∫
D1

f(χ1(u, v))

∣∣∣∣∣∣∣∣∂χ1

∂u
× ∂χ1

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣ dudv.
Mas pelo fato de χ1 e χ2 serem equivalentes, segue que

∂χ2

∂s
× ∂χ2

∂t
=

(
∂χ1

∂u
× ∂χ1

∂v

)
· ∂(u, v)
∂(s, t)

,
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dáı

∫∫
χ1(D1)

fdM =

∫∫
D1

f(χ1(u, v)) ·
∣∣∣∣∣∣∣∣∂χ1

∂u
× ∂χ1

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣ dudv
=

∫∫
D2

f(χ1(u(s, t), v(s, t))) ·
∣∣∣∣∣∣∣∣∂χ1

∂u
× ∂χ1

∂v

∣∣∣∣∣∣∣∣ · ∣∣∣∣∂(u, v)∂(s, t)

∣∣∣∣ dsdt
=

∫∫
D2

f(χ2(s, t)) ·
∣∣∣∣∣∣∣∣∂χ2

∂s
× ∂χ2

∂t

∣∣∣∣∣∣∣∣ dsdt
=

∫∫
χ2(D2)

fdM.

2. Sabemos que∫∫
χ1(D1)

(F⃗ · n⃗)dS =

∫∫
D1

F⃗ (χ1(u, v))

(
∂χ1

∂u
× ∂χ1

∂v

)
dudv. (1)

Fazendo a mudança de variáveis , obtemos

(1) =

∫∫
D2

F⃗ (χ1(u(s, t), v(s, t))) ·
(
∂χ1

∂u
× ∂χ2

∂v

)
·
∣∣∣∣∂(u, v)∂(s, t)

∣∣∣∣ dsdt
=

{ ∫∫
χ2(D2)

(F⃗ · n⃗)dM, se n⃗χ1e n⃗χ2 com mesmo sentido em M

−
∫∫

χ2(D2)
(F⃗ · n⃗)dM se n⃗χ1e n⃗χ2 com sentidos opostos em M

�
Exemplo 5.6 (Motivação para o Teorema de Stokes). Considere o campo F⃗

definido por F⃗ (x, y, z) = (2x+y,−yz2,−y2z) e a parte da esfera S2 de equação x2+y2+

z2 = 1 acima do plano xy. Vamos calcular a integral do Rot F⃗ sobre a parte da esfera
S2. Uma parametrização para S2, é dada por χ(u, v) = (cos v senu, sen v senu, cosu)

onde D é a região retangular 0 ≤ u ≤ π

2
e 0 ≤ v ≤ 2π. Como Rot F⃗ (x, y, z) = (0, 0,−1)

e
χu(u, v)× χv(u, v) = (cos v sen2 u, sen v sen2 u, senu cos v),

tem-se

∫∫
S

Rot F⃗ · n⃗dS2 =

∫∫ 2

S

(0, 0,−1) · (cos v sen2 u, sen v sen2 u, senu cos v)dudv

=

∫ 2π

0

∫ π/2

0

senu cosududv = −π

Agora considere a integral de F⃗ sobre o bordo orientado positivamente de S2.
Encontremos o bordo ∂S2 de S2, encontrando a imagem através de χ de cada um dos
segmentos que constituem a fronteira da região D, orientada positivamente.
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Uma parametrização para o segmento de (0, 0) a (π/2, 0) é dada por α(t) = (t, 0),
0 ≤ t ≤ π/2, logo uma parametrização para sua imagem é dada por
χ(α(t)) = (sen t, 0, cos t), 0 ≤ t ≤ π/2, que é a parte da circunferência sobre
a semi-esfera que vai de (0, 0, 1) a (1, 0, 0).

O segmento de (π/2, 0) a (π/2, 2π), tem como imagem a circunferência sobre a semi-
esfera, no plano xy e orientada positivamente.

O segmento que vai de (π/2, 2π) a (0, 2π), tem como imagem a parte da circunferência
sobre a semi-esfera, que vai de (1, 0, 0) a (0, 0, 1)

O segmento que vai de (0, 2π) a (0, 0) tem como imagem o ponto (0, 0, 1).

Logo, para encontrar a integral de F⃗ sobre ∂S2, basta integral sobre a circunferência
de centro na origem e raio igual a 1, no plano xy orientada positivamente. Uma
parametrização para tal circunferência é dada por ∂S2 = β(t) = (cos t, sen t, 0), com
0 ≤ t ≤ 2π; assim

∮
β=∂S2

F⃗ (x, y, z)dr⃗ =

∫ 2π

0

(2 cos t+ sen t, 0, 0) · (− sen t, cos t, 0)dt

= −
∫ 2π

0

(sen 2t+ sen2 t)dt = −π.

Portanto ∮
β=∂S2

F⃗ (x, y, z)dr⃗ =

∫ ∫
S2

Rot F⃗ · n⃗dS.

6 O Teorema de Stokes

O Teorema de Stokes relaciona a integral de linha de um campo vetorial ao longo de
uma curva fechada α no R3 com a integral sobre uma superf́ıcie M da qual α é o
bordo, ou seja, α = ∂M .

Teorema de Stokes 6.1. Sejam M uma superf́ıcie orientada, parametrizada por
χ(u, v), (u, v) ∈ D, onde D é uma região compacta do plano uv, limitada por uma
curva C1 por partes, e χ uma aplicação de classe C2 definida num aberto de R2 con-
tendo D. Se F⃗ = (P,Q,R) é um campo vetorial de classe C1 definido num aberto de
R3 que contém M cujo bordo ∂M está orientado positivamente, então∮

∂M

F⃗ dr⃗ =

∫∫
M

(Rot F⃗ · n⃗)dM.
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Demonstração. ConsideremosM parametrizada por χ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),

(u, v) ∈ D, e orientada com campo de vetores normais n⃗ =
χu × χv

∥χu × χv∥
, onde

χu × χv =

(
∂(y, z)

∂(u, v)
,
∂(z, x)

∂(u, v)
,
∂(x, y)

∂(u, v)

)
, é o produto fundamental em notação de

Jacobiano.

Sabemos que

∫∫
M

(Rot F⃗ · n⃗)dM =

∫∫
D
rotF⃗ (χ(u, v)) · (χu × χv)dudv

=

∫∫
D

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
· ∂(y, z)
∂(u, v)

dudv

+

∫∫
D

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
· ∂(z, x)
∂(u, v)

dudv

+

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
· ∂(x, y)
∂(u, v)

dudv

=

∫∫
D

(
∂P

∂z
· ∂(z, x)
∂(u, v)

− ∂P

∂y
· ∂(x, y)
∂(u, v)

)
dudv

+

∫∫
D

(
−∂Q
∂z

· ∂(y, z)
∂(u, v)

+
∂Q

∂x
· ∂(x, y)
∂(u, v)

)
dudv

+

∫∫
D

(
∂R

∂y
· ∂(y, z)
∂(u, v)

− ∂R

∂x
· ∂(z, x)
∂(u, v)

)
dudv.

Por outro lado ∮
∂M

F⃗ dr⃗ =

∮
∂M

Pdx+Qdy +Rdz.

Para completar, basta verificar as seguintes igualdades∮
∂M

Pdx =

∫∫
D

[
∂P

∂z
· ∂(z, x)
∂(u, v)

− ∂P

∂y
· ∂(x, y)
∂(u, v)

]
dudv (2)

∮
∂M

Qdy =

∫∫
D

[
−∂Q
∂z

· ∂(y, z)
∂(u, v)

+
∂Q

∂x
· ∂(x, y)
∂(u, v)

]
dudv (3)

∮
∂M

Rdz =

∫∫
D

[
∂R

∂y
· ∂(y, z)
∂(u, v)

− ∂R

∂x
· ∂(z, x)
∂(u, v)

]
dudv (4)

pois somando estas três equações obtemos∫∫
M

(Rot F⃗ · n⃗)dM =

∮
∂S

F⃗ dr⃗.
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Provaremos apenas (2) (as provas de (3) e (4) são análogas)

Suponhamos que α(t) = (u(t), v(t)), a ≤ t ≤ b seja uma parametrização da fron-
teira ∂D de D, orientada de modo que χ(α(t)) seja uma parametrização do bordo ∂M
de M , orientado positivamente. Então,

∮
∂M

Pdx =

∫ b

a

[
P (χ(α(t)))

d

dt
(x(α(t)))

]
dt

=

∫ b

a

[
P (χ(α(t))) ·

(
∂x

∂u
(α(t)) · u′(t) + ∂x

∂v
(α(t)) · v′(t)

)]
dt

=

∫
∂D
P (χ(u, v)) ·

(
∂x

∂u
(u, v)du+

∂x

∂v
(u, v)dv

)
=

∫
∂D
P (χ(u, v)) · ∂x

∂u
(u, v)du+ P (χ(u, v)) · ∂x

∂v
(u, v)dv

Como χ é de classe C2, podemos aplicar o Teorema de Green a esta última integral,
obtendo:

∮
∂M

Pdx =

∫∫
D

[
∂

∂u

(
P ◦ (χ(u, v)) · ∂x

∂v
(u, v)

)
− ∂

∂v

(
P ◦ (χ(u, v)) · ∂x

∂u
(u, v)

)]
dudv.

Mas

∂

∂u

(
(P ◦ χ) · ∂x

∂v

)
− ∂

∂v

(
(P ◦ χ) · ∂x

∂u

)
=

=
∂

∂u
(P ◦ χ) · ∂x

∂v
+ (P ◦ χ) ∂

2x

∂u∂v
− ∂

∂v
(P ◦ χ)∂x

∂u
− (P ◦ χ) ∂

2x

∂v∂u

=
∂

∂u
(P ◦ χ)∂x

∂v
− ∂

∂v
(P ◦ χ)∂x

∂u

=

(
∂P

∂x
· ∂x
∂u

+
∂P

∂y
· ∂y
∂u

+
∂P

∂z
· ∂z
∂u

)
∂x

∂v
−
(
∂P

∂x
· ∂x
∂v

+
∂P

∂y
· ∂y
∂v

+
∂P

∂z
· ∂z
∂v

)
∂x

∂u

= −∂P
∂y

·
(
∂x

∂u
· ∂y
∂v

− ∂x

∂v
· ∂y
∂u

)
+
∂P

∂z
·
(
∂x

∂v
· ∂z
∂u

− ∂x

∂u
· ∂z
∂v

)
= −∂P

∂y
· ∂(x, y)
∂(u, v)

+
∂P

∂z
· ∂(x, z)
∂(u, v)

=
∂P

∂z
· ∂(x, z)
∂(u, v)

− ∂P

∂y
· ∂(x, y)
∂(u, v)

.

Logo ∮
∂M

Pdx =

∫∫
D

[
∂P

∂z
· ∂(x, z)
∂(u, v)

− ∂P

∂y

∂(x, y)

∂(u, v)

]
dudv

�
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Observação 6.1. No caso particular em queM é uma região no plano xy e n⃗ = (0, 0, 1),
então

∫
∂M

Pdx+Qdy =

∫
∂M

F⃗ dr⃗

=

∫∫
M

(Rot F⃗ · n⃗)dM

=

∫∫
M

(
−∂Q
∂z

,
∂P

∂z
,
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
· (0, 0, 1)dM

=

∫∫
M

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy,

que é exatamente o Teorema de Green.

Exemplo 6.1. Calcule
∮
α
F⃗ dr⃗, onde F⃗ (x, y, z) = (yz + x3, 2xz + 3y2, xy + 4) e α é

a curva obtida como interseção do cilindro x2 + y2 = 1 com o plano x + y + z = 1,
orientada no sentido anti-horário.

Veja que a curva α delimita uma superf́ıcieM que está definida pela parametrização
χ(u, v) = (u, v, 1 − u − v), com (x, y) ∈ D, onde D = {(u, v) ∈ R2;u2 + v2 ≤ 1}. O

campo vetorial Rot F⃗ é dado por Rot F⃗ (x, y, z) = (−x, 0, z). Tomando o campo de
vetores normais a M dado por n⃗ = (1, 1, 1), temos, pelo Teorema de Stokes, que∮

α

F⃗ dr⃗ =

∫∫
M

(Rot F⃗ · n⃗)dM

e

∫∫
M

(Rot F⃗ · n⃗)dM =

∫∫
D
(−u, 0, 1− u− v) · (1, 1, 1)dudv

=

∫∫
D
(1− 2u− v)dudv.

Fazendo mudança polar para resolver esta integral dupla, obtemos

∫∫
D
(1− 2u− v)dudv =

∫ 2π

0

∫ 1

0

(1− 2r cos θ − r sen θ)rdrdθ

=

∫ 2π

0

(
1

2
− 2

3
cos θ − 1

3
sen θ

)
dθ = π

Portanto ∮
α

F⃗ dr⃗ = π.
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Exemplo 6.2. Use o Teorema de Stokes para calcular
∫∫

M
(Rot F⃗ · n⃗)dM , sendo

F⃗ (x, y, z) = (xyz, 0, xy) e M a porção da superf́ıcie esférica x2 + y2 + z2 = 4, situ-
ada acima do plano z = 1.

O bordo ∂M de M é a curva dada pela interseção da esfera x2 + y2 + z2 = 4 com
o plano z = 1. Dáı x2 + y2 = 3 e z = 1. Uma parametrização para ∂M é dada por
α(t) = (

√
3 cos t,

√
3 sen t, 1), 0 ≤ t ≤ 2π. Pelo Teorema de Stokes∫∫

M

(Rot F⃗ · n⃗)dM =

∮
∂M

F⃗ · dr⃗.

Mas

∮
∂M

F⃗ dr⃗ =

∫ b

a

F⃗ (α(t)) · α′(t)dt

=

∫ 2π

0

(3 sen t cos t, 0, 3 sen t cos t) · (−
√
3 sen t,

√
3 cos t, 0)dt

=

∫ 2π

0

(−3
√
3 sen2 t cos t)dt = −3

√
3

∫ 2π

0

sen2 t cos tdt = 0.

Portanto ∫∫
M

(Rot F⃗ · n⃗)dM = 0.

Exemplo 6.3. Calcule
∫∫

M
(Rot F⃗ · n⃗)dM onde F⃗ (x, y, z) = (y, 0, x + y) e M é para-

metrizada por χ(u, v) = (u, v, 2− u2 − v2), com u2 + v2 ≤ 1.

Pelo Teorema de Stokes,∫∫
M

(Rot F⃗ · n⃗)dM =

∮
∂M

F⃗ dr⃗,

onde ∂M é parametrizado por α(t) = (cos t, sen t, 1), 0 ≤ t ≤ 2π e

∮
∂M

F⃗ dr⃗ =

∫ 2π

0

F⃗ (α(t)) · α′(t)dt = −
∫ 2π

0

sen2 tdt = −π.

Teorema 6.1. Seja F⃗ = (P,Q,R) um campo vetorial de classe C1 definido em R3.
São equivalentes:

1.
∮
α
F⃗ dr⃗ = 0, qualquer que seja a curva fechada α, C1 por partes.

2.
∫ B

A
F⃗ dr⃗ independe da curva C1 por partes que os liga os pontos A e B em R3.
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3. F⃗ é um campo gradiente de alguma função f ,ou seja, ∇f = F⃗ .

4. Rot F⃗ = 0.

Demonstração. 1) ⇒ 2)⌋ Já visto.

2) ⇒ 3)⌋ Seja α uma curva C1 por partes ligando A = (0, 0, 0) a B = (x, y, z). Defina

f(x, y, z) =
∫
α
F⃗ dr⃗, onde α = α1 ∪ α2 ∪ α3, com α1(t) = (t, 0, 0), 0 ≤ t ≤

x0, α2(t) = (x0, t, 0), 0 ≤ t ≤ y0 e α3(t) = (x0, y0, t) com 0 ≤ t ≤ z0. Então

f(x, y, z) =

∫
α

F⃗ dr⃗

=

∫ x

0

P (t, 0, 0)dt+

∫ y

0

Q(x0, t, 0)dt+

∫ z

0

R(x0, y0, t)dt.

Dáı segue

∂f

∂x
= P,

∂f

∂y
= Q e

∂f

∂z
= R.

3) ⇒ 4)⌋ Sendo F⃗ = ∇f , isto significa que P =
∂f

∂x
, Q =

∂f

∂y
e R =

∂f

∂z
. Como F⃗ é

de classe C1 , então f é de classe C2 . Pela definição do Rot F⃗ , temos

Rot F⃗ =

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z
,
∂P

∂z
− ∂R

∂x
,
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
=

(
∂2f

∂y∂z
− ∂2f

∂z∂y
,
∂2f

∂z∂x
− ∂2f

∂x∂z
,
∂2f

∂x∂y
− ∂2f

∂y∂x

)
.

Pelo Teorema de Schwartz segue Rot F⃗ = 0.

4) ⇒ 1)⌋ Seja α uma curva fechada que é o bordo de uma superf́ıcie M tal que o

campo F⃗ seja de classe C1 em M . Então pelo Teorema de Stokes, temos∮
α

F⃗ dr⃗ =

∫∫
M

(RotF⃗ · n⃗)dM = 0,

pois, por hipótese, Rot F⃗ = 0.

�
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Exemplo 6.4. Vamos calcular a integral do campo vetorial F⃗ (x, y, z) = (yz+x2, xz+

3y2, xy) ao longo da curva α obtida como interseção da superf́ıcie x2

3
+ y2

4
+z2 = 1, z ≥ 0,

com o plano y = 1.

Temos que Rot F⃗ = (x − x, y − y, z − z) = 0⃗. Então pelo Teorema anterior, a
integral de campo independe da paramentrização de α e sim dos pontos A e B de R3

que liga α. Veja que A = (3/2, 1, 0) e B = (−3/2, 1, 0). Uma função potencial é obtida
a partir das equações

∂f

∂x
= yz + x2,

∂f

∂y
= xz + 3y2 e

∂f

∂z
= xy,

e obtemos

f(x, y, z) = xyz +
x3

3
+ ϕ1(y, z)

f(x, y, z) = xyz + y3 + ϕ2(x, z)

f(x, y, z) = xyz + ϕ3(x, y).

Assim, a função f(x, y, z) = xyz + x3

3
+ y3 é uma função potencial de F⃗ . Dáı∫

α

F⃗ dr⃗ = f(B)− f(A) = f(−3/2, 1, 0)− f(3/2, 1, 0) = −9/4.

7 Teorema de Gauss(da Divergência)

O Teorema de Gauss relaciona uma integral tripla num sólido de R3 com a integral
sobre a superf́ıcie que é fronteira deste sólido. Seja S uma região (sólido) limitada de
R3, tendo como fronteira uma superf́ıcie ∂S = M . Diremos que ∂S está orientada
positivamente se o vetor normal em cada ponto de ∂S aponta para fora de S.

Definição 7.1. Vejamos algumas definições (sólidos)

1. Região Elementar tipo I: S1 ⊂ R3

S1 = {(x, y, z) ∈ R3; (x, y) ∈ D1 ⊂ R2 e f1(x, y) ≤ z ≤ f2(x, y)}
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x

z

),(1 yxf

),(2 yxf

y

Figura 6.8:

2. Região Elementar tipo II: S2 ⊂ R3.

S2 = {(x, y, z) ∈ R3; (x, z) ∈ D2 ⊂ R2 e g1(x, z) ≤ y ≤ g2(x, z)}

x

z

),(1 zxg

),(2 zxg
y

Figura 6.9:
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3. Região Elementar tipo III: S3 ⊂ R3.

S3 = {(x, y, z) ∈ R3; (y, z) ∈ D3 ⊂ R2 e h1(y, z) ≤ x ≤ h2(y, z)}

x

z

),(1 zyh

),(2 zyh

y

Figura 6.10:

Definição 7.2. Uma região S ⊂ R3 é dita simples se é do tipo I, tipo II, tipo III,
simultaneamente.

Teorema de Gauss 7.1. Seja S uma região (sólido) compacta de R3 cuja fronteira

∂S é uma superf́ıcie orientada positivamente. Se F⃗ é um campo vetorial de classe C1

num subconjunto aberto de R3 que contém S, então∫∫
∂S=M

(F⃗ · n⃗)dM =

∫∫∫
S

div F⃗ dxdydz (5)

Demonstração. Suponha que S é uma região simples (tipo I, tipo II, tipo III, simulta-

neamente). Se F⃗ = (P,Q,R), por um lado podemos escrever o lado direito de (5) na
forma

∫∫∫
S

div F⃗ dxdydz =

∫∫∫
S

∂P

∂x
dxdydz +

∫∫∫
S

∂Q

∂y
dxdydz +

∫∫∫
S

∂R

∂z
dxdydz.

Por outro lado, a integral de superf́ıcie da equação (5) é dada por

∫∫
∂S=M

(F⃗ · n⃗)dM =

∫∫
∂S=M

(P,Q,R) · n⃗dM =

∫∫
∂S=M

((P, 0, 0) · n⃗)dM

+

∫∫
∂S=M

((0, Q, 0) · n⃗)dM +

∫∫
∂S=M

((0, 0, R) · n⃗)dM.
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O objetivo é mostrar as igualdades∫∫∫
S

∂P

∂x
dxdydz =

∫∫
∂S=M

(P, 0, 0) · n⃗dM (6)

∫∫∫
S

∂Q

∂y
dxdydz =

∫∫
∂S=M

(0, Q, 0) · n⃗dM (7)

∫∫∫
S

∂R

∂z
dxdydz =

∫∫
∂S=M

(0, 0, R) · n⃗dM (8)

Vamos provar (8) ((6) e (7) são análogas)

Sendo S uma região simples, suponhamos que S é do tipo I, ou seja,

S = {(x, y, z) ∈ R3; f1(x, y) ≤ z ≤ f2(x, y)}, (x, y) ∈ Df

A região S é limitada por superf́ıcies:

1. M1 de equação z = f1(x, y), (x, y) ∈ D,

2. M2 de equação z = f2(x, y), (x, y) ∈ D,

3. M3 que é uma porção de cilindro gerada por uma reta paralela ao eixo z ao longo
da fronteira de D.

x

z

),(1 yxf

),(2 yxf

y

Figura 6.11:

Então Temos
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∫∫∫
S

∂R

∂z
dxdydz =

∫∫
D

(∫ z=f2(x,y)

z=f1(x,y)

∂R

∂z
dz

)
dxdy

=

∫∫
D
[R(x, y, f2(x, y))−R(x, y, f1(x, y))] dxdy.

Por outro lado

∫∫
∂S=M

(0, 0, R) · n⃗dM =

∫∫
M1

(0, 0, R) · n⃗1dM1 +

∫∫
M2

(0, 0, R) · n⃗2dM2

+

∫∫
M3

(0, 0, R) · n⃗3dM3.

Veja que em M3, um campo de vetores normais unitários é paralelo ao plano xy,
portanto (0, 0, R) · n⃗3 = 0. Dáı∫∫

M3

(0, 0, R) · n⃗3dM3 = 0.

Em M2, um campo de vetores normais unitários é dado por

n⃗2 =

(
−∂f2
∂x

,−∂f2
∂y

, 1

)
,

pois uma parametrização da superf́ıcie M2 é dada por χ(u, v) = (u, v, f2(u, v)). Então

∫∫
M2

(0, 0, R) · n⃗2dM2=

∫∫
D
(0, 0, R(x, y, f2(x, y))) ·

(
−∂f2
∂x

,−∂f2
∂y

, 1

)
dxdy

=

∫∫
D
R(x, y, f2(x, y))dxdy.

Em M1, um campo de vetores normais unitários é dado por

n⃗1 =

(
∂f1
∂x

,
∂f1
∂y

,−1

)
.

Logo

∫∫
M1

(0, 0, R) · n⃗1dM1=

∫∫
D
(0, 0, R(x, y, f1(x, y))) ·

(
∂f1
∂x

,
∂f1
∂y

,−1

)
dxdy

=

∫∫
D
−R(x, y, f1(x, y))dxdy.
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Assim

∫∫
∂S=M

(0, 0, R) · n⃗1dM1=

∫∫
D
[R(x, y, f2(x, y))−R(x, y, f1(x, y))] dxdy

=

∫∫∫
S

∂R

∂z
dxdydz.

De forma análoga ∫∫
M=∂S

(0, Q, 0) · n⃗dM =

∫∫∫
S

∂Q

∂z
dxdydz

e ∫∫
M=∂S

(0, 0, R) · n⃗dM =

∫∫∫
S

∂R

∂z
dxdydz.

Portanto ∫∫
∂S=M

(F⃗ · n⃗)dM =

∫∫∫
S

div F⃗ dxdydz.

�

Quando S não é simples, podemos fazer S = S1 ∪ S2 ∪ ... ∪ Sn, então

∫∫∫
S

div F⃗ dxdydz =

∫∫∫
S1

div F⃗ dxdydz + ...+

∫∫∫
Sn

div F⃗ dxdydz

=

∫∫
∂S1=M1

(F⃗ · n⃗)dM1 + ...+

∫∫
∂Sn=Mn

(F⃗ · n⃗)dMn

=

∫∫
∂S=M

(F⃗ · n⃗)dM.

Pois regiões opostas simples têm vetores normais opostos, e portanto as integrais das
superf́ıcies dessas regiões se cancelam.

Exemplo 7.1. Calcule
∫∫

∂S=M
F⃗ · n⃗dM , onde F⃗ (x, y, z) = (xy2, x2y, y) e M é a su-

perf́ıcie do sólido limitado pelo cilindro x2+ y2 = 1 e pelos planos z = 1 e z = −1, com
a normal a M apontando para fora do cilindro.

A superf́ıcie M é uma superf́ıcie fechada, fronteira da região

S = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 ≤ 1, −1 ≤ z ≤ 1}.

Usando o Teorema de Gauss, temos
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∫∫
∂S=M

F⃗ · n⃗dM =

∫∫∫
S

div F⃗ dxdydz.

Como div F⃗ (x, y, z) = y2 + x2, então

∫∫∫
S

div F⃗ dxdydz =

∫∫∫
S

(x2 + y2)dxdydz

=

∫∫
x2+y2≤1

(∫ 1

−1

(x2 + y2)dz

)
dxdy

= 2

∫∫
x2+y2≤1

(x2 + y2)dxdy.

Fazendo mudança de coordenadas polares para resolver a integral dupla, obtemos

∫∫
x2+y2≤1

(x2 + y2)dxdy =

∫ 2π

0

∫ 1

0

r3drdθ =
π

2
.

Assim ∫∫
∂S=M

F⃗ · n⃗dM = π.

Exemplo 7.2. Seja F⃗ (x, y, z) = (x, y, z) um campo de vetores em R3. Calcule∫∫
M
(F⃗ · n⃗)dM através da semi-esfera M de equação x2 + y2 + z2 = 9, z ≥ 0. Pelo

Teorema da Divergência(Gauss)∫∫
M=∂S

(F⃗ · n⃗)dM =

∫∫∫
S

div F⃗ dxdydz.

onde S = {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 + z2 ≤ 9, z ≥ 0}. Mas div F⃗ = 3. Dáı

∫∫∫
S

div F⃗ dxdydz =

∫∫∫
S

3dxdydz

=

∫ 3

0

∫ 2π

0

∫ π/2

0

3ρ2senφdφdθdρ = 54π,

transformado em coordenadas esféricas

{(ρ, θ, φ) ∈ R3, 0 ≤ ρ ≤ 3, 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ φ ≤ 2π}.
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Exemplo 7.3. Se uma região S em R3 e sua fronteira ∂S = M , têm as hipóteses do
Teorema de Gauss, então o volume de S, V (S), é dado por

V (S) =
1

3

∫∫
∂S=M

r⃗ · n⃗dM.

De fato, pelo Teorema de Gauss, tem-se∫∫
∂S

r⃗ · n⃗dM =

∫∫∫
S

div r⃗dV = 3

∫∫∫
S

dV = 3V (S),

portanto

V (S) =
1

3

∫∫
∂S=M

r⃗ · n⃗dM.

Observação 7.1. Vimos no Caṕıtulo 5, que sob certas condições, um campo vetorial
tem um potencial vetorial se, e somente se, ele é solenoidal. Veremos agora um conjunto
onde um campo solenoidal não admite um potencial vetorial nesse conjunto.

Proposição 6.1. Seja S = R3 − {(0, 0, 0)} e F⃗ (x, y, z) =
r⃗

∥r⃗∥
, onde r⃗ = x⃗i+ yj⃗ + zk⃗,

então F⃗ é solenoidal em S, mas não tem um potencial vetorial em S.

Demonstração. Calculando a divergência de F⃗ , tem-se div F⃗ (x, y, z) = 0, (x, y, z) ̸= 0,

logo F⃗ é solenoidal em S. Considere agora, S1 uma região compacta interna a uma
superf́ıcie fechada (suave por partes) M e de forma que (0, 0, 0) seja um ponto interior
de S1; então existe uma esfera S2 de centro em (0, 0, 0) e raio r contida em S; além

disso, a região compacta S entre S2 e M , é simplesmente conexa e F⃗ é de classe C1

em S. Logo, pelo Teorema de Gauss

0 =

∫∫∫
S

div F⃗ (x, y, z)dV =

∫∫
S2

F⃗ (x, y, z)dS2 +

∫∫
M

F⃗ (x, y, z)dM

onde ∂S = S2∪M está orientada com os vetores normais a S2 apontando para a origem
e com vetores normais a M apontando para fora de S, assim∫∫

M

F⃗ (x, y, z)dM =

∫∫
S2

r⃗

∥r⃗∥3
dM = 4π.

Portanto, não existe um campo vetorial G⃗ : R3 −→ R3 tal que F⃗ = Rot G⃗ em S, pois
se existisse,

∫∫
M
F⃗ (x, y, z)dM = 0 uma vez que M é fechada.

�
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8 Algumas Identidades importantes

Lema 8.1. Para f e g, funções escalares, div (f∇g) = f∆g +∇f · ∇g.

Demonstração. Fica como exerćıcio. �

Proposição 6.2 (Primeira Identidade de Green). Se f e g são funções escalares
de classe C2 numa região S limitada pela superf́ıcie fechada M , então∫∫

M

f∇gdM =

∫∫∫
S

(f∆g +∇f · ∇g)dV.

Demonstração. Usando o resultado do lema 8.1, e integrando para a região S, temos∫∫∫
S

div (f∇g)dV =

∫∫∫
S

(f∆g +∇f · ∇g)dV.

Aplicando o teorema da Divergência,∫∫∫
S

div (f∇g)dV =

∫∫
M

f∇gdM.

Portanto ∫∫
M

f∇gdM =

∫∫∫
S

(f∆g +∇f · ∇g)dV.

�

Proposição 6.3 (Segunda Identidade de Green). Se f e g são funções escalares
de classe C2 numa região S limitada pela superf́ıcie fechada M , então∫∫

M

(f∇g − g∇f)dM =

∫∫∫
S

(f∆g − g∆f)dV.

Demonstração. Pela Primeira Identidade de Green, temos∫∫
M

f∇gdM =

∫∫∫
S

(f∆g +∇f · ∇g)dV (9)

e ∫∫
M

g∇fdM =

∫∫∫
S

(g∆f +∇g · ∇f)dV (10)

fazendo a diferença entre 9 e 10, temos∫∫
M

(f∇g − g∇f)dM =

∫∫∫
S

(f∆g − g∆f)dV.

�
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Corolário 8.1. Se g é harmônica na região S limitada por M , então∫∫
M

∇gdM =

∫∫
M

∂g

∂n⃗
dM = 0.

Demonstração. Basta fazer f ≡ 1, no primeiro teorema de Green, e então∫∫
M

∇gdM =

∫∫∫
S

∆gdV,

pois ∇1 = 0, e sendo g hamônica, temos ∆g = 0. Logo∫∫
M

∇gdM =

∫∫
M

∇g · n⃗ =

∫∫
M

∂g

∂n⃗
dM = 0.

�

Corolário 8.2. Se f e g são harmônicas numa região S limitada por M , então∫∫
M

(f∇g − g∇f)dM =

∫∫
M

(
f
∂g

∂n⃗
− g

∂f

∂n⃗

)
dM = 0.

Demonstração. Se f e g são harmônicas, temos ∆f = 0 = ∆g. Dáı, pelo Segundo
Teorema de Green,∫∫

M

(f∇g − g∇f)dM =

∫∫∫
S

(f∆g − g∆f)dV = 0.

�

Observação 8.1. Podemos dar uma outra interpretação da divergência. Tal como em
[7], suponha, sem perda de generalidade, um sólido esférico S(r) de raio r > 0 com

centro em um ponto a ∈ R3, e seja ∂S(r) = M a fronteira de S(r). Seja F⃗ um campo
de vetores continuamente diferenciável em S(r). Então se VS(r) denota o volume de
S(r), e se n⃗ é o vetor normal a ∂S(r), então temos

div F⃗ (a) = lim
r→0

1

VS(r)

∫∫
∂S(r)=M

(F⃗ · n⃗)dM.

De fato, seja div F⃗ . Se ϵ > 0 é dado devemos achar um δ > 0 tal que∣∣∣∣div F⃗ (a)− 1

VS(r)

∫∫
∂S(r)

(F⃗ · n⃗)dM
∣∣∣∣ < ϵ

sempre que 0 < r < δ. Como div F⃗ é cont́ınuo em a, para um ϵ dado existe uma bola
B(a, h), h > 0 do R3 tal que

|div F⃗ (x)− div F⃗ (a)| < ϵ

2
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sempre que x ∈ B(a, h). Portanto, podemos escrever

div F⃗ (a) = div F⃗ (x) + (div F⃗ (a)− div F⃗ (x)).

dáı

∫∫∫
S(r)

divF⃗ (a)dxdydz =

∫∫∫
S(r)

divF⃗ (x)dxdydz (11)

+

∫∫∫
S(r)

(div F⃗ (a)− divF⃗ (x))dxdydz.

Aplicando o Teorema da Divergência em (11), temos

div F⃗ (a) · VS(r) =

∫∫
∂S(r)=M

(F⃗ · n⃗)dM +

∫∫∫
S(r)

(divF⃗ (a)− div F⃗ (x))dxdydz

o que implica

∣∣∣∣div F⃗ (a) · VS(r) − ∫∫
∂S(r)=M

(F⃗ · n⃗)dM
∣∣∣∣ ≤ ∫∫∫

S(r)

|div F⃗ (a)− div F⃗ (x))dxdydz

≤ ϵ

2
· VS(r) < ϵ · VS(r).

Dáı

1

VS(r)

∣∣∣∣div F⃗ (a) · VS(r) − ∫∫
∂S(r)=M

(F⃗ · n⃗)dM
∣∣∣∣ < ϵ.

Logo ∣∣∣∣div F⃗ (a)− 1

VS(r)

∫∫
∂S(r)=M

(F⃗ · n⃗)dM
∣∣∣∣ < ϵ.

Portanto

div F⃗ (a) = lim
r→0

1

VS(r)

∫∫
∂S(r)=M

(F⃗ · n⃗)dM.

Dáı, div F⃗ (a) é o valor limite do fluxo por unidade de volume sobre uma superf́ıcie
esférica de centro a, quando o raio r da esfera tende a zero.
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9 Exerćıcios

1. Calcule a área

(a) χ(u, v) = (u, v, 1− u− v), u ≥ 0, v ≥ 0 e u+ v ≤ 1.

(b) χ(u, v) = (u, v, 2− u− v), u2 + v2 ≤ 1.

2. Calcule
∫∫

M=χ(u,v)
f(x, y, z)dM sendo

(a) f(x, y, z) = x e χ(u, v) = (u, v, u2 + v), 0 ≤ u ≤ 1 e u2 ≤ v ≤ 1.

(b) f(x, y, z) = xy e χ(u, v) = (u− v, u+ v, 2u+ v+1), 0 ≤ u ≤ 1 e 0 ≤ v ≤ u.

(c) f(x, y, z) = x2 + y2 e χ(u, v) = (u, v, u2 + v2), u2 + v2 ≤ 1.

(d) f(x, y, z) = y e χ(u, v) = (u, v, 1− u2), 0 ≤ u ≤ 1 e 0 ≤ v ≤
√
4.

(e) f(x, y, z) = x2 + y2 e χ é a superf́ıcie x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 1.

3. Calcular
∫∫

M
(F⃗ ·n⃗)dM , sendo F⃗ = (y,−x) eM a parte da esfera x2+y2+z2 = a2

no 1o octante com a normal apontando para fora.

4. Calcular
∫∫

M
(F⃗ ·n⃗)dM , sendo F⃗ = (x, y, z),M a parte do plano 2x+3y+4z = 12

cortada pelos planos x = 0, y = 0, x = 1 e y = 2, e n⃗ a normal com componente
z não negativa.

5. Calcule
∫∫

M
(x2 + y2) · zdM onde M é a parte da superf́ıcie cônica z2 = x2 + y2

limitada por z = 4−
√
x2 + y2, com z ≥ 0.

6. Calcule
∫∫

M
(F⃗ · n⃗)dM , onde F⃗ = (x, y, z) = (yz, xz, x2 + y2) e M é a superf́ıcie

de revolução obtida girando-se o segmento de reta que liga os pontos (1, 0, 1) e
(0, 0, 3) em torno do eixo z, onde o vetor normal n⃗ tem componente z não nega-
tiva.

Sobre o Teorema de Stokes : Usar o Teorema de Stokes para calcular a inte-
gral de linha abaixo

7.
∮
α
(y2dx+ x2dz), onde α é o contorno da parte do plano 2x+ y + z = 4 que está

no 1o octante, no sentido anti-horário.

8.
∮
α
(y + 2z)dx + (2z + x)dy + (x + y)dz, onde α é a interseção das superf́ıcies

x2 + y2 + z2 = a2 e x = a/2.

9.
∮
α
xdx+ydy+z2dz, onde α é o contorno do retângulo 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 4, z = 4,

no sentido anti-horário.

10.
∮
α
ex

2
dx+(x+z)dy+(2x−z)dz, onde α é o contorno da parte do plano x+2y+z =

4 que está no 1o octante, no sentido anti-horário.
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11.
∮
α
F⃗ · dr⃗, onde F⃗ = (y3cos(xz), 2x2 + z2, y(x − z)) e α é o retângulo 0 ≤ x ≤

4, 0 ≤ z ≤ 1, no plano y = 2.

12. Calcule
∫
α
F⃗ dr⃗, onde F⃗ (x, y, z) = (z2, xy, 2xy) e α é a curva obtida como in-

terseção da superf́ıcie z = 1 − y2, z ≥ 0, com o plano 2x + 3z = 6, orientada no
sentido anti-horário.

13.
∮
α
ydx+(x+y+2z)dy+(x+2y)dz, onde α é a interseção do cilindro x2+y2 = 1

com o plano z = y, orientada no sentido anti-horário.

14.
∮
α
(y−x)dx+(x−z)dy+(x−y)dz, onde α é o retângulo de vèrtices (0, 0, 5), (0, 2, 5),

(−1, 0, 5) e (−1, 2, 5), no sentido horário.

15.
∮
α
F⃗ · dr⃗, sendo F⃗ = (ex

2
+ 2y, ex

2
+ x, ex

2
) e α a elipse x = cos t, y = 2 sen t, z =

2, 0 ≤ t ≤ 2π.

16.
∮
α
ydx + zdy + xdz onde α é a curva de interseção da esfera x2 + y2 + z2 = a2

com o plano x+ y + z = 0.

17.
∮
α
(x2 + 2y3)dx + xy2dy + 3

√
z2 + 1dz, sendo α a circunferência x = a cos t, y =

a sen t, z = 2, 0 ≤ t ≤ 2π.

18. Usar o Teorema de Gauss para calcular o fluxo do campo vetorial F⃗ , através
da superf́ıcie M do sólido S, sendo:

(a) F⃗ = (0,−y, z), e S o cilindro x2 + y2 ≤ 16,−2 ≤ z ≤ 2

(b) F⃗ = (xy, yz, xz) e S o cone z ≥
√
x2 + y2, z ≤ 4.

(c) F⃗ = (2, 2, 2) e S a esfera x2 + y2 + z2 ≤ 4.

19. Determine se F⃗ é ou não um campo gradiente no domı́nio indicado. Em caso
afirmativo, determine um potencial de F⃗

(a) F⃗ (x, y, z) = (x+ z)i− (y + z)j + (x− y)k em R3.

(b) F⃗ (x, y, z) = (2x2 + 8xy2)i+ (3x3y − 3xy)j − (4z2y2 + 2x3z)k em R3

20. Mostre que as integrais independem do caminho e calcule-as:

(a)
∫ (a,b)

(1,1)
2xydx+ (x2 − y2)dy

(b)
∫ (a,b)

(0,0)
sen ydx+ x cos ydy

21. Mostre que se v⃗ é uma solução da equação Rot v⃗ = u⃗, para u⃗ de classe C1 em
R3, então todas as soluções são da forma v⃗ + grad f para funções f(x, y, z) que
possuem derivadas parciais em R3.
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22. Uma função f(x, y, z) é dita Harmônica se
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
= 0, para qualquer

(x, y, z) ∈ R3. Mostre que, se f é de classe C2 e harmônica e M é uma superf́ıcie
fechada, então

∫∫
M
(∇f · n⃗)dM = 0.

23. Dada a superf́ıcie de revolução χ(u, v) = (u cos v, u sen v, u2), 0 ≤ u ≤ 4, 0 ≤ v ≤
2π. Calcule sua área.

24. calcule as integrais de superf́ıcies

(a)
∫∫

M
x2zdM , onde M é o cilindro x2 + y2 = 1 com 0 ≤ z ≤ 1.

(b)
∫∫

M
zdM , sendo M a semi-esfera positiva de centro na origem e raio 1.

(c)
∫∫

M
xzdM , ondeM é a parte do plano z = 4x+2y limitada pelo parabolóide

z = x2 + y2.

25. Calcule
∫∫

M
(F⃗ · n⃗)dM nos casos

(a) F⃗ (x, y, z) = (x, y,−2z) e M é a esfera x2 + y2 + z2 = 4.

(b) F⃗ (x, y, z) = (x, y, z) eM é o triângulo de vértices (1, 0, 0), (0, 1, 0) e (0, 0, 1).

26. Calcular o fluxo do campo F⃗ = zi + xj − 3y2zk sobre o cilindro x2 + y2 = 16
situado no 1o octante entre z = 0 e z = 5− y.

27. Seja M uma superf́ıcie descrita por z = f(x, y), onde (x, y) variam numa região

plana fechada D, projeção de M sobre o plano xy. Sejam F⃗ = Pi + Qj + Rk e
n⃗ a normal unitária a M tendo componente z não negativa. Mostre que∫∫

M

F⃗ · n⃗dM =

∫∫
D

(
−P ∂f

∂x
−Q

∂f

∂y
+R

)
dxdy

28. Use o Teorema de Stokes para mostrar que a integral de linha é igual ao valor
dado

(a)
∮
α
ydx + zdy + xdz = −2π

√
2, onde α é a curva obtida como interseção do

plano x+ y = 2 com a esfera x2 + y2 + z2 = 2(x+ y).

(b)
∮
α
(3y+z)dx+(x+4y)dy+(2x+y)dz = −3

√
2πa2

4
, onde α é a curva obtida

como interseção da esfera x2 + y2 + z2 = a2 com o plano y + z = a.

(c)
∮
α
(8x − 2y)dx + ydy + 3zdz = 4

√
3, onde α é a fronteira do triângulo

equilátero situado no plano −3x+
√
3z+6 = 0 de vértices P = (2, 2, 0), Q =

(2, 6, 0) e R = (2 +
√
3, 4, 3).

29. Use o Teorema de Gauss para calcular
∫∫

M
(Rot F⃗ · n⃗)dM , onde M é a união do

cilindro x2 + y2 = 1, 0 ≤ z ≤ 1, com a porção do plano z = 0, x2 + y2 ≤ 1,
orientada com vetor normal exterior, e F⃗ (x, y, z) = (zx+ z2y+x, z3yx+y, z4x2).
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30. Sejam f e g duas funções reais de duas variáveis reais, com derivadas parciais de
2a ordem cont́ınuas. Seja D uma região plana do plano x0y, cuja fronteira é a
curva fechada α. Usando o Teorema de Stokes, prove que∮

α

f∇gf r⃗ =
∫∫

D

∂(u, v)

∂(x, y)
dM,

onde
∂(u, v)

∂(x, y)
é o Jacobiano de u e v em relação a x e y.

31. Seja S ⊂ R3 o sólido simples de fronteira ∂S = M e seja f uma função de classe
Cn, tal que o Laplaciano △f = 0 num aberto contendo S e a sua fronteira. Sendo
n⃗ a normal unitária exterior a M e Dn⃗f a derivada direcional de f segundo a
direção de n⃗, mostre que

(a)
∫∫

M
Dn⃗fdM = 0

(b)
∫∫

M
fDn⃗fdM =

∫∫∫
S
∥∇f∥2dxdydz.

32. Seja S o sólido de uma superf́ıcie fechada M . Sejam f, g funções. Mostre que

(a)
∫∫

M
f · (∇g) · n⃗dM =

∫∫∫
S
(f△g +∇f · ∇g)dV

(b)
∫∫

M
(f∇g − g∇f) · n⃗dM =

∫∫∫
S
(f△g − g△f)dV
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Apêndice A

Vetores

Neste caṕıtulo, faremos um estudo de vetores sem muitos detalhes, apenas recor-
dando alguns conceitos e propriedades que serão úteis nos próximos caṕıtulos.

1 Equipolência

Dois segmentos são Equipolentes quando têm a mesma medida (módulo), a
mesma direção e o mesmo sentido.

A

B

Figura A.1: Segmento AB

Observação 1.1. Note que

(a) Todos os segmentos nulos são equipolentes entre si.

(b) Todos os segmentos coincidentes são equipolentes

(c) Todos os segmentos equipolentes de mesma origem são coincidentes.
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1.1 Propriedadas de Equipolência

(a) Reflexiva :
−→
AB é equipolente a si mesmo :

−→
AB ∼

−→
AB

(b) simétrica :
−→
AB ∼

−−→
CD então

−−→
CD ∼

−→
AB

(c) Transitiva :
−→
AB ∼

−−→
CD e

−−→
CD ∼

−→
EF então

−→
AB ∼

−→
EF.

(d) Dado um segmento orientado
−→
AB e um ponto C existe um, e so-

mente um, segmento orientado
−−→
CD equipolente ao segmento

−→
AB

com origem no ponto C.

A

B

C

D

Figura A.2: Segmento CD equipolente ao segmento AB

2 Classe de Equivalência

Dado um segmento orientado
−→
AB, é possivel construir infinitos segmentos equi-

polentes a
−→
AB, . Todos estes infinitos segmentos orientados equipolentes ao

segmento
−→
AB e o próprio segmento

−→
AB constituem um conjunto de segmentos

equipolentes entre si. A este conjunto damos o nome deClasse de Equivalência

do segmento orientado
−→
AB.

3 Vetor

Representamos uma Classe de Equivalência formada por segmentos orienta-
dos equipolentes entre si por um ente geométrico chamado Vetor.
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A

B

C

D

E

F

Figura A.3: Classe de Equivalência do segmento AB

Notação : v⃗ ou v⃗ =
−→
AB.

Dáı
A+ v⃗ = B =⇒ v⃗ = B − A

e
v⃗ =

−→
AB = B − A.

v

A

B

Figura A.4: Vetor v⃗ = AB

3.1 Operações com Vetores

Adição de Vetores: Dados os vetores

v⃗1 =
−→
AB = B − A

v⃗2 =
−−→
BC = C −B

então
v⃗1 + v⃗2 = C − A =

−→
AC
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1v

2v

21 vv +

A

B

C

Figura A.5: Vetor soma v⃗1 + v⃗2

3.2 Propriedades da Adição

(a) Comutativa: v⃗1 + v⃗2 = v⃗2 + v⃗1

(b) Associativa: (v⃗1 + v⃗2) + v⃗3 = v⃗1 + (v⃗2 + v⃗3)

(c) Elemento Neutro: v⃗ + 0⃗ = 0⃗ + v⃗

(d) Elemento Simétrico: v⃗ + (−v⃗) = 0⃗

4 Produto Escalar

O Produto Escalar de dois vetores v⃗1 e v⃗2, que indicaremos por v⃗1 · v⃗2, é o
número real dado por

v⃗1 · v⃗2 = ∥v⃗1∥ · ∥v⃗2∥ · cos θ

onde

θ = ^(v⃗1, v⃗2) = cos−1

(
u⃗ · v⃗

∥u⃗∥ · ∥v⃗∥

)
, u⃗ ̸= 0 e v⃗ ̸= 0,

é o ângulo entre v⃗1 e v⃗2.

Observação 4.1. Temos

(a) Se θ = 0, os dois vetores têm o mesmo sentido

(b) Se θ = π, eles têm sentidos opostos

(c) Se θ =
π

2
, são ortogonais.
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4.1 Propriedades do Produto Escalar

(a) v⃗1 · v⃗2 = 0 ⇔ um dos vetores for nulo ou se forem ortogonais.

(b) v⃗1 · v⃗2 = v⃗2 · v⃗1
(c) v⃗ · v⃗ = ∥v⃗∥2

(d) (av⃗1) · (bv⃗2) = (ab)v⃗1 · v⃗2, a e b escalares

(e) (v⃗1 + v⃗2) · v⃗3 = v⃗1 · v⃗3 + v⃗2 · v⃗3

Consequências:

(a) (v⃗1 + v⃗2) · (v⃗1 + v⃗2) = ∥v⃗1∥2 + 2 · v⃗1 · v⃗2 + ∥v⃗2∥2

(b) (v⃗1 + v⃗2) · (v⃗1 − v⃗2) = ∥v⃗1∥2 − ∥v⃗2∥2

4.2 Expressão Cartesiana do Produto Escalar

Dados v⃗1 = (x1, y1, z1) e v⃗2 = (x2, y2, z2) em relação a um sistema de base orto-

normal {⃗i, j⃗, k⃗} 1, temos

v⃗1 · v⃗2 = (x1⃗i+ y1j⃗ + z1k⃗) · (x2⃗i+ y2j⃗ + z2k⃗)

= x1x2⃗i · i⃗+ x1y2⃗i · j⃗ + x1z2⃗i · k⃗ + x2y1j⃗ · i⃗+ y1y2j⃗ · j⃗
+ y1z2j⃗ · k⃗ + x2z1⃗i · k⃗ + y2z1j⃗ · k⃗ + z1z2k⃗ · k⃗

mas
i⃗ · i⃗ = ∥⃗i∥ · ∥⃗i∥ cos(⃗i, i⃗) = 1 · 1 · cos 0 = 1

analogamente
j⃗ · j⃗ = k⃗ · k⃗ = 1

e
i⃗ · j⃗ = i⃗ · k⃗ = j⃗ · k⃗ = 0,

pois são ortogonais. Então

v⃗1 · v⃗2 = x1x2 + y1y2 + z1z2.

1Em geral, usaremos i⃗ = (1, 0, 0), j⃗ = (0, 1, 0), k⃗ = (0, 0, 1), chamados vetores canônicos do R3
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5 Produto de um Vetor por um Escalar

Dado m ̸= 0 real e o vetor v⃗ ̸= 0⃗, o produto do vetor v⃗ pelo escalar m é um vetor,
denotado por m · v⃗, tal que:

(a) Módulo(Norma): ∥m · v⃗∥ = |m| · ∥v⃗∥, onde ∥v⃗∥ =
√
v⃗ · v⃗

(b) Direção de m · v⃗: é a mesma de v⃗

(c) Sentido de m · v⃗: mesmo de v⃗, se m > 0 e contrário de v⃗, se m < 0.

Observação 5.1.

Se m = 0 ou v⃗ = 0 ou ambos nulos, o vetor produto é m · v⃗ = 0⃗

Se m = −1 e v⃗ ̸= 0⃗ =⇒ m · v⃗ = −v⃗ = (−1) · v⃗, ou seja, um vetor cujo módulo é
o de v⃗, mas de sentido oposto.

Se v⃗ ̸= 0 e m = 1/∥v⃗∥, então obtemos um vetor unitário u⃗ =
1

∥v⃗∥
· v⃗ cuja

norma(módulo) é ∥u⃗∥ = 1 e cuja direção e sentido são os mesmos de v⃗.

5.1 Propriedades do Produto de um Vetor por um Escalar

(a) Comutativa : m · v⃗ = v⃗ ·m
(b) Distributiva :

2.1 . (m+ n) · v⃗ = m · v⃗ + n · v⃗ ( em relação à adição de escalares)

2.2 . m · (v⃗1+ v⃗2) = m · v⃗1+m · v⃗2 ( em relação à adição de vetores)

(c) Associativa : m · (n · v⃗) = (mn) · v⃗.

6 Produto Vetorial

O Produto Vetorial de dois vetores v⃗1 e v⃗2, que denotaremos por v⃗1× v⃗2, é um
vetor v⃗ tal que
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(a) ∥v⃗∥ = ∥v⃗1 × v⃗2∥ = ∥v⃗1∥ · ∥v⃗2∥ · sen θ, onde θ = ^(v⃗1, v⃗2).
(b) A direção de v⃗ é normal ao plano determinado por v⃗1 e v⃗2

(c) O sentido de v⃗ é aquele em que o triedro formado pelos vetores v⃗1, v⃗2
e v⃗ = v⃗1 × v⃗2 é orientado positivamente.

1v

2v

v

p

Figura A.6: Vetor v⃗ = v⃗1 × v⃗2

6.1 Propriedades do Produto Vetorial

(a) v⃗1 × v⃗2 = 0 ⇔ um dos vetores for nulo ou quando eles possuem a
mesma direção.

(b) v⃗1 × v⃗2 = −v⃗2 × v⃗1

(c) (av⃗1)× (bv⃗2) = (ab)v⃗1 × v⃗2

(d) (v⃗2 + v⃗3)× v⃗1 = v⃗2 × v⃗1 + v⃗3 × v⃗1

Observação 6.1. Tem-se que v⃗ × v⃗ = 0

6.2 Expressão Cartesiana do Produto Vetorial

Sejam v⃗1 = (x1, y1, z1) e v⃗2 = (x2, y2, z2) em relação ao sistema ortonormal

{⃗i, j⃗, k⃗}. Então



6 Produto Vetorial 162

v⃗1 × v⃗2 = (x1⃗i+ y1j⃗ + z1k⃗)× (x2⃗i+ y2j⃗ + z2k⃗)

mas
i⃗× i⃗ = j⃗ × j⃗ = k⃗ × k⃗ = 0⃗

i⃗× j⃗ = −j⃗ × i⃗ = k⃗

−⃗i× k⃗ = k⃗ × i⃗ = j⃗

j⃗ × k⃗ = −k⃗ × j⃗ = i⃗

dai

v⃗1 × v⃗2 =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
x⃗1 y⃗1 z⃗1
x⃗2 y⃗2 z⃗2

∣∣∣∣∣∣
6.3 Interpretação Geométrica do módulo do Produto Ve-
torial

Sejam os vetores v⃗1 e v⃗2. Consideremos a norma do produto vetorial entre eles

∥v⃗1 × v⃗2∥ = ∥v⃗1∥ · ∥v⃗2∥ · sen θ.

Consideremos também, o paralelogramo construido sobre os dois vetores. Sua
área A é dada por

A = ∥v⃗1∥ · h;

mas h = ∥v⃗2∥ sen θ, então

A = ∥v⃗1∥ · ∥v⃗2∥ · sen θ =⇒ A = ∥v⃗1 × v⃗2∥.

h

q

1v

2v

Figura A.7: Paralelogramo de lados v⃗1 e v⃗2
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7 Produto Misto

Dados três vetores v⃗1, v⃗2 e v⃗3, chama-se Produto Misto ao número real resultado
do produto v⃗1 ·(v⃗2× v⃗3), portanto é o produto escalar do vetor v⃗1 pelo vetor v⃗2× v⃗3

Notação : v⃗1 · (v⃗2 × v⃗3) = [v⃗1, v⃗2, v⃗3]

7.1 Expressão Cartesiana do Produto Misto

Sejam v⃗1 = (x1, y1, z1), v⃗2 = (x2, y2, z2) e v⃗3 = (x3, y3, z3) em relação à base

canônica {⃗i, j⃗, k⃗}. Então

[v⃗1, v⃗2, v⃗3] = v⃗1 · (v⃗2 × v⃗3) =

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y2 z3

∣∣∣∣∣∣
7.2 Interpretação Geométrica do Produto Misto

O produto v⃗2 × v⃗3 é um vetor cuja norma é, numericamente igual a área do
paralelogramo construido sobre v⃗2 e v⃗3. O produto de v⃗1 escalar v⃗2 × v⃗3, por
definição, é

v⃗1 · (v⃗2 × v⃗3) = ∥v⃗1∥ · ∥v⃗2 × v⃗3∥ · cos θ
= ∥v⃗2 × v⃗3∥ · ∥v⃗1∥ · cos θ

Logo
|v⃗1 · (v⃗2 × v⃗3)| = volume.

O módulo do produto misto v⃗1 · (v⃗2 × v⃗3) é igual, numericamente, ao volume do
paraleleṕıpedo de arestas v⃗1, v⃗2 e v⃗3. O volume do tetraedro OABC é a 6a parte
do volume do paraleleṕıpedo, portanto

VOABC =
1

6

∣∣ [v⃗1, v⃗2, v⃗3] ∣∣
Observação 7.1. : No volume consideramos módulo porque o produto misto
pode ser negativo, quando θ > π/2.
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8 Exerćıcios

(a) Calcule v⃗ = v⃗1 × v⃗2 com v⃗1 = 2⃗i− j⃗ + k⃗ e v⃗2 = i⃗+ 4k⃗.

(b) Determine os vetores unitários ortogonais aos vetores
v⃗1 = (−4, 4, 2) e v⃗2 = (2, 2,−1).

(c) Determine o vetor v⃗ que satisfaça as condições:

v⃗ · (3⃗i+ 2⃗j) = 6

v⃗ × (2⃗j + 3k⃗) = 2⃗i

(d) Determine a área do triângulo de vérticesA(2, 3, 1), B(2,−2, 0) e C(1, 2,−3).

(e) Dois vetores a⃗ e b⃗ têm módulos iguais a 5 e 6, respectivamente, e formam o

ângulo de 60o graus. calcule a⃗ · b⃗, a⃗ · a⃗, (⃗a+ b⃗) · (⃗a+ b⃗) e (⃗a− b⃗).

(f) Dados v⃗1 = (2,−3,−6) e v⃗2 = 3⃗i− 4⃗j − 4k⃗, determine:

i. A projeção de v⃗2 sobre v⃗1

ii. O vetor projeção de v⃗2 sobre v⃗1

(g) Tem-se os vetores u⃗ = (x,−4, 3) e v⃗ = (x, 2x, 5). Determine os valores de x
para que o vetor u⃗ seja ortogonal a v⃗.

(h) (Lei dos Cossenos): Se três lados de um triângulo medem ∥u⃗∥, ∥v⃗∥ e ∥w⃗∥
e se o ângulo oposto ao lado de comprimento ∥w⃗∥ é θ, então

∥w⃗∥2 = ∥u⃗∥2 + ∥v⃗∥2 − 2∥u⃗∥ · ∥v⃗∥ cos θ.

(i) (Cauchy-Schwarz): Demonstre a seguinte desigualdade

|u⃗ · v⃗| ≤ ∥u⃗∥ · ∥v⃗∥, ∀u⃗, v⃗

(Sugestão: Desenvolva ∥mu⃗+ v⃗∥2.)
(j) Demostre vetorialmente o Teorema de Pitágoras

(k) Demonstre vetorialmente que todo ângulo inscrito num semi-circulo é reto

(l) Seja ABC um triângulo isósceles, retângulo em A. Sejam BM e CP as
medidas relativas a AC e AB, respectivamente. Calcule o ângulo dos vetores−−→
BM e

−→
CP

(m) Dados u⃗ = (3,−1, 2) e v⃗ = (2, 3, 0), determine w⃗ tal que

w⃗ · u⃗ = −2

w⃗ × v⃗ = 3⃗i− 2⃗j − 3k⃗

(n) Prove que se u⃗ e v⃗ são não colineares então xu⃗+ yv⃗ = 0 implica x = y = 0.
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(o) Se u⃗ = 2⃗i− j⃗+ k⃗, v⃗ = i⃗+ 3⃗j− 2k⃗, w⃗ = −2⃗i+ j⃗− 3k⃗ e z⃗ = 3⃗i+ 2⃗j+5k⃗, ache
escalares a, b, c tais que z⃗ = au⃗+ bv⃗ + cw⃗.

(p) Mostre que ∥u⃗× v⃗∥2 + ∥u⃗ · v⃗∥2 = ∥u⃗∥ · ∥v⃗∥2.
(q) Mostre que u⃗ · (v⃗ × w⃗) = v⃗ · (w⃗ × u⃗) = w⃗ · (u⃗× v⃗).

(r) Mostre que u⃗ · (u⃗× v⃗) = 0.

(s) (Identidade de Lagrange): Se u⃗ e v⃗ são vetores arbitrários então,

∥u⃗× v⃗∥2 = |u⃗∥2 · ∥v⃗∥2 − (u⃗ · v⃗)2.

(t) Mostre que

i. u⃗× (v⃗ × w⃗) = v⃗(u⃗ · w⃗)− w⃗(u⃗ · v⃗)
ii. (u⃗× v⃗)× w⃗ = v⃗(u⃗ · w⃗)− u⃗(v⃗ · w⃗)

(u) (Identidade de Jacobi): Mostre que

u⃗× (v⃗ × w⃗) + v⃗ × (w⃗ × u⃗) + w⃗ × (u⃗× v⃗) = 0.
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coordenadas ciĺındricas, 62, 66, 79, 82
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