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Prefacio

O Texto foi elaborado com o objetivo de ser utilizado num curso introdutério de
Analise Vetorial oferecido pelo Departamento de Matematica da Universidade
Federal do Maranhao - UFMA, principalmente para os cursos de Matematica,
Fisica e Engenharia.

O aluno, ao estudar este texto, deve estar familiarizado com, pelo menos, o conteudo
de Geometria analitica no R? e com o Célculo Diferencial e Integral [5],[6], este
ultimo com um enfoque em Integracao multipla (dupla e tripla).

No Capitulo 1, consideramos as fungoes de uma variavel real que serao tteis
para o desenvolvimento teérico das curvas no R? e no R3.

No Capitulo 2, estudamos as curvas[2] no R? e no R3, com o cardter mais de-
talhado que o necessario para o desenvolvimento do resto do contetido. O objetivo de
estudar as curvas de forma mais detalhada é de tentar suprir a falta de conhecimento
dos alunos que terminam o curso, por exemplo, de Matematica e nao cursam a dis-
ciplina Geometria Diferencial [1],[2], também do Departamento de Matemaética da
UFMA.

No Capitulo 3, faremos uma pequena introducao a Topologia no R3. Este
capitulo poderia ser considerado como um apéndice, porém a opc¢ao de torna-lo um
capitulo é de tentar motivar os alunos a estudarem alguns conceitos interessantes e
lteis para os capitulos posteriores.

No Capitulo 4, estudaremos as fungoes vetoriais de varias variaveis, princi-
palmente os campos de vetores, tais como o Rotacional, o Divergente e o Gradi-
ente [4], tanto em coordenadas cartesianas quanto em coordenadas curvilineas

No Capitulo 5, faremos a integral de linha de campo escalar e a integral
de linha de campo vetorial com o objetivo principal de estudar o Teorema de
Green[4],[7] no plano.

No Capitulo 6, estudaremos as superficies parametrizadas [1],[2]. Tal como
em curvas, a parte inicial de superficies tera um pouco mais de detalhe além do ne-
cessario, pelos mesmos motivos como em curvas, e claro, estudaremos as integrais de
superficies e os Teoremas de Stokes e Gauss [4],[7].

No Apéndice, é apresentado um resumo de vetores no Espaco, [9] algumas
operacoes e propriedades, com o propdsito de auxiliar na revisao de alguma propriedade
utilizada no texto.

Para finalizar, gostaria de agradecer a todos os professores do Departamento de
Matematica da UFMA, em especial aos professores Marcos Antonio Ferreira Araijo
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e Elivado Rodrigues Macedo, que muito contribuiram com varias sugestoes e criticas
para o desenvolvimento deste trabalho ao longo de alguns anos. Gostaria também de
agradecer, mas sem citar nomes, aos alunos do Curso de Matematica que cursaram esta
disciplina ao longo desses anos e que observaram varios erros de digitacao, contribuindo
assim para melhoria do material para que novos alunos tenham um material mais
adequado.

Luis Fernando Coelho Amaral
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Capitulo 1

Funcoes Vetoriais de uma Variavel

Faremos aqui um breve estudo das funcoes vetoriais de uma variavel real que sera tutil
para o desenvolvimento das curvas no R? e no R3.

1 Funcao Vetorial

Definicao 1.1. Uma Funcao Vetorial é uma funcao, que denotaremos por f, definida
num subconjunto I de R a valores num subconjunto de um espaco vetorial real,'ou seja,

—

frl— R t— f{t) = (fi(0), fo0), f5(0)),
onde fi(t), f2(t), f3(t) sdo as funcdes componentes de f.
Observacgao 1.1.
1. Podemos escrever f(t) = f1(t) i+ f2(1) ;’+ f3(t) /;, onde os vetores ;, j, k sdo os
vetores canonicos? do R? ou do R3.
2. O dominio da funcao vetorial f| (t) = fl(t)z+ fg(t)j'—i— fg(t)E, que denotaremos
3

por Df, é a intersecao dos dominios de fi, fy e f3, ou seja, Df: ﬂ Dy,.

i=1

Exemplo 1.1. O dominio da fungao vetorial f(t) =127+ logtj + %/2 é R, , pois as
suas funcoes componentes, fi(t) = t2, fo(t) = logt e f3(t) = 1/t tém por dominios
R, R, e R*, respectivamente. Assim, o dominio de f é o conjunto RNR*T NR* = R*.

2 Algebra de funcoes vetoriais

Sejam

flt)y = At)T+ fo(t) ]+ f2(t) k

G(t) = gi(t) 7+ ga(t)  + ga(t) k, tel

IConsideraremos R? ou R3;
2Em R?, os vetores canodnicos sao i = (1,0),5 = (0, 1).
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duas fungoes vetoriais e h(t) uma fungao escalar definida num intervalo /. Entao,
definimos

1. Soma:
(f+9)t) = ft)+3t) B
= [fit)i+ f2(t) ] + f3(t) K] + [91() T + g2(t) J + 93(2) ]
= [AW®) + g )i+ [f2(t) + g2()] 7+ [f3(t) + gs(t)] &

2. Multiplicacao por h:

(RF)(E) = AR

3. Produto Escalar:

—.

(F-9)(t) = [AW) i+ folt) T+ fs(0) K] - [g1(t) 7 + g2(t) 7 + g3(t) K]
= fil)g1(t) + f2(t)g2(t) + f3(t)g3(t)

4. Produto Vetorial:

(f xg)t) = f(t) xg(t)

— — —. -,

= [AW) T+ f2(6) ]+ f3() k] x [g1(8) 7 + g2(t) ] + g3(t) K]

i i k
= | filt) fo(t) f3(1)
g1(t) g2(t) g3(t)

—

Além disso, para cada t € I, o comprimento de f(¢) é dado por

IF O = V()2 + f2(6)2 + fs(1)?,

ou seja, || f(t)|| 6 uma funcao escalar de ¢, com t € I. Para algumas funcdes vetoriais, o
comprimento pode ser constante, como por exemplo o comprimento da fungao vetorial
F(t) =r(costi+sentj), r >0 ¢dado por ||f(t)] =r.

Exemplo 2.1. Se f(t) = ti+(1—2)j+costk e §(t) = senti+Int j+12k parat > 0,
entao temos

—

FlO)+3Gt) = (t+sent)i+ (1 —2)+1nt)j+ (cost + t2) k
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—

f(t)-gt) =tsent + (1 —t*)Int + > cost

- - - -

' j k i j k
f(t) xg(t) = fit) fo(t) f3(t) | = t 1—1t2 cost
g1(t) g2(t) gs3(t) sent Int 12

= [1?(1 —t?) — costInt]i+ [sentcost — t3] j + [tInt — (1 — t?) sent] k

IFO) = 12+ (1 — 2)2 + cos?t = /1 — 2 + t1 + cos? 1

||g(t)|| = \/SenQ t+ 1112 t+tt

3 Limite de uma funcao vetorial

Definigao 3.1. Seja f = fi(t) i+ fo(t) j+ f5(t) k, t € I, uma funcdo vetorial. Chama-se
Limite de f(t) quando ¢ tende para a, e escreve-se Pm f(t), ao vetor
—a

(i (0. o). Jim (0.

ou escrito como combinacao linear dos vetores canonicos, lim fi(t)i + lim fo(t) j +
t—a t—a

%im f3(t) lg, desde que existam os limites de fi, fo e f3 quando ¢ tende para a. Tem-se
—a
portanto

—

lim () = (Tim f1(6),lim fo(8),lim f5(1)) |

t—a

ou entao

—

lim f(#) = lim f1(¢) & + lim fo(t)  + lim fo(t) £.

t—a

— — t — —
Exemplo 3.1. Considere a seguinte funcao f(t) = In(e — )i + %j + t3 k. Como

sent

limln(e — ¢) = 1, lim
t—0 t—0

=1lelim#’ =0, tem-se Pnéf(t) — i+ j4+0k=(1,1,0).
—

t—0

Proposicao 1.1. Seja f(t) = fi(t)i + fo(t)j + fs(t) K, t € R, uma funcdo vetorial,
a€R e L= (L, Ly L3) € RE. Sio equivalentes:

—

1. lim f(t) =L

t—a

2.Ve>0,36>0 0<|t—a| <6=|ft)—L| <e
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Demonstragao. 1) = 2)] Suponhamos que Pm f(t) = L. Entao tem-se
—a
P_I};fﬂt) = Ly, P_{%ﬁ(t) =Ly e P_Y)T;f:s(t) = L.

Assim, dado € > 0, existem ¢; > 0, ¢ = 1,2,3, tais que para 0 < [t — a| < d;,
tem-se | fi(t) — L;| < %, i =1,2,3. Seja 6 = min{dy,ds,03}. Entao, para t tal que

—

O<H—M<5meﬂﬁ@—Lﬂ<gi:LZ&A$mﬂﬂ®—EH<e

2) = 1)| Seja e > 0. Entao existe um real § > 0 tal que, parat tal que 0 < |[t—al| < 9,
tem-se || f(t) — L|| < e. Para cada i = 1,2,3, tem-se |f;(t) — L;| < ||f(¢t) — L.
Assim, para t tal que 0 < |t — a| < 0, tem-se |f;(t) — L;| <€, i =1,2,3.

Proposicao 1.2. Sejam fe g Jungoes vetoriais e h uma fungao escalar, definidas num
intervalo I. Suponha que %im f(t) =L, Pm gty =M, 11111 h(t) =1, com L, M wvetores
—a —a —a

constantes e l um escalar. Entao

—

1 lm(f(t) +gt) =L+ M

t—a

—

2. lim f(t) - G(t) =

t—a

M

N

3. lim f(t) x §(t) = L x M

t—a
N

4. imh(t)f(t)=1-L

t—a

Demonstracao.

— =

%lm f(t) = L = (LI; LQ, Lg) <~
—a
lim f(t) = Ly, lim fo(t) = Lo, lim f(t) = Ls

—

11H1§(t> = M= (Ml,MQ,M3) <~

t—a

lim g, (t) = My, lim go(t) = Ma, lim gs(t) = Ms.

Dai
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1.
L (f(t) +§(6) = (07 + fot) T+ () k) + (u() T+ g2(8) J + gs(t) k)

= Tn[(fi(t) + g1(8)) 7 + (fo(t) + g2(£)) J + (f(t) + g5(D))

= (Ly+ M) i+ (Ly+ M) j+ (Ls + Ms) k
= (L1, Lo, L3) + (M, M, Ms) —L+M

2.
lim fl)y-g@) = lim[f, () i+ fo(t) 5+ F(O K] - [g1(t) 7 + g2(t) T + g3(t) K]
= lm[fi()gi(t) + f2(1)ga(t) + f5(t)g5(t)]
- Ll'M1+L2-M2+L3-M3
— (Ly, Ly, L3) - (My, My, Ms) = L - M
3.
i F(0) % 70) = B[RO+ L7+ HOF <007 + 007 + 950) )
i j k
= %g% L) falt)  f3(t)
g1(t) ga(t) gs3(t)
= lim[(fa(t)gs(t) — f3(t)ga(1)) i+ (g1(t) f3(t) — gs(t) f2(1) J

(f1(t)g2(t) — g1(t) f2(t)) E]

(LQMg — L3M2) 7+ (M1L3 — Mng)j + (L1M2 - Mng) k
ik

Ly Ly Ljs

M, M, M;s

= (Ll,LQ,L;g) X (Ml,Mg,Mg) = E X M

I+

() f(t) = Lmh)[f(0)7+ fa(t) T+ fo(t) K]
= Lm[h(t) fu(t) T+ h(t) folt) T+ h(t) falt) K]
= ILii+1Lyj+1Lsk=IL
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— —

Defini¢ao 3.2. Uma fungao vetorial f(t), t € I, é Continua em a € I se 1im f(t) =
—a
f(a).
Observacgao 3.1.
1. E fAcil verificar que a funcao vetorial f de componentes f1, fo e f3 é continua em
a se e so se as funcoes f1, fo e f3 s@o continuas em a.

2. Sao equivalentes:

—

(a) f(t), t €I, é continua em a € [
v

(b)

— —

€>0,30>0, 0<[t—al <= |ft) - fla)|| <e

Observacgao 3.2. Uma funcao vetorial f diz-se Continua se for Continua em todos
os pontos do seu dominio.

4 Derivacao e Integracao de funcao vetorial

Definicao 4.1. A Derivada de uma funcao vetorial f de dominio I C R, que denota-

— —

7o 4 . t+h)— flt
remos por [’ ou cl_{’ é a funcao vetorial definida por f'(t) = ,llir% fFt+ })L 1)
o

,tel

caso este limite exista.

Exemplo 4.1. Considere a funcao vetorial dada por f{ (t) = t% + 2tj. Entdo

— —

5 _flt+h)— ()
/ —
f) = jim h
o (t+h)Pi2t+R) —t2—2t]
= jg h
oy (t2 + 2th + h2) i+ (2t +2h) ] — 27— 2t ]
~ alo h
2 2)i+2h] L
N Gl e Y N S
h—0 h

Proposicio 1.3. Seja f(t) = f1(t)i+ fo(t) ]+ fa(t) k, t € I, uma fungio vetorial em
que f1, fo e f3 sao derivaveis em I. Entao

df  (dfy,. dfs,. dfs
o - (0. 20 %0)

ou simplesmente, f'(t) = fl(t)i+ f4(t) ]+ fi(t)k, t € I.
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Demonstracao. Como as funcgoes fi, fo e f3 sao derivaveis, entao para t € I,

df . flt+h) - f)
dt<) N ;115% h
— lim fi (t+h)z+f2(t—|—h)j —l—f3(t+h) — [fi(t )2—|—f2(t)j'+ fs(t)E]
h—0 h
= 1imfl(Hh)_fl(t)hhmfQ(Hh)_fQ(t)j+1imf3(t+h)—fs(t)E
h—0 h h—0 h h—0 h
_ dhy, o~ dfs,,\ -
|

Exemplo 4.2. Voltando ao exemplo anterior, para derivar a fungao vetorial f (t) =
24 + 2t 7, basta derivar suas fungoes coordenadas fi(t) = t* e fo(t) = 2t, com relagao
at.

Proposicao 1.4. Sejam f, G: I — R3 fungoes vetoriais, A\ € R e h uma funcao real
de varidvel real. Supondo que h e as funcoes componentes de f e § sao derivdveis em
1. Entao, parat € I,

1 (ft)+g#) = fi(t) + ()

2. (A1) = Af(1)

3. (&) () = W& f(t) + h(t) f(t)

4o (f6) - @) = Fit) - gt) + ft) - 3(t)

5. (f(t) x g(t)) = Fi(t) x §(t) + f(t) x §(t)

6. (f(h(t)) = f(h(t) - }(t)

Demonstracao 1
(F)+30) = [(AOT+ 07+ 0 F) + (0 7+ 92(1) T + 95(t) F))
[(F1(8) + g1(£) T + (f2(t) + g2(8)) 5 + (f3(t) + g3(t)) kl
(f1(t) + (1)) i + (fz(t)j 32(t)) J + (f3(t) + gs(t))’ k
= (f{(t) 74; £ T+ [ )+ (gh() i+ gh(t)  + gh(t) k)
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2.

4+ 10+ 1

m+ 1+

MNADT+ Ma(8)] + M (k)
= M) T+ Mt >J+Af3<t>15
A(f fO) 7+ fit) k) =

)i+
Yi+ f

i

SUAWT+ O]+ BOF - @07+ 0207+ g5(0) )]

%M@m@+ﬁﬁw@+ﬁ@%@]
F00 (1) + A0+ F5(0)ga(t) + ()
P01
(D0 (1) + (0)g
105 (1)
7)5@

9a(t) + f5(t)gs(t)

(f 2(t) + f3()gs(1)) + (f1(t)gi(t) + fa(t)ga(t)

flt)-g'(t)
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_ 4a
- d

+ o+ 4+ 0

i j k
AFAOWAONAD
gi1(t) g2(t) gs(t)
%[(]‘Egs f392) + (91f3 — gsfl) + (f192 — 91.f2) H]
(f5(t)gs(t) + fa(t)gh(t) — f3(t)ga(t) — fa()gh(t)) @
(g1 (1) f3(t) + g1 (1) f3(t) — g4 () fr(t) — gs(t) fo(1)) T
(fi()ga(t )+f1(t)gé(t) 9 () fo(t) — gat) f5(t)) o
[(f293 f392) (f f191)j (f192 91f2) E]
((f25 = fa0r) T+ (Fs01 = 411) ] + (frs — 91.fo) K
7 Ji k 1 J k
J1@) f3(t) S5 |+ | AQ) f208) fs(D)
9i(t) g2() gs(t) g1(t)  g5(t) g5(t)
() x (1) + () x g'(¢)

%(fl(h(t))ZJr F(h(1) ]+ f3(h(1)) k)

FRE)R () T+ f3(h (t)h () T+ f(R()N () k

= [fI(A@) T+ fo(h() ] + f3(h() kI (2)

F/(h(t)) - (1)

Definigio 4.2. Seja f(t) = fi(t)i + fo(t)] + fs()k, t € I, uma funcdo vetorial
continua em I = [a,b]. Chamamos Integral Definida de f de a até b, e escrevemos

ff F(t)dt, ao vetor de componentes (ff fi(t)de, ff fa(t)dt, fab f3(t)dt

) . Assim

/ab fdt = (/ab fl(t)dt,/ab fo(t)dt, /ab f3(t)dt) '

—

Exemplo 4.3. A funcao vetorial f(t) = 27 + sen(tr) k é continua em [0,2]. Logo

[ o= ([ o [ )=
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5 Exercicios

1. Sejam f(t) = fi(t)i+ fo(t) j+ f3(t) k, ¢ € I, uma funcio vetorial e a € I. Mostre
que f é continua em a se e s6 se as funcoes f1, fo e f3 sao continuas em a.

2. Considere a fungao vetorial real, dada por f(t) =u+10, t € R, onde 4 =
az+bj+ckev—lz+mj+nk com a, b, c,l,m,n € R fixos.

(a) Determine as funcdes componentes de .

—

d
(b) Verifique que d—“:(t) = .

3. Considere a fun¢ao vetorial de uma variavel real definida por

—

(t) = U+ costv+sentw, t € R,

sendo @ = 217 + f, U= j’— ke = j’—l— k. Calcule f’(t) e f”(t).

—

4. Sejam f(t),g(t) e E(t) funcoes vetoriais em t, prove que

!

5. Seja f uma funcdo vetorial. Mostre que se para todo t € R, [|f(t)|| = k, com &
fixo, entao f'(t) - f(t) = 0.

ST
I
-
_|_
()
@
S
I
DO
=
|
=

6. Sejam f(t) —td+ % e g(t) = ti+4sentj + cost k, com
0 <t < 2w calcular:

7. Se f(t) g+ egt - U, onde % e ¥ sao vetores constantes, mostre que

F1(0) — 57(8) + 65(1) =
8. Seja f(t) = (Int, t,v/1— 2,12

(a) Determine o dominio de f

(b) Calcule f(3/5)
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Suponha_que f : R — R3? seja derivavel até a 2% ordem e que, para todo
t >0, ||f(t)|| = Vt. Prove que

em [0, +00).

L df - - L.
Determine f = f(t) sabendo qued—f:ti+2ke (0) =i+ j.

—

Seja f(t) = acos(wt)i + bsen(wt)j, onde a,b e w sdo constantes nao nulas.

d? -
Mostre que —f +w? - f=0.

dt?
Seja f : I :— R3, T intervalo, derivdvel até a 2¢ ordem em I. Suponha que
d2f " L df
exista um real \ tal que, para todo t € I, E‘f(t) = Af(t). Prove que f(t) x d_{(t)

¢é constante em /.

Seja f(t) = AeM + Be ™ onde A e B sao vetores constantes ndo nulas e A ¢ um
escalar. Mostre que f satisfaz a equagao f"(t) — A2 f(t) = 0.

—

Se f(t) é uma fungao vetorial duas vezes diferencidvel, mostre que

— — —

LF(8) < fi@) = F(&) < f'(1)

Se gi(t) = f(t) - f'(t) x (1), mostre que ¢'(t) = f{t) - f'(£) x f7(2).
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Capitulo 2

Curvas no R? e no R’

Faremos aqui o estudo das curvas no R? e no R3. Os exercicios foram separados
para as curvas no R? e para curvas no R® para melhor entendimento do assunto.
Uma boa referéncia do assunto pode ser encontrada em [2], de onde alguns exemplos e
exercicios foram extraidos. Para efeito de simplificacao consideremos as curvas tomadas
diferencidveis de classe C" ! ou classe C*, como veremos abaixo.

1 Curva Parametrizada

Definicao 1.1. Uma Curva Parametrizada no R? é uma aplicacao « , de um in-
tervalo I C R em R? ouseja, a: [ C R — R? t — a(t) = (x(t),y(t)) onde t é o
parametro da curva e o() C R?, é o trago da curva.

Observacao 1.1. Temos que:
1. A aplicagao « é dita diferencidvel quando as fungoes coordenadas z(t) e y(t) sdo
funcoes diferenciaveis.

2. A aplicagdo a é dita de classe C"(C*) quando as fungoes coordenadas sao de
classe C"(C™).

3. Consideraremos aqui as aplicagdes « que sao diferenciaveis de classe C"(C), ou
seja, as curvas diferenciaveis de classe C"(C™)

Exemplo 1.1. Consideremos os seguintes exemplos

1. A aplicagao a(t) = (zo+at, yo+bt), t € R, a®+b? # 0, é uma curva parametrizada
diferencidvel cujo trago é uma reta passando por (xg,yo) paralela ao vetor (a,b).

Podemos escrever vetorialmente a curva « do exemplo acima como @(t) = Py+tv
onde Py = (xg,yo) e ¥ = (a,b).

2. A aplicagao a(t) = (rcost,rsent) é uma curva parametrizada diferenciavel, cujo
traco ¢ uma circunferéncia de centro na origem e raio r > 0.

1n vezes continuamente diferencigveis
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»b)

Xo X

Figura 2.1: Reta «(t) paralela ao vetor (a,b)

Figura 2.2: Circunferéncia de centro na origem e raio r > 0

Observagao 1.2. Duas curvas podem ter o mesmo trago. Por exemplo, as curvas

alt) = (%), te R

B(s)=1(s,s), seR

tém o mesmo trago. As curvas

aft) = (t,1%), —2<t<2

B(s) = (—s,5%), —2<s5<2

tém também o mesmo traco, porém com orientacoes 2 opostas.

2sentido de percurso
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Definigao 1.2. Seja o : I — R? uma curva parametrizada diferencidvel, que a cada
t € I associa a(t) = (z(t),y(t)). O vetor o/(t) = (2/(t),y'(t)) é chamado Vetor
Tangente a « em t.

a(t)
o'(t)

t+hT /L—\,

t a(t+h)-a(t)

Figura 2.3: Vetor tangente o/ (t)

De fato, dado t € I, para h # 0 tal que t + h € I, consideremos o vetor

a(t +h) —aft)
- :

Por um lado, temos
Cat+h)—al)
i h = (®).

Por outro lado temos,

a(t+h) — alt)

T = 2
— lim (@(t+h) —z(t),y(t + h) —y(t))
h—0 h
L (t+h)—a(t) yit+h)—yt)
N ilzli% ( h , 3 )
_ (hm x(t+h) —at) | yltth) - y(t))
h—0 h " 0
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Portanto,

o(t) = (@' (2),y'(1)).

Exemplo 1.2. Seja o : R — R? dada por a(t) = (cost,sent), o vetor tangente a «
em t é igual a o/(t) = (—sent, cost).

Definigao 1.3. Uma curva parametrizada diferencidvel o : I — R? é dita Regular
seVtel, ||[(t)] >0, ou equivalentemente, ¥V t € I, o/(t) # 0.

Definigao 1.4. Sejam « : I — R? curva regular, h : J — I funcao diferencidvel
(C™), onde I e J sao abertos de R e tal que A’ # 0 em J, com h(J) = I. Entao a
funcao composta co h = 3 : J — R? é uma curva regular, que tem o mesmo traco
que «, chamada Reparametrizacao de o por h. A funcao h é dita Mudancga de
Parametro .

B(s)=aoh(s)
h a
s /—\ t /\~ /_\/

Figura 2.4: reparametrizagao da curva «

Observacao 1.3.
1. Em qualquer mudanca de parametro h : J — I, os intervalos I e J sao do
mesmo tipo, ou seja, sao simultaneamente abertos, fechados etc.

2. Se uma bije¢ao de classe C", h : J — I é uma mudanca de parametro entao h’'
nunca se anula.
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De fato, se h ¢ uma mudanca de parametro, como h~! o h = id (aplicacao iden-
tidade), temos que

(htoh) =1« (") -W(s)=1,VseJ,
o que implica, h'(s) #0, ¥V s € J.

3. Uma reparametrizacao de uma curva regular é regular.

De fato, seja 8 = « o h, uma reparametrizacao de uma curva regular a. Entao

B'(s) = a'(h(s)) - h'(s). Como h' # 0, segue o resultado.

4. Dizer que a e § tém o mesmo trago, na defini¢ao 1.4, significa dizer que a(l) =
B(J), e esta igualdade é verdadeira, pois, dado p € «(I), entdo p = «(t), para
algum ¢ € I, dai existe s € J tal que h(s) = t, segue que awo h(s) = «(t), ou seja,
p € B(J), e portanto «(I) C S(J). A outra inclusao é imediata.

Exemplo 1.3. Consideremos a curva regular a(t) = (rcost,rsent), t € R onde r > 0.
Seja h(s) = s/r, s € R. A reparametrizagdo de o por h é a curva

B(s) = aoh(s) = (rcos(s/r),rsen(s/r)).

2 Comprimento de Arco de Curva

Seja «(t) uma curva no R?. Seja P uma particao regular® de ordem n do intervalo I,

b—a

isto é, P = {to,tl, -‘-7tn}7 onde a = t() S tl S S tn =be Al = ti+1 — tz = .
n

Quando At é pequeno, o comprimento da linha poligonal é aproximadamente igual ao

comprimento da curva «(t). Mas o comprimento do segmento de reta a(t;) até a(t;41)

é

la(tivn) = alt)] = V(@ (tin) — 2(t))? + (Y(tin) — y(t:))?
onde «(t) = (z(t),y(t)). Aplicando o Teorema de Valor Médio as fungoes z(t) e y(t)
em [t;, t;,1], obtemos €}, €? € (t;,1;41) tais que

7771

w(tiyr) — 2(t;) = /() (ti1 — 1)

Y(tiva) —y(ts) =y () (tiy1 — L)

Logo o comprimento total da curva poligonal é

3Particio em que o comprimento de cada intervalo [t;_1,%;], i = 1,2,...,n tem a mesma medida
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t ) ot
1 a(t)

i+1)

Figura 2.5: comprimento de arco por linha poligonal

s, = j;||a<ti+1>—a<ti>||

- Z V@) = 2 )+ (yltrn) — y(t:)?

= D + @2 (i )

Portanto, o comprimento da curva «(t) é o limite de \S,, quando n — oo, se este limite
existir. Como «/(t) é continua, tal limite existe e

lim S, — /t @O+ )t

n—-+o00

Dai

lat) = [ VORGP = [ o)

to

Observacao 2.1. O comprimento de uma curva « independe das parametrizacoes
escolhidas.
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De fato, sejam

Bs) = (z(h(s)),y(h(s))), c < s <d

duas parametrizagoes da curva, onde h : [¢,d] — [a, b] é bijetora de classe C" em |[c, d].
O comprimento de « é

I(Cy) = / 18/(s) |t = / 1 (3)] - [l ((s)) | ds

f B'(s) - ||a/(h(s))||ds, se h é crescente

fcd —h'(s) - |[&’(h(s))||ds, se h é decrescente,

onde Cj é a curva C' com a parametrizagao 3(t). Fazendo a substitui¢do u = h(s), du =
R (s)ds, obtemos

f:(g) e (w)||du = f |o/ (w)]|du = 1(Cy), se h é crescente

1(Cp) =
fh —llo/ (u)||du = — [, &/ (w)||du = I(Cy), se h é decrescente

onde C, é a curva C' com parametrizacao «(t).

Definigao 2.1. A aplicagao (¢ ft ||/ (t)]|dt é denominada fungao comprimento
de arco da curva « a partir de to.

Exemplo 2.1. Calculo do comprimento do grafico de uma fung¢ao de uma variavel real
f com derivada continua no intervalo [a,b]. Uma parametrizagao para o grafico G de

y=f(z), a<xz<béat)=I(tf(t), t €la,b]. Dai

o (1) = (L f (1) e [[d®I=+1+(f(t)>
Portanto

_ / VT (@)t

Definigao 2.2. Uma curva regular o : [ — R? estd parametrizada pelo compri-
mento de arco quando para todo t € I, ||/(t)]] = 1.

Exemplo 2.2. A aplicagdo a(t) = (rcos(t/r),rsen(t/r)), t € R onde r > 0, é uma
curva parametrizada pelo comprimento de arco, pois «/(t) = (—sen(t/r),cos(t/r)) e

lo’ ()]l = 1.
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J:S(I)CR I y
1
-~
o

S 7 t — T

~_ @@ _

1
h=1 ‘ X

Figura 2.6: reparametrizacao pelo comprimento de arco

Proposigao 2.1. Sejam a : [ — R? uma curva reqular el : I — I[(I) C R a fungdo
comprimento de arco de v a partir de ty. Entdo existe a fungdo inversa =1 = h de I,
definida no intervalo aberto J = I(I) e f = a0 h € uma reparametriza¢ao de « e tal

que [|[f] = 1.

Demonstra¢ao. « é uma curva regular, portanto I'(t) = ||&/(t)|| > 0, isto é, [ é uma
fungao estritamente crescente (e portanto injetiva). Segue-se que existe a fungao inversa
del, 't =h:J—1 ComoVtel, h(l(t)) =t, temos que I/ -I' = 1, portanto

1

;o B 1
"= T el

£0

Concluimos que §(s) = o h(s), s € J, é uma reparametrizagao de a e

1 p—
[l

Portanto pela definicao, 8 esta parametrizada pelo comprimento de arco.

15 = Nl - Wl = fla/ll - [P] = lle]] -
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Observagao 2.2. A aplicacao 3 desta Proposigao é dita uma reparametrizacgao pelo
comprimento de arco.

Exemplo 2.3. Considere os exemplos

1. Seja a(t) = (at + ¢, bt +d), t € R e a®> + b* # 0. Seja [(t) a funcao comprimento
de arco de « a partir de 5 = 0, isto é

t
l(t):/ Va2 +b2dt = Va2 + 0% -t
0

A fungao inversa de [ é dada por h(s) = s € R. portanto

S
Va2 + b2’

bs
s) =aoh(s +d
¢ uma reparametrizagao de o pelo comprimento de arco.

2. Para a curva a(t) = (e’ cost, e sent), t € R, temos,* ||o/(t)|| = v/2¢' daf a funcio
comprimento de arco de «, a partir de to = 0, é I(t) = V2e! — V/2; a funcio
inversa é dada por h(s) = In(s/v/2 + 1). Portanto

B(s) = |(s/V2+ 1) cos(In(s/V2 + 1)), (s/V2 + 1) sen(s/V2 + 1)

¢ uma reparametrizagao de o pelo comprimento de arco.

3 Teoria Local das Curvas no R?

Dada uma curva regular a(s) = (z(s),y(s)),s € I, tal que ||[&/(s)|| = 1. Denote por
t(s) = o/(s)°. Seja n(s) unitdrio e ortogonal a t(s) tal que {t(s),n(s)} tem orientagao
positiva 9, ou seja, n(s) = (—=y/'(s), 2'(s)).

Definigao 3.1. O conjunto {t(s),n(s)} é chamado Referencial de Frenet-Serret’
da curva o em s.

Observacgao 3.1. Vejamos algumas consideragoes

1. Como t(s) ¢ unitdrio, ||t(s)|| =1 = t(s)-t(s) =1 = t(s)-t'(s) =0, dai, t/(s) é
ortogonal a t(s) e portanto t'(s) é proporcional a n(s), ou seja, t'(s) = k(s ) n(s).

4espiral logaritmica

Syetor tangente

6a mesma orientagao da base canénica i = (1,0), j = (0,1) do R?

7Jean Fredéric Frenet (1816 — 1900) e Joseph Alfred Serret (1819 — 1885), matemadticos franceses
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n(s)

o t(s)

Figura 2.7: Referencial de Frenet no ponto «/(t)
2. Em ¢(s) = k(s) - n(s) o fator k(s), ¢ chamado Curvatura® da curva o em s.

3. Como t'(s) = k(s) - n(s) segue que k(s) =t'(s) - n(s). Entao

t'(s) =a"(s) = k(s)=a"(s) n(s)
= k(s) = —2"(s) - y"(s) + 4" (s) - 2'(s).

4. Como n(s) é unitario, ||n(s)|]] = 1 = n(s) -n(s) = 1 = n(s) - n/(s) = 0, dai,
n'(s) é ortogonal a n(s) e portanto, n'(s) é proporcional a (s), ou seja,

e dai A(s) =n/(s) - t(s). Segue entao que

As) = (=9"(s),2"(5)) - (¢ (s), ¥/ (5))

= —2/(s) -y (s) + 2"(s) -/ (s)

Portanto

8curvatura em R2
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Conclusao: Se o : I — R? é uma curva regular, parametrizada pelo comprimento
de arco , entdo o referencial de Frenet {t(s),n(s)} satisfaz as equagoes diferenciais

t'(s) = k(s) - n(s)
n'(s) = —k(s) - t(s)
que sao as Equacoes de Frenet-Serret de uma curva no R2.

Exemplo 3.1. Consideremos a curva «(s) = (a + rcos(s/r),b+ rsen(s/r)), s € R,
r > 0, cujo trago é uma circunferéncia de centro (a,b) e raio r. Neste caso

t(s) = (2'(s),y'(s)) = (—sen(s/r), cos(s/r))
2'(s)) = (—cos(s/r), —sen(s/r))

segue que

k(s) = t'(s)-n(s)
= (—%cos(s/r), —%sen(s/r)) - (—cos(s/r), —sen(s/r))

1, 1, 1
= cos (s/r)+ — sen (s/r) = .

Observagao 3.2. Seja «(t) uma curva regular. Considere a(t) = B(I(t)), [(t) = s,
onde [3(s) é uma reparametrizagdo de « pelo comprimento de arco. Defina

nq(t) = ng(l(t))
ka(t) = kg(I(t))
Temos que
g dl
T (t) (1)
Agora, % = ||/(t)]] = \//(t) - &/(t). Entao
ag . / _dB (Y
IOl =) — 15 = G =
ou seja = “(t) al
N 0]

(2'(t), y'(t))
le’@)1

ty =
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Consequentemente o vetor normal é dado por

o = Y0, 2'(1))
: le’@I

Derivando (1) temos,
dg &l dl (d®B di )
m%%(ma = a'(t)

o que implica

dt

(%) =t
d?l 1 d?l o/(t)-a"(t)

gz = (@) /()72 () - a"(t) = T = = T

Dai segue que

i =t )

28 (dl Z@ a2l
dl - d?

Mas

p _ a'(t) tg-a() ")/l @I

iz lo/(1)]? [l (2)][]>
Como 25 ")
by =t np = =y = by = —
R E N POTERS
ou seja,

) () () (1)
[ @I '

4 Exercicios

1. Sejam a,b > 0 constantes. Verifique que a aplicacao a(t) = (acost,bsent), t €
[0,27] é uma curva parametrizada diferencidavel. Determine o referencial de
Frenet ¢ a curvatura k. Para quais valores de ¢ temos £'(t) =0 ?

2. Obtenha uma curva regular o : R — R? é tal que a(0) = (2,0) e o/(t) = (¢3, €').

3. Determine o ponto de interse¢ao do eixo Ox com a reta tangente a curva «(t) =
(t,t*) em ¢t = 1.

4. Considere as curvas «, 8 : R — R? dadas por «a(t) = (¢,t%) e B(t) = (¢3,19),
respectivamente. Prove que o e # tém o mesmo trago mas « é regular e 5 nao o
é.
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D.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Seja o : I — R? uma curva regular. Prove que ||o/(¢)|| ¢ constante se e s6 se
para cada t € I, o vetor o’(t) é ortogonal a o/(t).

. Considere um disco a rolar (sem escorregar) numa superficie plana, ao longo de

uma reta. Chama-se Cicldide ? & curva plana descrita por um ponto nesse disco.
Mostre que, se a reta for o eixo x e o disco tiver raio r > 0, a cicldide pode ser
parametrizada por a(t) = (r(t — sent),r(1 — cost)).

Considere a familia F, de funcoes definidas por
F.(z,y) =2 +y*> - 32y — e = 0.

Entao o conjunto de zeros de F é chamado Félio de Descartes. Obtenha uma
parametrizacao de Folio de Descartes pela substituicao y = tx.

. Verifique que as curvas regulares a(t) = (t,e'), t € R e f(r) = (logr,r),

r € (0,00) tém o mesmo trago.

Considere a espiral logaritmica o : R — R? dada por «a(t) = (e’ cost, e’ sent).
Mostre que o angulo entre a(t) e o vetor tangente em «(t) nao depende de ¢.

A Cissdide de Diocles ¢ a curva cuja equacao em termos de coordenadas polares

p - ™ . -
(r,0) é r = senftané, (7 <0< 5) Mostre que uma parametrizagao em
t3

—> —1<t<l.
2

coordenadas cartesianas é dada por a(t) = (tZ, —

Determine a curvatura da Astréide a(t) = (cos®t,sen®t) e mostre que a curva-
tura tende para oo a medida que nos aproximamos dos pontos (£1,0), (0,+1).

Calcule o comprimento da Catenaria «a(t) = (¢,cosht), t € Rentre t = a ¢
t=b.

Calcule o comprimento de arco da Espiral Logaritmica , a partir do ponto
a(0) = (1,0).

Obtenha uma reparametrizacao da cicléide a(t) = (r(t — sent),r(1 — cost)),
0 <t < 27, pelo comprimento de arco.

Seja r = r(f) uma curva regular dada em coordenadas polares, ou seja, a(f) =
(rcosf,rsenf), a < 6 < b. Mostre que o comprimento de arco de a a b e a
curvatura sao dados, respectivamente, por

l:/ab\/mde.

2(r"): +rr” 412
(M2 + 1r2)3/2

9de modo geral, uma roleta
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5 Teoria Local das Curvas no R?

Definicao 5.1. Se o : I — R? é uma curva regular parametrizada pelo comprimento
de arco, entdo a Curvatura de o em s € I, é o nimero real, k(s) = |[a”(s)]].

Exemplo 5.1. A curva o : (—1,1) — R?; a(s) = (1/3(1+5)%2,1/3(1 — 5)*/2,5/v/2)
estd parametrizada pelo comprimento de arco e sua curvatura k(s) é

k(s) = 4\/% Ve (~11).

Exemplo 5.2. A curva parametrizada pelo comprimento de arco
a(s) = (rcos(s/r),rsen(s/r),0), s € R,

tem por trago a circunferéncia no plano xy de raio r > 0 e sua curvatura é

1
k(S):;, VSGR

Definigao 5.2. Seja a: [ — R3 ¢ uma curva regular com ||o/(s)|| = 1. O vetor
OC//(S)
n(s) = W,
onde k(s) = ||a”(s)|| é denominado Vetor Normal & curva a em s. Chamando
t(s) = d(s), temos t(s) e n(s) sao vetores ortonormais e t'(s) = k(s) - n(s).

Definigao 5.3. Seja o : I — R? uma curva regular com ||/ (s)|| = 1 tal que k(s) > 0.
O Vetor Binormal & curva a em s é o vetor b(s) = t(s) x n(s).

Observagao 5.1. O referencial ortonormal {t(s),n(s),b(s)} é o Triedro de Frenet-
Serret da curva a em s
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plano retificante

y

plano osculatior - \/

o

Figura 2.8: Triedro de Frenet-Serret

Observagao 5.2. O Referencial de Frenet determina trés planos. Vejamos cada um
desses planos

1. Plano Normal
O plano normal & curva « é o plano que passa por a(s) e é normal a t(s). Como

< U,a/(s) >= 0, segue que sua equagao é

(x — x0)x'(s0) + (y — y0)y'(S0) + (= — 20)2"(s0) = 0.

Figura 2.9: Plano Normal

2. Plano Osculador

O plano osculador & uma curva « em «g = (2o, Yo, 20) é 0 plano que passa por
a(s) e é normal ao vetor b(s). Entao dado um ponto P = (z,y,z) no plano
osculador, os vetores U = a(sg)P, o/(sg) e a”(sp) sdo coplanares, cuja equagao
vetorial é



5 Teoria Local das Curvas no R3 33

T—%o Y—Y <— %0
2'(to) Y (yo) #'(to) | =0
2"(to) y"(to) 2"(to)

t

/(;)\ P n
/ \

Figura 2.10: Plano Osculador

3. Plano Retificante
O plano retificante, & curva a é o plano que passa por «(s) e é normal a n(s).

Dado um ponto P = (z,y, z) neste plano, os vetores ¥ = «(sg)P, &'(sg) e b(t)
sao coplanares, e sua equagao €

T—=%o Y—Y =Z— %0
a'(to)  y'(to) 2'(to) | =0
bi(to) ba(to) bs(to)

sendo b(t) = (by(t), ba(t), bs(t)).

Figura 2.11: Plano Retificante
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6 Torcao de uma curva em R?

). Dai resulta que

Como b(s) = t(s) x n(s) temos b/'(s) = t'(s) x n(s) + t(s) x n'(s
s). Portanto, b'(s) é

b'(s) = t(s) x n'(s), pois t'(s) X n(s) = 0, j& que '(s) = k(s) - n(
ortogonal a t(s)'°. Como ||b(s)|| = 1, pois

= 1lt(s) x n(s)[| = lt(s)]] - [In(s)] - sen 6, 6 = £L(t(s), n(s))

=0 = V/(s) é ortogonal a b(s). Dai V/(s)//n(s), isto é, V/(s) pode ser
) = 7(s) - n(s), onde 7(s) é uma constante real.

16

(s)
(s)
entao b'(s) - b(s) =
escrito como b/ (s
Definicao 6.1. O nimero real 7(s) definido por 0'(s) = 7(s) - n(s) é chamado Torgao
da curva em s. A torcao mede o quanto a curva deixa de ser plana.

Observagao 6.1. Como n(s) = b(s) x t(s), derivando esta igualdade temos

n'(s) =V(s) x t(s) +b(s) x t'(s).
Como b'(s) = 7(s) - n(s) e t'(s) = k(s) - n(s), temos

n'(s) = (7(s) - n(s)) x t(s) + b(s) x (k(s) - n(s)).
Portanto
n'(s) = —7(s) - b(s) — k(s) - t(s).

Resumindo temos, se o : I — R3 ¢ uma curva regular parametrizada pelo compri-
mento de arco, e tal que k(s) > 0,V s € I, entdo o Triedro de Frenet definido por

Oé”<8)

~ Al ()]

b(s) =t(s) x n(s),

V(s)=1(s)-n(s)

que sao denominadas Férmulas de Frenet-Serret.

Observacao 6.2. Uma forma de visualizar as equacoes de Frenet-Serret é colocé-las
na forma matricial,

0 k£ O
-k 0 —71
0O 7 O

¢ também a n’(s)
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Exemplo 6.1. Obter o Triedro de Frenet, a Curvatura e a Torcao da hélice
circular

(s) ( s s bs ) ER. >0
a(s) = [ acos ————, asen , ., S . a }
Va2 +b? Va2 +b2 a2+ b2

7 Algumas proposicoes sobre curvas no R?

Proposicao 2.2. Seja o : I — R3 uma curva regular parametrizada pelo compri-
mento de arco. Entao a(l) é um segmento de reta se e somente se, a sua curvatura

k(s) = [la”(s)]| = 0.

Demonstragdo. == | Seja a(I) um segmento de reta, entao a(s) = p+'s onde p € R?
e U é um vetor unitario de R3. portanto, V s € I, o/(s) = ¢ e a’(s) = 0, donde

k(s) = [la”(s)]| = 0.

| Se ||[&”(s)|| = 0,V s € I, entdo '(s) = 0. Integrando, temos que o/(s) = ¢
e ||U]] = 1. Integrando novamente, obtemos «a(s) = p + ¥s, cujo trago é um
segmento de reta.

Proposicao 2.3. Seja o : I — R® uma curva regqular parametrizada pelo compri-
mento de arco de curvatura k > 0.

1. A curva o € uma curva plana se e so se sua torcao T = 0.

2. Se a € plana e sua curvatura k € constante entao o descreve um circulo de raio

1/k.
Demonstragao. 1. =] Se « é plana, existe ¥ # 0 constante tal que
[a(s) —a(0)] - T=0=d/(5) - T=0=1t(s) - 0= 0= t(s)
¢ ortogonal a . Mas o'(s) -7 =0 = k-n(s)-v =0. Como k # 0 =
n(s)-v=0= n(s)é ortogonal a U. Além disso, b(s) = t(s) x n(s), entao
b(s)//v. Logo b(s) é constante '*. Portanto b'(s) =0. Mas

V(s)=r1(s) -n(s) = 7(s) =0.

Hde fato, b(s) = av; b(s) - b(s) = 1 = a?||¥]|> = 1; a é constante
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<=| Por outro lado, se 7(s) = 0, entao b'(s) = 7(s) - n(s) = 0. Logo b(s) é
constante. Defina f(s) = [a(s) — «(0)] - b. Temos que

f0)=0 e fi(s)=d(s)-b=t(s)-b=0.

Logo f =0, ou seja [a(s) — «(0)] - b = 0, dai « estd contida no plano que
passa por «(0) e tem b como vetor normal.

2. Seja 8 : I — R? definida por

8(s) = als) + 1n(s) = F(s) = o'(s) + 1n'(s)

o que implica que

§(5) = t(s) + 1 (~kt(s) — 7b(s)) = B'(5) = 1(5) — 1(5) — T b(s)

Como 7 = 0 segue que 3'(s) = 0. Logo B(s) = C, com C' constante, e portanto

la(s) — €l = lla(s) ~ B(s)]| = lla(s) — a(s) — n(s)l = -
[ |

Proposicao 2.4. Seja o uma curva parametrizada pelo comprimento de arco cuja
imagem esta em uma esfera de raio r. Entao a sua curvatura k > 1/r.

Demonstragdo. Temos que a(s) - a(s) = r* = t(s) - a(s) = 0. Dai
k-n(s)-a(s)+t(s) t(s) =0= k- -n(s) a(s) =—1.
Portanto

L= 1[k-n(s)-a(s)] = kln(s) - als)] < k- [In(s)]| - [als)]| = k = 1/r.

8 Hélices

Definigao 8.1. Uma Hélice no R? é uma curva «a(t) tal que o vetor tangente ¢ = o/(t)
t-v

£l

é constante.

forma com um vetor fixo unitario v um angulo constante, ou seja,

Teorema de Lancret 8.1. Uma curva regular o no R®, com curvatura k > 0 é uma
hélice <= 7/k é constante.
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Figura 2.12: Hélice

Demonstra¢ao. —>] Suponha que « seja uma hélice. Podemos supor, sem perda de
generalidade, que « estd parametrizada pelo comprimento de arco. Neste caso
t(s) = /(s) e tem-se t(s) - ¥ constante. Podemos supor que ||¢]| = 1. Derivando,
temos t'(s) -V =0= k-n(s)-v=0. Como k > 0, segue que n(s)-v = 0. Logo v
pertence ao plano de t e b; entdo ¥ = cos ¢t (s) + sen pb(s). Como U -t(s) = cos
e U - t(s) é constante, entdo ¢ é constante; logo

0=0 = cospt'(s)+ senpb'(s)
= cosp-k-n(s)+seng- (1-n(s))
= (kcosy+ Tsenyp) - n(s)

dai

T cosp T
kcosp+Tsenp =0 = kcosp =Tsenyp = — = = — = cot p.
k seny k

. T,
Mas ¢ é constante = & ¢ constante.

T, _
<= Inversamente se z ¢é constante, defina ¢ pela equagoes

T t
— = —cCo
2 ¥
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e
U = cos pt(s) + sen @b(s),

entao neste caso v = 0, pois sendo

T_ %Y — kcosp+Tseny =0
k sen
temos
7 = cospt'(s)+senpb(s)

= cospkn(s) +sen(—7n(s) — kt(s))
= (kcosep+Tsenyp)-n=0.
Dai ¥ é constante, e t(s) - U = cos ¢, com ¢ constante, segue o resultado.

|
Exemplo 8.1. A curva a(t) = (2t,¢,t3/3) é uma hélice, pois k = —7 e 7/k = —1.

Observacao 8.1. Seja «(t) = p(I(t)), I(t) = s, onde [(s) é uma reparametrizagao
pelo comprimento de arco. Para ((s) sabemos que valem as equagoes de Frenet, ou
seja, é possivel definir

ta(s) = B'(s)
ts(s) = k(s) - n(s), k(s) = [I5"(s)[| >0
ng(s) = i(f))
ng(s) = —k(s) - t(s) — 7(s) - b(s)
bs(s) = t(s) x n(s)
b(s) = 7(s) - n(s)

defina

entao
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dto, dtg dl dtg B
o _ Bl B o) 22 = v k(s) - m(s) = v - ko -
dne, dng dl , dng
a0l
= o (—h(s) - 1(s) — 7(s) - B(s))
= —v-k(s)-t(s) —v-71(s)-b(s)
= —w-k-t,—v-7-b,.
Veja que
db, dbsg dl dbg B
il i |/ (t)]] 7. = (1(s) - n(s)) =v - Tng.

Entao temos:

/!

' =v-k-ng

n:—U‘k‘ta_v'T'baa U:HO/H
b =v-7-n,
Agora observe que
d dp(s) dl
") = —(B((1)) = — =h(s)-v=0v-1t3(s) =v -1,
Q1) = L (B10) = T S = () =0 ty(s) = v
o que implica que
/
t
Lot
v
Mas
od =v-t, = a"—@ to v-dﬁ—d—v-tajtv t
dt dt dt ¢
d d
— a”:d_zt}'toa“’v'(v'k'na)_d_;}'toé‘f‘Uz'k'nm
ou seja,
d
":d—:'ta+v2-k-na.
Fazendo o x o, teremos
! " o__ dv 2 .3 _ 3
a xa =v-t, X a'tcﬁ—v ck-ng, | =v-k-ty,Xxng=v"-k-b,
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o que implica

/>< /!
||O/><O//||=U3~]{Z:>k:”a v3a ”
Dai
o x o o x o
ba: 3 = / "
v3-k p3 . lalxal]
Portanto
o xa
Ol x|
Agora
d d? dv dng
o = d—:-t;jtdtv to —|—2v$ k-ng + v g g + 0% k- ;lt
dv d*v dv )
= E'U'k'na‘i‘dl? t +2 % k-na+v E-na
+ 0%k - (—kvt, — TUb,)
d d? d
_ d—: vk na+dt” to 4 20 d—:-k-na—v?’k?ta kb,

Se fizermos (o’ x o) - /", teremos

(f x ") " = —k*r =7 =

(o xa") -«

" "

(o/ xa") -«

—bk2

Dai

(a/ < a//) o

T== a//HZ

|| x

Resumindo temos:

v =l (t)]|
o'(t)
e/ ()]
N = by, X ty

o x o

ta =

o x o

o/ x
[lo/]?

I/||

k::

NP
— ||| - la” x|
v
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—(O/ % O//) o

HO/ X O/IHZ

T =

Exemplo 8.2. Considere a curva a(t) = (3t — 3, 3t?, 3t + t3). Entao
o (t) =3(1 —t%2t,1 +t%)

a’(t) = 6(—t,1,t)
a”(t) =6(—1,0,1)
Dai

[/ (1)]] = 3v/(1 — 12)2 + 42 + (1 + 12)2 = 3V2(1 + %)
[ (1)]| = 6v2
o x o =18(—1+* =2, 1 +t?)
o/ x || = 18V2(1 + t?)
(o' xa")-a" =216
portanto . o x o] ) 18\/§<1 ) ) X
lo/]? (3v2(1+12))*  3(1+1%)?
(o xa")-a" 216 1

T = = =

[/ xa”l|2 (18v2(1+12))2  3(1+1¢%)?

o (-2t 1+17)
el V2
o x o (=1 +¢% —2t,1 +1?)
T laxar T R+ )
(—=2t,1+1t%,0)

1+ ¢2

ta

ba

Ng = by Xty =

9 Exercicios

1. Calcule o vetor tangente da curva a(t) = (2 cos? t, sen 2t, 2sen t) para t arbitrdrio,
eemt=m/4.

2. Verifique que as aplicacoes

(a) ()
(b) a(t)

(t,t21%), teR
(t,t* + 2,43+ t), t € R sao curvas regulares
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3.
4.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Verifique que a curva a(s) = <

Ache a (tinica) curva « tal que a(0) = (1,0, —5) e o/(t) = (%, ¢, ).
Obtenha a curva regular tal que «(0) = (2,3,1) e o/(t) = (%, ¢, €").

Consideremos a,b € R e a,; = (at,bt?, t3). Determine os valores de a e b para os
quais oy € regular.

. Mostre que a curva «(t) = (tcost,tsent,t), pertence a um cone em R3.

Seja a : I — R? uma curva regular. Prove que ||o/()| é constante, se sé se,
Vtel o' t)éortogonal a aft).

1 1 1

éu(s),m,ﬁlog(u(s)v, onde u(s) = s+

V8% + 1, esta parametrizada pelo comprimento de arco.

. Mostre que a curva «(t) = (cosht,senht,t) tem fun¢do comprimento de arco

s(t) = V2senht, e ache uma reparametrizacio de o pelo comprimento de arco.

Considere a curva regular a(t) = (2¢,t* logt), t € (0,00). Obtenha a fungao com-
primento de arco a partir de t = 1. Verifique que os pontos (2,1,0) e (4, 4,log2)
pertencem ao trago de « e calcule o comprimento de arco de o entre estes pontos.

Prove que a aplicagao «(t) = (14 cost,sent,2sen(t/2)), t € R é uma curva cujo
trago estd contido na intersecao do cilindro

C={(z,y,2) eR® (x —1)* +¢* =1}
e da esfera S = {(z,y,2) € R% 2% +¢* + 22 = 4}.
Obtenha uma reparametrizacao pelo comprimento de arco das curvas

(a) a(t) = (e'cost,etsent,e'), t € R
(b) «(t) = (2cosh 2t,2senh 2t,4t), t € R

Considere as seguintes curvas regulares

(a) «a(t) = (4cost,b —bsent,—3cost), t € R
(b) «a(t) = (1—cost,sent,t), t € R, reparametrize estas curvas por comprimento

de arco, obtenha o Triedro de Frenet, a curvatura e a torcao .

Mostre que as retas tangentes & curva parametrizada regular a(t) = (3t, 3t%, 2t3)
fazem um angulo constante com a reta y = 0,z = x.

Dada a curva a(t) = (t —sent,1 — cost,4sen(t/2)), calcule a curvatura k e a
torcao 7.



9 Exercicios 43

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Seja o : I C R — R? parametrizada pelo comprimento de arco. Suponha que a
curvatura e a tor¢ao de « satisfagam k(s) > 0 e 7(s) > 0,Vs € I. Defina a curva
B:1CR — R3por 3(s) = b(s) (binormal de o). Expresse a curvatura e a
torcao de 8 em funcao da curvatuta e da torcao de a.

Seja a : I — R3 uma curva regular, parametrizada pelo comprimento de arco,
tal que k(s) > 0,Vs € I. Obtenha o’(s) como combinagao linear do Triedro de
Frenet de o em s.

Determinar as equagoes dos planos normal, osculador e retificante a curva
a(t) = (2t> + 1,t — 1, 3t3) no ponto de intersecao com o plano zz.

Determinar a equacgao dos planos normal, osculador e retificante a curva
a(t) = (et, e, +/2t) no ponto t = 0.

Calcule os aparatos de Frenet da curva parametrizada pelo comprimento de arco

4 - e
B(s) = (5 coss,l —sens, = cos s |. Mostre que esta curva é um circulo; ache

seu centro e raio.

1+5)%2 (1—-5)%2 s
Considere a curva [(s) = (1+5) ,( ) ,—= | definida no intervalo
3 3 V2
—1 < s < 1. Mostre que 3 esta parametrizada pelo comprimento de arco e
calcule seus aparatos de Frenet.

Se a é uma curva com curvatura k > 0, entao a Evoluta o* = a + %n consiste
de todos os centros de curvatura a. Para dois nimeros nao nulos a e b, seja By

a hélice B(s) = (acos(s/c),asen(s/c),bs/c), onde ¢ = va? + b? e a > 0.

b2

(a) Mostre que a evoluta de S, é Bz, onde @ = ——.
a

(b) Deduza que a evoluta de fg é a hélice original S,p.

Verifique que as curvas sao hélices

(a) at) = (¢, e",V2t), te R
(b) a(t) = (t++v/3sent,2cost, /3t —sent), t € R
(c) a(t) = (e'cost,e'sent,e), t € R

Prove que a curva a(t) = (at,bt? ct?), t € R, é uma hélice se, e somente se
3ac = +2b°.

Prove que a é uma hélice se, e somente se existe um vetor unitério v de R?, que
forma um angulo constante com os vetores binormais de a.
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26.

27.

28.
29.
30.

31.

32.

33.

34.

35.

Prove que a curvatura k de uma curva regular em R? é dado por

dv >
/{2 4 _ mi2 _ [ 22
o=l - ()

onde v = ||a/(t)]|.
Determine a torcao das seguintes curvas

(a) a(t) = (a(t —sent),a(l + cost),bt), t > 0.

(b) a(t) = (t,at?, 2at?), t > 0, onde a é uma constante positiva.
Ache a curvatura e a torgao da curva a(t) = (3t — t*,3t*, 3t + %), t > 0.
Mostre que a tor¢ao da curva a(t) = (¢, 1+ 1/t,1/t —t), t > 0 é zero.

Mostre que a(t) = (cos®t — 1/2,sent cost,sent) é uma parametrizagao da curva
de intersegao do cilindro circular, de raio 1/2 e o eixo Oz, com a esfera de raio 1
e centro (—1/2,0,0), chamada Curva de Viviani.

Sejam «, 3 : R — R?, definidas por a(t) = (t,p + qt + rt2,0) e B(t) = (t,a +
bet d), em que p,q,r,a,b,c e d sdo constantes reais. Estabelega uma condigao
necessaria e suficiente, envolvendo as constantes, para que suas curvaturas sejam
iguais em 0, ou seja, ko(0) = kg(0).

Considere a curva o : R — R? dada por «a(t) = (3t — t3,3t2, 3t + t3). Mostre
que k= T.

Sejam o, 8 : R — R? dadas por a(t) = (¢,t2,0) e 3(t) = (¢, —t*/2,0). Determine
todos os valores reais t nos quais a reta tangente a @ em «(t) e a reta normal a
B em [B(t) tém a mesma diregao.

Sejam « : R — R? dada por «(t) = (cost,sent, t). Prove que o angulo definido
pelo vetor binormal de o em «(t) e pelo vetor (0,0,a), a # 0 é constante.

1+ ¢2
t

1—1¢
Prove que a curva o : R, — R?® dada por a(t) = ( Jt+ 1, T) é plana.
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Capitulo 3

Algumas Nocoes Topolégicas em R’

Faremos uma pequena introducao de alguns conceitos basicos da topologia dos espacos
euclidianos.

1 Bolas

Dado um ponto (z,y,2) € R?; associamos a esse ponto (z,y,z) um nimero real,
denotado por ||(x,y, 2)||, chamado Norma de (z,y, z), e definido por

Iz, y, 2)ll = Va? + y* + 2%

Definicao 1.1. Definimos a distancia euclidiana entre os pontos (x1,y1,21),
(T2,Y2, 22) € R?, e denotamos por d = (21,91, 21) — (22,92, 22)]|, como segue:

d = |(z1,11,21) — (22,92, 22) ||
= V(w1 — )2+ (32 — )2 + (23 — y3)2

Observagao 1.1. Assumiremos, para efeito de simplificacao, a seguinte notacao:
T=(r,y,2) €R®

Definicao 1.2. Dados r > 0 e 7, € R?, a Bola Aberta centrada em Z; e raio r > 0,
denotada por B(Zg, ), ! é definida como

B(zg,7) = {Z € R ||z — Zo|| < 1}

Definicao 1.3. A Bola Fechada centrada em 7, € R? e raio 7 > 0 é o conjunto

Blzo,7] = {7 € R?; ||z — Zo|| < 7}

ltambém denotada por B,.(Zg)
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Definigao 1.4. A Esfera centrada em Zj e raio r > 0 é o conjunto

S(Zo,7) = {z € R®; |7 — Zo|| = r}.

Definicao 1.5. Dado X C R? e 7, € X. Dizemos que 7, ¢ Ponto Interior de X se
existir um r > 0 tal que a bola B(Zg,r) C X. O conjunto dos pontos interiores a X é
chamado interior de X e serd denotado por intX.

Definicao 1.6. Dizemos que z; ¢ Ponto Exterior de X, se existe r > 0 tal que
B(Zg, )N X = 0.

2 Conjunto Aberto
Definigao 2.1. Um conjunto A C R3 é dito Aberto em R? quando B(z,r) C A,V T €
A 2
Exemplo 2.1.
1. R3 e () sdo abertos
2. A bola aberta é um conjunto aberto.
De fato, dado Z € B(Zo, ), entdo d(Z,zo) < r. Tome r; = r —d(Z,T) < r, entao
B(z,r1) C B(Zo,7).

3. O conjunto unitdrio {Z} de R? nao é aberto, pois toda bola centrada em Z e raio
r > 0, temos B(Z,r) nao estd contida em {z}.

Proposicao 3.1. A uniao qualquer de abertos é aberto. A intersecao finita de abertos
é aberto.

Demonstragao. Seja {A;}; uma familia de abertos. Queremos mostrar que a uniao
U A; é aberta. Dado T € U A;, entao existe um i tal que z € A4;,. Como A4;, é

aberto existe r > 0 tal que B(z,r) C A;,. Dal B(z,r) C A;, C UAi'

Agora, se T € ﬂ A;, entao T € A;,Vi. Como cada A; é aberto, entao existe r; > 0 tal

1=1
que B(z,r;) C A Tome r = mm{rl, yTn}. Entao B(z,r) C A;,Vi=1,...,n

Logo B(z,r) C m A; ,e portanto ﬂ A; é aberto.

=1 =1

2todo ponto de A é interior a A
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Definigao 2.2. Dado X C R?. Um ponto 7 € R3 é dito Ponto de Fronteira de X
se toda bola aberta B(Z,r) intercepta X e X¢ ¥V r > 0 onde X é o complementar
de X.

Observagao 2.1. O conjunto dos pontos de fronteira de X, denotaremos por 0.X. Um
conjunto A é aberto quando A NJA = ().

3 Conjunto Fechado
Definigao 3.1. Dizemos que um conjunto /' C R?® é Fechado quando seu comple-
mentar A = F¢ é um conjunto aberto.

Exemplo 3.1.

1. R3 e () sdo fechados

2. O conjunto {z} C R? é um conjunto fechado.

Proposicao 3.2. A intersecao qualquer de fechados de R3 é fechado. A unido finita
de abertos de R € aberto

Demonstrag¢do. Dada {F;}; uma familia qualquer de fechados, entao {FC}; é uma

c
familia de abertos. Como a uniao de abertos é aberto, segue que U FZC = (ﬂ E) é

7

um aberto. Logo ﬂ F; é fechado. Por outro lado, como a intersecao finita de abertos

(2

=1

n C n n
¢é aberto, segue que <U E) = m Fic é fechado. Portanto U F; é fechado.
i=1 i=1

4 Conjunto Compacto

Definigao 4.1. Um subconjunto L C R? é dito Limitado quando existe r > 0 tal que
L c B(0,r).

Exemplo 4.1. Qualquer bola B(Z,r),r > 0 é um conjunto limitado.

Defini¢ao 4.2. Dado X C R?, um ponto 7 € R3? é dito Ponto de Acumulagao de
X quando toda vizinhanca de z contém um ponto de X, diferente de x. Denotaremos
por X’ o conjunto dos pontos de acumulacao de X

Exemplo 4.2. Todo ponto Z € R? é ponto de acumulacao de R3.
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Observacao 4.1. Um ponto Z € X C R? que nao ¢ ponto de acumulacao do conjunto
X é dito Ponto Isolado de X.

Observagao 4.2. Podemos dizer que um conjunto F' C R3? é fechado quando todo
ponto de acumulacao de F' pertence a F'.

Definigao 4.3. Um conjunto X C R? é dito Compacto quando é fechado e limitado

Observacao 4.3. Todo conjunto finito é compacto.

Observagao 4.4. Toda bola fechada B[z, r] de R3 é compacta.

5 Exercicios

1. Dados X,Y subconjuntos de R3. Mostre que:

(a) X éfechado & X' C X
(b) XCY=XCVY'
(¢) X’ é fechado
2. Se X CY,X,Y C R? mostre que intX C intY

3. Prove que um conjunto X C R?® que nao tenha pontos de acumulacao nao tem
pontos interiores.

4. Dado X C R3, mostre que intX é um conjunto aberto

5. O conjunto X = X'UX é chamado conjunto Aderente ou Fecho de X. Mostre
que

(a) X é fechado & X = X
(b) Se X C Y, entdao X CY
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Capitulo 4

Funcoes Vetoriais de Varias Variaveis

O objetivo principal neste capitulo é estudar alguns campos escalares e vetoriais, que
serao uteis para os capitulos seguintes. Destacamos também os campos conservativos.

1 Funcao Vetorial

Definigao 1.1. E uma aplicagao f D C R" — R™, onde D é um subconjunto nao
vazio de R".

FiDCR — R™  (ug, ug, oo ttn) — flur, s, o in) = (f1, for oo fm),

onde cada f; = f;(u1,us, ..., u,) é a funcao coordenada de f.

Dominio: E o Conjunto D.
Imagem: E o conjunto Imy = {f(ul,uQ, oy Up) € R™; (ug, ug, ..., upy) € R"}
Observacgao 1.1. Para n = m = 3, escrevemos

f: D C R® — R* (u,v,w) — f(u,v,w) = (fi(u,v,w), fa(u,v,w), f3(u,v,w))

onde z = fi(u,v,w), y = folu,v,w) e z = f3(u,v,w), sdo fungdes coordenadas de f.
Na maioria da vezes, usaremos o caso em que n = m. Os exemplos a seguir ilustram a
imagem de um conjunto através de uma funcao vetorial

Exemplo 1.1. Sendo f(u,v) = (u — v2,u® 4 v), encontrar a imagem da regido
0<u<l 0<wv<2 ouseja, ID>—{(uv)EIR2 0<u<l 0<wv<2}
através de f Para encontrar f (]D)) devemos achar a imagem através de f de cada um
dos segmentos que constituem a fronteira da regiao D que sao encontradas da seguinte
forma

i)Sev=0e0<u<l,temser=uey=u?com0<u<I daf, 0<uz<I,

com y = z2.

ii) Seu=1e0<v <2 temsexr=1-viey=1+v,0<v <2 dal, v =—y*+2y
el <y<3.

iii) Sev=2e0<u<l temsex=u—4ey=u?>+2com0 <u <1, assim,
y=a?+8x + 18 com —4 < x < —3.
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vi vt
?(c) }(b)
c
2
fd A
d b (@ f(a)
> X
a 1 u

Figura 4.1: Imagem da transformagao D

iv) Seu=0e0<0v<2 temsez=—-v2ey=uv com0<v<2 dai, v = —y°
com (0 <y < 2.

Y

—

Exemplo 1.2. Sendo f(u,v,w) = (ucosvsenw, usenvsenw, wucosw), entdo a
imagem do paralelepipedo D = {(u,v,w); 0 < u <1, 0 < v <27 0 < w < 7}
por festé na regiao 0 < x? +y? + 22 < 1, isto é, f(ID) estd contida na bola esférica
unitdria com centro na origem.

Observacgao 1.2. Usaremos sempre a representagao

—

flz1, 2o, ..y) = (fi(z1, 2, o)y oony frn (1, T2, oy X)),
ou seja, no domino e contra-dominio de f as mesmas coordenadas.
Suponha que f(xvwa) = fl(xayaz);—i_ f2($,y,2)j + fg(SC,y,Z) l; e ﬁ(w,y,z) =

(2,1, 2) 1 + ga(z,y,2) 7 + g3(z, v, z)E sao duas fungoes vetoriais, e h uma funcao
escalar definidas num dominio D C R3, entao definimos

L. <f+g>(x7yLZ) = [f1($,y, Z)+gl(x7y7 Z)] ;—i-[fQ(l’,y,Z)—i-gQ(l’,y,Z)]j—i—[f;g(l’,y,Z)—i—
g3(x,y, 2)| k

-,

2. (hﬁ('xaya Z) = h(l’,y,Z)[fi(:C,y,Z);—i- f2($,y,2)j+ fg(x,y,z) ]
3.

(fﬁ)(xvyaz) = fl(x,y,Z)gl(w,y,Z)+f2(:v,y,Z)gz(:E,y,2)-I—fg(:l:,y,Z)gg(x,y,Z)
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B 7 i k
4. (f xg)(x,y,z) = f1<x7y,2) fg(x,y,z) fg(ﬂ?,y,Z)
(. 2) g2(x,y,2) gs(w,y,2)

Exemplo 1.3. Sejam f(x,y, 2) = 2% 4+ y2] + 22k e Glx,y,2) = xzyi +yzj + xzk e
hz,y,z) =x+y+ 2. Entao

2.

—

(hf)(@,y,2) = (z+y+2)a%+y%] + 2°k]
= (rH+y+2)2ti+ (@ +y+ )%+ (r+y+2)2%k

3. (fﬁ)(%?/&) =3y +y3z+ 252
/.

(f xg)(zy.2) = | 2* y* 2°
Ty Yz T2

= (zyPz — )i + (ay2? — za°)) + (2Pyz — Jny‘s)l;

2 Limite e Derivadas Parciais

Dada f : R® — R?® uma funcao vetorial. Sejam Py = (20,10, %) € D C R3 . Dado
L = (I3, 1s,13) em R3, dizemos que Plinjg f = L, se para todo € > 0, existe § > 0 tal que
— 10

—

| f(x,y,2)—L|| < esempre que 0 < ||P—Fy|| < . Veja que a desigualdade ||P—Fy|| < §
é equivalente a (z — x9)® + (y — yo)? + (2 — 20)? < 82, que descreve o interior de uma
esfera de raio J e centro em (g, yo, 20). Dai, geometricamente, a defini¢ao significa que
para cada € > 0 existe uma esfera sobre (g, yo, 20) de raio ¢ tal que para cada ponto

(x,y, z) dentro da esfera, o comprimento da diferenca entre f(z,y,z) e L é menor que
€.

Observacao 2.1. Em termos de componentes, se f: fii+ fog + f3E e L =11i+
lo j + I3k, a definicao implica que

lim f(z,y,2) =L <= lim fi(z,y,2) =1, i=1,2,3.
P—>P0 P—>P0

Teorema 2.1. Sejam f e ¢ funcoes wvetoriais tais que PliH}D f(:c,y, z) = L e
— o

PhH]lD g(x,y,z) = M, onde L = (I1,1s,13) e M = (my, mg, m3), entdo temos:
— 10
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—

1. lim [f(2,y,2) + g2, y,2)] = L+ M
P—}PO

2. lim Af(z,y,2) = AL, AeR

P—}PO

3. Ph_{%()f( ) g(l’,y,Z):LM

4 F}gglpof( ,2) X Gz, y,2) =L x M

5. Jim |Fe,,2)] = 121

Demonstracao. 1. Dados
( ):f1;+f2;+f3gy fzzfl(x,y,Z),Zzl,Q,i%
Gz y.2) =gii+gj+osk g =glvyz),i=123
L= (li,lgl3) e M= (my,mg,ms).
Entao, de acordo com a observacao anterior
Jim [flz,y.2) +§lw,y.2)] = lim [(fll +foj + k) + (917 + g2 + g3 k)]
A)PQ P—

= lim [(fl +1)i+ (fat+92) J + (fs + 95) K]
= <l1+m1)l+ (l2+m2)j + (l3+m3)k
= (ll ;—F lgj—i- l3 /2) + (m1 Z+ m2;+ ms E)
= L+ M

2.

Jim Af(ay,2) = Hm MAT+ 7+ foF)
= lim Afii+Nfaj+ Af3k)
P‘)PO
= Mii+Maj+ N3k
AL.
3.
Jim fla,y,2) - gx,y,2) = Jim [(f12+ faJ + f3k) - (917 + g2 + g3 )]

= llm (fig1 + fa92 + f393)
P‘)PQ

= (11752>l3) : (mlam27m3)
= L-M
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4.
lim f(z,y,2) x §(z,y,2) = lim [(fii+ fo+ f3k)x (917 +g2] + g3 k)]
P—)Po P—)Po
= Ph—>n]130 fi fo f3
g1 g2 g3
= Plim [(fogs — f3g2) T + (fag1 — f193) T + (f1g2 — 91 f2) K]
—Py
= (lams — lsma) i + (Ismy — lyms) ]+ (lima — myls) k
= ll lz l3 =LxM
m1 Mg mMms
5.
1 > — l- . .
Jim [ Fe ) = Jim i+ fag + )

T / 2 2 2
= Ph_{l;}_,o i+ 5+ 13
= VE+E+E=]L]

Exemplo 2.1. Se f: 227+ 2 ) + 22 ke G=xyi+yzj+az E, entao
lim  f(2,y,2) G,y 2) = lim iy + e+ 2Pr) = —T.
(x,y,z)—)(l,Q,—l)f( y ) g( Y ) (:c7y,z)—>(1,2,—1)( y Y )
Definigao 2.1. Uma funcao vetorial f ¢ dito Continua num ponto (0, Y0, 20) €D C
R? quando

— —

lim f(x,y, Z) = f(x07y0720)'
(z,9,2) = (20,50,20)
Segue que uma funcao vetorial f é continua em D se e somente se cada uma de suas
funcoes componentes é continua em D.

Seja f: D C R® —» R3 funcio vetorial, com

f({L‘,y,Z) = fl(may7z) ;_’_ f2($7ya Z)j+ f3(.’17,y, Z) E

Entao
o of o flatAry,2) — flay2)
fo= or Alalnrgo Ax
- af f(m,y—l-Ay,Z) f(l',y,Z)
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0z  Az—0 Az

sao as Derivadas Parciais Vetoriais de f em relacao as variaveis z,y e z, respec-
tivamente, desde que os limites existam.

ObSEI‘V&leO 2.2. Se f($ayaz) = f1($7yaz) ;+ fg(fE,?J,Z)Jﬂ* f3($7ya Z) E) entao

of _ o= 0= 0fip

%_8x1+8xj ox

of  Ofi~ O0fs- Ofs -
8y—8yl+3y‘]+3yk

of  0fi- Ofs~ Ofs -
0z 822+8zj+8z .

Com efeito, no caso de —:

ox

oz Az—0 Az
_ lim (fl(‘qj + Al‘,y, Z) - fl(xvyvz) ;—f- fg(l’ + Al’,y,Z) - fg(l’,y,Z) ;
Az—0 Az Az
+ f3(I+AJZ,y7Z> fg(I Y, )E)
Az
_ O0h- O0fs- Ofs
o Tl T

As outras derivadas sao andlogas.

Exemplo 2.2. Seja f(x, Y,z) = e ] + (x — y)]—l— xsenylz. Entao

Oxr—vy) - Olxseny) -
Ox Ox 8:U I Ox k

3 Campo Vetorial

Definicao 3.1. E uma aplicacao F:DcR" — R" dada por
F(X) = (Fi(X), F5(X), ..., F,(X)),
onde X = (1,9, ...,x,) € R™.
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4 Gradiente, Divergente, Rotacional e Laplaciano em coordenadas cartesianas

Figura 4.2: Campo F

Exemplo 3.1. Vejamos alguns exemplos

1. Flz,y) =1
2 ﬁ(m,y)zx?—i—g/g
3. Fla,y)==j

Os exemplos mais importantes de campos vetoriais serao estudados na proxima
se¢ao, sendo considerado o caso n = 3.

4 Gradiente, Divergente, Rotacional e Laplaciano
em coordenadas cartesianas

Como dito antes para funcgoes vetoriais de varias varidveis, consideraremos quase sem-
pre campos F:DcCR" —s R™ com n = 3, e neste caso, suas fungoes coorde-
nadas serao sempre denotadas por Fi(x,y,z) = P(z,y,2), Fa(x,y,2) = Q(z,y,2) e
F3($7 Y, Z) = R(ZL‘,y, 2)

4.1 Gradiente

Eo campo vetorial de uma funcao escalar f : D C R? — R, que denotaremos por V f
(ou grad f), dado por
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_(9f 9f 9of
vf_(@x’ oy’ 82)’

ou entao

_Of- Of- Of>
V= 0x2+ 8y‘7 + 6zk’

Exemplo 4.1. Dada f(z,y,z) = 32%y + 2°, temos que V f = 6zyi + 312] + 524k.
Segue que se Vf e Vg existem, entao para k constante, tem-se

1. V(f+9) =Vf+Vg
2. V(k-f)=k-Vf

3.V(f-9)=Vf-g+f-Vyg

Vf—f.-V
1 9(ffg) = SIS
9
De fato,
1-
_ U t9)e Oftg = Of+g);
Vif+g) = e i+ 7 J+ 5 k
_ (2L 09Ny (2L 995, (98 99
B <89§+8x)2+(0y+8y)j+ 8z+8z>k
(9f—» af—» 6’f—» 39—» 39—» ag -
<8x2+ 8y] * 8zk) * (8:{;2+ 8y‘7 * 82) b
= Vf+Vg
2.
_ Okf)- OkSf)~>  OKf);
V(kf) = pe i+ dy J+ P k
of- Of- Of~
k(axz+ayj+azk>

= kV{.
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3-
O(f-q)-
V(fg) = (gxg) N (gyg)jJr (fa’zg)

_ (of Ty of dg\ - (Of
_(3 g+ ) (f?y g+ 3y>‘7+<0 g+ )
_ (O0f- Of- f 99~ 0g:
= (a— +8—y]+a—> +f<—l+a—y]+azk>
= Vf-g+ /[ Vg

4-

V(f/g) — (f/9> L (ggg) (f/g)

k
(g 0f/(91’—f 89/356) (g (9f/3y f <9g/<9y>‘7

ol

(g 0f/3z—f 39/32')
1

= e (g-Vf—=f-Vg).
4.2 Rotacional

Seja um campo vetorial F:DcCR}— R3, onde D é um aberto do R?, definido por

tais que as derlvadas parciais de P,Q e R ! existam em D. O Rotac10nal de ﬁ
denotado por RotF é o campo vetorial definido em D, como V X F onde V ¢ o
operador diferencial

- 0> 0 =
Observagao 4.1. Veja que
B ) i i k
RotFF' =V x F=|9/0x 0/0y 0/0z
P 9 R
Bnao OR 90 oP  OR 00  oP
raf =Gy -5 ) 7 (5~ 3) 7 (3 ) F

lsempre que necessério, consideraremos as funcoes P, @ e R de classe C*
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Observagao 4.2. No caso de F : D ¢ R2 —s R? dado por F(z,y) = P(z,y)i +
Q(z,y) j definimos

L (0Q 0P\ -

Exemplo 4.2. Dado ﬁ(x, Y, z) = Tyi+y22 ]+ ayz k, entdo o rotacional de F' &

Rot F(z,y,2) = z(x — 2y)i —yzj — x k.

Observacao 4.3. Seja F : D € R? —s R3 um campo vetorial. Dizemos que F' é um
Campo Vetorial Irrotacional quando Rot F' =0 em D.

Segue da definigao e das regras de derivagao que o Rotacional satisfaz

1. Rot (F+G) = Rot F + Rot G

2. Rot (fF)=f-RotF+ V[ x F,onde f ¢ uma funcio escalar diferencidvel.

4.3 Divergente

Seja F': D C R — R3 dada por F = (P, @, R) um campo vetorial definido no
aberto D C R?®. Suponhamos que existam e sejam continuas as derivadas parciais de
P, Qe Rem D. O Campo Escalar

. = 0P 0Q OR
dZUF—%—i-a—y—F%

chama-se Divergente do campo vetorial F.

Observagao 4.4. Podemos denotar div F = V - F, onde V = (8/0x,0/dy,0/0z),

entao

., o o0 0
F (%78_3/7&)(PaQaR)
oP  9Q  OR

oz oy T oz

Observagao 4.5. Temos:
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1. Rotacional: Campo Vetorial : RotF =V x F

2. Divergente: Campo Escalar : div F=V.F
Segue da definicao e pelas regras de derivacao que

1. div(F+ G) = div F + div G

2. div (f ]3) = fdivF + V[ -F, onde f é uma funcio escalar diferencidvel.

De fato, dados F = (Pl,Ql,Rl),é = (P, @2, Ry) e f uma funcdo escalar dife-
renciavel, entao

1.
div (F+G) = 2(P +P)+2(Q +Q)+£(R + Ry)
= 2 y 1 2) T 5~ 2
. op 0Ry,  0Q,  0Qy ORy  OR;
__8a:+8:c+8y+8y 8z+82
(0P 0Q1  ORy 0P, 0Qy O0R,
_(8$+8y+82)+(8x+8y+0z>
= divF + divG.
2.
. = 0 0 0
div (fF) = %(fpl)+%(fQ1)+%(le)
_of oP,  Of 0, Of OR;
N 8xpl+f8x +0yQ1+f8y +82R1+f62
B opP, 0@, O0R, of of of

= fdivF+Af-F.

Se ? é um campo vetorial tal que div?(p) = 0 para todo p € Dz, diz-se que ? é
um Campo Vetorial Solenoidal em D (ou incompressivel em D).

4.4 Laplaciano

Sendo f : D C R* — R uma funcao escalar, sabemos que o gradiente Vf é dado
por Vf = (9f/0x,0f/0y,0f/0z), entdao o divergente do Gradiente de f, ou seja,
divV f = V - Vf, denotado por V2f sera
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i _ (20 0N (35 05 o
-\ oz’ oy’ 0z Ox’ Oz’ Oz

0*f O*f Of
0x? + Oy? + 022

chamado Laplaciano de f, também denotado por Af, ou seja,
0? 0? 0?

= / + / + f.
ox?  0y? 022

Af

5 Campo Conservativo

Definicao 5.1. Um campo vetorial F : D € R®> —s R3 denomina-se Conservativo
se existe uma funcao escalar diferencidvel f: D C R* — R tal que Vf = F em D. A
funcao f : D — R que satisfaz V f = F' chama-se uma Funcao Potencial de F'.

Observacao 5.1. E possivel mostrar que, sob certas condi¢oes, um campo vetorial é
conservativo se, e somente se, ele é irrotacional. Por enquanto, veremos a condicao
necessaria.

Teorema 5.1. Seja F : D C R® — R3 um campo vetorial de classe C* no aberto D.

Se F é conservativo entao F é Irrotacional em D.

Demonstracao. Seja F="Pi+ Qj+ RE. Supondo F conservativo, existira f : D — R
tal que Vf = F em D, ou equivalentemente

of of of
—:P —_— = _— =
Ox Oy @ e 0z h

em . Como F é de classe C!, resulta que f é de classe C2. Dai temos

of o*f OP
%_P:ﬁyﬁx_a_y
of _ *f _0Q
dy :>8x8y_%’

o que implica
9P _ 0Q
dy  Ox

em D. De modo analogo, conclui-se que
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o _on | 0q _oR
0z  Ox 0z Oy
em D. Como
= (OR 0Q oP OR)\ - 0Q 0P\ -
ROtF_(ay 82) +<8z 8x>3+(8x 8y)k’

segue que
RotF =0 em D.

Exemplo 5.1. Dado o campo vetorial ﬁ(az,y,z) = (e¥*, xze¥*, xye?), entao F € con-
servativo, pois se tomarmos a func¢do escalar f(x,y,z) = xe¥?, sequird que Vf = F.

Observagao 5.2. A reciproca do Teorema acima nao é verdadeira, ou seja, se F' é

irrotacional, entao F' nao ¢é necessariamente conservativo, pois se considerarmos o
2 3t T 3

v+ vy ety

campo vetorial (Elemento de Angulo), F (x,y) = 25’, temos que

Rot ' =0, mas F' nao é conservativo.

Definigao 5.2. Dado um campo vetorial F:DcCR— RS, se existe outro campo
vetorial G : D C R3 — R’ tal que F=RotGemD,ocampo G ¢ dito um Potencial
Vetorial do campo F em D.

Observagao 5.3. A existéncia de um potencial vetorial para um campo dado esta
relacionada com campos solenoidais 2, assim como os campos conservativos estao rela-
cionados com os campos irrotacionais. Vamos mostrar que, sob certas condigoes, um
campo vetorial tem potencial vetorial se, e somente se, ele é Solenoidal; tais restrigoes,
referem-se ao campo vetorial e ao conjunto onde o campo admita o potencial vetorial.
Veremos mais adiante, um tipo de conjunto onde um campo ¢é solenoidal, mas nao
possui um potencial vetorial nesse conjunto.

Lema 5.1. Dado um campo vetorial F : D C R3 —s R3, entdo div Rot F = 0.

Demonstracdo. Dado F = (P,Q, R), entao

= (OR 0Q OP OR J0Q 0P\ -
ROtF_(@y 82) +<82 6x> +(8x ay)k

Dai
. = 0 (OR 0Q 0 (0P OR 0 (0Q 0P
divhot I = 3$<8y 82)+8y(02 8x)+8z<8x 8y>
0*R B 0%Q N 0*P B O*R N 0%Q B o0*P
Oxdy O0xdz 0ydz Oydx 0z0x  0z0y
=0

2div F =0
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Proposicao 4.1. Seja D um conjunto aberto do R3, onde dois pontos quaisquer de D,
podem ser ligados por segmentos paralelos aos eixos coordenados. Se F:DCR3—R?
¢ de classe Ct em D, entdo F tem um potencial vetorial em D se, e somente se, F ¢
solenoidal.

Demonstra¢ao. =] Se F tem um potencial vetorial G , em D, decorre que F = RotG
em D, ou seja, div F' = div Rot GG, pelo lema 5.1, segue que F' é solenoidal.

[<— Suponha que F seja solenoidal(divF = 0) em D. Sejam F = (P,Q,R) e G =
(G1,Ge,G3). Queremos mostrar que F' = Rot GG, ou seja,

0Gy 0G, G 0G| G oG,
oy 0z’ 0z Ox - Ox oy
Considerando G3 = G3(z), tem-se
_0G, _0G,
P=rge ¢ 9= %

assim, por integragao, tem-se

Gzz—/ Fidz + f(z,y) e Gl:/F2d2+g(x’y)

20 20
onde zy é constante, f e g sao fungoes que independem de z. Temos que encontrar
as fungoes f e g. Substituindo G; e G5 na equagao de R, obtem-se

0 : 9 ([
R = %<—/20 sz+f(x,y))—6—y(/ZOde+g($ay)>
oP 0Q

= —/ZO (%‘Fa_y) dz_l’fx(xvy)_gy(‘x’y)‘

Como F' é solenoidal, isto é,

. = 0P 0Q OR
k= oy T e =0
tem-se 8—P+8—Q = —a—R assim
or Oy 0z’
*OR
R(l’,y72) = /adz—i—fsc(x,y)—gy(x,y)

= R(:c,y, Z)|zo + f:}c('xay> - gy(x7y>
= R(x,y,2) — R(x,y,20) + fo(z,y) — g4(x,y),
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ou seja, f e g devem ser solucoes da equagao fy(z,y) —g,(z,y) = R(x,y, 2). To-
mando f(z,y) = f;; R(z,y, z)dz, onde x, é constante e g(x,y) tal que g,(x,y) =
R(xo,y, 20), segue que a equagao f,(z,y) — g,(x,y) = R(x,y, 20) se verifica, por-
tanto, se Fé solenoidal, definindo o campo G por

Gz, 2) = ( / Qv )+ 9(o), | Royo)do -~ [ Pz, 2)dz, G3<z>) |

zo

onde g(z,y) é tal que g,(x,y) = R(xo,y, 20), tem-se F = Rot G.

6 Campos Vetoriais em Coordenadas Curvilineas
Ortogonais

Estudaremos os campos vetoriais como visto na se¢ao anterior, porém em coordenadas
curvilineas.

6.1 Coordenadas Curvilineas

Seja F:DCR—R3a transformacao definida por
SC:fl(u,'U,U)), y:fQ(u,/U,w), z:fg(u,v,w).

Se num aberto D C R3, Fé injetiva e de classe C!' e o determinante da diferencial
de F , det dF (u,v,w) > 0, pelo Teorema da fungao inversa, estas equagoes podem
ser resolvidas unicamente para u,v e w em funcao de x,y e z, ou seja, cada ponto
(x,y,2) € ﬁ(]D) corresponde a um unico ponto (u,v,w) em . Para qualquer ponto
fixo Py = (ug,v0, wy) € D, sdo obtidas curvas coordenadas em F (D) passando por
ﬁo = qo, dadas por

i) Curva u—parametro: r = fi(u, v, wo), y = fa(u,vo, wo) € z = f3(u, v, wo)

ii) Curva v—parametro: x = fi(ug,v,wo), y = fo(uo, v, wp) € z = f3(ug, v, wp)

iii) Curva w—parametro: x = fi(ug,vo, w), y = fa(ug,vo, w) € z = f3(ug, vy, w)

Estas curvas coordenadas definem localmente um sistema de coordenadas em R3 cha-
mado Sistema de Coordenadas Curvilineas uvw em .

Dois exemplos especiais de coordenadas curvilineas sao as Coordenadas
Cilindricas dadas pelas equacoes

T =UCoSv, Yy = usenv, z = w,



6 Campos Vetoriais em Coordenadas Curvilineas Ortogonais 64

curva u-pardmetro

q 0 curna V—parametro

curva w-parametr

Figura 4.3: Sistema de Coordenadas Curvilineas

comu > 0,0 <v < 21me —00 < w < 400, cuja corresponéncia entre as coordenadas
cilindricas retangulares é dada por

u=+/x%+y?, v = arctan (g) ew =z
xr

e as Coordenadas Esféricas, dadas pelas equacoes
T =USenvcosw, Yy = usenvsenw, z = U Ccosv,

comu>0,0<v<mel<w< 27 e arelacao inversa é dada por

4 Y
u= /22 +y>+ 2%, v = arccos e w = arctan =.
NZ ST x

Os Vetores Tangentes Basicos do sistema de coordenadas curvilineas em ¢g, sao os
vetores que denotaremos por Ty, T, e T, unitarios e tangentes as curvas coordenadas
€1 qop.

Proposigao 4.2. Se 77 = zi+ yf—l— 2k € o vetor posicao de um ponto P(x,y,z) no
sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, onde ¥ = x(u,v,w),y = y(u,v,w) e
z = z(u,v,w) entdo os vetores tangentes basicos T,,T, e T,, sio dados por

1 or

T-_ - 9
Y ||oF/oul| du
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Figura 4.4: Vetores basicos T,,T, e T,, em qq

1 or
.
Y ||or/ov]| ov

1 or

I T T
|07/ Ow|| Ow

Demonstracao. Sendo z,y e z funcoes de u, v e w, entao

7= x(u,v,w) i+ y(u,v,w) j + 2(u, v, w) k.

Mantendo v = vy e w = wy constantes, 7 é o vetor posicao de um ponto qualquer da

curva u—parametro, logo 9u é um vetor tangente a curva u— parametro, ou seja,
u

1 oF
Tu= |67/0ul| Ou

De forma anéloga, o resultado segue para T, e T, ou seja,

1 or
b= Tar/av] a0

1 or
Ty=—0
Yo7/ ow|| dw
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Observacao 6.1. Para efeito de simplificacao, usaremos a partir de agora a notagao

. S lae B or 1 oor
h, = H@r/@ug, h, = [|07/0v]| e hy = ||0F/0w|| e teremos T, = o ow T, = P
1 I

el,=— —.

h, Ow
Exemplo 6.1. Vamos encontrar 0s vetores tangentes béasicos do sistema de coordena-
das cilindricas, sendo 7 = wu cos Vi + usen v j + wk.

or - - o or
—r:COSUi+S€nt+0]€=>H—rH:\/COSQ”U—FSGHZU:1
ou ou
or - - = or
8—r:—usenvi+ucosvj+0k:>Ha—TH:\/UQSenzv—l—u%os?v:u
v
or =07+ 07 +k;:>H H 1,
= — || =
ow J ow
Portanto 1 o
T, = I az—cosvz+senvj+0k
]. a — — —
Tv:h—va—Z:—seni—l—cosvj—l—Ok
1 or a4
T,=——=0i+0j+k
I Dw v+ 07 +

Exemplo 6.2. Vamos encontrar os vetores tangentes basicos do sistema de coordena-
das esféricas. Como o vetor posicao 7 em fungao das coordenadas esféricas, é

r=wusenvcoswi+ usenvsenw j + ucosvk,

os vetores tangentes as curvas coordenadas sao

T,=-—— =senvcoswi+senvsenw j + cosv k
h, Ou
1 7 - . .
T,=-—— =cosvcoswi+cosvsenwj —senvk
h, Ov
1 oF - .
Ty, =-——=—senwi+coswj+0k.
hy Ow

Um sistema de coordenadas curvilineas é dito Ortogonal, quando as curvas coor-
denadas se interceptam ortogonalmente em todo ponto de uma regiao F (D), ou ainda,
quando os vetores tangentes basicos do sistema sao mutuamente ortogonais em cada
ponto de F(DD).
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Exemplo 6.3. O sistema de coordenadas cilindricas é ortogonal.

De fato,
T, T, = —cosvsenv +senvcosv+0=0

T, - T,=0+0+0=0
T, - T,=04+0+0=0
Exemplo 6.4. Vamos verificar que o sistema de coordenadas esféricas é ortogonal.

De fato,

T, - T, = senv cos v cos’ w + sen v cos vsen® w — sen v cos v = 0
T, T, = —senvsenwcosw + senvsenw cosw =

T, -T, =—cosvsenwcosw + cosvsenwcosw = 0

Dai o sistema de coordenadas esféricas é ortogonal.

Seja f : R™ — R uma funcao escalar e ¢ um valor na imagem de f, entao o con-
junto dos pontos (z1, s, ...,z,) € D C R™; f(z1,29,...,x,) = ¢ é chamado Conjunto
de Nivel de f correspondente ao nivel c. Se n =2 e z = f(z,y), o conjunto de nivel
de f correspondente ao nivel z = ¢ é chamado Curva de Nivel de f correspondente
ao nivel c. Sen =3 ew = f(z,y, 2), tal conjunto é chamado de Superficie de Nivel
de f correspondente ao nivel w = c.

Suponha que das equagoes = = fi(u,v,w), y = fa(u,v,w) e z = f3(u,v,w), é
possivel obter u,v e w como fungoes de x,y e z, isto é
u:gl(xay7z>7 UZQQ(I7y72) € w:g3(I7yaz)'

As superficies de niveis das fungoes g1, g2 e g3, sao chamadas Superficies Coorde-
nadas de u,v e w, respectivamente. Os vetores unitarios e Normais as superficies
coordenadas de

u:gl(xayv'Z)? 7)292(5573/72) € w:g3(x7y7z)'
sao dados, respectivamente, por

Vu Vo Vw
u — 5 Nv = € Nw = s
[Vl [V [Vl

onde, por exemplo, Vu = (Ou/dx, du/dy,0u/0z). De forma andloga para Vv e Vw.

De fato, os vetores Vu, Vv e Vw sao normais as superficies de niveis das fungoes
g1, g2 € g3, respectivamente.
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Exemplo 6.5. Encontrar os vetores unitarios e normais as superficies coordenadas,
dadas pela transformacao coordenadas cilindricas.

A transformacao coordenadas cilindricas é definida pelas equacoes
T =ucosv, Y=usenv e z=w

expressando u, v e w como fungoes de z,y e z, obtém-se

Y
u=+/224+9y? wv=arctan= e w=z.
x

Calculando o gradiente de cada uma destas fungoes, obtemos

Vu = (0u/0x,0u/dy,0u/0z) = (z,y,0) = [|Vul|| =

1

Vv = (0v/0x,0v/dy,0v/0z) = 5(—y,2,0) = [|[Vu]| = =

2 4y
Vw = (0w/dz,0w/dy,0w/0z) = (0,0,1) = |[|[Vw]|| =1
Dai

\%
N, = v il , Y .0 :<ucosv,usenv,0):(cosv,senv,O)
Nl T \VET g VR TR

v /22 & o2 1 1
N, = vo_ VTt (—y,2,0) = ———=(—vy,2,0) = —(—usenv,ucosv,0)
Vol 2% +y? VR £y u

= (—senw,cosv,0)

Vw

N, = == (0,0,1)
V]

Exemplo 6.6. Vetores normais unitarios em coordenadas esféricas.

Sendo x = usenvcosw, y = usenvsenw, z = ucosv, onde u = /a2 + y? + 22,

z
Y = arccos , w = arctan <g>, temos

\/x2+y2—|—z2’\/x2+y2+z2’\/x2+y2+z2
B (usenvcosw U sen v sen w ucosv)

Y )

u u u
= (senwvcosw,senvsenw,cosv).

Vu = (0u/dx, 0u/dy, Ouldz) = ( - - : )

V|| = vsen2 v cos? w + sen? vsen2 w + cos? v = Vsen2 v + cos? v = 1.
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Logo
~ Vu

Ny
[Vull

= (sen v cos w, sen v sen w, cos v).

/ —1 ’

Aqui para N, usaremos o fato que g = arccos(u) = ¢’ = ——=u
V1—u?

Vo — (81}/813,81}/8:%81}/62) _ <COSUCOSU)’ COSUSGHU))_SGHU)

u u u

1
Vol = —.
U
Portanto

Vo COSVCOSwW COSvsenw senv

= U( ) T )

v | Vol u u u

= (cosvcosw,cosvsenw, —senv)

Para N,,, teremos

1
Logo
Yw
Ny = —— = (—senw, cosw, 0).
[Vw]]

Observacao 6.2. Vimos que no sistema de coordenadas cilindricas os vetores tangentes
bésicos sao
T, = cosvi +senvj + 0k
T, = — senvi + cos Uj—l— 0k
T, = 0i + 0] + k,
que sao, respectivamente, os vetores normais N,, N, e N, ou seja, T\, = N,,T, = N,

eT, =N,.

Vejamos que isso é verdade, de modo geral. Para isso definimos o que chamaremos
de Conjuntos Reciprocos de Vetores.

Definicao 6.1. Sejam {uy,us,uz} e {v1,vs,v3} conjuntos de vetores satisfazendo
u; - vj = 0;;, onde d;; ¢ o delta de Kronecker, definido com

5 — 1, se 1=
Y10, se i#£]

Entao os conjuntos em questao sao chamados de Conjuntos Reciprocos de Vetores.

Lema 6.1. Se {uy,us,us} e {v1,va,v3} sao conjuntos reciprocos de vetores entio o
produtos mistos [uq, ug, us] # 0 e [v1,ve,v3] # 0.
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Demonstracao. Se [uy,uq, us)] fosse zero, os vetores uy, us, ug seriam coplanares, e, por
exemplo,
Uy = ]{71UQ + szg.

Dai
1 =uy - vy = kyugvy + kousvy = 0;

absurdo. De forma similar, [vy, vy, v3] # 0.

Lema 6.2. Se {uy,us,us} e {v1,vq,v3} sdo conjuntos reciprocos de vetores, entao

Uj X U
v =
[u17u27u3]

onde 1 < 1,75,k < 3, distintos entre si, onde [uy, us,us] € o produto misto entre uy, us
€ us.

Demonstracao. Temos que vy - ug = vy - ug =0 e vy - uy = 1; como vy é ortogonal a us
e ug, é paralelo a us X uz, entdo v; = k(ug X uz) onde k é uma constante; dai

uy - vy = kuy - (ug X ug) = kfuy, ug, ug).

O que implica,

L up - V1 1
[y, ug, us [y, ug, us]
Logo,
Ug X Usg
v = ——.
[ub Uz, Ug]
As outras identidades sao anédlogas. |
or or or

Proposicao 4.3. Os conjuntos { } e {Vu, Vv, Vw} sao conjuntos reciprocos

o’ v’ dw
de vetores.

Demonstracao. Considere
u=u(z,y,2) = ulx(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)) (1)

derivando (1), com relacao a u, temos

Ou Ox  Ou Oy  Ou 0z
or Ou Oy Ou 0z Oou

além disso,
or _Grg, Wz, 0
ou  Ou o’ T ou
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onde F:x;+yj+zgem (u,v,w), e

ou- Ou- Ou -
e S T S Wiy X
Vu 3 z+ayj 2.
segue que
or
— - Vu=1
Bu T
de forma analoga,
or or
— - Vo=1=—-Vuw.
v Y w "

Por outro lado, derivando (1) com relagao a v, temos

Oou Or Ou OJy Ou 0z

. — .7 — .2 =0
ox 8v+8y 8U+(‘3z ov ’
e isto implica que
or
— - Vu=0
u VU
analogamente,
or or or or or
or or or
ou seja, —r, —T, I e {Vu, Vv, Vw} sao conjuntos reciprocos de vetores. |
ou’ Ov’ Ow

Observagao 6.3. Conjunto de vetores {u, v, w}, tais que o produto misto, [u, v, w] = 1,
sao, as vezes, chamados de Dextrogiro

Lema 6.3. O conjunto de vetores {T,,T,, T,} em coordenadas cilindricas satisfaz
[TuaTv,Tw] =1.

Demonstrag¢ao. Vimos que
T, = cosvi + sen vf+ 0k

T, = —senvi + cosv}'—i— 0k
T, =0i+0j +k,

entao
cosv senv 0
[T,,T,, T, =| —senv cosv 0 |=cos’v+sen’v =1
0 0 1

Lema 6.4. O conjunto de vetores {T,,T,,T,} em coordenadas esféricas satisfaz
[TuaTvaTw] =1.
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Demonstracao. Tal como no lema anterior, em coordenadas esféricas [ |

Observacgao 6.4. Os resultados dos Lemas 6.3 e 6.4, também valem para o conjunto

{Nu, No, N}

Proposicao 4.4. Os conjuntos {T,,T,,T,} de vetores tangentes e {N,, Ny, Ny} de
vetores normais em coordenadas curvilineas ortogonais sao conjuntos reciprocos de ve-
tores.

1
Demonstracao. Basta mostrarmos que h, = hy e hy, Dada
vl T vl I

f uma funcao escalar, seja Vf = f,T, + [T, + [T € determinemos as funcoes f,, fo,
e fu nesta igualdade. Dado o vetor posigao 7 = 7(u, v, w) temos que a diferencial de 7

é dada por
L or or or

dr = %du + %dv + 8_wdw
Como ﬁ = h,T,, g =h,T, e — or = h,T,, segue que
ou ov ow

dr = h,duT,, + h,dvT, + h,dwT,,.

Agora, por um lado

f of of 4

Fodut Sdv 4 duw

df = ov ow

Por outro lado, df = Vf - dr, pois sendo
f = f(x7 y7 Z) = f(x(u7 U? w>7y<u7 /07 w)? z(u7 U7w>>7

segue que,

of dx 9fdy  9f 92

Rl W W R

=V f-dr.
Portanto

df =V f-di = (f.T.+ f,To+ fuTw) - (hyduT, + h,dvT, + h,dwT,)
= fuhudu + fohydv + fuhydw

comparando estas equagoes, segue que

of 10f
of C1af

fvhv_%:fv_h o
_of 1 8f

fwhw_%:fw h aw
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Logo
1 0f 1 0f 1 of
h—u%Tu—i- h—v%Tv%—E%Tw.

Agora se considerarmos f = u, segue que

Vf=

1 1

As outras identidades sao anédlogas. |
Proposicao 4.5. Num sistema de coordenadas curvilineas ortogonais {u,v,w} (com
[u,v,w| = 1), temos que T, = Ny, T, = Ny, T,y = Ny.

Demonstra¢ao. Como os conjuntos {7y, T,, T} € {Ny, Ny, Ny} sdo reciprocos, entao
pelo lema 6.2,

T, x T,
Ny=—""""" =T, xT,=T,.
TuTnT,
[ |
Proposicao 4.6. Num sistema de coordenadas curvilineas ortogonais, valem
i) T, =h,Vu, T,=h,Vv e T,=h,Vw
i) Vu- Vo x Vw = (h,hphy,) ™t
L 1 ~ )
Demonstra¢ao. i) T, = N, = val Vu = h,Vu. Os outros resultados sao analogos.
u
ii)
1 1 1
. = —T, T, x —T,
Vu - Vv x Vw W (hv th )
= L T, T, xT,
- huhth u v w
= = (huhyhy) ™
hoyhoyhey, ( )
[ |

6.2 Gradiente, Divergente e Rotacional em Coordenadas Cur-
vilineas Ortogonais

Seja um sistema de coordenadas curvilineas definido pelas equagoes
x:fl(u,/l),w), y:fg(u,U,U)) € Z:fg(u,?},w).

Entao, se uma funcao real f depende das coordenadas cartesianas x,y e z, fazendo a
mudanca de coordenadas fica f(z,y, z) = f(fi(u, v, w), fo(u,v,w), f3(u, v, w)).
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Proposicao 4.7. Se f ¢ uma funcao real das coordenadas curvilineas u,v e w, o
Gradiente de f ¢ dado por

_of of of
Vf= auVu—l— GUVv—l— awVw.

FE se o sistema de coordenadas curvilineas é ortogonal,

C1af., 10f.  10f
Vi= M auT“ * . 8UTU + D awT“"

Demonstracao. O gradiente de f em coordenadas cartesianas ortogonais é

Usando a regra da cadeia, tem-se

%_ﬂ 8u+8f 81}_'_8]” 8_w
dr Ou Oxr Ov Oxr Ow Ox

8_f_g'8u+@f'av+8f ow
dy Ou Oy Ov Oy Ow Oy
of of 8u+(9f 8v+8f ow

92 Ou 0z  ov 0z  ow 0z

Substituindo ﬁ’ ﬁ e g no segundo membro do gradiente de f, obtem-se
ox’ Oy 0z

_Of (Ou~ Ou- Ou of (Ov- Ov- Ov -
Vi o= 8u(8$2+8y‘7+8zk)+8v (8x2+0y‘7+32k)
of (Ow- OJw- OJw -
af af of

A segunda parte para V f, basta ver, pela Proposicao 4.6, que
T,=h,Vu, T,=h,Vv e T,=h,Vw.
[ |
Corolario 6.1. Num sistema de coordenadas cilindricas xr = ucosv, y = usenw,

2z =w o gradiente de uma func¢ao escalar f € dado por

_of, 1of,. Of
V= (9uTu + u@vTv + 8wTw
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Demonstracao. De fato, basta ver que os fatores h,, h,, h,, sao dados por h, = 1,
h, =ue h, =1. [ |
Corolario 6.2. Num sistema de coordenadas esféricas x = wusenvcosw,

y=wusenvsenw e z =ucosv o gradiente de uma funcao escalar f é dado por

vp Uy 100y 1 01y

ou u Qv usenv 8w
Demonstracao. Basta ver que h, =1, h, =u e h, = usenuv. [ |

Exemplo 6.7. Vamos calcular o gradiente da funcao f(z,y,z) = 2% + y* — 22, no
sistema de coordenadas esféricas. As coordenadas esféricas sao dadas pelas equacoes

T = UusSenvcosw, Yy =usenvsenw € 2z =1ucosv.

Assim
flu,v,w) = (usenvcosw)®+ (usenvsenw)? — (ucosv)?
—u? cos(2v)
e suas derivadas parciais de primeira ordem sao
0 0 0
0_£ = —2u cos(2v), E)_Z = 2u”sen(2v) e 0_1{1 =0

tem-se ainda que
h,=1, hy,=u, hy,=musenv

T, =senvcoswi+ senvsenw j + cosv k
T, = cosvcoswi+ cosvsenw j —senvk
Ty = —senwi—+ cosw j.

Portanto

1
Vf (—2u cos(2v))T, + —2u? sen(2v)T, +
u

= —2ucos(2v)T, + 2usenv’l, + 0 - T,,.

0Ty
U sen v

Observagao 6.5. Considere ﬁ(m,y, z) = G+ ng%— Gg];;, com G = Gi(u,v,w),
Gy = Ga(u,v,w) e G3 = G3(u, v, w). Como

= (iT,)T, + (iT,)T, + (iT,,)T,

)
= (jTu)Tu + (ij)Tv + (ij)Tw
= (KT,)T, + (KT,)T, + (KT,)T,,
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segue que
F = G\((IT)Tu+ (iT,)T, + (iTy)Tw) + Go((GTu) T + (T T + (T)T)
+ Gy((KT)T, + (KT)T, + (KTw)T.)
= (Gi(IT) + Go(T) + Go(RT)) T + (G1(TT) + Go(TT,) + Ga(RT) T,
+ (Gi(iT,) + G2(jT,) + G3(kT,))T,,

= KT, + T, + F5T,.

Lema 6.5. Sejam F e G dois campos vetoriais definidos num aberto D, cujas compo-
nentes admitem derivadas parciais em D. Entao div (FxG) = G-(Rot F)—F-(Rot G).

Demonstragao. Ver exercicio 18 |

Proposicao 4.8. O Divergente do campo F= BT, + T, + F5T,, em coordenadas
curvilineas ortogonais u,v e w, é dado por

o 1 B ) B
div F = 5 (a (hohoFy) + av(huthz)Jr%(huthg))

Demonstracao. Temos que div (ﬁ + (_j) = div F + div é, onde F e G sio campos
vetoriais. Entdo divF = div (F\T,) + div (FyT,) + div (F5T,), como o sistema de
coordenadas é ortogonal, tem-se T,, = T, x T,, = h,h,Vv x Vw, substituindo T, em
div (F\T,) e sabendo que div (fG) = fdiv G + V[ - G, obtem-se

div (F\T,) = hyhyFidiv (Vv x Vw) + Vo x VwV (hyhy, F).
Mas pelo lema 6.5

div (Vv x Vw) =Vw-rot Vo —Vuv-rot Vo =Vw-0—-—Vv-0=0

e usando a proposicao 4.7, teremos

Vo x Vw - V(hohoF1) = Vux Vw (6‘9 (hyoh Fl)Vu+§(h h F1)w+8a (hoh Fl)Vw>
= Vu- vaVwaa (hyhy FY)
1 9
" hyhohy Ou (b F1).

Portanto, substituindo div (Vv x Vw) e Vv x VwV (h,h, F1), obtem-se

1 0

div (FT,) = 3o

— (hohw FY).
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De forma anéloga, obtem-se que
1 0
div (FyT, hoyhoy F:
i () = Fo i el )
1 0
div (F5T,) = —————(hyho F3),
W (F5Tu) = 4w B )
basta agora somar estas igualdades para concluir.
|

Corolario 6.3. O divergente do campo F = 0T, + FT, + F5T,, num sistema de

coordenadas cilindricas ¢ dado por

170 oF, 0
div F = F — (uF:
v <8u(u 1)+ —— 5 + aw(u 3))
[ |
Exemplo 6.8. Considere ﬁ(az,y, ) =21 y}— 2k em coordenadas cilindricas x =
wcosv,y = usenv,z = w. Entdo ( w) = UCOSVI — usenvj — wk. Vimos que

vetores bdsicos sao
T, = cosvi + senvj + 0k

T, = —senvi + cosvj—i— 0k
T, =0i+0j +k,

entao
i = (iT,)T, + (iT,)T, + (iT,,)T,, = cos vT, — senvT,
j= (_}Tu)Tu + (ij)Tv + (jT )T, = senvT, + cosvT,
k= (KT,)T, + (KT,)T, + (kT\,)T,, = T,
Dai
F(u,v,w) = wucosv(cosvT, —senvT,) — usenv(senvT, + cosvT,) — wT,

= (ucos®v — usen’)T, + (—2usenv cosv)T, — wT,
= wcos(2v)T, — usen(2v)T, — wT,,.

Logo, F = T, + T, + F3T,, onde Fy = ucos(2v), Fy = —usen(2v), F3 = —w

Como hy, =1, hy, = u, hy, =1, ¢ %(UFI) = 2ucos(2v),
0

—(uF3) = —u, seque que

ow

ov

L1 1
div F = —[cos(2v) — 2u cos(2v) — u] = — cos(2v) — 2 cos(2v) — 1.
u u

Q(FQ) = —2ucos(2v),
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Corolario 6.4. O divergente do campo F = 0T, + FT, + F5T,, num sistema de
coordenadas esféricas ¢ dado por

v F = — (u”senvFy) + ) 4+ ——(uF3) | .
div " (au(u senvFy) + 6’U(usemv 5) + aw(u 3))

Exemplo 6.9. Considere agora o campo F' = xi+yj—zk em coordenadas esféricas x =
USeNn v cosw,y = usenvsenw, z = ucosv, entao F' = usenwv coswi + usenvsenwj —
ucos vk e os vetores tangentes basicos

T, = senwvcoswi + senvsenwj + cos vk

T, = cosv coswi + cos vsenwj — sen vk
T, = —senwi + coswj = Ok,
além disso

i= (fTu)Tu + (fTv)Tv + (;Tw)Tw = senv coswT,, + cosv coswT, — senwT,

j: (;’TU)TU + (;’TU)TU + (ij)Tw = senvsenwT,, + cosvsenwT, + coswT,,
k= (ETU)TU + (ETv)Tv + (ETw)Tw = cosvT,, — senvT,.

Logo
F = wusenvcos w(sen v cos wT, + cosv coswT, — senwT,)
+ wusenwvsenw(senvsenwT, + cosvsenwT, + coswT,)
ucosv(cosvT, —senvT,)
= —ucos(2v)T, 4+ 0T, + usen v cos vT,,
mas
- 1 0 0 0
divF = — %(UQ senvFy) + %(u senv k) + a—w(qu) :
\ ~~ ~~ - W—/
(a) (b) (c)
onde
9 2
(a) 8_(U senvFy) = —3u’senv cos(2v)
u
0
(b) 5 (usenvFy) =0

0
(¢) 5, (ufs) =0
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logo
div F =

P (—3u®sen v cos(2v)) = —3 cos(2v)

Corolario 6.5. Seja f uma funcao real de coordenadas curvilineas ortogonais.
Entao o Laplaciano de f ¢é

B 1 0 (hyhy, Of hyhy  Of 0 (hyh, Of
Af = huhphoy [ém( ha 0u)+8v( I (%>+8w ( Py 8w>}

Demonstracdo. Dado F = T, + F5T, + F3T,, vimos que o divergente de F ¢ dado
como

.- 1 B ) B
div F = 5 (a (hohioF2) + 5 (huhsFa) + = (huh Fg))

e para um campo escalar f o gradiente é dado por

C1of., 10f.  10f
vi= ha, 8uTu + . (%Tv * Do 8wTw'

Portanto
B 1 0 1 0f 1 0f 0 1 of
A= [a (h”h“’ I au) a (h LS m) T o <h“h” T aw)]
_ 1 3 hwh OF\ O (hulw OFY =~ 0 (huhy OF
 huh ou h, Ou ov h, Ov ow \ h, Ow
[ |
Corolario 6.6. O Laplaciano de f em coordenadas cilindricas ¢é dado por
10 of 1 0%f 0%*f
Af-m( au) T T ot
[ |

Corolario 6.7. O Laplaciano de f em coordenadas esféricas ¢ dado por

10 of 1 0 of I
Af = 2= — = —.
/ u? Ou (u 8u) * usenv Qv (senv8U> N u? sen? v ow?
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Exemplo 6.10. No exemplo 6.5 para a funcao escalar f(z,y,z) = z? + y* — 22

encontramos
Vf = —2ucos(20)T, + 2usen(2v)T, + 07,

para este campo vetorial Vf = F = T, + F5T, + F3T,,, temos
Fy = —2ucos(2v), F,=2usen(2v), F3=0;
logo o divergente de Fé
div F = 6(sen(20) — cos(2v)).

Exemplo 6.11. Calcular o laplaciano da fun¢ao real dada no exemplo 6.5, no sistema
de coordenadas esféricas. Para o sistema de coordenadas esféricas, tem-se

h,=1, h,=u e h,=usenv,

e ja vimos que
Vf = —2ucos(2v)T,, + 2usenvT, + 0T,

Logo
Af = divVf
_ 1 ﬁ(_2u3 cos(2v) senv) + 2(2u2 sen(2v) senv) + —
~ uZsenwv | Ou ov ow

= —2co0s(2v) + 2 cot v cos(2v)

Proposicao 4.9. O Rotacional do campo vetorial F = 0T, + FyT, + F5T,, em
coordenadas curvilineas ortogonais u,v e w, ¢ dado por

h o h/Ty hyTy
1 0 0 0

hohohw | Ou v Ow
hoFy hoFy hyFs

RotF =

Demonstracao. Temos que

i) Rot (F+ G)= Rot F + Rot G

ii) Rot(fG)= fRotG+VfxG

entao

Rot F' = Rot (F\T,,) + Rot (FyT,) + Rot (F5T,,)

como o sistema de coordenadas ¢ ortogonal, temos F}7T, = h,Fi1Vu. Logo
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Rot (FA\T,) = Rot(h,F1Vu) = h,F Rot Vu+V (h,F) x Vu
=0

= V(huFl) x Vu

1
Substituindo Vu = h—Tu, encontramos
u

10 10 0
F = |—=—(h FV)Ty + ——(h V)T, —(hyFY)T, T,
VihaFi) x Vu huau(hu ) u+hv3'z}(hu 1) hw8w<h 1 w
0 1 0
= 2 (h Fl)T X T h h av(h Fl)T X T
1 9
Mas T, xT,=0,T,xT,=-T,eT, xT,=0, portanto
1 0 1 9
Similarmente
1 0 1 0
Rot (FQTW) = huhva(hjvﬁ&)Tw - a (h F2>T
1 0 0
t(F5T,) = — (hy F3)T, — hy F5)T,.
Ro ( 3 w) hvhwﬁv( w 3) h 6 ( ) v
Agora somando as igualdades Rot (F\T,), Rot (F5T,) e Rot (F5T,), segue o resultado.

Corolario 6.8. O Rotacional de F num sistema de coordenadas cilindricas ¢ dado
por

T, uT, T,

S|
RotF = — 2 2 i
u| Ju OJv Ow
F1 UFQ F3

Corolério 6.9. O Rotacional de F num sistema de coordenadas esféricas ¢ dado
por

T, ul, wusenvT,
1 o 0 0

u?senv | Ju Ov ow
Fi uFy; wusenvl;

RotF =
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Exemplo 6.12. Calcular o rotacional do campo definido por F(z,y,2) = xi—yj—=zk,
no sistema de coordenadas cilindricas. As coordenadas cilindricas u,v e w sao dadas
pelas equagoes © = ucosv, y = usenv e z = w, assim

F(u,v,w) =wucosvi—usenvj —wk.
Os vetores basicos do sistema de coordenadas cilindricas sao
T,=cosvi+senvy, T,=—senvi+cosvy e T,=k.

Como T,,T, e T, sao vetores ortogonais, tem-se

i=(iT,)T, + (iT,)T, + (iTy) T = cosvT, — senvTy,
j=UT)T.+ (T,)T, + (1) T = senvT, + cosvT,
k=T,.

Assim substituindo ,j e k, obtem-se as coordenadas do campo F' com relagdo aos
vetores basicos do sistema de coordenadas cilindricas, ou seja,

—

F(u,v,w) = wcosv(cosvT, —senvT,) — usenv(senvl, + cosvT,) — wT,
u(cos® v — sen? v) T, — 2u cosvsenvT, — wT,
= wucos(2v)T,, — usen(2v)T, — wT,.

Tem-se ainda, para o sistema de coordenadas cilindricas, que h, =1, h, = u, h,, = 1.
Portanto, temos

Tu UTfu Tw
Rot FF = = ﬁ g i
u u ov ow
uwcos(2v) —u?sen(2v) —w
10 o, 1[0 0
= - [%(—w) — 8_w(_u sen(2v))] T, + " [a—w(ucos(%)) — %(—w) uT,
170 5 0
+ - {%(—u sen(2v)) — %(ucos(%))} T
= 0
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7 Exercicios

1. Calcule o Rotacional

(a) F(z,y,2)=—yi+xj+2k
(b) F(z,y,2)=zi+yj+azk
(¢) F(x,y,2) =yxi+ zzk

(d) Fle,y) = (2> +y?)7

() Fw,y) =ayi—a?]

2. Seja ¢ : D C R?2 — R, Q aberto, de classe C2. Mostre que o campo vetorial
F =V é irrotacional.

3. Se 7 é o vetor posicao, determinar Rot 7.

4. Calcule o Divergente do campo vetorial dado.

(a) F(z,y

(b) ( Y, 2 )::cz—iryj—irzk:

(c) F(z,y,2) = (2% — y?)7 + sen(a? + y®) J + arctan k
(d) F(z,y,2) = (22 4y + 22) arctan(2® + 42 + 22) k

(a) ¢(z,y) =2y

(b) ¢(x,y) = arctan(z/y), y >0
(c) p(r,y) = In(z*® +y?)

(@) p(x,y) = 26w

6. Mostre que grad f é um vetor perpendicular a superficie f(x,y,z) = ¢, onde ¢ é
uma constante.

7. Sejam F = senz i+ Cosy;'—i-lnzl;(z #0)e G =e"cosyi+esenyj. Ache
_l’_

ostre que u - f"(u) = —f'(u), u>0

Determine uma funcao f nao-constante, para que se tenha Af = 0.
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9. Mostre que a funcao f(z,y,z) = ||F]|~! é harmonica, onde 7 é o vetor posigao.
10. Sejam F=e"coszi+e" senz}—l— keG=e"coszi+e senzf— e k.
(a) Mostre que F' e G sio ortogonais para todo (z,y, 2)

(b) Mostre que o campo vetorial Fx@Gé paralelo ao plano zy.

11. Sejam Fy, Fy : D € R3 — R3 dois campos vetoriais ¢ ¢ : D — R um campo
escalar. Em cada caso, suponha F} = Pi+ Qj+ Rk e [y, = Pii+ Q15+ Ri k.
Prove:

(a) Rot (F, + F5) = Rot F, + Rot F,

(b) div (Fy, + Fy) = div Fy + div F,

(¢c) div(oF)) = pdiv Fy + Vg - F

(d) Rot (pF)) = pRot F\ + Vo x F

(e) div (Rot Fy) =0

(f) Rot (Rot Fy) = V(div Fy) — V2F,, onde V2F, = (V2P,V2Q, V?R).

12. Sejam f e g fungoes duas vezes continuamente diferenciaveis. Mostre que

A(fg) = fAg+2Vf-Vg+ Af.

13. Se F =7, onde F=xi+1y ]+ 2k e r=|f], ache div F e mostre que

grad (div F) = n(n+ 3)r"=2 . .

14. Seja f um campo escalar diferenciavel, e seja Fo campo vetorial

= of of\ - of (9f of af\ »
F = haC =L
( Yoz Zay) H—( 9r "0z it x@y You g
Mostre que: F=x VT, ﬁ-FzOeﬁ-szO, ondeF:xZ—i-yf—i-zlg.
15. Mostre que

(F-V)F = %V(ﬁ F)— F x (Rot F).

16. Mostre que
div (fVg—gVf)=fAg—gAf.

17. Seja W = (wy,ws,w3) um campo vetorial definido no aberto D de R3. Prove
que divw = 0 é uma condicao necessaria para que exista um campo vetorial
@ = (uy,us, u3), com componentes de classe C? em D, tal que Rot @ = 0.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Sejam F e G dois campos vetoriais definidos no aberto 2 C R3, cujas componentes
admitem derivadas parciais em €). prove que

div (F x G) = G - (RotF) — F - (RotG).

Verifique que o sistema das equagoes © = u—2v+w,y = 2utv—w e z = —u+v—w,
pode ser resolvido unicamente para u,v e w em funcao de x, y e z. Calcule os
vetores basicos do sistema de coordenadas dado pelo sistema

Para o sistema de coordenadas curvilineas

(a) Calcule os vetores basicos desse sistema
(b) Mostre que esse sistema é ortogonal

Calcule os vetores unitarios e normais as superficies coordenadas, num ponto
qualquer, dadas pela transformagcao coordenadas esféricas

Determine as componentes do campo vetorial ﬁ(x, Yy, 2) = ° i+ y2j’+ 22k

(a) com relag@o aos vetores basicos do sistem de coordenadas cilindricas

(b) com relagdo aos vetores bésicos do sistema de coordenadas esféricas
Para cada um dos sistemas de coordenadas curvilineas. definidos pelos sistemas
de equagoes sguintes: (I) encontre os vetores basicos; (II) verifique se o sistema
é ortogonal; (III) Encontre os vetores unitdrios e normais as superficies coorde-
nadas, num ponto qualquer

— 10,2 2 _
(a) v=w, y=50"—-u’) e z=w

(v? — )

N |+

(b) z =wvcosw, y=wuvsenw e z=

Calcule o rotacional dos campos abaixo onde (u, v, w) sdo dadas em coordenadas
cilindricas e esféricas
(a) F(u,v,w) = u*T, + w*T, — w?T,

(b) G(u,v,w) =vcoswT, —usenwT;, + uvsenv cos v1y,

Calcule o gradiente da fungao: (a) no sistema de coordenadas cilindricas; (b) no
sistema de coordenadas esféricas

(a) flz,y,2) =2 —y* + 22
(b) g(z,y,2) =z +y—2z

Calcule a divergéncia do campo vetorial dado: (a) no sistema de coordenadas
cilindricas; (b) no sistema de coordenadas esféricas:

(a) Flz,y,2)=ai—yj+zk
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(b) G(z,y,2) = 22271+ 42 — 22k

27. Calcule o laplaciano da fungao dada: (a) no sistema coordenadas cilindricas; (b)
no sistema de coordenadas esféricas:

(a) flz,y,2) =2 +y*+2°
(b) g(.I,y,Z) = I2+y2 _422
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Capitulo 5

Integral de Linha

1 Integral de Linha de Campo Escalar

Seja o uma curva continua parametrizada por a(t) = (z(t),y(t)), com a < t < b. Seja
uma parti¢ao do intervalo [a, b] em n subintervalos [¢t;_1,t;], i = 1,2,...,n, onde ty = a
et, =b. Seja ¢; € [ti—1,ti], ;i = x(ci), yi = y(t;) e AS; o comprimento de arco de «
correspondente ao intervalo [t;_1,;].

¢ ay, 1)

ST /ﬁ" (¥
At,

1 a(ui)

Figura 5.1: comprimento de arco de a(u;—1) a a(u;)

Sendo f : R? — R um campo escalar definido em D C R? tal que a(I) C D, se o

limite do somatorio ,
n

ELHO 21 f(xiu yi)ASi

existe, onde A = max{At;,i =1,2,...,n}, diz-se que esse limite é a Integral de Linha
de f em relacao ao comprimento de arco S sobre a e denota-se por

/a s = fi 3 e w)As:



1 Integral de Linha de Campo Escalar 88

Observagao 1.1. Suponha f continua, ndo-negativa em D C R?, entdao podemos pen-
sar em fa fdS como sendo a drea da superficie que tem com base a curva o e altura
determinada pelo grdfico de f.

Estabeleceremos através da proposicao abaixo, condigoes para calcular a integral
de linha de um campo escalar.

Proposicao 5.1. Seja f : D C R? — R um campo escalar continuo sobre uma curva
a diferencidvel C*, parametrizada por a(t) = (z(t),y(t)), t € [a,b], entao

[ s = [ s -l

Demonstmgao Tome uma partl(;ao de [a, b] em n subintervalos [t;_1,t;], i = 1,2,...,n,
At,=t,—ti1 e AS; = ft |/ (t)||dt. Como ||a]] é continua em [a, b] (e dai continua

em [t;_1,t; ]), pelo Teorema do Valor Médio para integrais,! existe & € (t;_1, ;) tal que
= ||/ (&)]|At;. Sejam ¢; € [t;—1,t;] qualquer, com z; = z(¢;) e y; = y(¢;) . Dal

sendo s,, = Z f(zi,y:)AS;, tem-se

i=1

sn= ) flaie) yile) o' (&)1 AL,

=1

ou seja

Zf ) - [l (&) | At

Por outro lado, como f e a sao continuas, segue que o limite da soma

S—Zféwm@Mm

quando A = max{At;,;i = 1,2,...,n} — 0, existe e é a integral de f(a(t))|a/(t)| em
[a, b], ou seja,

ms_/f Dl (6)]|dt.

Agora sendo f o a continua em [a,b], para qualquer e > 0 existe § > 0 tal que
|f(a(&)) — f(ale))| < € para cada partigao de [a,b] em que |& — ¢ < At; < A.
Assim

S = sn| = ‘ Z(f(a(&)) — flale))lla/ (&)

>l (&) At
=1

1Se f é contfnua em |[a, b], entdo existe pelo menos um c € [a, b] tal que f: f(z)dt = f(c)(b—a).
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mas sendo ||| continua em [a, b], ||¢/|| é limitada em [a, b], ou seja, existe M > 0 tal
que [/ (&) < M, logo

S = $n| < €M At; = eM(b— a).
=1

Como € > 0 é qualquer, segue entao que

| flaas - UMERIICE | 1) o

Observacgao 1.2.

1. Veja que quando tivermos f definida em R3 e a(t) = (z(t), y(t), 2(t)), t € [a,b],
entao a integral de linha é dada por

/fxy, )dS = /f D/ (8]t

2. Quando f = 1, a integral de linha d4 o comprimento da curva «, ou seja,

S Nl (@)t

Exemplo 1.1. Vamos calcular [ (z* +3?)dS, onde o é a curva parametrizada por

a(t) = (2+2cost, 3+ 2sent), 0 <t <27,

Como o campo escalar f(z,y) = 2° + 3* e a curva « satisfazem as hipéteses da
Proposicao 5.1, segue que

[ viys - / Fla(®) o’ (1)t

N / [(2+2cost)® + (3 + 2sent)?] - 2dt

0

2m
= 2/ (17 + 8cost + 12sent)dt
0

2
= 2(17t + 8sent — 12cost)| = 68.

0
Observagao 1.3. De maneira similar, definimos a integral de linha de f sobre uma
curva aft) = (z(t),y(t),2(t)), t € [a,b], com respeito as varidveis x,y,z como as
integrais escalares
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b
/ f(,y, 2)dz = / Fat), y(t), 2(0)) - 2'(t)dt
/ f(z,y, 2)dy = / F(t), y(t), =(8)) - (D)t

b
/ f(,y,2)dz = / Fa(t), y(t), 2(1)) - 2/ (B)dt

Observe ainda que quando f = 1, estas integrais dao, respectivamente, x(b) — x(a),
y(b) —y(a) e z(b) — z(a), que sdo as projecoes das curvas no espago sobre os eixos x, y
e z, respectivamente.

Proposicao 5.2. Suponha f e g campos escalares , definidos e continuos num dominio
D C R?® contendo uma curva regular «(t), ¢ € [a,b]. Entdo para constantes k; e k,
temos

L [ (kif + kag)dS = ky [, fdS + ks [, gdS

2. Suponha que « é justaposigao das curvas a4 (t), t € [a,b] e as(s), s € [c,d], entao

/ade:/mdeJr/andS.

Demonstracao. Segue da definicao [ |

Proposicao 5.3. Seja B uma reparametrizacio da curva . Se f : R — R é um
campo escalar continuo sobre a (logo continuo sobre (), entao

/a F(,y,2)dS = /ﬂ F(r,y,2)dS

Demonstragao. Sejam «(t) = (x(t),y(t),z(t)) e B(s) = (u(s),v(s),w(s)
trizagdes de a e 3, respectivamente, entdo existe h : [¢, d] — R tal que h(]c,
e B(s) =aoh(s), s€[c,d. A integral de f sobre a é dada por

/fa:y, )ds = /f Dl (8]t

Se « e § tém a mesma orientagao, h'(s) > 0 em [c, d], isto é, h é crescente em |[c, d], dai

h(c) = a e h(d) = b. Logo fazendo t = h(s), tem-se

parame-

)
d]) = [a, b]

/f:vy, )ds = /f ) Nl ()]l - [ ()t

mas

15" ()l = lle’(h(s)) - B ()]l = [la’ (h(s)) IR (s)
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em [c,d], pois h'(s) > 0 em [c,d], dai

/}@ywmsz /f ) llod (B(s)]| - 1 (s)dt

:t/fwwDWﬁwwﬁ=éf®wﬂﬂs

Se a e B tém orientagoes opostas, h'(s) < 0 em [c,d], ou seja, h é decrescente em |[c, d],
dai h(c) = b e h(d) = a. Assim, fazendo t = h(s) em

/fxy, )dS = /f Ol ()]t

/f@wwMSI /f $)lla (h(s)) |1 (s)dt
- L/f S))lled (h(s) || (s)dt.

tem-se

Mas
1B8°(s)[| = [l (R(s)) (s)]| = —|[|&/ (h(s))[|W(s)

em [c,d], pois h'(s) < 0 em [c,d]. Logo

/#@wxms: ;/fW@NAWM@wmwMt
_ /f DB (s)ldt = /fx%

Observacao 1.4. A integral de linha sobre uma curva suave por partes ¢ definida
como a soma das integrais sobre cada uma das partes suaves (item 2, da Proposigao
5.2).

Exemplo 1.2. Calcule [ (3z —2y)dS, onde a é formada pelos segmentos de (1,1) a
(0,0) e de (0,0) a (2,3).

Sejam «a; e ay as partes de a (figura 5.2) que vao de (1,1) a (0,0) e de (0,0)
a (2,3), respectivamente. A equacdo da reta que passa por (0,0) e (1,1) é y = =,
dal uma parametrizagdo de oy é ay(t) = (¢,t), com 0 < ¢t < 1. Analogamente, uma
parametrizacao de ay é dada por as(t) = (¢, %t), 0<t<2 Daf

/ (3z — 2y)dS = /01(315 — 2t)V2dt = gﬁ (1) = g
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Figura 5.2: Justaposicao das curvas oy e aq

2 2
/(3x—2y)dS:/ (3t—2;t)\/§dt:/ 0dt = 0;
a9 0

0
portanto

/(3x—2y)dS:/ (3x—2y)d5+/ (3x—2y)d52§+0 V2

a2

2 Integral de Linha de um Campo Vetorial

Definicao 2.1. Seja F : D € R2 —» R? um campo vetorial continuo, I aberto e seja
a: I = la,b] — R? uma curva de classe C'. Definimos a Integral de Linha de F'
sobre a curva « por

/aﬁda: /abﬁ(a(m-a'(t)dt

Se 7 = a(t), podemos escrever [ Fda = IR FdF, ou seja,

/a Fdi = / ’ Fla(t)) - o (t)dt.

Observacgao 2.1. Se a curva « ¢é fechada, isto é, se a(a) = a(b), a Integral de Linha
pode ser denotada como § Fdr.
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Exemplo 2.1. Calcular a integral do campo vetorial ﬁ(as,y) = (xy,z + y) sobre a
curva o parametrizada por a(t) = (t — 1,12+ 1), 0 <t < 1.

Temos que
/ Flz,y)da — /0 Fla(t))o (t)dt
N /IW — D +1),(t— 1)+ (£ +1)] - (1,2t)dt

1
7
— B2+t —1Ddt = —.
/0(3—0—+ ) B

Exemplo 2.2. Calcule a integral de linha de ﬁ(m, y,z) = (y,—x, z) ao longo da hélice
a(t) = (cost,sent,t), 0 <t <.

Temos que o (t) = (—sent,cost, 1) e F(a(t)) = (sent, — cost, t), dai
F-o/(t)=—sen’t —cos’t +t = —1+1,
portanto

/ﬁdF:/ (=14 8)dt = —7 + 72/2.
« 0

Observacgao 2.2. Sejam ﬁ(m, y) = P(z, y)zﬂ—@(:& y); um campo vetorial continuo num
aberto D C R? e a : [a,b] — D uma curva de classe C! dada por «a(t) = (z(t),y(t)),
temos

/ Fdr = / F(a(t)) - o (t)dt
= [P0+ et o)) | T+ 5]

dx

b
— / {P(Df(t%y(t))a—I—Q(x(t),y(t))%} dt

Entao

[ Far= [ Plato).yle)ds + QGato).y(e)dy
ou simplesmente, fa Pdx + Qdy.
No caso do R?, [ Fdr = [, Pdx + Qdy + Rdz, onde

P = P(x(t), y(t), 2(t), Q = Q(z(t),y(t),2(t)) e R = R(x(t),y(t), 2(1)).
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Exemplo 2.3. Dada [ zdx + (2* +y + 2)dy + xyzdz, com a(t) = (¢,2t,1), 0 <t <1,

temos x(t) =, y(t) =2t, z(t)=1. Dai fl—z =1, % —2 % —0e

Pla®)=t, Qa(t)=t*+2t+1, R(at)) =2t
Portanto,

1
/xd:v+(x2+y+z)dy+xyzdz = /(t+(t2+2t+1)-2—|—0)dt
a 0

1
31
= /(2t2+5t+2)dt:€.
0

Vimos que a integral de linha de um campo escalar nao muda com a mudanca de
parametrizacao. Vejamos que isso nao acontece no caso de campo vetorial.

Proposicao 5.4. Seja 5(s), s € [c,d] uma reparametrizacao de a(t),t € [a,b]. Se F
€ um campo vetorial continuo, entao

1. fa Fdi = fﬁ ﬁdf', se o e 8 tém a mesma orientacdo
2. [, Fdr = — fﬁ FdF, se a e B tém orientacdes opostas.
Demonstracao. 1. Seja f(s), s € [c,d] uma reparametrizacao de a(t), t € [a,b] e

h:lc,d] — [a,b] uma fungdo mudanga de parametro com [5(s) = ao h(s), s €
[c,d]. A integral de linha do campo F é dada por

/a Fdi = / ’ Fla(t)) - o (t)dt.

Se o e B tém a mesma orientagao, h'(s) > 0 em [c,d], h(c) = a e h(d) = b, logo
para t = h(s)
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2. Se v e  tém orientagoes opostas, h'(s) < 0 em [c,d], h(c) =b e h(d) = a, logo

[r = | CF(B(s)) - B(s)ds

Observacao 2.3. No caso particular, fa_ Fdr = — fa ﬁdﬁ onde a~ é a curva o com
orientagao oposta, isto é, h(t) = —t.

Observacao 2.4. Se uma curva o = a3 U ap U ... U v, entao
n
/FdF: / Fdi = Z/ Fdr.
@ Ve, i=1 v

Exemplo 2.4. Calcule a integral do campo vetorial F(z,y) = (z —y,z +y), ao longo
da circunferéncia 2% + y? = 4 orientada negativamente.

Uma parametrizacao desta curva é a(t) = (2cost,2sent), com 0 < t < 27 com
orientacao positiva. Sendo o~ a circunferéncia com orientacao negativa, tem-se

/a_ Fdi = —/aﬁdf: _/aﬁ(oé(t))o/(t)dt

27
= —/ (2cost — 2sent,2cost + 2sent) - (—2sent,2cost)dt
0

27
= —4/ dt = —8m.
0

Observacgao 2.5. Suponha que F represente um campo de forcas continuo, entao
fa Fdr pode ser interpretado como o Trabalho W realizado pelo campo F para des-
locar uma particula sobre uma curva suave a. De fato, basta ver que o trabalho W é
dado por W = F. d, onde d é o deslocamento da particula sobre «, que pode ser apro-
ximado através de varios deslocamentos pequenos ao longo de segmentos consecutivos
em «. Para isso, seja a(t), t € [a,b] uma parametrizacao de . Considere uma partigao
regular de [a,b] em n subintervalos [t;_1,%;], i =1,2,...,n e A = max{At;;i =1,..n}.
Entao o trabalho W; realizado pelo campo ﬁ, para deslocar a particula do ponto «(t;_1)
A a(t;) sobre a ¢ aproximadamente igual a F(ou(t;_1))(a(t;) — a(ti_y)).

Assim, uma aproximacao para o trabalho W realizado pelo campo F para deslocar
a particula ao longo de « é

W = Zﬁ(a(t¢71))[a(ti) —a(ti-1));
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Figura 5.3: deslocamento da particula ao longo da curva
mas, pelo Teorema do Valor Médio, a(t;) — a(t;_1) = o/(&)At;, onde &; € (t;_1,t;). Dai
W =" Fa(&)) - o (&)At.
i=1

Como F(a(€)) - o/ (€) é continua em [a, b]2, tem-se

b
W = EH{) Fla(&))d (&)AtL; = / F(a(t))d (t)dt = / Fdr.
%
i=1 a a

Exemplo 2.5. Considere o campo ﬁ(:z:, y,2) = (2%, y, zyz). Vamos calcular a integral
de linha do campo F' de (0,0,0) a (1,1,1) ao longo das seguintes curvas:

1. O segmento de reta que liga (0,0,0) a (1,1,1)

2. A justaposigao dos segmentos de (0,0,0) a (1,0,0), de (1,0,0) a (1,1,0) e de

(1,1,0) a (1,1,1).

Uma parametrizacao para o segmento de reta do item 1 é dada por a(t) = (t,t,1),
0<t<1;daia/(t)=(1,1,1) e F(a(t)) = (t*,t,t*). Portanto

1
/ﬁd? = /(t2+t+t3)dt
a 0

= (t*/4+13/3+12/2)| =13/2

1
0

2logo integrdvel em [a, b]
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No item 2, considere a curva = (1 U 3 U B3, onde

p1 é a segmento que liga os pontos (0,0,0) a (1,0,0)
Ps é a segmento que liga os pontos (1,0,0) a (1, 1,0)
Ps é a segmento que liga os pontos (1,1,0) a (1,1,1).

Portanto, as parametrizacoes de 31, B2 e (3 sao,

Bi(t) = (£,0,0), 0<t <1, F(B(t)) = (£2,0,0), Bi(t) = (1,0,0),
BQ(t) = (17t70)7 0<t< 17 F(BQ(t)) = (1,t,0), /Bé(
0 1 (

t)=(0,1,0),
Bs(t) = (1,1,t), 0 <t <1, ﬁ(ﬁg(t)) = (1,1,t), p5(t) = (0,0,1).
Dai
/ﬁdf:/ ﬁdf+/ ﬁdf+/ Fdr,
B B1 B2 B3
onde

Jy, Far = J} F (o) - sy(0)de = [} e = 3] = 1/3
[, Fdr = [ E(aa(0) - gyt = ! tdt:t2/2’: —1)2
Sy, Far = J; F(B0)) - s4(0)de = [} vt = 22| =172

logo
/ﬁdF: 1/3+1/24+1/2=4/3.
B

Este exemplo mostra que a integral de linha de um campo vetorial de um ponto a
outro depende, em geral, da curva que liga os dois pontos.

Observacgao 2.6. Para alguns campos vetoriais, a integral depende dos extremos da
curva e nao propriamente da curva que os liga, como mostra o Teorema abaixo

Teorema 2.1. Seja F um campo vetorial continuo conservativo definido num sub-
conjunto aberto D C R?. Se a : [a,b] — R? é uma curva de classe C' em D com
extremos a(a) = A e a(b) = B, entéo | Fdi = f(B) — f(A), onde f é uma funcao
potencial de F.
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—

Demonstracao. Suponha que F' é um campo conservativo com um potencial real f
definido em D, entao F(x,y) = Vf(z,y), (z,y) € D. Logo, se a é uma curva de classe
C! em D, parametrizada por «(t), t € [a, b], tem-se

/{Xﬁdf:/DlVf(x,y)dF:/be(a(t))-a’(t)dt,

a

mas
Ofdx Ofd d
Vi) ') = 55+ S = 2 fat)

Aﬁd? - /Q%f(a(t))dt
= f(a(b)) — flala)) = f(A) = f(B).

Portanto, a integral depende apenas dos valores de f nos pontos a(a) e a(b), e ndo
da curva que liga esses pontos. Suponha agora que a é constituida por n partes de
classe C! e sejam aq, ao, ..., a, as partes de « ligando A a A, A, a As,..., A,_1 a B,
rspectivamente. Entao

logo

| Fdr= 5 = fA) | Far= 1B) = fAn)

Qn
Somando membro a membro, segue o resultado.

Observagao 2.7. J4 vimos que Vf = F ¢ chamado Campo Gradiente ou Campo
conservativo e f uma Fungao Potencial.

3 Determinacao de uma Funcao Potencial por in-
tegral indefinida

Se F = Pi + Q7] é um campo conservativo de uma funcio potencial f num aberto
D C R?, entdo

of . 0

or ¢ 8y_Q'

Usando integragao, temos f(z,y) = [ P(z,y)dz + ¢(y), onde ¢ é uma fung¢io com
respeito a y a ser determinada. De modo analogo, temos

fay) = / Qe y)dy + ()
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Exemplo 3.1. Consideremos o campo conservativo ﬁ(:v, y) = (e7¥—2x, —xe Y—seny).
Calcule [ Fdr, onde a é uma curva (C' por partes) de A = (m,0) até B = (0, ). Pelo
Teorema 2.1,

| Far= 1(B) = 1) = £(0.7) - f(m.0),
onde f é uma funcao potencial de F em R2. Aqui temos

of

9 eV —2x
g = —xe Y —seny
y '
Dai
f(z,y) =2e ¥ — 2+ ¢(y) etambém f(z,y) =ze ¥+ cosy + ¢(z).
Logo

#y) = cosy e ¢(x) = —a”

verificam as equagoes acima. Portanto uma funcdo potencial é f(x,y) = ze ¥ +cosy —
22. Logo

/ﬁdF:f(O,w)—f(w,O) ——l-(r+1-7)=nm’—7—2.

4 O Teorema de Green

O Teorema de Green relaciona uma integral de linha ao longo de uma curva fechada
a no plano xy com uma integral dupla sobre a regiao limitada por a.

Definigao 4.1. Vejamos as defini¢oes

1. Regiao Elementar tipo I: D; C R%

Dy ={(z.y) ER* a <2 <b fix) <y < fola)}

2. Regiao Elementar tipo II: D, C R2.

Dy = {(z,y) ER* c <y <d, gi(y) <z <g2(y)}.
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Figura 5.4: Regioes tipo I e tipo II

Definicao 4.2. Uma regiao é D dita Simples se é regiao do tipo I e do tipo II,
simultanemente. Dizemos que a fronteira da regiao D C R2, denotado por 0D, da uma
regiao limitada D estd orientada positivamente, se a regiao D fica a esquerda, ao
percorrermos a fronteira 0.

Teorema de Green 4.1. Seja D C R? uma regiadgo Compacta, cuja fronteira 0D = o
estd orientada positivamente e é parametrizada por uma curva o, C' por partes. Se
F(z,y) = (P(2,y),Q(x,y)) € um campo vetorial de classe C* num subconjunto aberto
que contém D, entao

j{ Pdzx + Qdy = // (0_@ - 0_P) dzdy.
a=0D p \ O dy

Demonstracao. Considere D uma regiao simples, ou seja, vamos supor que D pode
ser descrita simultaneamente por D; e Dy. Como

200 P 20 or
&% _ o9& — | LEardy - || Edd
//D (ax ay) dedy //D D T /D oy “:

basta estabelecer as seguintes identidades

fp( / —dwdy
f@xydx_// )0,

De fato,
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P Y= fz(ff
/ —a—dxdy = / / dydar
p Oy y=

:/<@m» P(x, fo(x)))dz
= [ Pl sients = [Pl )

= j{ Pdx
oD

também temos

r=g2(y
/ —dxdy = // —dxdy
z=g1(y)

:/@w>>@mw»@

:Z%w dy/@m

= Qdy
oD

// (a_Q_a_P) d:cdy:/ Qdy+/ de:/ Pdx + Qdy,
p \O0r Oy oD oD oD
/ Pdx + Qdy = // (a—Q - a—P) dzdy.
oD p \ 0T dy

Observacao 4.1. Se D nao é simples, a decompomos como uma uniao finita de
regioes simples, digamos D = D; U Dy U ... U D,, onde cada regiao simples D tem
fronteira D, C! por partes (k = 1,2,...,n) e aplicando o Teorema de Green a cada

regiao D, obtendo
P
// (a_Q _ 8—) dady 7{ Pdz + Qdy,
p, \ 0z Oy ODy

ou seja,

consequentemente,
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/A(g—g—g—g)dxdy = //Dl(a_Q_a_];)dxder +//n<8—Q—g—§)d:pdy

= j{ de—i—Qdy—l—...—i—f Pdx 4+ Qdy
oD,

oD,

= j{ Pdz + Qdy.
)

Figura 5.5: regiao nao simples transformada em regiao simples

Exemplo 4.1. Seja « a fronteira da regiao retangular de vértices (0, 0), (2, 0) (2 1)e
(0,1), com orientagao positiva. A integral de linha do campo F (r,y) = (x + 93, 2% +vy)
ao longo de a é dada por

7{ Fdi = jf(g; +y*)dz + (2° + y)dy

//D [%@2 +y) - a%(‘” + )| dady
//D@x — 3y*)dxdy
/02 /01(295 — 3y} dxdy = 2

Exemplo 4.2. Calcule a integral do campo F(z,y) = (22 2%y?) sobre a clipse o
dada por 422 + 9y* = 36 e orientada positivamente.

f Fdr = j{ 22y3de + 23y dy.

Tem-se
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Como o campo F, a curva « e a regiao D satisfazem o Teorema de Green, tem-se

- 0 0
Fdr — L) — L) | dad
Fror = [ | L - ] aoy
= /(3x2y2 — 32%y*)dxdy = 0.
D

Exemplo 4.3. Se uma regiao D C R? e sua fronteira D), tém-se as hipdteses do
teorema de Green, entdo a area de D, A(D) é dada por
1

AD) = 5 /aD(—ydx + xdy),

A(]D)):/ —ydm:/ xdy.
oD oD

De fato, como o campo ﬁ(m,y) = (—y,x) é de classe C! em qualquer regiao do R
aplicando o Teorema de Green, obtem-se

[ vts vy = [[ (5@ 5 -) dsdy
_ //D 2dudy = 2 - A(D).

AD) = 1/aD(—ycl:E + xdy).

ou ainda

Logo,

2

Exemplo 4.4. A &area da regiao delimitada pela cicléide dada por
ap(t) = (t —sent,1 — cost), 0 <t < 27 e pelo segmento de reta dado por as(t) =
(t,0), 0 <t <27 é 3m. De fato, tomando aw = ay U ay com orientacao horéria, temos

A:—fxdy = —(/ xdy—/xdy):—/ xdy

27 27
= / (t —sent)sentdt = / (tsent — sen®t)dt
0 0

27 27

1 — cos(2t

_ / i()dt—/ tsentdt = 3.
0 2 0

Exemplo 4.5. A irea da regido delimitada pela elipse de equacao 22/a® + y%/b* = 1,
¢ abr, pois tomando a elipse com parametrizacdo dada por «a(t) = (acost,bsent),
0 <t < 27 e orientacao positiva, temos

2 2

1 27
= = / abdt = abm.
2 Jo

1 1 2m
A:—]{xdy—yda: = —/ (acost-bcost+bsent - asent)dt
a 0
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5 Formas tangencial e normal do Teorema de Green

Seja Fz,y) = P(z,y)i + Q(x,y)j e seja o uma curva fechada parametrizada pelo
comprimento de arco dada por a(s) = (x(s),y(s)). Como o vetor tangente unitario

B} J2
sobre a curva é dado por t(s) = (2'(s),y'(s)) e como Rot F' = <2—Q - g—) k, a equagao
Z )

_ 9Q 9P
jiaﬂ) P(x,y)dr + Q(z,y)dy = //D ((% ay) dxdy,

pode ser escrita em forma vetorial como

]f F - tdi = / RotF - kdxdy.
e D

Note que F'-t representa a componente tangencial de F' sobre a.. Por isso nos referimos
a esta ultima igualdade como a Forma Tangencial do Teorema de Green. De forma
similar, note que o vetor normal (apontando para fora) sobre a curva é dada por

n = (y'(s), —2'(s)). Portanto Fop= P(x, ) —Q(x, y) . Dai, aplicando o Teorema

de Green, obtemos

j{ﬁ-ndf’ = /—Q(w,y)dm+P(w,y)dy

Y

e isto é a Forma Normal do Teorema de Green. Como o lado direito desta ultima
equacao ¢ a divergéncia de F', podemos escrever como

]{ﬁ -ndr = // divﬁdxdy.

Em particular, quando F=vV f, isto resulta na férmula integral

§ L= [ sgasay

que relaciona a integral do laplaciano de f num dominio com a integral de linha da

derivada normal de f sobre a fronteira do dominio 3.

3a = 90D
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6 Campos Vetoriais Conservativos no Plano

Um subconjunto aberto D C R? ¢ dito Simplesmente Conexo, se para toda curva
fechada simples a em D, a regiao limitada por « esta totalmente contida em DD, ou
seja, a pode ser contraida a um ponto de forma que a todo instante, « esteja intei-
ramente contida em . Intuitivamente, um aberto D é simplesmente conexo se nao
tem ”buracos”. Caracterizamos agora os campos vetoriais do plano que sao campos
conservativos.

Proposigao 5.5. Seja F= (P, Q) um campo vetorial de classe C' definido num sim-
plesmente conexo D C R2. Sao equivalentes.

i) O campo F € conservativo e tem um potencial real definido em D.

i1) A integral fa FdF independe da parametrizacao da curva C', por partes, em D,
apenas dos extremos da curva.

i11) A equagao fa FdF =0 para qualquer que seja a curva fechada o, C' por partes,
contida em D.
. OP  0Q

i) rotF =0 em D, isto ¢, oy 0r’ em D.

Demonstracao. i) = ii)| J& visto(Teorema 2.1).

i1) = i11) | Suponha que a integral do campo F independa da curva C! por partes em
D. Inicialmente, considere a uma curva suave por partes, fechada e simples em
D.

Figura 5.6: curva a = a1 U g
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Sejam A; e Ay pontos distintos de «, a1 e as as partes de a que ligam o ponto
Ay ao ponto As, entao @ = a3 U ap. Como a integral do campo F' independe da
curva em D), tem-se

/ Fdi = / Fdr.
a1(A1—A2) az(A1—Ag)

Dai

74 Fdi = / Fdr + / Fdr
[0 Oé1(A1—>A2) az(AQ—)Al)

_ / Fdi / Fd = 0.
041(141*)142) QQ(AI‘)AQ)

ii1) = iv) Mostraremos primeiro que se fa Fdr = 0, para toda curva fechada C' por
partes a em D entao F é um campo conservativo. De fato, sejam (zg,yo) um
ponto fixado e (x,y) um ponto qualquer em D, entdo para toda curva C' por
partes a em D, a funcao
(xy)
fla,y) = / Fdr
(z0,y0)
esta bem definida, pois F éum campo continuo em D e a integral independe da

curva que liga estes dois pontos. Vamos mostrar que f é uma fungao potencial
do campo F. Para Az suficiente pequeno, tal que (x + Az, y) € D, temos

(z+Ax,y) . (z,y) 5
flx+ Azx,y) — f(z,y) = / FdF—/ Fdr
( (

x0,Y0) x0,Y0)
(x+Azy) (zowo) _,
= / Fdr+ / Fdr
(w0,30) (zy)
(z+Azy)
= / Fdr.
(z.y)

Como a integral independe da curva que liga (x,y) a (z + Az, y), tomemos entao
o segmento de reta que os liga; entao, neste caso, dy = 0. Logo

(z+Azy) (z+Az,y) (z+Az,y)
f(erAx,y)—f(x,y):/ Fdf':/ deJery:/ Pdzx.
(

(z,y) z,y) (z,y)

Pelo Teorema do Valor Médio para integrais, obtemos

(z+Az,y)
/ Pdr = P(x +tAz,y)Az, 0 <t < 1.
(z,y)
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Logo
o+ Avy) = flay) jiﬁﬁmmpm—~LPm+um ) A
Az Az (z,y) Az "’
= P(x+tAzx,y).

Analogamente, mostra-se que

g_g(zﬂy) = Q(l',y)-

Finalmente como F de classe C', segue que f é de classe C2, logo

*f _OP *f _0Q
oydx Oy ¢ oxdy  Ox’

Portanto,

orP  0Q

oy Oz’
iv) = 1)] Se a é uma curva fechada em D, entdo a regido R limitada por « estd
contida em D), visto que D é simplesmente conexo. Aplicando o Teorema de

Green, obtemos
%Pdm—l—@dy:// a—Q—a—P dzdy = 0.
a R Ox ay

Portanto F' é conservativo em D.

7 Determinacao de uma Funcao Potencial usando
integral definida

A funcdo f(z,y) = f(i’yy)o) Pdz + Qdy, (xo,10) fixado em D, define uma func¢ao po-
tencial. Entao integra-se de (z¢, o) a (x,79) ao longo do segmento horizontal a4, e
depois de (z,7) a (x,y) ao longo do segmento vertical ay. Parametrizando a; por

ap(t) = (t,y0), w0 <t <z eagporay(t)=(x,t), yo <t <y, obtemos

fmw:/ﬂmmm+fb@ww

o
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(x,y)

Figura 5.7:

Exemplo 7.1. Considere a integral [ (z* + 2zy*)dz + (32%y* + y)dy, onde C' é uma
curva ligando os pontos (0,0) e (2,2). Como

P(z,y) =2 +22y° e Q(v,y) =32°y*+y
0Q  op

Erimir podemos escolher qualquer curva ligando os pontos
T Y
(0,0) a (2,2). Tome, por exemplo, a curva a(t) = (t,t), 0 <t < 2, entdo

sao de classe C! em R? e

/ (22 + 20y%)dz + (322 + y)dy = / (2° 4 2zy°)dx + (32%y” + y)dy
C a

2
= / (t% + 2t* + 3t* + t)dt
0

2 11
= / (5t + 2 + t)dt = 10
0 3

Observacao 7.1. Em relacao ao exemplo anterior, como F é um campo conservativo
em R? entdao tem um potencial f definido em R?; e um potencial é dado por f(x,y) =
23 /3 + 2%y® +4?/2. Logo

/(w2 + 229%)dx + (32%y* + y)dy = £(2,2) — f(0,0) = %
c
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Exemplo 7.2. Considere a curva «a parametrizada por a(t) = (e sen(n/t)),
1 <t < 2. Calcule [ Fdr, onde F(z,y) = (2x cosy, —z*seny). Como F é de classe C'
em R? e

(—x?seny) = —2xseny = — (22 cos y)

o dy

o Teorema garante que a integral [ Fdr independe do caminho que liga a(l)=(1,0) a
a(2) = (e, 1) Usando o caminho poligonal ligando os pontos (1,0), (e,0) e (e, 1), temos

(e1) | (e,0)
/ Fdr = / 22 cos ydx — % sen ydy
( (

1,0) 1,0)

(e;1)
+ / 2z cos ydx — % sen ydy
(e,0)

e 1
= / 2tdt + / —e? sen tdt
1 0

= e —1+¢e*(cosl—1)=e’cosl— 1.

Exemplo 7.3. Vamos calcular §, ijrny dz+57,7dy, onde o é a elipse 22 Ja’+y?/b? = 1.
Como op ) ) 50
y?—x
o y-r _% 0,0
ay (QZ2 + y2)2 ax7 (.T,y) ?é ( ) )7
segue que

)

]{ —ydx +xdy ]{ —ydx + xdy
« 2 + y2 N C 2 + y2

para qualquer curva fechada simples C' contida no interior da elipse. Tome C' uma

circunferéncia de raio r contida no interior da elipse. Uma parametrizacao para C é
dada por f(t) = (rcost,rsent), 0 <t < 2m. Logo

—d d 27
]gw:/ d — 9
a iL‘Z—FyQ 0

Exemplo 7.4. Considere o campo vetorial

Frw) = ((x - 2_)2 +y° (@ —x2;22+ yQ) " ((rc + 2_;5 +y (@ +x2;2+ 92>

e seja o uma curva regular tal como na figura 5.8. Vamos calcular a integral de linha
fa Fdr. Para isso, consideremos a regiao limitada pela curva «, e pelas circunferéncias
C} e (5 de raio 1, centradas em 2 e —2, respectivamente. Pelo Teorema de Green,

/ﬁdf':/ ﬁdf+/ Fdr.
« C1 Co
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K |
\\:jii\ 2/ ;

Figura 5.8:

Para efeito de simplificacao, notemos que ﬁ(x, y) = é(x, y) + F[(x, y), onde
+ ?ﬁ)

5 B —y xr— 2
)= (ot o7

ﬁ(x’y):< —y r+2 )

(2 +2)? + 9" (v +2)* + 4
Uma parametrizacdo para a circunferéncia C é ay(t) = (2+cost,sent), 0 <t < 2m, e
uma parametrizagao para a circunferéncia Cy é ay(t) = (—2+ cost,sent), 0 <t < 2.
Logo

2 27
/ Gdr' = / (—sent,cost) - (—sent,cost)dt = / dt =27
Cq 0 0

2w 2m
Hdr = / (—sent,cost) - (—sent,cost)dt = / dt = 2.
ol 0 0

Além disso,

Gdr=0 e Hdr = 0.
Co C
Portanto

/ Fdi = / GdF + / Gdr+ | Hdr+ | Hdr
[e}% Cl CQ Cl C12
= 2n+0+0+ 27 = 4.
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8 Exercicios

1. Calcule [ (zy —x +y)dS onde « é a curva abaixo:

(a) a é o segmento orientado de (—1,2) a (2, 3)
(b) « é a parte da reta 2z + 3y = 1 orientada de (—1,1) a (2, —1)

(c) «a é a circunferéncia z2 + y* = 1 orientada positivamente

2. Calcule [ vz + 1y°dS, onde o é a parte da curva 9y® = 42* orientada de (0,0)
para (1,2/3).

3. Calcule [ —=“=dS onde « é a parte da curva y* = z? orientada de (—1, 1) para

VOy+4
(0,0)

4. Calcule fa(ajy,x — y?)dr, onde « é determinada pela pardbola y = 2x e a reta
x =2

5. A expressao P(z,y)dz + Q(x,y)dy é dita uma Diferencial Exata numa regiao

0 0
DCR2,seexisteumafungéoqb:DCRQ—>Rtalquea—¢:Pea—¢:Qem
T Y

D. Mostre que
(a) Se P(z,y)dx + Q(z,y)dy ¢ uma diferencial exata numa regiao aberta D,
entao o campo F(z,y) = (P(x,y),Q(x,y)) é um campo conservativo em D.
(b) [, do = ¢(Az) — ¢(A1), onde o é qualquer curva suave por partes ligando
Al e AQ.

6. Verifique que a expressao dada, é uma diferencial exata em qualquer regiao D C
R? em que (0,0) ¢ D

(2) xdx ydy
a
1'2 + y2 1'2 + y2
2xy y? — a2

ydx xdy
$2 + y2 .T2 + y2
D C R?, somente se, para qualquer curva fechada o C D a regiao limitada por o
nao contém a origem.

7. Verifique que a expressao é uma diferencial exata numa regiao

8. Seja f : R? — R uma funcao continua num aberto D C R?, tal que dois pontos
quaisquer de D podem ser ligados por uma curva suave por partes em [D. Mostre
que
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(a) Se Vf =0em D, entdao f é constante em D
(b) Se Vf =Vg, em D, entao f e g diferem de uma constante.
9. Verifique o Teorema de Green para o campo ﬁ(x,y) = (zy + 242y — y*) e a
regiao dada;
(a) A regido retangular com vértices (£1,+1)
(b) A regiao triangular com vértices (—1 — 1), (1,—1) e (1,1)

(c) A regiao limitada pelos graficos das equagoes y = 2 — 2> e x +y = 0, no
segundo quadrante

10. Calcule fa Fdr sendo dados:

(a) F(z,y,2) = zi+ yk + zk e a(t) = (cost,sent, t), 0 <t < 2r.
(b) F(z,y,2) = (x+y+2)kealt)=(tt1-13), 0<t<1.

(c) F(z,y) = 22] e at) = (12,3), =1 <t < 1.

(d) F(z,y) = 2%+ (x —y)j e aft) = (t,sent), 0 <t < .

11. Seja a uma curva no R3, F} e F, campos de vetores continuos e com dominio
contendo a curva a e ¢ € R. Mostre que:

(a) [,(Fy+ Fo)di = [, Fidi'+ [, Fydi
(b) [ (cF)dF = c [ FdF
12. Uma particula desloca-se em um campo de for¢as dado por
F(x,y,2) = —yi + ] + zk.

Calcule o trabalho realizado por F ao deslocamento da particula de a(a) até a(b),
sendo dados

(a) a(t) = (cost,sent,t), a=0eb=27
(b) a(t)=(2t+1,t—1,t), a=1eb=2
(¢) a(t) = (cost,0,sent), a=0eb=2m
13. Sejam a e D como no Teorema de Green. Prove que a area de D = jga xdy.

14. Use o Teorema de Green para calcular o valor da integral

(a) ¢ (6x my )dx, onde « é o quadrado |z| + |y| =1
(b) ¢.(5z —y*°)dy, onde a é a elipse x* + 4y* = 4
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Calcule a integral do campo F (z,y) = (xy,y* — 2z) sobre a fronteira a da regiao
D entre as circunferéncias 22 + %2 = 1 e 2% 4+ y? = 4, onde « estd orientada com
D a esquerda.

rdy—ydx
Ta2y?
D entre a circunferéncia z2 + 3% = 1 e a elipse 922 + 4y? = 36, orientada com I
a esquerda.

Use o Teorema de Green para calcular fa onde « é a fronteira da regiao

Calcule o valor da integral indicada

a) §, y3d§+zy2dy onde « é o poligono com vértices (—2,0), (0, —2), (0,2) e (3,0.)

(b) ¢, %, onde «a é o poligono com vértices (—1,0), (0,—1),(1,0) e (0,1)

Mostre que a férmula do Teorema de Green, em coordenadas polares (r,6), é

escrita na forma
P
/ Pdr + Qdf — // (@ _ 3_) drdd,
oD DT 07"

onde as fungoes P e @, a regiao D e sua fronteira 0D possuem as hipétese apro-
priadas. Mostre ainda qua a area de D, é dada por

A:—/ r@drzl/ r2de.
oD 2 Jop

Seja f(z,y) = 22+ 22y — y? definida num dominio simplesmente conexo limitado
por uma curva diferencidvel simples fechada «. Mostre que

of

dr =
anrO

Seja f(z,y) = 22 —2zy+y?. Calcule [ 2Ld7, onde a é o circulo unitério centrado
na origem.

Deduza as seguintes férmulas integrais

a) ¢ v3udi = [[(vAu+ Vv - Vu)dzdy
(b) § (v3: —ud)di = [[(vAu — uAv)dzdy

Mostre que

lj{ v@—u@ dxr + u@—v% d —// Ua% —va2u dxd
2 J,\ 0r Oz ay oy)W T p \ Oxdy  Ozdy v
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Capitulo 6

Integral de Superficie

Estudaremos aqui as integrais de superficies. Iniciaremos com o estudo de superficies
parametrizadas [1],[2] que serd 1til para o desenvolvimento dessas integrais. Destaca-
remos também os teoremas de Stokes e Gauss.

1 Superficie Parametrizada

Definicao 1.1. Uma  Superficie @ Parametrizada ¢é uma aplicagao
X : D € R? — R3, definida num aberto D, por x(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)),
(u,v) € D, onde = = z(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v) sdo as Fungoes Coordenadas
de y.

’ «D)

Figura 6.1: idéia geométrica da definicao
Observacgao 1.1. Temos que

1. A aplicagao x é diferenciavel de classe C"(C*) se as fungoes coordenadas x(u, v),
y(u,v) e z(u,v) sao fungdes diferencidveis de classe C™(C*).

2. Um subconjunto M C R? é dito uma Superficie Parametrizada, se existem um
aberto D C R? e uma aplicacao x : R? — R3 tal que, M é a imagem de D pela
aplicacao x.
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3. Seja M superficie parametrizada por x(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)), (u,v) €
D diferencidvel em (ug,vg) € D.

3.1 Fixado u = ug, obtemos uma funcao x(ug,v) = (z(ug,v),y(ug,v), z(ug,v))
que define uma curva na superficie. Se o vetor

ox S

%(UO;UO) = Xo(to, v0) = (7 (0, o), Yo (to, v0), 20 (1o, v0)) # 0,

entao x,(ug, vo) é um Vetor Tangente a essa curva no ponto x(ug, vp).

3.2 Fixado v = vy, a fungao x(u,vy) = (z(u,vp),y(u,vo), 2(u,vy)) define uma
curva na superficie e se

ax S

%(UO;UO) = Xu(u0,v0) = (Tu (0, v0), Yu(uo, v0), 2u(to, v0)) # 0,

entao x,(ug,vo) € um Vetor Tangente a essa curva no ponto x(ug, o).

Xv<“0’v0) X(u()’v)

Figura 6.2: plano tangente T),x em x/(ug, vo).

Observagao 1.2. As curvas definidas acima, que sao imagens pela x das retas paralelas
aos eixos coordenados, sao chamadas Curvas Coordenadas da superficie M.

Observacao 1.3. O vetor 7i(ug, vg) = Xu(to, Vo) X Xo(to,vo) # 0, é Normal ao plano
tangente gerado pelos vetores x, (ug, vo) € Xo (o, vo) em x(ug, vg); dado ¢ = x(p), p € D,
o plano tangente gerado pelos vetores x, e X,, serd denotado por T;x e o produto

vetorial x, X X,, dado pela expressao
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i j k
Xu X Xo = | zu(u,v) yu(u,v) z4(u,v)
Ty (u,v)  yp(u,v)  2y(u,v)
oy ox |, |0 oo |, | o By |
= | 8 Jeli+| 3 F i+ By|k
ov  Ov ov  Ov ov  Ov
0 - 0 - 0 -
(y,Z)Z.Jr (Zﬁﬂ').Jr (I,y)k
d(u,v) d(u,v) d(z,y)

é chamado Produto Vetorial Fundamental.

2 Swuperficie Parametrizada Regular

Definicao 2.1. Uma superficie M parametrizada por x(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)),
(u,v) € D, diferencidvel de classe C* é dita Regular em x(ug, vo) se

ﬁ(uo,vo) = Xu(u()av()) X Xv(u07 UO) # 0.

Observacao 2.1. Dizer que y,(uo, vo) X Xo(uo, Vo) # 0 é equivalente a dizer que os
vetores Y, (uo, V) € Xo(to, Vo) sdo Linearmente Independentes.

Exemplo 2.1. Sejam Py = (xg,v0,20) € R3, @ = (a1, a2,a3) e b= (b1, by, b3) vetores
linearmente independentes de R3. A aplicacao x(u,v) = Py + du + bv, ou seja,

X(u,v) = (2o + au + byv, yo + asu + bav, 2o + azu + bzv)

é uma superficie parametrizada regular cujo trago é um plano que passa pelo ponto Py,
ortogonal ao vetor a@ x b.

Exemplo 2.2. Superficies parametrizada por uma funcao diferenciavel C.
M: Superficie com parametrizagao explicita z = f(z,y), (z,y) € D.
Parametrizagao: x(z,y) = (z,y, f(z,y))

Se f(x,y) é de classe C*, entao M = x(D) é regular, pois

ox ox

%(l’,y) X a_y(x7y) = = (_fxa _fy71)

O = S
— O Sy
ShEh I
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¢ ndo nulo para todo (z,y) € D, onde f, e f, sdo as derivadas parciais de f em relacao
a x e y, respectivamente. O plano tangente a M em (zo, Yo, 2z0) = X (uo, vo) é dado por

(—fz(w0, %0), _fy(x07 Yo), 1) - (v — 20,y — Yo,2 — 20) = 0.

Exemplo 2.3. Superficie de Revolugao

Seja a(u) = (f(u),0,g(u)), u € I C R, uma curva regular, tal que f(u) # 0. Entao a
aplicagao x(u,v) = (f(u) cosv, f(u)senv, g(u)), v € R é uma superficie parametrizada
regular, chamada Superficie de Revolugao gerada pela curva a em torno do eixo z.

Figura 6.3: Superficie de Revolucao em torno do eixo z

De fato, no triangulo AABC', temos

dai

X(u,v) = (f(u) cos v, f(u) senv, g(u)).

Além disso,

Xu(t,v) = (fu(u) cosv, fu(u)senv, g, (u))
Xo(u,v) = (= f(u) senwv, f(u)cosw,0).

Portanto

Xu(t, v) X Xo(u,v) = (=gy - f(u)cosv, —g, - f(u)senv, f, - f(u))
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(¢

X X Xol?

g [A(u)cos® v + gy - f2(u)sen’ v + f3 - f*(u)
(9o + f2) - [2(u) #0,
£0 £0

ja que « é regular e f # 0. Portanto x é uma superficie regular.

Observacao 2.2. Vejamos alguns outros casos de revolugao

1. Se tomarmos a(u) = (0, f(u),g(u)), g(u) # 0, uma curva regular girando em

torno do eixo y.

entao

"o a = g(u)
senv = ——— x:gu Sen v

g(u)

~ == g(u)
COSV = —— z:gu COS v

g(u)

X(u,v) = (g(u)senv, f(u), g(u) cosv)

¢ uma superficie de revolucao regular gerada pela curva o em torno do eixo y.

2. Se tomarmos a(u) = (f(u),g(u),0), g(u) # 0, curva regular girando em torno

do eixo z.

entao

zZ
senv = —— = 2

g(u)
Yy
(u

g(u)senv

Cosv = 7@ =y = g(u)cosv
g

x(u,v) = (f(u), g(u) cos v, g(u) senv)

¢ uma superficie de revolucao regular gerada pela curva a em torno do eixo x

Exemplo 2.4. A aplicacao x(u,v) = (rcosv,rsenv,u), (u,v) € R? 7 constante,
descreve o cilindro circular, que é obtido pela revolucao da reta a(u) = (r,0,u) em

torno do eixo z.
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Figura 6.4: cilindro circular

Exemplo 2.5. Dada a curva a(u) = (R+rcosu,0,rsenu), u € R, onde 0 < r < R.
A superficie de revolug¢ao em torno do eixo z, dada por

X(u,v) = ((R+ rcosu) cosv, (R+ rcosu)senv, rsenu)

¢ uma superficie regular cujo traco é chamado de Toro.

Figura 6.5: Toro (de revolugao)
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3 Area de Superficie

Definigao 3.1. Seja M uma superficie parametrizada por x(u,v), (u,v) € D. Defini-
mos a Area de M, que denotaremos por A(M), por

A0 = [ [ It % o 0)dude
D
onde ||xu(u,v) X xp(u,v)|| é a norma do vetor 7 = x,(u,v) X xo(u,v). A férmula
dM = [[xu(u,v) X Xo(u, v)||dudv

é chamada o Elemento de Area da superficie M.

Exemplo 3.1. A irea da esfera de raio r > 0 é 472,

De fato, uma parametrizacao da esfera é dada por
X(u,v) = (rsenucosv,rsenusenv,rcosu), 0 <u <7, 0<v <2
dai
Xu(u,v) = (rcosucosv, rcosusenv, —rsenu)
Xo(u,v) = (—rsenusenv,rsenucosv,0);

logo
Ixu(u; ) X xo(u,v)|| = r?senw,

e a area da esfera é o
A(M) = / / r? sen ududv = 4mr?.
o Jo

Figura 6.6: Esfera de raio r
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Exemplo 3.2. A drea do cone circular x(u,v) = (ucosv,usenv,u), 0 < u < r,
0 <wv <27 é dada por V27r?. Temos que

Xu(u,v) = (cosv,senv,1) e x,(u,v) = (—usenv,ucosv,0).

LOgO Xu(uvv) X XU(U, ’U) = (—UCOSU, —USGHU,U); dai HXU(u7 U) X XU<U7U)H = \/§U,
portanto a area é dada por

2m T
A(cone) = / / V2ududv = v/2mr?.
o Jo

Vejamos o significado geométrico da férmula da area de uma superficie. Para
entender esta relagao, suponha que D seja um retangulo. Considere uma partigao
regular de ordem n de D. Seja R;; = {(x,y) € R?* w; <2 < wujpq, v; <y < w1} o
ij-ésimo retangulo da particao com vértices

(ui, v5), (Wig1,v5), (Uig1, vie1), (Us, vj41), 4,5 € {0,1,...,n — 1}

Os vetores Au;x,, e Avjx,, sao tangentes a superficie em x(u;, v;) = (245, i), 2i5), onde
Au; = Uiy — u; e Av; = vj41 — v;. Seja Pj; o paralelogramo formado pelos vetores
Auixui e Avjx,, tangente a superficie em X (i, v;). Quando n — 400, a drea A de
P,;, A(P,;), se aproxima a area da por¢ao da superficie y(R;;). Como a area A de P;;
é dado por

A(B]) = HAuZXuz X AUjXUjH = ||Xu7, X XUjHAuiAUJ"

entao A(X(Rij)) = [[Xu; X X, ||Au;Av;. Portanto, a drea da superficie ¢ aproximada
por

—_
—_

n— n—1 n—1

A(x(R)) ~ AP =D lxws % X, 1A A

=0 j 1=0 j=0

n—

<
Il
o

Quando n — 400, o limite do somatoério duplo existe e é denotado por

//D (1, ) X xo(u, v)||dudv

Observagao 3.1. Se uma superficie M é parametrizada pelo grafico de uma funcao
diferencidvel, ou seja, uma parametrizacao de M é dada por x(z,y) = (z,y,2), com
z= f(x,y), onde f é uma funcao diferencidvel, entao

Xe(T,y) = (1,0, f2) e xy(z,y) = (0,1, f).

Dali,

Xa (7, 9) X Xy(2,9) = (= fo, = fys ) = Ixa(@,9) X xy(2,9)|| = /1 + 2+ f2.
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Portanto a area ¢é dada como

Aon = [ [ i+ sasay,

onde D é a projecao da superficie M sobre o plano zy. Veja que o vetor normal

—Jxy T Jy 1 , ~ -
a superficie M é dado por 1 = ”—fy), portanto se 6 é o angulo entre 7 e
VITR
k = (0,0,1), temos
n-k 1

cosf =

Il - &l T+ 2+ F2

ou seja, o elemento de area de M é dado como

1
dM = \/1+ f2 + f2dvdy = ——dxdy = sec fdxdy;
cosf

logo a area pode ser escrita como

A(M) = //D sec Odxdy.

Analogamente, se tivermos uma superficie com parametrizagao

X(x,z)Z(x,y,z), com y:f(x,z)

ou
X(yvz> = (:Evya Z)v com T = f(ya Z)

entao teremos, respectivamente, a area dada por

A(M) = //D sec Oydxdz,

AM) = //D sec Oodydz,

onde D; e Dy sao as projegoes de M sobre os planos zz e yz e 01 e 05 sao os angulos
entre 77 e 7, e 71 e i, respectivamente.

ou

Observagao 3.2. Utilizando a identidade ||uxv||* = (u-u)(v-v)—(u-v)?* e considerando
E=xXu Xu, F=Xu XoeG=Xo+ X, entd0 ||xu - xoll = VEG — F? e dai a drea
A(M) pode ser escrita como

AM) = //D VEG — F2dudv.
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Definicao 3.2. Sejam

X' Dy C R — R (u,v) = x(u,v)

XDy CR? — R3 (s,1) = x%(s,1)

duas parametrizacoes de uma superficie M. Dizemos que x! e x? sao Parametrizacoes
Equivalentes quando existe uma aplicagao

h:Dy — Dy; (s,t) — h(s,t) = (u(s,t),v(s,t)),
bijetora de classe C! tal que x'(h(D;)) = x*(D;) = M, ou seja,

X2(57 t) = Xl(u(sv t)v U(Sv t))

X2

Figura 6.7: parametrizagoes equivalentes

A aplicacao h é dita Mudanga de parametro.

Considere y! e x? parametrizacoes equivalentes para uma superficie M. Entao a
area de M com parametrizacao x? é dada por

A(M,z) = / [0 % xis D
2

além disso, ||x2(s,t) x x3(s,t)|| = = x 5 mas

o' _ox' ou ox' o
ds  Ou Os ov Os
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e
00 _ o' ou on o
ot Ou Ot Qv Ot
oxt  oxt )
onde Su © By 580 calculados em (u(s,t),v(s,t)). Dai
2 2 1 1 1 1
N Ox' Ou  Ox Ov\ (Ox' Ou Ox Ov
0s ot ou 0Os Ov O0Os ou Ot Ov Ot

(3_Xl y 3_95) . (3_’“ . @)
ou ov Os Ot
ot ox! ov Ou
( o ) (% ' E)

(9ux81))
o oxY (0w v v ou
Os Ot 0s Ot

8UXW

Desta relagao, segue que

Portanto

AM@)ZQ/Dhﬁmwxnwwav

= [ s 00 it ). 005,01 -G s

_ /Dﬂﬁw&ﬁﬂ@J»Xﬁ@@ﬂwwﬁm%ﬁ
— A(M,)

X

ou seja, a féormula da drea esta bem definida.

Exemplo 3.3 (Area do Toro). Considere a superficie de revolu¢do com parame-
trizagao x(u,v) = ((R + rcosu)cosv, (R + rcosu)senv,rsenu), com (u,v) € R?
0 < r < R, que descreve um toro. Entao

Xu = (—7senucosv, —rsenusenuv, r cosu),
Xo = (—(R +rcosu)senv, (R + rcosu)cosv,0),

Xu X Xo = (—7(R+17cosu) cosv cosu, —r(R~+1rcosu) senv cosu, —r(R+rcosu) senu),
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Xy X Xol| = T(R + 7 cosu).
Logo

AG®) = [[ hox xldude

27 2
= / / r(R + rcosu)dudv = 47° Rr.
o Jo

4 Integral de Superficie de Funcao Escalar

Definigao 4.1. Sejam M uma superficie parametrizada por x(u,v), (u,v) € D, e
f(x,y, z) uma fungao escalar continua definida em M. Definimos a integral de su-
perficie de f sobre M por

J[ tanin = [[ o)< ldude

independente da parametrizacao de M.

Observacgao 4.1. Quando M é definida explicitamente por

z=z(z,y), (z,y) €D, (parametrizacao x(z,y) = (z,y,2(z,y))),

//MfdM://Df(l'ayaz)mdxdy,

com z = z(x,y). Podemos também escrever a integral, como

//M fla,y, z)dM = //Df(fv,y,z) sec Odxdy,

onde sect = (/1 + 22+ 2, 2 = 2(z,y) e D é a projecdao de M sobre o plano zy; de
forma anéloga, se X(yuz) = (xvyvz)u T = I(?JVZ) ou X(CC,Z) = (C(],y,Z), Y= y(I,Z), as
integrais sao, respectivamente,

//M flz,y, z)dM = /le(%y,Z) sec 0 dydz,

//Mf(a?,y,z)dM:/D f(z,y, z) sec Oydxdz,

entao

ou

onde
secth = /1 +a22+22 e secth=+/1+y:+y?

e Dy e Dy sao as projecoes de M nos planos yz e xz, respectivamente.
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Observacgao 4.2.

1. Se f(z,y,z) = 1 sobre M, a integral de superficie fica

//Mf(a:,y,z)dM _ //MldM

= [ It % o0
D
= area da superficie M
2. Se M =UM;,i=1,2,...,n,entdo ([, fdM =>"", [[,, fdM;.

Exemplo 4.1. Calcule f f o 2dM; onde M ¢é a superficie do sélido limitado pelo cilindro
2> +y*=1eosplanos z=1lex + 2z =4.

A superficie M é a uniao das superficies My, My e M3, onde
M, é o cilindro

24y =1 com 1<z2<4-—uz,

Ms é o plano
z=1 com 2*+y*<1

€

M; é o plano
r4+2=4 com 2*+y*<1.

Portanto

// sz:// sz1+// ZdM2+// zd M,
M M1 MQ M3

Parametrizacao de M;:

M - :E2+y2:1, 1<z2<4—x
X(u,v) = (cosu,senu,v), (u,v) €D, |xu X Xo| =1
]D)z{(u,v)ERz, 0<u<2m 1<v<4-—cosu}



4 Integral de Superficie de Fungao Escalar 127

2 4—cos 6
// zdM; = // vdvdu:/ / vdvdu
My D 0 1
27 2 4—cosf
- [ ()
0 2 h

1 2m
= —/ (15 — 8 cos u + cos® u)du
0

2
31w
2

Parametrizacao de M: ffM2 2dMy = ffM2 1dMy = 4rea de My = 7.

Parametrizacao de Mj;: Como Mj é o gréfico da fungao z = f(z,y) = 4 — z, entdo

7] = V2. Assim,
// zdMs = / V2(4 — z)dxdy.
Ms 2 4y2<1

Usando mudancga polar, obtemos

27 1
/ V2(4 — z)dedy = \/5/ / (4 —rcos8)rdrdd
24y 0 Jo

2§1
2m
= [ - i
0

Logo

1
// sz:?’T”+7r+4¢§w:g(33+8\/§)
M

Exemplo 4.2. Seja M a esfera 2% + y> + 22 = r? ¢ f(z,y,2) = 2% + y* uma fungao
escalar. Uma parametrizacao da esfera pode ser dada por

X(u,v) = (rsenucosv,rsenusenv,rcosu), r >0, 0 <u<m 0<ov <27

Dai
Xu(u,v) = (rcosucosv, rcosusenv, —rsenu)
Xo(u,v) = (—rsenusenv, rsenucosv,0)
e X Xol| = r* sen u.
Portanto

2 2 2 4
fdM = r“sen” u - r° sen ududv = —.
M D 3
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5 Integral de Superficie de Funcao Vetorial

Seja F: R} — R um campo vetorial, cujo dominio contém uma superficie M.
Considere 7 um campo vetorial e normal a M em cada ponto (z,y, z). Fixado 7@ ao
longo de M, dizemos que M estd Orientada. Suponha, entao que 7 define a orientagao
de M, entdo a componente normal de F sobre M, dada por ﬁﬁ(x, y,z) = ﬁ(z, Y, 2) -1,
é uma fungao real definida em M. O Elemento Vetorial de Area da superficie M,
denotado por dM, é dado por dM = rido, onde do é o elemento de area de M.

Considere y : D € R? — R? uma parametrizacao de M. O campo

Xu (U, V) X Xo(u,v)
X, v) X Xo(u, V)

=

¢ unitario e normal a M em cada ponto; além disso 7i(u,v) define uma orientagao para

M . A integral
// F(z,y,2z)dM = // F(z,y,z) - itdo
M M

é dita a integral do campo F sobre M. Portanto definimos

Definicao 5.1. Sejam F um campo vetorial continuo definido numa superficie orien-
Xu (U, V) X Xo(u,v)
. ”Xu(uav) X XU(U,U)H
Definimos a Integral de Superficie de F' sobre M por

//MﬁdM://M(ﬁ-ﬁ)da.

Observagao 5.1. Como F it é uma funcao escalar, segue da definicao de integral de
superficie de funcao escalar que

(ou —).

tada M parametrizada por x(u,v), (u,v) € Den =

J[ @ iant= [ | Fodtu o - ) - (w0 % vl ) dude
:{ ffm) ﬁ(X_g%”)) -~ (xu(u, v) X xo(u,v))dudv, se i
— [ )y F(x(u,v)) - (xu(u; v) X Xo(u,v))dudv, se — 7

Observagao 5.2. Quando M é definida explicitamente pela equagao z = f(z,y),
(z,y) € D, temos

(_fa:7 _fy7 1)
VI Z+T

lveja que —7 também define uma orientacao para M

n =
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e neste caso

//Mﬁ'ﬁdM - //D [ﬁ<x’y’f($>y>) (= Lol y), = fy(,y), 1) | dady

e também podemos escrever como

// ﬁ-ﬁdM://ﬁ-ﬁsecﬁdxdy.
M

Exemplo 5.1. Calcule ffM(ﬁ -7)dM, onde F(z,y,2) = (z,y,222) e M ¢ a superficie
do cilindro (x — 1)? 4+ (y — 1)> = 1 entre os planos z = 0 e z = 4 com o vetor normal
apontando para fora de M. O cilindro M em questao, tem parametrizacao dada por

X(u,v) = (14+cosu,1+senu,v), 0<u<2m, 0<wv<A4

Um campo de vetores que aponta para fora de S em cada ponto é dado por

i ik
Xu X Xo =| —senu cosu 0 | = (cosu,senu,0).
0 0 1

Logo
// F.idM = // [(1+ cosu,1+senu, (14 cosu)®v) - (cosu,senwu,0)] dudv
M D

4 2
= // (cosu + senu + 1)dudv :/ / (cosu + senu + 1)dudv
D 0 Jo
4

:/ 2rdv = &1
0

Exemplo 5.2. Vamos calcular a integral do campo ﬁ(x, y,2) = (2,2, —3y?z) sobre a
parte M do cilindro 22 +y? = 4, com 0 < z < 3 e no 1° octante, orientada de forma que
os vetores normais apontem para o eixo do cilindro. Uma parametrizagao para a parte
do cilindro é dada por x(u,v) = (2cosu,2senu,v), com 0 < u < 7/2e0 < v < 3.
Assim

—

F(x(u,v)) = (v,2cosu, —12vsen® u)

Xu(t,v) X xp(u,v) = (2cosu,2senwu,0)

como Y, X X, aponta no sentido contrario do problema, temos
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// F(z,y,2)dM = —//(U,QCOSU,—12U86n2 u) - (2 cosu, 2senu, 0)dudv
M D

= —//(QUCOSU+4cosusenu)dudv
D

3
= —/ / (2vcosu + 4 cosusenu)dudv = —15.

Observacao 5.3 (Fluxo). Seja F : R® — R3 um campo vetorial continuo que
representa a velocidade e o sentido do escoamento de um fluido passando por uma
superficie suave M. A integral f f v F(z,y,2)dM pode ser interpretada como o Fluxo

do fluido através de M. De fato, se M é a regiao plana e F é um campo constante,
entao o fluxo é igual a ¢(M) = ﬁ-ﬁ-A(M), onde F' -7 é a componente de F na direcao
normal a M e A(M) é a area de M. Considere agora M uma superficie qualquer.
Seja x : D € R? — R?® uma parametrizacio de M. Tracando retas paralelas aos
eixos u e v, com as curvas u—parametro e v—parametro correspondentes a estas retas,
decompoem-se M em pequenas superficies M;; de areas iguais a A;;0, respectivamente.
Seja x(u;, vj) um ponto arbitrario de M;; (4,j = 1,2, ...,n), entéo o fluxo de F através
de M;; é aproximadamente igual a

F(X(U“ ’Uj)) : ﬁAi_jO’.
Logo, uma aproximagcao para o fluxo ¢p(M) de F através de M , € dado por
ZZF Ul,UJ ﬁAijU.
i=1 j5=1

Passando o limite desta soma, quando A = maz{A;;0;4,j =1,2,...,n} — 0 obtem-se
o fluxo de F através de M que é dado por

o(M) = lim Z Z F(x(ui,v5)) - iAo

A—0
=1 j=1

_ // Flx(u,v)) - fido

_ / / - Ocu(t ) X o1, v))dudo

_ / /M Fla,y, 2)dM

Exemplo 5.3. Calcule o fluxo ¢ do campo vetorial ﬁ(m, y,z) = (x,y,—2z) através da
superficie M do paraboléide z = 22 + y?, 0 < 2z < 1, com vetor normal apontando
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para fora de M. A superficie M ¢ definida por z = f(z,y) = 2* + y?, (z,y) € D onde
D = {(z,y) € R% 2? +y? < 1}. Um campo de vetores normais que aponta para fora
de M em cada ponto é dado por 7 = (f, fy, —1) = (22, 2y, —1). Logo

¢://A4(ﬁ-ﬁ)dM = //M [(2,y, —22% — 2¢%) - (22, 2y, —1)] dM
= //H)4(x2+y2)dxdy.

Usando mudanca polar para resolver esta integral dupla, obtemos

2w 1
// 4(2* + yH)dody = / / 4r3drdf = 2.
D o Jo

Exemplo 5.4. Calcule ffM(ﬁ -i)dM, onde F(z,y,z) = (x,—z,—1) ¢ M é a porcio
do plano x + y + z = 0 situada no interior da esfera z% + y? + 2% = 1. A superficie M
é definida por z = f(x,y) = —z —y, ou seja, x(z,y) = (z,y, —x —y), (x,y) € D, onde
D = {(z,y) € R? 22*+ 2y? + 22y < 1}. Escolhendo o campo de vetores normais a M
dado por x, x x, = (1,1,1), obtemos

Jlosom = ff s o [ 2o

—T
= drea de M =

\/§ V3

Definigao 5.2. Seja M uma superficie parametrizada por x(u,v), (u,v) € D. O
Bordo de M, denotado por OM, é a curva em M pela imagem de x da fronteira 0D
de D.

Definicao 5.3. Se M é uma superficie orientada por um campo de vetores normais
unitarios 77, dizemos que o bordo OM de M estda Orientado Positivamente quando
a superficie M estd a esquerda do sentido de percurso ao longo de dM.

Definicao 5.4. Diz-se que uma superficie suave por partes M é orientavel, quando
cada parte suave de M é orientavel, de tal modo que, as curvas em comum dos bordos
de duas partes suaves, podem ser orientadas em sentidos opostos.

Exemplo 5.5. Calcule [[,,(F - 7)dM, onde F(x,y,z) = (z,y,22) e M é a unido dos
planos
y—2=0,0<2xr<1,0<2<1

y+2=0,0<2x<1, 0<z< 1.
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Veja que M = M; U M, onde M; é a porgao do plano z = y e My é a porcao do
plano z = —y. Dai

//ﬁﬁdM //M dM1+//MQ 7i)d M.

Portanto

/A(ﬁ-ﬁ)sz//Ml i) dM; + //MQFMM
_ //Ml(u,v,Qv) (0, —1, 1)dudy
o ] o2 00~y
_ / / vdudy + / 1 / —vdudy
L
s +5=1

l\DI»—t

Teorema 5.1. Sejam xi(u,v), (u,v) € Dy e xa(s,t), (s,t) € Dy, parametrizacoes
equivalentes de uma superficie reqular orientada M, entdo

1. Se f € uma funcao escalar continua definida em M, entdo

I =] o
x1(D1) x2(D2)
2. Se F é um campo vetorial continuo definido em M, entdo
. (F-
//(F-ﬁ)dM: { oo
x1(D1) ffm(]%)( :

Demonstragao. 1. Temos que

x1(D1) Dy

Mas pelo fato de x; e x2 serem equivalentes, segue que

YAM, Tiy, € fy,, com mesmo sentido em M

’111
S 31

YdM, ity e Tiy,, com sentidos opostos em M

dudwv.

Oxe2 % X2 _ ox1 % ox1 ) 8(u, U)
Os ot ou Qv (s, t)’
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dai

dudv

// FdM = / F (s )) H% o
x1(D1) Dy

0 0
/ Fla(uls, 1), v(s, 1)) H Xl X1
Do

0
/ f(xa(s,1)) Hﬁb@ th
Do
- / / fdM
x2(D2)
2. Sabemos que

= Ox1 ox1
//><1(1D>1)<F n)dS = //Dl (x1(u,v) (6u X aﬂ)dudv (1)

Fazendo a mudanca de varidveis , obtemos

<l ()

_ { ffm(]% f‘i ﬁ dM, se nXle nx2 com mesmo sentido em M
(F -

= JSama(

dsdt

dsdt

n)dM se 7y, e iy, com sentidos opostos em M

Exemplo 5.6 (Motivagao para o Teorema de Stokes). Considere o campo F
definido por F(z,y, 2) = (2z+y, —yz%, —y22) e a parte da esfera S? de equagao 22 +y2+
22 = 1 acima do plano zy. Vamos calcular a integral do Rot F sobre a parte da esfera
S?. Uma parametrizacao para S?, é dada por x(u,v) = (cosvsen u,sen v sen u, cosu)
onde D é a regiao retangular 0 < u < g e 0 <wv < 27r. Como Rot ﬁ(x,y, z) =(0,0,-1)
e

Xu(t,v) X Xo(u,v) = (cosvsen® u, sen v sen® u, sen u cos v),

tem-se

2
// Rot F - 7idS* = // (0,0, —1) - (cos v sen® u, sen v sen” u, sen u cos v )dudv
S s

2 pm/2
= / / sen u cos ududv = —
o Jo

Agora considere a integral de F sobre o bordo orientado positivamente de S2.
Encontremos o bordo 952 de S?, encontrando a imagem através de x de cada um dos
segmentos que constituem a fronteira da regiao D, orientada positivamente.
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Uma parametriza¢do para o segmento de (0,0) a (7/2,0) é dada por «(t) = (t,0),
0 < t < 7/2, logo uma parametrizagdo para sua imagem ¢é dada por
x(a(t)) = (sent,0,cost), 0 <t < /2, que é a parte da circunferéncia sobre
a semi-esfera que vai de (0,0,1) a (1,0,0).

O segmento de (7/2,0) a (7/2,27), tem como imagem a circunferéncia sobre a semi-
esfera, no plano xy e orientada positivamente.

O segmento que vai de (7/2,27) a (0, 27), tem como imagem a parte da circunferéncia
sobre a semi-esfera, que vai de (1,0,0) a (0,0,1)

O segmento que vai de (0,27) a (0,0) tem como imagem o ponto (0,0, 1).

Logo, para encontrar a integral de F sobre 85 2 basta integral sobre a circunferéncia
de centro na origem e raio igual a 1, no plano xy orientada positivamente. Uma
parametrizacao para tal circunferéncia é dada por 95% = 3(t) = (cost,sent,0), com
0 <t < 2m; assim

2m
j{ F(z,y, 2)df = / (2cost +sent,0,0) - (—sent,cost,0)dt
3=052 0

27
= —/ (sen 2t + sen®t)dt = —.
0

]{ ﬁ(x,y,z)df’z// Rot F - iidS.
B=052 s2

6 O Teorema de Stokes

Portanto

O Teorema de Stokes relaciona a integral de linha de um campo vetorial ao longo de
uma curva fechada o no R® com a integral sobre uma superficie M da qual « é o
bordo, ou seja, o« = M.

Teorema de Stokes 6.1. Sejam M wuma superficie orientada, parametrizada por
X(u,v), (u,v) € D, onde D € uma regiago compacta do plano wv, limitada por uma
curva C* por partes, e x uma aplicacio de classe C? definida num aberto de R? con-
tendo D. Se F = (P,Q,R) é um campo vetorial de classe C* definido num aberto de
R3 que contém M cujo bordo OM estd orientado positivamente, entdo

7{ ﬁdF:// (Rot F* - @)dM.
oM M
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Demonstragao. Consideremos M parametrizada por x(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u, v)),
u >< v

(u,v) € D, e orientada com campo de vetores normais 7 = M
Xu X Xv

N Iy, z) O(z,z) O(z,y)

“ ! I(u,v)” A(u,v)’ d(u,v)

, onde

>, é o produto fundamental em notacao de

Jacobiano.

Sabemos que

//M(Rotﬁ.ﬁ)dM = // rotF(x(u,v)) - (Xa X Yo)dudv

) e
N
D oz D, 0) "

[ 235 2
5% 2

OR 0O(y,z) OR 0(z,z)
* //D<8y O(u,v) dxr I(u,v) dudv.

7{ Fdr = ]{ Pdzx + Qdy + Rdz.
oM oM

Para completar, basta verificar as seguintes igualdades

—~

Por outro lado

O LR T T
f00= [ -5 S g o) @
f, 0= J] B—f'g——g—f'gﬁu’,vﬂdudv o

pois somando estas trés equagoes obtemos

/ / (Rot F-@)dM = ¢ Fdr.
M as
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Provaremos apenas (2) (as provas de (3) e (4) sao analogas)

Suponhamos que «(t) = (u(t),v(t)), a <t < b seja uma parametrizacao da fron-
teira 0D de D, orientada de modo que x(«(t)) seja uma parametrizagdo do bordo M
de M, orientado positivamente. Entao,

]4 Pdx =
OM

b

Plx(a(0) a(a(0)| d

Pix(a) - (G a(0) (0 + Fa(t) o)) ar

|
|

Plx(u,v)) - (gz (u, v)du + g (u, v)dv)

D

P(x(u,v)) - a—x(u, v)du + P(x(u,v)) - %(u,v)dv

D au

Como Y é de classe C?, podemos aplicar o Teorema de Green a esta tltima integral,
obtendo:

éM Pdx = //D [aau (Po (x(u, ) - g‘z(u,v)> - a% <po (x(1,v)) - §§<w>>] dude.

Mas

Il
— o T Y

0 ox 0 ox

%((POX)'%> —%((POX)'%> =

5, Ox 0%z 9, oz 0%z
- 0_(POX> %+(POX)6U80_%<P X)E?__(POX>81;6U

9 Jdr 0 Ox

= au(POX)%—%(POX)%

(20 08 0y 0r (00 0n 0P 0y 0P 0eY e
Jr Ou 0Oy Ou 0z Ou) Ov Jdr Ov Oy Ov 0z O0v) du

0P (0x Oy Odr Oy OP (O0x 0z Ox 0z

Ty (%%_%%)+§(%%_%%)

oP . d(z,y) N oP 0J(z,z) OP O(x,z) OP O(x,y)

dy 9(u,v) 9z I(u,v) Iz I(u,v) 0y I(u,v)

LY IACSS o i o
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Observagao 6.1. No caso particular em que M é uma regiao no plano zy e = (0,0, 1),
entao

/BMPd:chQdy - /Wﬁdf
_ // (Rot F - t)dM
_ //( —0Q 8_]:,(2_?_68_];).(0,0,1)611\4

Y=

que ¢é exatamente o Teorema de Green.

Exemplo 6.1. Calcule § FdF, onde ﬁ(x,y,z) = (yz + 2%, 222 + 3%, 2y +4) e a é
a curva obtida como intersecao do cilindro 2> + > = 1 com o plano = +y + 2z = 1,
orientada no sentido anti-horério.

Veja que a curva « delimita uma superficie M que esta definida pela parametrizacao
x(u,v) = (u,v,1 — u—v) Com(xy)E]D) onde D = {(u,v) € R%u?+0v? < 1}. O
campo vetorial Rot F' é dado por Rot F(x,y,z) = (—,0,z). Tomando o campo de
vetores normais a M dado por 77 = (1,1, 1), temos, pelo Teorema de Stokes, que

j[ﬁdf:// (Rot F - @)dM
« M

//M(Rotﬁ.ﬁ)dM = //D(—u,(],l—u—v)-(1,1,1)dud1)
= //D(l — 2u — v)dudv.

Fazendo mudanca polar para resolver esta integral dupla, obtemos

//(1—2u—v)dudv = / / (1 —2rcos® — rsenf)rdrdd
D
1
= / ———cos@——sen& df =7
0 2 3 3

Portanto
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Exemplo 6.2. Use o Teorema de Stokes para calcular [/ M(Rotﬁ - )dM, sendo
]3(1:,%2) = (2yz,0,2y) e M a por¢io da superficie esférica x2 + y? + 2% = 4, situ-
ada acima do plano z = 1.

O bordo OM de M é a curva dada pela intersecao da esfera 22 + y2 + 22 = 4 com

o plano z = 1. Daf 22 4+ 4> = 3 e z = 1. Uma parametrizacao para OM é dada por
aft) = (V/3cost,v3sent, 1), 0 <t < 2r. Pelo Teorema de Stokes

// (Rot F-7@)dM = ¢ F - dF.
M oM

Mas
b
f / (1)t
2m
:/ (3sentcost,0,3sentcost) - (—v3sent,v3cost,0)dt
0
27
/ (—3v/3sen?t cost)dt = —3\/5/ sen’t costdt = 0.
0 0
Portanto

//M(Rotﬁ -@)dM = 0.

Exemplo 6.3. Calcule ffM(Rotﬁ -i@)dM onde F(x,y,z) = (y,0,2 4+ y) e M é para-
metrizada por x(u,v) = (u,v,2 — u? — v?), com u? + v* < 1.

Pelo Teorema de Stokes,

/ (Rot F - it)dM = ¢ Fdr,
M oM

onde OM é parametrizado por «(t) = (cost,sent, 1), 0 <t <27 e

27 27
jf ﬁdfz/ ﬁ(a(t»-a'(t)dt:—/ sen?tdf — —
oM 0 0

Teorema 6.1. Seja F = (P,Q, R) um campo vetorial de classe C' definido em R3.
Sao equivalentes:

1. fa FdF = 0, qualquer que seja a curva fechada o, C* por partes.

2. ff FdF independe da curva C* por partes que os liga os pontos A e B em R3.
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3. F éum campo gradiente de alguma funcao f,ou seja, Vf = F.
4. Rot F = 0.

Demonstragao. 1) = 2)] J4 visto.

2) = 3)| Seja @ uma curva C! por partes ligando A = (0,0,0) a B = (z,vy, z). Defina
f(z,y,2) = [ Fdr, onde @« = oy U ay U ag, com oy(t) = (£,0,0), 0 < ¢ <
T, ao(t) = (x0,t,0), 0 <t <wyoe as(t) = (xo,yo,t) com 0 <t < 2. Entdo

fle,y,2) = /ﬁd?
x y z
0 0 0

Dai segue
of of of
8x_P’ 8y_Q ¢ 82_R'
3) = 4)] Sendo F =V, isto significa que P = 6—f, Q= 6_f e R= 8_f Como F é
Ox dy 0z

de classe C! |, entdo f é de classe C? . Pela definicao do Rot ﬁ, temos

Rot - — (%_@ oF _OR @_3_]3)
oy 0z 0z Ox’ Ox Oy
0*f *f  0*f Pf  O0*f 0*f
(83/82 020y’ 0z0x 010z’ Oxdy 83/895) '

Pelo Teorema de Schwartz segue Rot F=0.

4) = 1)] Seja a uma curva fechada que é o bordo de uma superficie M tal que o
campo F seja de classe C! em M. Entao pelo Teorema de Stokes, temos

fﬁd?: // (RotF - it)dM = 0,
« M

pois, por hipdtese, Rot F=0.
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Exemplo 6.4. Vamos calcular a integral do campo vetorial ﬁ(x, y,2) = (yz+ 22 zz +
3y?, ry) ao longo da curva a obtida como interse¢ao da superficie %+%+22 =1, z>0,
com o plano y = 1.

Temos que Rot F = (x —z,y —y,z—2) = 0. Entéo pelo Teorema anterior, a
integral de campo independe da paramentrizacao de « e sim dos pontos A e B de R3
que liga a.. Veja que A = (3/2,1,0) e B = (—3/2,1,0). Uma fun¢ao potencial é obtida
a partir das equacgoes

e obtemos

3
f(xaya Z) = TYz + % + (bl(ya Z)
f(xvya Z) = TYZ + y3 + (ﬁg(l’, Z)
fz,y,2) = zyz + ¢d3(x,y).

Assim, a funcao f(z,y,z) = xyz + x—; + 1% é uma funcao potencial de F. Daf

/ﬁdf: F(B) = F(A) = £(=3/2,1,0) — £(3/2,1,0) = —9/4.

7 Teorema de Gauss(da Divergéncia)

O Teorema de Gauss relaciona uma integral tripla num sélido de R® com a integral
sobre a superficie que é fronteira deste sdlido. Seja S uma regido (sélido) limitada de
R3, tendo como fronteira uma superficie S = M. Diremos que 9S estd orientada
positivamente se o vetor normal em cada ponto de dS aponta para fora de S.

Definigao 7.1. Vejamos algumas defini¢oes (sélidos)

1. Regiao Elementar tipo I: S; C R?

Sl = {<I7y72> < R3;($,y) S ]D)l - R2 € f1<x7y) <z< f2($,y)}
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Q %)

L f(x))

z

Figura 6.8:

2. Regiao Elementar tipo II: S, C R3.

82 = {(:ana 2) € Rga (ZE,Z) € ]D)Q - RQ € gl(l‘,Z) S ) S 92(:5" 2)}

= 2,(x,2)

— 82

Figura 6.9:
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3. Regiao Elementar tipo III: S; C R3.

S3 = {([L’,y,Z) € R37 (ya Z) € DS C R2 € hl(yv Z) S x S hg(y72>}

Q’hz 2)

1 (o)

Figura 6.10:

Definicao 7.2. Uma regiao S C R? é dita simples se é do tipo I, tipo II, tipo III,
simultaneamente.

Teorema de Gauss 7.1. Seja S uma regiao (sohdo) compacta de R? cuja fronteira
0S ¢é uma superficie orientada positivamente. Se F é um campo vetorial de classe C!
num subconjunto aberto de R3 que contém S, entao

/ /8 S:M(f-ﬁ)dM - / / /S div Fdzdydz (5)

Demonstra¢ao. Suponha que S é uma regiao simples (tipo I, tipo II, tipo I1I, simulta-
neamente). Se F' = (P,Q, R), por um lado podemos escrever o lado direito de (5) na
forma

/// div ﬁdxdydz // —dxdydz + // —da;dydz + // —d:vdydz
S

Por outro lado, a integral de superficie da equagao (5) é dada por

/AS_M(ﬁ.ﬁ)dM = //aS_M(P,Q,R)~ﬁdM://as_M((P,O,O)~ﬁ)dM
//aS:M((O,Q,O) - 7)dM + //as:M<<O’ 0,R) - it)dM.
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O objetivo é mostrar as igualdades

// dmdydz—//aSMPOO AM (6)
// S Z—gdmdydz = //aS_M(O, Q,0) - idM (7)
// —dxdydz-//aSM()OR M (8)

Vamos provar (8) ((6) e (7) sao analogas)

Sendo S uma regiao simples, suponhamos que S é do tipo I, ou seja,

S={(z,y,2) €R% fi(z,y) <z < fola,y)}, (w,y) €Dy
A regiao S é limitada por superficies:
L. M, de equagao z = fi(z,y), (z,y) € D,
2. M, de equagado z = fo(z,y), (z,y) € D,

3. M3 que é uma porcao de cilindro gerada por uma reta paralela ao eixo z ao longo
da fronteira de D.

Q %)

J"‘N—/ Sy

Figura 6.11:

Entao Temos
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z=f(zy) g
// @dxdydz = // / —dz dzdy
S (92 z=f1(z,y) Z

_ / /D R(z,y, fole, 1)) — R(x,y, fi(z,y))] dady.

Por outro lado

// (0,0, R) - fidM = // (o,o,R)-mdM1+// (0,0, R) - 1i5d My
0S=M My Mo
// (0,0, R) - 1i3d Ms.
M3

Veja que em M;, um campo de vetores normais unitarios é paralelo ao plano zy,
portanto (0,0, R) - n3 = 0. Daf

// (0,0, R) - 1i5dMs = 0.
M3

Em M;, um campo de vetores normais unitarios é dado por

2o (9 O0f
2 ox’ oy’ )’

pois uma parametrizagao da superficie M, é dada por x(u,v) = (u,v, fo(u,v)). Entao

//M (0,0, R) - myd My = // (0,0, R(,y, fa(z,y))) - (_% _aajs )d N
/ /D R(x,y, fo(x, y))dudy.

Em M;, um campo de vetores normais unitarios é dado por

_(oh on
! ox’ Oy’ '

Logo

of1 0
I (0.0, i = J [ 0.0y A (a—ia—“’; —1) dudy

//D —R(z,y, fi(z, y))dzdy.
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Assim

[, 000 st [ [ RGvoloo) = R iG] o

= // %dxdydz.
S 32

//Mzas((), Q,0) -ﬁdM:///S (Z—dexdydz
//Mas(o’O’R)'ﬁdM:///s %—dexdydz,
/ /aS:M(ﬁ Cii)dM = / / /S div Fdadydz.

Quando S nao é simples, podemos fazer S =S, US, U ...US,,, entao

/// divﬁd:cdydz = /// dz’vﬁdmdydz+ +/// divﬁdmdydz
S S1 Sn
- // (ﬁ-ﬁ)dM1+...+// (F - 7)dM,
0S1=M, 0Sn=M,
= / / (F - it)dM.
9S=M

Pois regioes opostas simples tém vetores normais opostos, e portanto as integrais das
superficies dessas regides se cancelam.

De forma anéloga

Portanto

Exemplo 7.1. Calcule ffaszMﬁ - itdM, onde F(z,y,2) = (xy? 2%y,y) e M é a su-
perficie do sélido limitado pelo cilindro 22+ 4% = 1 e pelos planos z = 1 e z = —1, com
a normal a M apontando para fora do cilindro.

A superficie M é uma superficie fechada, fronteira da regiao

S={(z,y,2) €R* 2> +y* <1, -1 <z<1}.

Usando o Teorema de Gauss, temos
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// ﬁ-ﬁdM:///dwﬁdxdydz.
0S=M S

Como div F(x,y, z) = y2 + 22, entdo

/ / /S div Fdrdydz = / / /S (22 + y?)dxdyd=
_ //x2+y2§1 </11(a:2 + y2)dz) dedy

= 2// (2% + y*)dady.
r2+y2<1

Fazendo mudanca de coordenadas polares para resolver a integral dupla, obtemos

2 1 T
// (2% + y*)dxdy = / / r3drdd = —.
w2442<1 o Jo 2
// F-7dM = .
8S=M

Exemplo 7.2. Seja ﬁ(x,y, z) = (z,y,2) um campo de vetores em R3. Calcule
[Jy(F - 7)dM através da semi-esfera M de equagdo x* + y* 4+ 2°> = 9,z > 0. Pelo
Teorema da Divergéncia(Gauss)

/ / (F-7@)dM = / / / div Fdzdydz.
M=0S S

onde S = {(z,y,2) € R% a2+ 14>+ 22 < 9,2 > 0}. Mas div F = 3. Daf

/// div ﬁdazdydz = /// 3dxdydz
S S
3 p2m pw/2
= / / / 3p2senpdodfdp = 54,
o Jo Jo

transformado em coordenadas esféricas

Assim

{(p,0,0) €R®, 0<p<3,0<0<2m, 0< < 2r}).
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Exemplo 7.3. Se uma regiao S em R? e sua fronteira S = M, tém as hipdteses do
Teorema de Gauss, entdao o volume de S, V(S), é dado por

V(S):l// 7 fid M.
3 0S=M

De fato, pelo Teorema de Gauss, tem-se

J[ aase = [[[ divrav =5 [[[ v ~avis),

1
V(s)=g //as—MF' AdM.

Observacao 7.1. Vimos no Capitulo 5, que sob certas condigoes, um campo vetorial
tem um potencial vetorial se, e somente se, ele é solenoidal. Veremos agora um conjunto
onde um campo solenoidal nao admite um potencial vetorial nesse conjunto.

portanto

Proposigao 6.1. Seja S =R? —{(0,0,0)} e F(z,y,2) = H%,, onde 7 = xi + yj + 2k,
T

entao F € solenoidal em S, mas nao tem um potencial vetorial em S.

Demonstracio. Calculando a divergéncia de F, tem-se div ﬁ(m, y,2) =0, (z,y,2) #0,
logo F é solenoidal em S. Considere agora, S; uma regiao compacta interna a uma
superficie fechada (suave por partes) M e de forma que (0, 0,0) seja um ponto interior
de S;; entdo existe uma esfera S? de centro em (0,0,0) e raio r contida em S; além
disso, a regidao compacta S entre S? e M, é simplesmente conexa e F ¢ de classe C
em S. Logo, pelo Teorema de Gauss

0:///Sdivﬁ(m,y,z)dV:/A2 F’(x,y,z)dSQ—l—//Mﬁ(x,y,z)dM

onde 9S = S2UM estd orientada com os vetores normais a S? apontando para a origem
e com vetores normais a M apontando para fora de S, assim

// ﬁ(x,y,z)d]\/[:// ;3sz471
M s2 |7

Portanto, nao existe um campo vetorial G : R —s R3 tal que F = Rot G em S, pois
se existisse, [[,, F'(x,y,z)dM =0 uma vez que M é fechada.
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8 Algumas Identidades importantes

Lema 8.1. Para f e g, fungoes escalares, div (fVg) = fAg+ Vf-Vg.

Demonstracao. Fica como exercicio. [ |

Proposicao 6.2 (Primeira Identidade de Green). Se f e g sio fun¢des escalares
de classe C? numa regiago S limitada pela superficie fechada M, entdo

//Mngsz///S(ngJer-Vg)dV.

Demonstracao. Usando o resultado do lema 8.1, e integrando para a regiao S, temos

///Sdiv(ng)dV:///S(ng+Vf-Vg)dV.

Aplicando o teorema da Divergéncia,

///de (ng)dV://MngdM.
//MngdM: ///S(ng—l—Vf-Vg)dV.

Proposicao 6.3 (Segunda Identidade de Green). Se f e g sao fungoes escalares
de classe C? numa regidgo S limitada pela superficie fechada M, entao

[ tva=gvnav = [[[(ra9-gapav

Demonstracao. Pela Primeira Identidade de Green, temos

//vang:///S(fAQﬂLVf-Vg)dV (©)
//MgidM:///s(gAf_|_vg.vf)dV (10)

fazendo a diferenca entre 9 e 10, temos

//M(ng—gi)dMZ///s(fﬁg—gAf)dV-

Portanto
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Corolario 8.1. Se g ¢ harmonica na regiao S limitada por M, entao

Jf o ], oo

Demonstracao. Basta fazer f = 1, no primeiro teorema de Green, e entao

ff o [ s

pois V1 = 0, e sendo g hamonica, temos Ag = 0. Logo
// VgdM = // Vg - n—// 99 v =0,

Corolario 8.2. Se f e g sao harmonicas numa regiao S limitada por M, entao

// (fVg— gV f)dM = // (fan )dM—O

Demonstracao. Se f e g sao harmonicas, temos Af = 0 = Ag. Dai, pelo Segundo
Teorema de Green,

//M(fvg —gV)dM = ///S(ng — gAf)dV = 0.

Observacao 8.1. Podemos dar uma outra interpretagao da divergéncia. Tal como em
[7], suponha, sem perda de generalidade, um sélido esférico S(r) de raio r > 0 com

centro em um ponto a € R3, e seja dS(r) = M a fronteira de S(r). Seja F' um campo
de vetores continuamente diferencidvel em S(r). Entdo se Vg(,) denota o volume de
S(r), e se 1 é o vetor normal a dS(r), entao temos

div F(a) = lim

F-@)dM.
r—=0 Vs(r) / /as (r)= M

De fato, seja div F. Se e > 0 é dado devemos achar um & > 0 tal que

dwF / / F n)dM
VS(T) oS(r

sempre que 0 < r < §. Como div F é continuo em a, para um € dado existe uma bola
B(a,h), h >0 do R3 tal que

<€

\div F(z) — div F(a)| < g
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sempre que x € B(a, h). Portanto, podemos escrever

div F(a) = div F(z) + (div F(a) — div F(z)).
dai

///S(” dinFla)dadyds = / / /s(r) divF (v)dzdydz (11)
" / / /s(m (div F(a) — divF(x))dudydz.

Aplicando o Teorema da Divergéncia em (11), temos

div F(a) - Vary = / /a . )_M(ﬁ-ﬁ)dMJr / / /S ( )(divﬁ(a)—divﬁ(x))dxdydz

o que implica

div F(a) - Vs // ﬁdM‘ g/// \div F(a) — div F())dzdydz
9S(r)= M S(r)

€
< 5 Vem <€ Vs
Dai
div F(a) - Vs — // (F - ﬁ)dM‘ <€
S(r) oS(r)=M
Logo
div F(a ﬁ)dM‘ < €.
aS(r
Portanto

div F(a) = hm

/ / dM.
r—0 S 8S(T‘

Dai, div F'(a) é o valor limite do fluxo por unidade de volume sobre uma superficie
esférica de centro a, quando o raio r da esfera tende a zero.
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9

1.

2.

10.

Exercicios

Calcule a area

(a) x(u,v) = (u,v,1 —u—wv), u>0, v>0eu+v <1
(b) x(u,v) = (u,v,2 —u—v), u?>+0v* <1,

Calcule ffM:X(u v) f(z,y,z)dM sendo

(a) flz,y,2) =xe x(u,v) = (u,v,u* +0v), 0<u<leuw? <v<1.

(b) f(z,y,2) =axyex(u,v)=(u—v,u+v,2u+v+1), 0<u<lel<v<u
(c) f(z,y,2) =22 +19? e x(u,v) = (u,v,u* +v?), u? +0v* < 1.

(d) f(z,y,2) =yex(u,v)=(uv,v,1 —u?), 0<u<led<ov<V4

(e) f(z,y,2) =a®>+y*ex éasuperficie 2 +y?> + 22 =1, 2 > 1.

Calcular [[,,(F-f)dM, sendo F = (y, —x) e M a parte da esfera 2% +y*+2? = o’
no 1° octante com a normal apontando para fora.

Calcular ffM(ﬁ-ﬁ)dM, sendo F' = (x,y,2), M aparte do plano 2x+3y+4z = 12
cortada pelos planos = 0,y = 0,2 = 1 e y = 2, e © a normal com componente
Z nao negativa.

Calcule [[, (2* +y?) - zdM onde M é a parte da superficie conica z* = z* + 3
limitada por z =4 — /22 4+ 92, com z > 0.

. Calcule ffM(ﬁ -@)dM, onde F = (z,y,2) = (yz, 22,22 4+ y?) e M é a superficie

de revolucao obtida girando-se o segmento de reta que liga os pontos (1,0,1) e
(0,0,3) em torno do eixo z, onde o vetor normal 77 tem componente z nao nega-
tiva.

Sobre o Teorema de Stokes: Usar o Teorema de Stokes para calcular a inte-
gral de linha abaixo

¢ (y*dx + 2*dz), onde « é o contorno da parte do plano 2z 4+ y + z = 4 que esté
no 1° octante, no sentido anti-horario.

. ¢ (y +22)dx + (22 + x)dy + (2 + y)dz, onde « é a intersecao das superficies

?+y’+z22=ad>exr=a/2

. ¢ wxdr+ydy+z*dz, onde o é o contorno do retangulo 0 <z < 2,0 <y <4,z =4,

no sentido anti-horario.

4. e’ dr+(x+2)dy+(2x—2)dz, onde o é o contorno da parte do plano z+2y+z =
4 que estd no 1° octante, no sentido anti-horéario.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

faﬁ -dr, onde F = (y3cos(xz),22% + 2%, y(z — 2)) e a ¢ o retangulo 0 < z <
4,0 < z <1, no plano y = 2.

Calcule [ FdF, onde ﬁ(x,y,z) = (2%, 7y,2xy) e a é a curva obtida como in-
tersecao da superficie z = 1 — y2, 2z > 0, com o plano 2z + 3z = 6, orientada no
sentido anti-horario.

¢, ydx+ (z+y+2z)dy+ (x+2y)dz, onde a é a intersecao do cilindro 2° 4y = 1
com o plano z = y, orientada no sentido anti-horario.

¢ (y—z)dr+(z—2z)dy+(z—y)dz, onde o é o retangulo de vertices (0,0, 5), (0, 2,5),
(—=1,0,5) e (—1,2,5), no sentido horario.

faﬁdﬁ sendo F = (ef"’2 + 2y, e* —|—:L',e””2) e o aelipse r = cost,y = 2sent, z =
2.0 <t <2

fa ydx + zdy + xdz onde « é a curva de intersecao da esfera z? + y? + 22 = a?

com o plano z +y + z = 0.

$.(2* + 2y%)dx + zyPdy + V2% 4 1dz, sendo « a circunferéncia z = acost,y =
asent,z=2,0 <t <2m.

Usar o Teorema de Gauss para calcular o fluxo do campo vetorial I, através
da superficie M do sélido S, sendo:

—
o

N—
E11
I

(0,—y,2), e S ocilindro 2% + y*> < 16, -2 < 2 < 2

(b) F = (ry,yz,xz) e S o cone z > /22 4+ 4% 2 < 4.
(¢) F=(2,2,2) e S aesfera 2% + 3> + 22 < 4.

Determine se F' é ou nao um campo gradiente no dominio indicado. Em caso
afirmativo, determine um potencial de F

(a) F(z,y,2) = (x+2)i— (y+ 2)j + (x — y)k em R3,
(b) F(x,y,2) = (222 + 8xy2)i + 323y — 3xy)j — (42292 + 2232)k em R?

Mostre que as integrais independem do caminho e calcule-as:
a,b
(a) f((l,l)) 2zydr + (22 — y?)dy
(b) f((o%l;) senydx + x cos ydy

Mostre que se ¥ é uma solucao da equacao Rot¥ = @, para @ de classe C! em
R3, entao todas as solugoes sao da forma @ + grad f para fungoes f(z,y,z) que
possuem derivadas parciais em R3.
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0? 0? 0?
22. Uma fungao f(x,y,z) é dita Harmonica se / + / + / = 0, para qualquer
ox?  Oy? 022

(x,y,2) € R3. Mostre que, se f é de classe C? e harmonica e M ¢é uma superficie

fechada, entao [f, (Vf-@)dM = 0.

23. Dada a superficie de revolucio x(u,v) = (ucosv,usenv,u?),0 <u < 4,0 <wv <
27. Calcule sua area.

24. calcule as integrais de superficies

(a) [[; x*2zdM, onde M é o cilindro 2> +y* =1 com 0 < z < 1.
(b) [[,; 2dM, sendo M a semi-esfera positiva de centro na origem e raio 1.
(¢) [[f xzdM, onde M é a parte do plano z = 4x+2y limitada pelo paraboléide
z=a? 4+ y?
Y.
25. Calcule [[, (F' - 7)dM nos casos

(a) F(z,y,2) = (r,y,—22) ¢ M é a esfera 22 + y? + 2% = 4.
(b) F(x,y,2) = (z,y,2) e M é o tridangulo de vértices (1,0,0), (0,1,0) e (0,0, 1).

26. Calcular o fluxo do campo F=zi+ xj — 3y?zk sobre o cilindro 2% + y?> = 16
situado no 1° octante entre z =0e 2 =5 —y.

27. Seja M uma superficie descrita por z = f(x,y), onde (x,y) variam numa regiao
plana fechada D, projecao de M sobre o plano zy. Sejam F = Pi+ QQj + Rk e
7 a normal unitaria a M tendo componente z nao negativa. Mostre que

[ Fsan - //( P——Qa—erR)dxdy

28. Use o Teorema de Stokes para mostrar que a integral de linha é igual ao valor
dado

a) fa ydr + zdy + xdz = —2mv/2, onde « é a curva obtida como intersecao do
plano x +y = 2 com a esfera 2% + y* + 22 = 2(z + y).

3v/2ma?
(b) ¢ (By+z)de+ (x+4y)dy+ 2z +y)dz = — \/:L
como intersecao da esfera x2 + y? + 22 = a? com o plano y + 2 = a.
(c) $.(8z — 2y)dz + ydy + 3zdz = 4/3, onde « é a fronteira do tridngulo

equilatero situado no plano —3z ++v/3z+6 = 0 de vértices P = (2,2,0),Q =
(2,6,0) e R = (2+/3,4,3).

29. Use o Teorema de Gauss para calcular [, (Rot F - @)dM, onde M é a unido do
cilindro 22 + 4% = 1,0 < z < 1, com a porcao do plano z = 0, 2% +y? < 1,
orientada com vetor normal exterior, e F'(x,vy, 2) = (22 + 2%y + 2, 23yx +y, 2*2?).

, onde « é a curva obtida
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30. Sejam f e g duas funcgoes reais de duas variaveis reais, com derivadas parciais de

31.

2% ordem continuas. Seja D uma regiao plana do plano x0y, cuja fronteira é a
curva fechada a. Usando o Teorema de Stokes, prove que

fovore= [ g

¢ o Jacobiano de u e v em relagao a x e y.

O(u,v)
O(x,y)

Seja S C R? o sélido simples de fronteira S = M e seja f uma funcao de classe
C™, tal que o Laplaciano A f = 0 num aberto contendo S e a sua fronteira. Sendo
7 a normal unitaria exterior a M e Dzf a derivada direcional de f segundo a
direcao de 77, mostre que

onde

(a) ffMDﬁfdM:O
(b) [fo fDafdM = [[[ IV fl*dwdydz.

32. Seja S o solido de uma superficie fechada M. Sejam f, g fungoes. Mostre que

(a) [[y [ (Vg)-idM = [[[s(fAg+Vf-Vg)dV
(b) [y (fVg =gV f)-fdM = [[[s(fDg = gAf)dV
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Apéndice A

Vetores

Neste capitulo, faremos um estudo de vetores sem muitos detalhes, apenas recor-
dando alguns conceitos e propriedades que serao tteis nos préoximos capitulos.

1 Equipoléncia

Dois segmentos sao Equipolentes quando tém a mesma medida (médulo), a
mesma diregao e o mesmo sentido.

Figura A.1: Segmento AB

Observacao 1.1. Note que

(a) Todos os segmentos nulos sdo equipolentes entre si.
(b) Todos os segmentos coincidentes sao equipolentes

(c¢) Todos os segmentos equipolentes de mesma origem sao coincidentes.
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1.1 Propriedadas de Equipoléncia

(a) Reflexiva : AB ¢ equipolente a si mesmo : AB ~ AB

(b) simétrica : AB ~ CD entio CD ~ AB

(c) Transitiva : AB ~CD ¢ CD ~ EF entio AB ~ EL.
)

(d) Dado um segmento orientado zﬁ e um ponto C' existe um, e so-

mente um, segmento orientado @ equipolente ao segmento A
com origem no ponto C.

Figura A.2: Segmento C'D equipolente ao segmento AB

2 Classe de Equivaléncia

Dado um segmento orientado 1@, é possivel construir infinitos segmentos equi-
polentes a AB, . Todos estes infinitos segmentos orientados equipolentes ao
segmento AB e o proprio segmento /@ constituem um conjunto de segmentos
equipolentes entre si. A este conjunto damos o nome de Classe de Equivaléncia
do segmento orientado AB.

3 Vetor

Representamos uma Classe de Equivaléncia formada por segmentos orienta-
dos equipolentes entre si por um ente geométrico chamado Vetor.
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Figura A.3: Classe de Equivaléncia do segmento AB

Notacao : ¥ ou v = zﬁ

Dai
A+i7=B=—10=B—-A

F—AB=B— A

/B
A
Figura A.4: Vetor v = AB

3.1 Operacoes com Vetores

Adicao de Vetores: Dados os vetores

’171:1@28—14
#%=BC=C-B

entao

T4 =C—A=AC
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B

Vi

A - - C
Vi +WV2

Figura A.5: Vetor soma o] + ¥y

3.2 Propriedades da Adicao

a) Comutativa: 0] + Uy = Uy + U;

Elemento Neutro: 7 +0 =0+ 7

(c

(a)

(b) Associativa: (0 + v2) + U5 = ) + (U2 + Us)
)

(d) Elemento Simétrico: v+ (—7)

]

4 Produto Escalar

O Produto Escalar de dois vetores v; e Up, que indicaremos por ¥ - U, € 0O
namero real dado por

—

Uy - U = [[T1]| - |G| - cos 6

onde Lo

u-v

0 = (U, vy) = cos ™! (—), U#0ev#0,

[l - [17]]

é o angulo entre v e Us.

Observacao 4.1. Temos

(a) Se 8 =0, os dois vetores tém o mesmo sentido

(b) Se 0 =7, eles tém sentidos opostos

(c) Se = g, sao ortogonais.
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4.1 Propriedades do Produto Escalar

(a) ¥) - Uy = 0 < um dos vetores for nulo ou se forem ortogonais
(b) Uy -ty =y - )
(c) 07 = |[0]?
(d) (aty) - (biiy) = (ab)¥) - Vs, a e b escalares
(e) (V) + U) - Uy = Uy - U3 + Uy - Us
Consequéncias

(a) (171 + 62) . (?71 + 172) = H171”2 + 2 - ’171 . 62 + H/(72H2

(b) (Uh + o) - (T1 — V) = [|Th]]* — [|T]|?

4.2 Expressao Cartesiana do Produto Escalar

Dados U) = (x1,41,21) € Ua = (2, ¥a, 29) em relagdo a um sistema de base orto-
normal {i, 7, k} !, temos

T Ty = (x1?+ yJ’+ zllZ) (297 + y2}+ 20k)
= xmz i+ $1y2z j+ xlzzz k4 oy] -1+ yiya) - 7
+ ylzgj k + mgzlz k + ygzlj k + zmk k

mas
i-1= ] - ||2]| cos(i,i) =1-1-cos0 =1
analogamente
jri=k-k=1
e — —
1-)g=1-k=j-k=0,

pois sao ortogonais. Entao

—

U1 - Vg = T1To + Y12 + 2122.

'Em geral, usaremos i = (1,0, O),f = (0,1,0), k= (0,0,1), chamados vetores canénicos do R?
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5 Produto de um Vetor por um Escalar

Dado m # 0 real e o vetor 7 # 0, o produto do vetor ¥ pelo escalar m é um vetor,
denotado por m - v, tal que:

(a) Mdédulo(Norma): ||m - 9| = |m|- ||¥||, onde ||¥]| = VU - T
(b) Diregao de m - ¥: é a mesma de ¥/

(c) Sentido de m-v: mesmo de U, se m > 0 e contrario de ¥, se m < 0.

Observacao 5.1.

Se m =0 ou v = 0 ou ambos nulos, o vetor produto é m - v =0

Sem=—-1letd£0=m -0=—0= (—1) - ¥, ou seja, um vetor cujo médulo é
o de U, mas de sentido oposto.
1
Se ¥ # 0 e m = 1/||7]|, entdo obtemos um vetor unitério 4 = T U cuja
v

norma(modulo) é ||u]| =1 e cuja direcao e sentido s@o os mesmos de v.

5.1 Propriedades do Produto de um Vetor por um Escalar

(a) Comutativa: m-0=17-m

(b) Distributiva :
21 . (m+n)-U=m-U+n-7 (em relagao a adigao de escalares)
22 . m- (V) +Uy) =m-U) +m- Uy (em relacdo a adi¢ao de vetores)

(c) Associativa : m - (n-v) = (mn) - 0.

6 Produto Vetorial

O Produto Vetorial de dois vetores 9 e ¥, que denotaremos por o] X v, é um
vetor ¢ tal que
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(a) [[7]] = |ty x Gof| = [[@1]] - |G| - sen 6, onde 6 = (v, V).
(b) A diregao de ¢ é normal ao plano determinado por ¥} e Uy

(c¢) O sentido de v é aquele em que o triedro formado pelos vetores vy, vy
e U = 1} X Uy é orientado positivamente.

<

Figura A.6: Vetor v = v X U

6.1 Propriedades do Produto Vetorial

(a) U1 X U = 0 < um dos vetores for nulo ou quando eles possuem a
mesma direcao.

Observacao 6.1. Tem-se que U X v =0

6.2 Expressao Cartesiana do Produto Vetorial

Sejam o) = (x1,y1,21) € Uy = (T2,Y2,22) em relacdo ao sistema ortonormal
{i,j,k}. Entao
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U1 X Uy = (951;‘1‘ yJ+ Zlg) X (9132;‘1‘ yﬁ—i— 221_5)

mas

iXxi=jxj=kxk=0

1X)=—3xi=%k

—iXk=kxi1=7

IXk=—-kxj=1

7k

Uy XU =| 27 1 21

T2 Y2 22

6.3 Interpretacao Geométrica do médulo do Produto Ve-
torial

Sejam os vetores U7 e U5. Consideremos a norma do produto vetorial entre eles

[Ty X Tl = (1] - (|72 - sen 6.

Consideremos também, o paralelogramo construido sobre os dois vetores. Sua
area A é dada por

A= ||| - h;

mas h = ||t sen 8, entao

A= |G- 5] - send = A = ||7) x B

Vi

Figura A.7: Paralelogramo de lados ¥ e ¥y
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7 Produto Misto

Dados trés vetores o7, 1, e U3, chama-se Produto Misto ao ntimero real resultado
do produto ¥ - (05 X ¥3), portanto é o produto escalar do vetor ¥ pelo vetor v X ¥i3

Notagéo : 271 . (172 X ’173) = [171,’[727173]

7.1 Expressao Cartesiana do Produto Misto

Sejam U] = (gl,yl,zl),ﬁg = (x2,Y2,20) € U3 = (x3,y3,23) em relacdo a base
canodnica {1, j, k}. Entao

T Y1 oz
(U1, Ug, Us) = U1 - (Ua X U3) = | T3 Yo 2o
T3 Yz =3

7.2 Interpretacao Geométrica do Produto Misto
O produto ¥ X U3 é um vetor cuja norma €, numericamente igual a area do

paralelogramo construido sobre v, e v3. O produto de v escalar U5 X ¥3, por
definicao, é

271 . (UQ X 173) = ||171|| . ||172 X 173” -cosf

152 % T3] - [[o1]] - cos 6

Logo
|’Z71 . ('172 X '173>| = volume.

O modulo do produto misto @ - (U, X ¥3) é igual, numericamente, ao volume do
paralelepipedo de arestas v, U5 e v5. O volume do tetraedro OABC' é a 6 parte
do volume do paralelepipedo, portanto

1
Voasc = =| [U1, 72, T3] |
6

Observagao 7.1. : No volume consideramos médulo porque o produto misto
pode ser negativo, quando 6 > /2.
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8

Exercicios

Calcule ¥ = U] X U5 com v} =2i — j + k e Up = i + 4k.

Determine oS vetores unitérios ortogonais a0s vetores
V1 = (—4,4,2) € Vg = (2, 2, —1)

Determine o vetor ¢ que satisfaca as condigoes:

7 (30 +27) =6
7% (2] 4 3k) = 20
Determine a drea do triangulo de vértices A(2,3,1), B(2,—2,0) e C(1,2,-3).

Dois vetores @ e b tém médulos Lguais ade 9, respecﬁivamentei, e formam o
angulo de 60° graus. calcule @-b,d-d,(@+b)-(d+b)e (d—0).
Dados 07 = (2,—3,—6) e U, = 3i—4j — 4%, determine:

i. A projecao de v, sobre v

ii. O vetor projegao de v sobre ¥}

Tem-se os vetores @ = (z,—4,3) e U = (x,2x,5). Determine os valores de x
para que o vetor u seja ortogonal a v.

(Lei dos Cossenos): Se trés lados de um triangulo medem |||, ||7] e ||@]|
e se o angulo oposto ao lado de comprimento ||@|| é €, entao

[l = llall* + 191> — 2] - ||7]] cos 6.
(Cauchy-Schwarz): Demonstre a seguinte desigualdade
i - o] < [} - |v]], Vi,

(Sugestao: Desenvolva ||mu + 9/]|?.)
Demostre vetorialmente o Teorema de Pitdgoras
Demonstre vetorialmente que todo angulo inscrito num semi-circulo é reto

Seja ABC um triangulo isésceles, retangulo em A. Sejam BM e C'P as
medidas relativas a AC e AB, respectivamente. Calcule o angulo dos vetores
BM e CP

Dados 4 = (3,—1,2) e ¥ = (2, 3,0), determine & tal que
WU =—2
@ x T=3i—2] — 3k

Prove que se @ e ¥ sao nao colineares entao xu + yv = 0 implica z = y = 0.
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(0) Se u = 2% — ]+ 12,17: i+3]— 2]2,16 = _24+j-3keZ=3i4+2]+ 5/2, ache

escalares a, b, ¢ tais que Z = au + bv + cw.

(p) Mostre que [|@ x ¥||* + || - 4| = [|a]| - [|7]|*.

(q) Mostre que @ - (U x @) =0 (W x @) =@ - (4 x ).

r) Mostre que 4 - (¢ x U) = 0.
)

(
(s) (Identidade de Lagrange): Se @ e ¢ sdo vetores arbitrarios entao,
I % 32 = [l - 1712 — (@ 9)°.
(t) Mostre que
LU x (U x W) =0v(u- ) —w(d - v)
. (4 x v) x W =v(ud- W) —u(v-w)
(u) (Identidade de Jacobi): Mostre que

U X (VX W)+ 0% (0 xu)+wd x (dx

S
Il
o
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eixos coordenados, 112

elemento de area, 117

elemento vetorial de area, 125

elipse, 109, 149

equipolentes, 152, 153

esfera, 35, 41, 50, 117, 124, 128, 130,
135, 148

espiral logaritmica, 25, 29

evoluta, 42

fechado, 46

fluxo, 127, 147, 150

forma normal, 101

forma tangencial, 101

fronteira, 46, 48, 97, 98, 100, 101, 110,
128, 133, 137, 139, 140, 144, 146,
151

funcao comprimento de arco, 23-25
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funcao de uma variavel real, 23

funcao escalar, 7, 9, 85, 125

funcao potencial, 58, 94-96, 103, 104,
137

funcao vetorial, 6, 8, 14-16, 48, 50, 52

funcao vetorial de uma variavel, 6, 15

funcoes componentes, 6, 12, 15

fungoes coordenadas, 17, 48, 111

Gauss, 137, 142-144, 149

gradiente, 54, 66, 71, 72

Green, 96, 98, 100, 101, 104, 109, 110,
133, 134

hélice, 34-37, 42
harmonica, 150

integral de linha, 84-86, 89, 91, 94, 96,
101, 131

integral de superficie, 122, 123, 125

integral dupla, 96, 128, 134, 143

irrotacional, 57, 58, 80

laplaciano, 58, 77, 80, 101
limitada, 46, 104

limite, 11, 50

limite de funcao vetorial, 8
linha poligonal, 21

mudanca de parametro, 20, 120

operador diferencial, 56

orientacgao, 87, 91, 92, 125

ortogonal, 25, 26, 29, 34, 41, 65, 71, 113,
156, 161

parabola, 108

paraboloide, 127, 150

paralelepipedo, 49, 160

paralelogramo, 159, 160

parametrizacao, 23, 87, 89, 92, 117, 121,
122, 124, 126, 130, 133

parametrizacoes equivalentes, 120

particao, 85, 118

Pitagoras, 161

plano normal, 31

plano osculador, 31

plano retificante, 32

plano tangente, 112

ponto de acumulagao, 46, 47
ponto interior, 45

ponto isolado, 47

potencial, 95, 102

potencial vetorial, 59, 60, 144
produto escalar, 155, 160
produto misto, 160

produto vetorial, 157, 159

raio, 17, 42

referencial de Frenet, 25, 27, 28, 30
referencial ortonormal, 30

regiao simples, 97, 98, 139, 140
regra da cadeia, 71

regular, 113

reparametrizacao, 24, 25, 27, 41, 91
reparametrizacao de curva, 20

reta, 17, 29

reta tangente, 28

rotacional, 56-58, 71, 77, 79, 80, 82

solido, 123

solido esférico, 146

segmento orientado, 153

simplesmente conexo, 102, 104, 110, 144

sistema ortonormal, 158

solenoidal, 58, 60, 144

Stokes, 130, 131, 134-136, 148, 150, 151

suave, 88

superficie conica, 148

superficie de revolugao, 150

superficie de nivel, 65

superficie de revolucao, 114-116, 121,
148

superficie esférica, 135, 147

superficie fechada, 144, 150

superficie parametrizada, 111, 122

superficies coordenadas, 66

Teorema da Funcao Inversa, 61
Teorema do Valor Médio, 21
tetraedro, 160
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torcao, 33, 34, 41, 43
toro, 116, 121

traco, 18, 28, 29, 41, 113
trago de curva, 17
trabalho, 92

vetor binormal, 30, 42, 43

vetor normal, 28, 30, 35, 126, 127

vetor tangente, 19, 20, 25, 29, 35, 40,
63, 112

vetor unitario, 34

vetores, 132, 152, 154, 155, 157, 158,
160, 161

vetores basicos, 65, 82

vetores canonicos, 156

vetores constantes, 15, 16

vetores normais, 134, 141

vetores ortogonais, 79

vetores ortonormais, 30
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