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Q1 - Estamos interessados nos modos normais das vibragdes longitudinais de uma molécula
triatdbmica linear e simétrica. Considere um modelo simples com passas puntiformes descritas na
ordem m M m, cujas forcas atrativas sdo representadas por molas idénticas de constante k. Use a
coordenada generalizada x; para representar o deslocamento da massa i com relagéo a sua posicao
de equilibrio, como ilustrado na figura abaixo:

m M m

X oS X3
A Lagrangiana do sistema é dada por
1 . 1 . 1 . 1 1
L= melz + EMxZZ + me32 — k(2 — x1)?% — Sk(xs — x5)?

a) Escreva as equac0Oes de Euler-Lagrange para os deslocamentos das trés massas. Use Q2 =
k/mer =M/m.(1.0)

b) Encontre as frequéncias angulares proprias. Defina 1 = w/Q. (1.0)
c) Encontre os correspondentes modos normais. (1.0)

d) Um modo proprio tem frequéncia nula. Explique o0 movimento correspondente. Este modo
corresponde a uma grandeza conservada. Explique qual e porqué € conservada. (1.0)

e) Forneca uma interpretacdo simples para os outros dois modos, baseada nos resultados
obtidos. (1.0)

Q2 - Uma particula de massa m move-se sob a acdo de uma forca central descrita pela energia
potencial V(r) = —V,e*" com V, > 0.

a) Obtenha a Lagrangiana L para a particula e as equac¢fes de movimento para r(t) e 8(t) para
a particula. A partir da equacdo para 8(t) obtenha a conservacdo do momento angular L.
Mostre que o conceito de potencial efetivo emerge naturalmente da equagdo de movimento
parar(t). (1.25)

2

b) Considerando a expressdo para a energia potencial centrifuga V., (r) = 2:7 , represente em
um esboco os potenciais V(r),V.s(r) e energia potencial efetiva V. (r) = V(r) + V£ (r),
identificando no grafico a regido/ponto em que uma Orbita circular estavel é possivel.

Justifique seu esbogo pelos limites obtidos dos potenciais V (1), V.s(r) parar - 0 e r — co.

(1.25)

¢) Considerando a expressdo para a energia potencial efetiva V, - (r), mostre que a condigéo para
a existéncia de uma orbita circular resulta em uma equacéo implicita para r. (1.25)
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d)

A equacdo implicita obtida no item anterior s6 tem solucdo se 0 momento angular € menor
do que um valor maximo L,,,,.. Impondo a condi¢do de maximo para L na equacao implicita
do item b), encontre o correspondente valor do raio da 6rbita circular ry. Substituindo r, na
equacdo implicita, obtenha L,y 4. (1.25)

Q3 - Um elétron esta inicialmente em repouso em um campo magnético oscilante na dire¢éo z

B = Bocos(a)t)lE,

onde B, e w sdo constantes. O operador hamiltoniano do sistemaé H = —yB - S.

b)

d)

Monte a matriz Hamiltoniana. (1.25)

O elétron encontra-se inicialmente (em t = 0) no estado de spin para cima em relagdo ao

eixo x (isto & x(0) = y¥ = g(i)) Seja x(t) = (Zgg) a funcdo espinorial em qualquer
tempo posterior. Partindo da equacdo de Schrodinger dependente do tempo para y(t),
obtenha as equacdes para a(t) e b(t). (1.25)

Resolva as equacOes para a(t) e b(t) e encontre a funcéo espinorial y(t) (1.25)

Calcule a probabilidade de se obter —# /2 ao medir S,,. (1.25)

Q4 - Dependéncia temporal dos valores esperados:

a)

b)

Considere o valor esperado do operador A,
(4) = f d3x*Ay.

Utilizando a equacdo de Schrddinger dependente do tempo, prove que a derivada temporal
de um valor esperado ¢é dada por (2,0 pts)

2y =— ) +
de ' inY at”
Seja um oscilador harmdnico unidimensional, com Hamiltoniana dada por (2,0 pts)
2
_p 22
H=om tgmens

encontre as derivadas temporais % (x)e % (p).

Considere o resultado do item anterior. Se, no instante t = 0, tivermos (x), = x, € (p)y =
po, Obtenha o valor esperado da posi¢do e do momento no instante t. (1,0 pt)
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