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Candidato D2 

Q1 - Estamos interessados nos modos normais das vibrações longitudinais de uma molécula 

triatômica linear e simétrica. Considere um modelo simples com passas puntiformes descritas na 

ordem m M m, cujas forças atrativas são representadas por molas idênticas de constante k. Use a 

coordenada generalizada 𝑥𝑖   para representar o deslocamento da massa i com relação a sua posição 

de equilíbrio, como ilustrado na figura abaixo: 
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a) Escreva as equações de Euler-Lagrange para os deslocamentos das três massas. Use Ω2 =

𝑘/𝑚 e 𝑟 = 𝑀/𝑚. (1.0) 

 

b) Encontre as frequências angulares próprias. Defina 𝜆 = 𝜔/Ω. (1.0) 

 

c) Encontre os correspondentes modos normais. (1.0) 

 

d) Um modo próprio tem frequência nula. Explique o movimento correspondente. Este modo 

corresponde a uma grandeza conservada. Explique qual e porquê é conservada. (1.0) 

 

e) Forneça uma interpretação simples para os outros dois modos, baseada nos resultados 

obtidos. (1.0) 

 

Q2 - Uma partícula de massa 𝑚 move-se sob a ação de uma força central descrita pela energia 

potencial 𝑉(𝑟) =  −𝑉0𝑒
(−𝜆2𝑟2), com 𝑉0 > 0. 

 

a) Obtenha a Lagrangiana 𝐿 para a partícula e as equações de movimento para 𝑟(𝑡) e 𝜃(𝑡) para 

a partícula. A partir da equação para 𝜃(𝑡) obtenha a conservação do momento angular 𝐿. 

Mostre que o conceito de potencial efetivo emerge naturalmente da equação de movimento 

para 𝑟(𝑡). (1.25) 

b) Considerando a expressão para a energia potencial centrífuga 𝑉𝑐𝑓(𝑟) =
𝐿2

2𝑚𝑟2 , represente em 

um esboço os potenciais 𝑉(𝑟), 𝑉𝑐𝑓(𝑟) e energia potencial efetiva 𝑉𝑒𝑓(𝑟) = 𝑉(𝑟) + 𝑉𝑐𝑓(𝑟), 

identificando no gráfico a região/ponto em que uma órbita circular estável é possível. 

Justifique seu esboço pelos limites obtidos dos potenciais 𝑉(𝑟), 𝑉𝑐𝑓(𝑟) para 𝑟 → 0 e 𝑟 → ∞. 

(1.25) 

 

c) Considerando a expressão para a energia potencial efetiva 𝑉𝑒𝑓(𝑟), mostre que a condição para 

a existência de uma órbita circular resulta em uma equação implícita para 𝑟. (1.25) 
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d) A equação implícita obtida no item anterior só tem solução se o momento angular é menor 

do que um valor máximo 𝐿𝑚𝑎𝑥. Impondo a condição de máximo para 𝐿 na equação implícita 

do item b), encontre o correspondente valor do raio da órbita circular 𝑟0. Substituindo  𝑟0 na 

equação implícita, obtenha 𝐿𝑚𝑎𝑥. (1.25) 

 

Q3 - Um elétron está inicialmente em repouso em um campo magnético oscilante na direção 𝑧 

�⃗� = 𝐵0𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)�̂�, 

onde 𝐵0 e 𝜔 são constantes. O operador hamiltoniano do sistema é 𝐻 = −𝛾𝑩 ∙ 𝑺.  

 

a) Monte a matriz Hamiltoniana. (1.25) 

b) O elétron encontra-se inicialmente (em 𝑡 = 0) no estado de spin para cima em relação ao 

eixo 𝑥 (isto é: 𝜒(0) = 𝜒+
(𝑥)

=
√2

2
(1
1
)). Seja 𝜒(𝑡) = (𝑎(𝑡)

𝑏(𝑡)
) a função espinorial em qualquer 

tempo posterior. Partindo da equação de Schrödinger dependente do tempo para 𝜒(𝑡), 

obtenha as equações para 𝑎(𝑡) e 𝑏(𝑡). (1.25) 

c) Resolva as equações para 𝑎(𝑡) e 𝑏(𝑡) e encontre a função espinorial 𝜒(𝑡) (1.25) 

d) Calcule a probabilidade de se obter −ℏ/2 ao medir 𝑆𝑥. (1.25) 

 

Q4 - Dependência temporal dos valores esperados: 

a) Considere o valor esperado do operador 𝐴,  

〈𝐴〉 = ∫𝑑3𝑥 𝜓∗𝐴𝜓. 

Utilizando a equação de Schrödinger dependente do tempo, prove que a derivada temporal 

de um valor esperado é dada por (2,0 pts) 

𝑑

𝑑𝑡
〈𝐴〉 =

1

𝑖ℏ
〈[𝐴, 𝐻]〉 + 〈

𝜕𝐴

𝜕𝑡
〉. 

b) Seja um oscilador harmônico unidimensional, com Hamiltoniana dada por (2,0 pts) 

𝐻 =
𝑝2

2𝑚
+

1

2
𝑚𝜔2𝑥2, 

encontre as derivadas temporais 
𝑑

𝑑𝑡
〈𝑥〉 e 

𝑑

𝑑𝑡
〈𝑝〉. 

 

c) Considere o resultado do item anterior. Se, no instante 𝑡 = 0, tivermos 〈𝑥〉0 ≡ 𝑥0 e 〈𝑝〉0 ≡
𝑝0, obtenha o valor esperado da posição e do momento no instante t. (1,0 pt) 
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Candidato D2 Questão Q1 
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Candidato D2 Questão Q2 
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Candidato D2 Questão Q3 
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Candidato D2 Questão Q4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


