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Comentérios Iniciais

Figure: Cilindro em R® com linhas de curvatura principal e linhas de
curvatura média
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Equacao Diferencial das Linhas Axiais

Seja  : M2 — R* uma imersdo C', r > 4, de uma superficie
suave orientada no espago R* com uma orientagéo fixada e
dotado do produto interno euclideano.
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Seja  : M2 — R* uma imersdo C', r > 4, de uma superficie
suave orientada no espago R* com uma orientagéo fixada e
dotado do produto interno euclideano.

Assuma que (X,y) seja uma carta positiva e que

{ax, ay, N1, Nz} seja um referencial positivo onde para cada
p € M, {ax,ay}, € base do plano tangente T,M e {N1,Ny}, &
base do plano normal N,M.




Equacao Diferencial das Linhas Axiais

Seja  : M2 — R* uma imersdo C', r > 4, de uma superficie
suave orientada no espago R* com uma orientagéo fixada e
dotado do produto interno euclideano.

Assuma que (X,y) seja uma carta positiva e que

{ax, ay, N1, Nz} seja um referencial positivo onde para cada
p € M, {ax,ay}, € base do plano tangente T,M e {N1,Ny}, &
base do plano normal N,M.

Primeira Forma Fundamental

lo ;= Edx? + 2Fdxdy + Gdy?

SendO E = <O[x,0(x>,|: = <ax,oly> e G = <ay,ay>



Equacao Diferencial das Linhas Axiais

Segunda Forma Fundamental

o = UENg + 112N,




Equacao Diferencial das Linhas Axiais

Segunda Forma Fundamental

o = UENg + 112N,

onde cada Ilia,i = 1,2 é descrito por:

Il = ejdx? + 2fdxdy + g;dy?

sendo ej = (axx, Ni), fi = (axy, Ni) € gi = (ayy, Nj).



Equacao Diferencial das Linhas Axiais

Vetor Curvatura Média

Para cada p € M, definimos o vetor curvatura média H(p) por:
H = h;N; + hoNs
sendo

o Egi — 2Ffi + Ge;j
"7 2(EG -F?)




Equacao Diferencial das Linhas Axiais

Vetor Curvatura Normal

Dado vetor ndao-nulo v em T,M, definimos o vetor curvatura
normal por:

- (V) NE(v) lIZ(v)
kn = kn(P,V) T |a(V) - |a(v) Nl + Ia(v) N2
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Vetor Curvatura Normal
Dado vetor ndao-nulo v em T,M, definimos o vetor curvatura
normal por:

- (V) NE(v) lIZ(v)
kn = kn(P,V) T |a(V) - |a(v) Nl + Ia(v) N2




Equacao Diferencial das Linhas Axiais

Vetor Curvatura Normal
Dado vetor ndao-nulo v em T,M, definimos o vetor curvatura
normal por:

- (V) NE(v) lIZ(v)
kn = kn(P,V) T |a(V) - |a(v) Nl + Ia(v) N2

Portanto, podemos falar em vetor curvatura normal na direg&o

v, e tratar de k
Sl



Equacao Diferencial das Linhas Axiais

@ A aplicacéo kp, restrita ao circulo unitario S,} € uma
aplicacéo afim, cuja imagem descreve uma elipse em N,M
centrada em H(p) chamada elipse de curvatura de oo em p
e denotada por e,(p)
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aplicacéo afim, cuja imagem descreve uma elipse em N,M
centrada em H(p) chamada elipse de curvatura de oo em p
e denotada por e,(p)

@ ky| = Il, € quadratica, e portanto recobre duplamente a
Sl
elipse.



Equacao Diferencial das Linhas Axiais

@ A aplicacéo kp, restrita ao circulo unitario S,} € uma
aplicacéo afim, cuja imagem descreve uma elipse em N,M
centrada em H(p) chamada elipse de curvatura de oo em p
e denotada por e,(p)

@ ky| = Il, € quadratica, e portanto recobre duplamente a
Sl
elipse.

@ A pré-imagem de cada ponto da elipse é constituida de
dois pontos diametralmente opostos em S?, e portanto a
cada ponto de ¢,(p) esta associada uma dire¢céo em T,M



Equacao Diferencial das Linhas Axiais

T M

KaW)=k,(-V)

Ky W)=k ,(-w)

Figure: Elipse de Curvatura e, (p)




Equacao Diferencial das Linhas Axiais

@ A dois pontos de e,(p), simétricos com relagdo a H(p),
estdo associadas duas dire¢des ortogonais em T,M,
formando assim uma cruz em T,M



Equacao Diferencial das Linhas Axiais

@ A dois pontos de e,(p), simétricos com relagdo a H(p),
estdo associadas duas dire¢des ortogonais em T,M,
formando assim uma cruz em T,M

@ Expressamos a area da elipse de curvatura como:

Acalp) = m- (1m0 (C2 20T




Equacao Diferencial das Linhas Axiais

Considere a funcao:

ke — H[Z = [eldx2 + 2fidxdy +gady®  Egy — 2Ffy + Gel} 2
Edx2 + 2Fdxdy + Gdy? 2(EG — F2)
e,dx2 + 2f,dxdy + gody2  Eg, — 2Ff, + Ge, 12
[ Edx2 + 2Fdxdy + Gdy2  2(EG — F2) }




Equacao Diferencial das Linhas Axiais

Considere a funcao:

I[kn — H H2 - [eldXZ + 2f,dxdy + g1dy?  Egi- 2Ff, + Gel} 9
Edx? + 2Fdxdy + Gdy?  2(EG — F?)
ead? + 20txdy + gady? _ Egp — 2Ff; + Gez )’
[ Edx2 + 2Fdxdy + Gdy?2 - 2(EG — F?) }

Para cada p € M em que £,(p) ndo se degenera em um ponto
ou circulo, os pontos de maximo e de minimo desta fungéo
determinam quatro pontos sobre a elipse de curvatura ¢,(p), a
saber, agqueles que sao interseccdo da elipse com seus eixos
maior e menor.



Equacao Diferencial das Linhas Axiais

Figure: Elipse de Curvatura e, (p)



Equacao Diferencial das Linhas Axiais

@ Nos pontos p € M em que a elipse se degenera em um
circulo, temos que a fungéo ||k, — H||? € constante, e
portanto o campo de dire¢es de curvatura axial ndo fica
bem definido.
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@ Nos pontos p € M em que a elipse se degenera em um
circulo, temos que a fungéo ||k, — H||? € constante, e
portanto o campo de dire¢es de curvatura axial ndo fica
bem definido.

@ Chamaremos estes de pontos umbilicos axiais ou pontos
axiumbilicos da imerséo «, e denotaremaos o conjunto dos
pontos axiumbilicos da imerséo « por U,,.




Equacao Diferencial das Linhas Axiais

@ Nos pontos p € M em que a elipse se degenera em um
circulo, temos que a fungéo ||k, — H||? € constante, e
portanto o campo de dire¢es de curvatura axial ndo fica
bem definido.

@ Chamaremos estes de pontos umbilicos axiais ou pontos
axiumbilicos da imerséo «, e denotaremaos o conjunto dos
pontos axiumbilicos da imerséo « por U,,.

@ Determinar as diregbes de curvatura axial consiste em
resolver:
2
Jac(||kn — HJ|%,14) =0

a qual possui quatro solu¢des para cada p fora de U, e
fica indeterminada nos pontos p € U,.




Equacao Diferencial das Linhas Axiais

Proposicao (Garcia,Sotomayor)

Sejaa : M — R* umaimerséo C', r > 4, de uma superficie
suave orientada. Denote a primeira forma fundamental por

lo = Edx? + 2Fdxdy + Gdy?
e a segunda forma fundamental por
ll, = (e1dx2+2f;dxdy +g1dy?)N; +(eodx?+2f,dxdy +g,dy?)N,

onde {N1, N} é um referencial ortonormal,tal que
{ax, ay, N1, Nz} seja um referencial positivo.




Equacao Diferencial das Linhas Axiais

A equacao diferencial das linhas axiais é dada por:

G = [aoG(EG — 4F?) +a;F(2F% — EG)]dy*
+ [-8agEFG + aj1E (4F? — EG)]dy3dx
+ [-6a9GE? + 3a;FE?|dy?dx?
+ a;E3dydx?
+  apE3dx*
=0




Equacao Diferencial das Linhas Axiais

a; = 4G(EG — 4F?)(e? + e3)
+ 32EFG(e;f; + efy)
+ 4E%(gf +93)
— BE*G(e10: + €202)
— 16E2G(fZ +2)

ap = A4F(EG —2F?)(e? +e3)
— 4E(EG — 4F?)(e1f; + e5fy)
+ 4E3(f101 + f202)
— 4E%F(e10; + €202)
— 8E2F(f2+f2)




Equacao Diferencial das Linhas Axiais

a,=0

a,=0

p Ol1=0 a1=0

Figure: Transversalidade e Contato Quadratico das Curvasag =0 e
a;=0emp



Equacao Diferencial das Linhas Axiais

No caso de coordenadas isotérmicas, istoé, E =GeF =0, a
equacao diferencial das linhas axiais se reduz a:

ao(x,y)(dx* — 6dx2dy? 4 dy*) + a;(x,y)(dx? — dy?)dxdy = 0




Equacao Diferencial das Linhas Axiais

No caso de coordenadas isotérmicas, istoé, E =GeF =0, a
equacao diferencial das linhas axiais se reduz a:

ao(x,y)(dx* — 6dx2dy? 4 dy*) + a;(x,y)(dx? — dy?)dxdy = 0

Fazendo p = &, reduzimos a

ao(x,y)(p* — 6p” + 1) + az(x,y)p(1 — p?) =0




Equacao Diferencial das Linhas Axiais

Proposicao

Suponha que M esta contido em R® com e, = f, = g, = 0.
Entdo a equacdo diferencial das linhas axiais é o produto entre
a equacéao diferencial das linhas principais e a equacéo
diferencial das linhas médias, ou seja, a equacao diferencial
guartica é dada por:

Jac(ll,, 1) - Jac(Jac(lly, 1a),14) =0
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Configuragdes Axiais

Denote por Z' = Z' (M, R*) o conjunto das imersdes C' de M
em R4,



Configuragdes Axiais

Denote por Z' = Z' (M, R*) o conjunto das imersdes C' de M
em R4

Para cada o € 7', fica bem definida a equacao diferencial das
linhas axiais:

G(x,y,dx,dy) = a,dy*+azdy3dx+a,dy2dx?+a; dydx3+agdx? = 0

a qual esta definida no fibrado projetivo PM da superficie M



Configuragdes Axiais

Denote por Z' = Z' (M, R*) o conjunto das imersdes C' de M
em R4

Para cada o € 7', fica bem definida a equacao diferencial das
linhas axiais:

G(x,y,dx,dy) = a,dy*+azdy3dx+a,dy2dx?+a; dydx3+agdx? = 0

a qual esta definida no fibrado projetivo PM da superficie M

Definicdo

Para cada o € ", definimos a Superficie de Lie-Cartan da
imers&o a por L, := G;1(0).



Configuragdes Axiais

Na carta (x,y,p), com p = % temos:

G(x,y,p) = asp® +agp® + ap? +a1p +ao =0



Configuragdes Axiais

Na carta (x,y,p), com p = % temos:

G(x,y,p) = asp® +agp® + ap? +a1p +ao =0

consideremos o campo X, de classe C' 3, conhecido como
Campo de Lie-Cartan:

0 0 0
Xo = gpafx + pgp@ —(Gx + pgy)%



Configuragdes Axiais

Na carta (x,y,p), com p = % temos:

G(x,y,p) = asp® +agp® + ap? +a1p +ao =0

consideremos o campo X, de classe C' 3, conhecido como
Campo de Lie-Cartan:

0 0 0
Xo = gpafx + pgp@ — (gx + pgy)%

Este campo é tangente a superficie de Lie-Cartan.



Configuragdes Axiais

Definimos as Linhas de Curvatura Axial como a projecéo, por
m: PM — M, das linhas integrais £, do campo de Lie-Cartan
Xa-



Configuragdes Axiais

Definimos as Linhas de Curvatura Axial como a projecéo, por
m: PM — M, das linhas integrais £, do campo de Lie-Cartan
Xa-

Sobre p € (M — U, ) temos 4 dire¢cdes bem definidas, que séo
solucdes da equacéo (27). Duas delas estdo associadas ao
eixo maior e duas ao eixo menor da elipse de curvatura e,(p).



Configuragdes Axiais

Definimos as Linhas de Curvatura Axial como a projecéo, por
m: PM — M, das linhas integrais £, do campo de Lie-Cartan
Xa-

Sobre p € (M — U, ) temos 4 dire¢cdes bem definidas, que séo
solucdes da equacéo (27). Duas delas estdo associadas ao
eixo maior e duas ao eixo menor da elipse de curvatura e,(p).

A projecao nos da entédo dois campos de pares de linhas
tangentes ortogonais, cada par chamado de uma rede integral,
sendo uma rede associada ao eixo menor e outra ao eixo
maior.



Configuragdes Axiais

A rede associada ao eixo maior daremos o nome de Linhas de
Curvatura Axial Principal e a rede associada ao eixo menor
daremos o nome de Linhas de Curvatura Axial Média.



Configuragdes Axiais

A rede associada ao eixo maior daremos o nome de Linhas de
Curvatura Axial Principal e a rede associada ao eixo menor
daremos o nome de Linhas de Curvatura Axial Média.

Duas Configuragdes Axiais: a Configuragdo Axial Principal

P = {U,, X, } definida pelos pontos axiumbilicos U, e pela
rede integral X, em (M — U, ), na qual a imersé&o é curvada ao
longo dos extremos do eixo maior da elipse de curvatura, e a
Configuracé@o Axial Média Q. = {U,, ).} definida pelos pontos
axiumbilicos U,, e a rede integral ), em (M — U, ), na qual a
imersao é curvada ao longo dos extremos do eixo menor da
elipse de curvatura.



Configuragdes Axiais

A JT
=) \

\‘ 4
. / -
-

Figure: llustracdo da projecdo em M das linhas £, do campo de
Lie-Cartan na vizinhanca de um ponto p € (M — U,,). Os nimeros
ilustram a projecdo de cada linha, temos portanto as cruzes
determinadasporl —-3e2 -4
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Equacéo em uma Carta de Monge

Z:R(X)y)
W:S(X7y)
r r
R(x,y) —x +r11Xy+£y2+%X3+£X2y+*Xy +Ey3
r r r r
_S20 2 So2y2 | 5303, S21,2, 512
S(X,y) = 5 XTHSuXy + ooyt + X 2xy+ 2xy
sE 3 Sao0 N S31 3 S22 2.2 4
+ gy X+ ey 4 YR 4 S+ Ty

+ h.o.t.



Equacéo em uma Carta de Monge

No ponto (x,y,R(X,y),S(X,y)), 0 plano tangente & superficie
neste ponto é gerado por {t;,t,}, onde t; = (1,0,Rx,Sx) e
tz = (()7 1, Ry, Sy).



Equacéo em uma Carta de Monge

No ponto (x,y,R(X,y),S(X,y)), 0 plano tangente & superficie
neste ponto é gerado por {t;,t,}, onde t; = (1,0,Rx,Sx) e
tz = (()7 1, Ry, Sy).

O plano normal é entéo gerado pelos vetores {N1, N}, onde
Ny = N e N, = M sendo N; = (—Ry, —Ry,1,0) e
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Equacéo em uma Carta de Monge

No ponto (x,y,R(X,y),S(X,y)), 0 plano tangente & superficie
neste ponto é gerado por {t;,t,}, onde t; = (1,0,Rx,Sx) e
tz = (()7 1, Ry, Sy).

O plano normal é entéo gerado pelos vetores {N1, N}, onde
Ny = N e N, = M sendo N; = (—Ry, —Ry,1,0) e

N IN2|

N\;:tl/\tz/\ﬁz.

Aqui A € o produto vetorial de trés vetores em R*, definido a
partir da equacao:

det(ty, tp, Ny, 8) = (Np, o)



Equacéo em uma Carta de Monge

A condicdo para o ponto p, expresso nessa carta de Monge
por (0,0), ser axiumbilico é que:



Equacéo em uma Carta de Monge

A condicdo para o ponto p, expresso nessa carta de Monge
por (0,0), ser axiumbilico é que:

{ r11(r2o0 — roz) + S11(S20 — So2) =0
A(rZ +s2,) — (r20 — r02)? — (S20 — S02)2 =0



Equacéo em uma Carta de Monge

A condicdo para o ponto p, expresso nessa carta de Monge
por (0,0), ser axiumbilico é que:

{ r11(r2o0 — roz) + S11(S20 — So2) =0
A(rZ +s2,) — (r20 — r02)? — (S20 — S02)2 =0

{ 2r11 = (So2 — S20) or

{ 2r11 = —(So2 — S20)
2811 = —(ro2 — r20)

2s11 = (fo2 — r20)



Equacéo em uma Carta de Monge

a1 =S12 — Sz0 + 2r1, ap = I3g — 12 + 2Sp1,
a3 =Sp3 — Sp1 + 212, a4 = 1 — I3 + 2S12.



Equacéo em uma Carta de Monge

a1 =S12 — Sz0 + 2r1, ap = I3g — 12 + 2Sp1,
a3 =Sp3 — Sp1 + 212, a4 = 1 — I3 + 2S12.

Condigéo de Transversalidade

T :=apaz —ajag #0




Equacéo em uma Carta de Monge

Proposicdo

Seja p um ponto axiumbilico. Entdo existe uma carta de Monge
e uma homotetia em R* tal que a equacao diferencial das
linhas axiais é dada por

y(dy* — 6dx?dy? +dx*) + (ax + by)dxdy(dx? — dy?)
+ H(x,y,dx,dy)=0
onde H contém os termos de ordem maior ou igual a 2 em

(x,y). Além disso, o ponto axiumbilico p é transversal se, e
somente se, a # 0.




Equacéo em uma Carta de Monge

Se fizermos p = g—i e dividindo a equac&o anterior por dx4,
obtemos a equacao das linhas axiais no formato polinomial:

y(p* — 6p* + 1) + (ax +by)p(1 — p?) + H(x,y,p) =0
onde H contém os termos de ordem maior ou igual a 2 em

(x,y).

- -
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e Configurages Axiais ao Redor de um Ponto Axiumbilico



A superficie de Lie-Cartan em PM é descrita por:

G(x,y,p) =y(p*—6p>+1)+(ax +by)p(1—p?)+H(x,y,p) =0



A superficie de Lie-Cartan em PM é descrita por:

G(x,y,p) =y(p*—6p>+1)+(ax +by)p(1—p?)+H(x,y,p) =0

e restrito ao eixo p, o0 campo de Lie-Cartan tem expressao:

X = —pl(p* —6p2 + 1) + (1 - p?)(at bp)]i,.



A superficie de Lie-Cartan em PM é descrita por:

G(x,y,p) =y(p*—6p>+1)+(ax +by)p(1—p?)+H(x,y,p) =0

e restrito ao eixo p, o0 campo de Lie-Cartan tem expressao:
0
X = —p[(p* - 6p? + 1) + (L — p*)(a+ bp)]%-

as singularidades ao longo do eixo p sdo determinadas por:

P(p) = pR(p) = p[(p* — 6p* + 1) + (1 — p®)(a + bp)] = 0.



R(p) = (p* — 6p2 + 1) + (1 — p?)(a + bp) tem discriminante:

A(a,b) =16a° + 4(b? + 68)a* + 16(b? + 144)a®
—8(b? — 80)(16 + b?)a? + 96(16 + b?)%a + 4(16 + b?)3



R(p) = (p* — 6p2 + 1) + (1 — p?)(a + bp) tem discriminante:

A(a,b) =16a° + 4(b? + 68)a* + 16(b? + 144)a®
—8(b? — 80)(16 + b?)a? + 96(16 + b?)%a + 4(16 + b?)3

e a derivada de X ao longo do eixo:

a(l—3p?)  4p3+b(1-3p?) —12p 0
DX(0,0,p) = | a(1-3p®)p p[4p®+b(1—-3p*)-12p] O
0 0 —P’(p)



Os autovalores de DX nos pontos singulares
(07 0, pO) = (07 0, O) € (07 0, pi)v Pi 7& 0 séo:

-n. A1 =4,
po=0: {Az——(a+1),

_ (pP+1)®

pi #0: { M=y
A2 = —piR’'(pi).




Os autovalores de DX nos pontos singulares
(07 0, pO) = (07 0, O) € (07 0, pi)v Pi 7& 0 séo:
-n. A1 =4,
Po=0: {Az——(a+1),

A = (pi2+1)3
pi #0: GV
A2 = —piR'(pi).

O autoespaco associado a A\, é transversal ao eixo p € o
autovalor A\, tem por autoespaco o eixo projetivo.



Trés casos iniciais analisados por Garcia & Sotomayor:
@ A(a,b) <0,

@ A(a,b)>0, a<0, a# -1,
@ A(a,b) >0, a>0.









Figure: Diagram of stable axiumbilic points, E3, E4 and Es.
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© Ponto Axiumbilico EZ,



Definicéo
Seja o : M — R* imers&o de classe C",r > 5, de uma
superficie suave orientada. Um ponto axiumbilico p é do tipo
El, sea#0e:
i) A(a,b) =0, (a,b) # (—1,0) e (a,b) # (-4, £3V5), ou
i) b#0ifa=-1.




Proposicdo

Seja o : M — R* imerséo de classe C", r > 5 de uma
superficie suave orientada com ponto axiumbilico p do tipo E§4.
Entdo a configuracdo axial, de « na vizinhanga de p € como na
figura abaixo:







Proposicdo

Seja o € ', r > 5 imerséo satisfazendo a condigdo de que o
ponto p seja axiumbilico do tipo E3,. Entdo, existe uma
vizinhanca V de p, uma vizinhanga V de « e uma fungéo

F :V — R de classe C"'~2 de modo que cada x € V tem um
Unico ponto axiumbilico p,, € V sendo:

i) dF, #0.

i) F(n) <0 se, e somente se, p,, € axiumbilico do tipo Es.
i) F(u) > 0 se, e somente se, p, € axiumbilico do tipo Ej.
v)

iv) F(u) = 0 se, e somente se, p,, € axiumbilico do tipo E3,







-~
~
~
.

I

[ -

Bws?
S

|

~

-

<
~
~~

-~




Outline

@ Ponto Axiumbilico EL



Definicédo

Um ponto axiumbilico é do tipo Ej; se a variedade £,, tem
exatamente 4 singularidades localizadas ao longo do eixo
projetivo as quais sao do tipo Morse.



Definicédo

Um ponto axiumbilico é do tipo Ej; se a variedade £,, tem
exatamente 4 singularidades localizadas ao longo do eixo
projetivo as quais sao do tipo Morse.

Proposicao

Considere uma carta de Monge e uma homotetia tal que a
equacdo diferencial das linhas axiais é escrita como:

ao(x, y)(dx*—6dx2dy?+dy*)+ay (x,y)dxdy (dx?—dy?)+0(3) = 0,
sendo

1 1
ao(x,y) =y + Eazox2 +anxy + anzy2 +h.o.t.,

1 1
ar(x,y) =bory + Ebzox2 + byixy + Ebozy2 +h.o.t.




Entdo, as seguintes condicdes sdo equivalentes:

i) ascurvas ag = 0 e a; = 0 séo regulares e tem contato
guadratico em 0,
ii) o ponto axiumbilico 0 € do tipo E 5,
iii) o campo de Lie-Cartan definido em £, tem uma sela-no

guadrética no eixo p com variedade central transversal ao
eixo.
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Proposicao

Sejaa € ', r > 5, imersdo satisfazendo a condicéao EL}5 em
um ponto axiumbilico p. Ent&o existe uma vizinhanca V de p,
uma vizinhanga V de o e uma fungao

F:V—R

de classe C" 2 tal que:
i) dF, # 0
i) F(u) =0 se, e somente se, 1 € V tem um Unico ponto
axiumbilico em V, o qual € do tipo E;

i) F(u) <O se, e somente se, u tem exatamente dois pontos
axiumbilicos em V, sendo um do tipo E4 e o outro do tipo
Es

iv) F(n) > 0 se, e somente se, 4 ndo tem pontos axiumbilicos
emV.
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a Ciclos Axiais



Seja v : | — M ciclo axial parametrizado pelo comprimento de
arco u. Entao, ao longo de ~ esta definido um referencial
ortonormal positivo de Darboux {T1, T2, N1, N>}, sendo

T1(u) =~+/(u), {Ng, Nz}, um referencial ortonormal do plano
normal associado a elipse de curvatura com N, = Tq A T2 A Nj.



Seja v : | — M ciclo axial parametrizado pelo comprimento de
arco u. Entao, ao longo de ~ esta definido um referencial
ortonormal positivo de Darboux {T1, T2, N1, N>}, sendo

T1(u) =~+/(u), {Ng, Nz}, um referencial ortonormal do plano
normal associado a elipse de curvatura com N, = Tq A T2 A Nj.

Denotando H = h1N; + hoN, 0 vetor curvatura média,

19 = 7g,1N1 + 79 2N 0 vetor tor¢cdo geodesica,

kn —H = kyN1, k; > 0 o semi-eixo principal da elipse de
curvatura e , =< Ni, N2 > € a torséo normal do referencial
{N1,N2}



T 0 kg (hi+ky) h Ty
T _ —Kg 0 79,1 Tg2 | | T2
N | | —(hi+ki) —7ga 0 - N,

N3 —h; —Tg,2 —Th 0 N,



Proposicdo

Seja v um ciclo axial da configuracéo axial principal P,
parametrizado pelo comprimento de arco u e comprimento L, e
{T1,T2,N1, N2} referencial positivo ortogonal de Darboux ao
longo de v. Entdo a expressao:



a(u,v) = ~(u)+vTy(u)
{(hl(u)_kl( )2 v3

v?2 +A3( )

L AU )‘2’71 + As(u, v)l"zo} Ny (u)




A expressao define uma parametrizacédo local, L-peridédica em
u, de classe C"~° em uma vizinhanca de ~.



A expressao define uma parametrizacédo local, L-peridédica em
u, de classe C"~° em uma vizinhanca de ~.

(kf — 75 ,) & a diferenca entre os quadrados dos eixos da
elipse de curvatura ¢,.



h1

N1

Figure: llustracdo da Elipse de Curvatura sobre o ciclo axial

segundo a parametrizacao efetuada




Figure: Parametrizacdo local em torno do ciclo axial principal,
ilustrando aplicacédo de primeiro retorno.









Definicédo

O ciclo axial ~ é dito hiperbdlico se 7/(0) # 1, e é
semi-hiperbdlico se 7/(0) = 1 e n”(0) # 0.




Proposigdo

Seja «v um ciclo axial principal da configuracao principal Py,
parametrizado pelo comprimento de arco u e comprimento L
conforme a Proposicdo 12. Entdo a primeira derivada da
aplicacéo de retorno 7 é dada por:

Inﬂ- / k2 — T BS == 7 ) 79,2 i 2(h27‘n — h{l_)kl]

du

-




Proposicdo

Seja o : M2 — R* imers&o de classe C', r > 6 e ~ ciclo axial
principal de «, parametrizado pelo comprimento de arco u e
comprimento L. Considere a carta (u,Vv) conforme a
Proposicéo 12 e a perturbagéo:

(U, v) = a(u,v) + = | 2203 5(v)N;(u)

onde § = 1 na vizinhanca de v = 0 com suporte compacto e
assumimos 74 » # 0 . Ent&o, v € um ciclo axial principal de a.,
para ¢ suficientemente pequeno, o qual é hiperbdlico para

e, € # 0.




Proposigdo

Seja v um ciclo axial principal da configuracao principal P,,
parametrizado pelo comprimento de arco u e comprimento L, o
gual é ndo-hiperbdlico. Entdo a segunda derivada da aplicacéo
de retorno 7 é dada por:

" 1/t ®
"= | Gamayp

Sendo

o

1] dty



Proposicdo

Seja a : M2 — R* imers&o de classe C', r > 6 e ~ ciclo axial
principal ndo-hiperbdlico de «, parametrizado pelo
comprimento de arco u e comprimento L. Considere a carta
(u,v) conforme a Proposic¢éo 12 e a perturbagéo:

a(u,v) = a(u,v) + & [%vﬂ 5(v)Na(u)
onde § = 1 na vizinhan¢a de v = 0 com suporte compacto e
assumimos 74> # 0. Entdo, v € um ciclo axial principal de «.,
para e suficientemente pequeno, o qual € semi-hiperbdlico para
e, € #£0.




Bibliografia
@ Garcia, R., Sotomayor, J. Differential Equations of

Classical Geometry, a Qualitative Theory. Publicacbes
Mateméticas. IMPA. 2009.

@ Garcia, R., Sotomayor, J., Spindola, F. Axiumbilic Singular
Points of Surfaces Immersed in R,
Journal of Singularities, Vol. 10 (2014), 124-146.
http://www.journalofsing.org/volume10/garcia-sotomayor-
spindola.pdf




	Main Part
	Comentários Iniciais
	Equação Diferencial das Linhas Axiais
	Configurações Axiais
	Equação em uma Carta de Monge
	Configurações Axiais ao Redor de um Ponto Axiumbílico
	Ponto Axiumbílico E134
	Ponto Axiumbílico E145
	Ciclos Axiais


